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Graphische Veranschaulichung des einfachsten Falles von ungleich-
formiger Reihenkonvergenz.
P. Ehrenfest- Petersburg.

Man begegnet in der Reihen-Theorie hidufig folgendem Vorkommnis: Eine Reihe
oo
Y u, (®) konvergiert in jedem Punkt des Intervalless 0 / @ /1. Speziell auch in dem

inneren Punkt & =— a. Aber bei Anndherung an & — @ von links und rechts wird die
Konvergenz unbegrenzt langsamer; d. h. in der Umgebung von #-=a konvergiert die
Reihe nur ungleichmibBig.?)

Es sei gestattet kurz anzudeuten, wie man sich den Unterschied zwischen gleich-
miaBiger Konvergenz und diesem einfachsten Fall ungleichméBiger Konvergenz graphisch
veranschaulichen kann.

Da die Reihe in allen Punkten des Intervalles konvergieren soll, so geniigt der Rest
der Reihe
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folgender Aussage: Gibt man vor 1. ein beliebig kleines ¢; 2. einen beliebigen Punkt 2 des
Intervalles, so 1Bt sich dazu eine ganze Zahl N (, ¢) finden, sodaB

| Br@) | < e
ausfillt, falls man nur irgendwie

n > N (z,¢)

nimmt. [Die Funktion N (#, ¢) gibt also an, wie viel Glieder der Reihe man mindestens
mitnehmen muB, um im Punkt # den Fehler unter ¢ herabzudriicken; sie liefert somit ein Mal
fiir die Konvergenzgeschwindigkeit in den verschiedenen Punkten des Intervalles.]

Man denke N (2, ¢) fiir ein bestimmtes ¢ als Funktion von & gezeichnet. Man er-
hilt eine Treppenkurve. Verlangt man zundchst, daB die Reihe im ganzen Intervall
gleichmaBig konvergiert, so heit das definitionsgemaB:

Zu jedem noch so kleinen ¢ ldBt sich eine ganze Zahl M (¢) finden, so
daB die Treppenkurve y — N (, ¢) im ganzen Intervall nirgendwo die Hohe M (e)
ibersteigt.

Ganz anders, falls man verlangt, daB die Reihe in der Umgebung des Punktes 2 — a
nur mehr ungleichméBig konvergiert: Allerdings wird auch hier fiir ein beliebig kleines ¢
die Funktion N (@, ¢) in jedem Punkt des Intervalles einen bestimmten endlichen Wert
besitzen. Speziell auch in # — @ den endlichen Wert N («, ¢). Aber bei unbegrenzter An-
ndherung an # = a von rechts oder links her wichst N (z,¢) iiber jede angebbare
GroBe hinaus. N (a, ¢) ist endlich, aber

lim N(w, E) = + oo
z=a+to

!) Fiir eine erste Orientierung iiber den Begriff der ungleichmiBigen Konvergenz sind die
Bemerkungen sehr instruktiv, mit denen Ph. L. Seidel scine Arbeit ,Ueber eine Eigenschaft der
Reihen, welche diskontinuierliche Funktionen darstellen®, einleitet. (Ostw. Class 116). Vergl. ferner
Osgood: Funktionentheorie pg. 69 u. f.



Die Figur erldutert schematisch®) wie sich N (2, ) in der Umgebuug von # = a
verhalten mag, falls ¢ geniigend klein genommen wird.

N (x; e,)




