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Vorbemerkung. Der vorliegende Artikel steht in enger Be-
ziehung zu V 8: L. Boltemann und J. Nabl (Kinetische Theorie der
Materie): Beide Artikel beschiftigen sich mit der Anwendung der
Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf das Studium der Be-
wegungen eines Molekiilsystems. Wihrend sich aber V 8 vornehmlich
den physikalischen Resultaten zuwendet, handelt es sich hier um die
begrifflichen Grundlagen des Verfahrens.

Auf sie wurde die Aufmerksamkeit durch zahlreiche Aufsitze
(seit 1876) gelenkt, in denen ein zentrales Theorem der kinetischen
Gastheorie — Boltemanns H-Theorem — angegriffen wurde. Aus-
nahmslos im Anschluss an diese Angriffe und Boltzmanns Erwiderungen
haben sich die prinzipiellen Untersuchungen entwickelt, die bis jetzt
iiber die Verkniipfung von Mechanik mit Wahrscheinlichkeitsrechnung
vorliegen. Dementsprechend greift auch der folgende Bericht immer
wieder auf jene Diskussion zuriick.
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Wegen der Beziehungen zu V 3: G. W. Bryan (Allgemeine Grund-
legung der Thermodynamik), V 23: W. Wien (Theorie der Strahlung),
VI 2, 21: S. Oppenheim (Figur d. Saturnringes) vgl. den Schluss-
paragraphen des Artikels.

1. Einleitung. Die ilteren Arbeiten der kinetischen Gastheorie
zeigen betreffs der Verwertung von Wahrscheinlichkeitsansiitzen ziem-
lich einheitlich die folgende Auffassung. Als Ziel gilt die ,, Erklirung®
der beobachtbaren aerodynamischen Prozesse auf Grund folgender
beiden Gruppen von , Hypothesen®:

1. Mechanisch strukturelle Hypothesen: Jedes Gasquantum ist ein
mechanisches System, bestehend aus enorm vielen') gleichartigen
Molekiilen von néher festgelegter Struktur?).

2. Sogenannte Wahrscheinlichkeitshypothesen: Den unverfolgbar
komplizierten Bewegungen der Molekiile werden Gesetzmissigkeiten
zugeschrieben in Form von Behauptungen ber dic relative Hdiufigkedt
der verschiedenen Konfigurationen und Bewegungen der Molekiile?).
(Vgl. Nr. 3—35.)

Mehr begriffliche Bedenken gegen diese Grundlagen der Theorie
konnten natiirlich zuniichst keine Beachtung finden gegeniiber der
reichen Ausbeute an experimentell-priif baren Resultaten, zu denen
A. Kronig (1856), R. Clausius (seit 1857) und J. Cl. Mazwell (1859)
bei der kinetischen Deutung der Zustandsgleichung, der Diffusion,
Wiirmeleitung und Reibung in rascher Aufeinanderfolge gelangten®).

Zu einer intensiven Diskussion der Grundlagen gab dann erst
das Boltzmannsche H- Theorem (1872)%) den Anstoss:

1) Die Zahl von Molekiilen im ¢m® bei 0° und Atmosphidrendruck — die
,, Loschmidtsche Zahl* — betrigt rund 40 Trillionen.

2) Vgl. V.8, Nr. 1 u. 26 (L. Boltzmann u. J. Nabl).

3) Diese ,,Wahrscheinlichkeitshypothesen* sind also Behauptungen {iber
statistische (tesetzmiissigkeiten inmitten der Trillionen von Molekiilen, die ein
und dasselbe Gasquantum zusammensetzen. Dabei ist die Lage und Bewegung
eines Molekiiles das Einzelerecignis — das Verhalten des einen(!) gegebenen Gas-
quantums ist Massenerschetnung. Schon diese dlteren kinetischen Arbeiten be-
zeichnete man danach gelegentlich als ,,statistisch-mechanische Untersuchungen.
Dem jetzigen terminologischen Brauch folgend wird aber im vorliegenden Artikel
die Bezeichnung ,statistisch-mechanisch* fiir eine Gruppe von Untersuchungen
vorbehalten, bei denen das Verhalten eines Gasquantums als Einzelereignis und erst
das Verhalten einer noch niher zu definierenden Schar von unendlich vielen (ein-
ander gleichen und voneinander unabhingig sich bewegenden) Exem plaren dieses
Gasquantums als Massenerscheinung behandelt wird (vgl. Nr. 9—15).

4) V 8, Nr. 15—25.

5) Boltzmann [6].
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L. Boltzmann war zur Behauptung gelangt: Die von Clausius
und Mazwell benutzten Hypothesen reichen aus, um eine zusammen-
fassende Deutung der irreversiblen Erscheinungen zu liefern; ins-
besondere eine kinetische Deutung der einseitigen Zunahme der Entropie
mit wachsender Zeit®).

J. Loschmidt (1876)") und spiter andere Autoren, darunter be-
sonders E. Zermelo (1896)%) stellten dieser Behauptung Uberlegungen
gegeniiber, die in folgender Aussage gipfeln: Aus den Grundannahmen
der kinetischen Gastheorie folgt, dass gleichgrosse Zu- und Abnahmen
der Entropie vollig gleichberechtigt sind®).

Danach ergaben sich bei der Behandlung gerade des umfassendsten
Problems der kinetischen Gastheorie zwei Resultate, die wesentlich
unvereinbar schienen. Es lag nahe, die Schuld in einem inneren
Widerspruch innerhalb der mechanisch-wahrscheinlichkeitstheoretischen
Grundlagen zu suchen. [Vgl Nr. 7 u. 16.]

In seinen Erwiderungen entwickelte Boltzmann eine etwas modi-
fizierte, verschirfte Fassung einerseits des H-Theorems und seiner
Grundlagen, anderseits der gegnerischen Ausfilhrungen — man pflegt
diese Fassung neuerdings als ,statistisch-mechanische® zu bezeichnen?)
— und gelangte zu folgenden Behauptungen:

1. Bei dieser verschiirften, statistischen Fassung verschwindet der
scheinbare Widerspruch zwischen seinen und den Loschmidt- Zermelo-
schen Resultaten.

2. Auch die modifizierte Fassung des H-Theorems stimmt weit
iiber jede mogliche Beobachtung hinaus mit der Forderung der ein-
seitigen Entropiezunahme iiberein.

Demgegeniiber halten bis jetzt noch immer mehrere angesehene
Forscher!) an der Behauptung fest, dass die Loschmidt- Zermeloschen
Einwdnde auch bei der modifizierten, statistischen Fassung des H-Theorems
innere Widerspriiche in den Grundlagen aufdecken.

Der folgende Bericht wird beherrscht von der Uberzeugung, dass
solche Widerspriiche nicht bestehen und, wo sie scheinbar bemerkt
wurden, begriindet sind in Zweideutigkeiten, zu denen einige von
Boltzmann verwendete Benennungen Anlass geben konnen (vgl. be-

6) Siehe unten Nr. 6 und V 8, Nr. 11.

7) Loschmidt [1].

8) Zermelo [1].

9) Nr. 7.

10) Nr. 9—15.

11) Zermelo [8] (1906); Poincaré [3] (1908); Brillouin [1]; Lippmann [1]
(1900); Liénard [1] (1903); Burbury [Phil. mag. (6) 16 (1908), p. 122].
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sonders die scheinbar unvereinbaren geometrischen Eigenschaften der
Boltzmannschen ,,H-Kurven“ Nr. 14b). — Danach war auch Stellung
zu nehmen zu der aus jener Behauptung hervorgegangenen Anschauung,
dass die Clausius-Mazwellschen Deutungen der Diffusion, Wérmeleitung
und Reibung zu verwerfen seien; dass ,ihr scheinbares Gelingen nur
auf Fehlschliissen beruhe!?).

Entsprechend ihrem Ursprung aus diesem Kampf um das
H-Theorem sind die ,stafistisch-mechanischen® Untersuchungen weit
davon entfernt, eine systematisch verarbeitete Disziplin zu bilden;
eher sind sie anzusehen als eine Sammlung von Erliuterungen zu
den dlteren Wahrscheinlichkeitsansitzen der Gastheorie: sie prizisieren
diese dlteren Ansitze, indem sie schrittweise die Wahrscheinlichkeits-
terminologie auflésen in hypothetische Behauptungen iiber relative
Héufigkeiten innerhalb klar definierter statistischer Gesamtheiten. So
wurden manche Unklarheiten beseitigt!®), die der Wahrscheinlichkeits-
terminologie anhaften; die zahlreichen Liicken, die dabei evident
wurden (vgl. die ,Behauptungen“ I—X in Nr. 15 —18) regten zu Unter-
suchungen an, von denen wenigstens eine durch Boltzmann mit grossem
Erfolg durchgefiihrt wurde (vgl. Nr. 13).

Eine Verfolgung dieses Entwicklungsganges zeigt, dass nur ein
kleiner Bruchteil der dabei zutage getretenen Ideen, und nicht durch-
aus der wesentlichste, von der systematisicrenden Darstellung umspannt
werden kann, die G'ébbs in seiner ,statistischen Mechanik zu geben
versucht (vgl. Nr. 19—25).

Deshalb schien es geboten, im vorliegenden Bericht eine iiber-
wiegend genetische Darstellung zu wihlen, die von einer Darlegung
der dlteren Fassung der Grundlagen ausgeht!*).

I. Die iiltere Fassung statistisch-mechanischer Untersuchungen
(Kinetostatistik des Molekiils).

2. Die ersten, vorliufigen Wahrscheinlichkeitsansitze ). Die
ersten quantitativen Versuche einer kinetischen Deutung betreffen die
Gleichung pv = RT'; Berechnung des Druckes, den die in Wirme-

12) Zermelo [1Db].

13) Vgl. Anm. 15.

14) Die Disposition der niichsten 8 Nummern liuft parallel der Darlegung
in V 8.

15) In den folgenden Ausfiihrungen wird die Bezeichnung: Wahrscheinlich-
keit eines Vorkommmisses vermieden und durch die allerdings schwerfilligeren,
expliciten Hiufigkeitsaussagen ersetzt. In den zuniichst zu besprechenden #lteren
Arbeiten wirkte die unterschiedslose Bezeichnung ,,Wahrscheinlichkeit* unzweifel-
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bewegung begriffenen Molekiile eines ruhenden Gases auf die Gefiiss-
winde ausiiben®). Bei der Berechnung dieses Druckes ersetzen sie
die unbekannte und unverfolgbare komplizierte Bewegung der Molekiile
durch das fiir die Rechnung moglichst bequem gewdhlte Bewegungsschema:
alle Molekiile bewegen sich mit derselben Absolutgeschwindigkeit, und
zwar je ein Drittel parallel den drei Kantenrichtungen des Gefiss-
wiirfels. Dieses Verfahren rechtfertigt z. B. Kronig (1856)') mit
folgenden Worten: ,Die Bahn jedes Molekiiles muss.... eine so un-
regelmiissige sein, dass sie sich der Berechnung entzieht. Nach den
Gesetzen der Wahrscheinlichkestsrechnung wird man jedoch statt dieser
vollkommenen Unregelméssigkeit eine vollkommene Regelméssigkeit
annehmen diirfen®!8).

3. Die Gleichh#éufigkeit anscheinend gleichberechtigter Vor-
kommnisse.

3a. Die Ansiitze bei Clausius. Wesentlich kritischer ist das Ver-
fahren und auch die Ausdrucksweise in den Arbeiten von R. Clausius9)
(seit 1857). Seine Ansitze beschrinken sich fast ausnahmslos darauf,
die Gleichhiufigkeit solcher Molekiilbewegungen und Konstellationen
zu behaupten, deren Gleichberechtigung er fiir gentigend plausibel hilt.

Fir ein ruhendes Gas im Wirmegleichgewicht, beim Fehlen
dusserer Kréfte legt er z. B. folgende Behauptungen teils stillschwei-
gend, teils explizit dem Kalkiil zugrunde: Die Molekiile verteilen sich

haft heuristisch fruchtbar: Relative Hiufigkeitszahlen durchaus verschiedener
Natur wie etwa a) relative Liénge der Zeit, wihrend welcher ein Molekiil A
einen Zustand Z aufweist und b) relative Anzahl derjenigen Molekiile, welche
in einem und demselben Moment den Zustand Z aufweisen, traten so auf unter der
nicht weiter differenzierten Bezeichnung: ,die** Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
A den Zustand Z aufweist. Damit war aber wnmerklich die Gleichheit beider
relativen Haufigkeitszahlen behauptet und weiterhin ausnutzbar, wihrend der
Nachweis ihrer Gleichheit vielleicht grosse Schwierigkeiten geboten hitte, falls
er iliberhaupt gelang. Leider ist dieses Verfahren aber auch in neueren, kritischen
Untersuchungen iiber die Grundlagen der kinetischen Theorie noch weitaus nicht
vollstindig eliminiert. Vgl. Beginn von Nr. 14.

16) Vgl. V 8, Nr. 2.

17) Kronig [1].

18) Wegen der speziellen Gestalt der Summenbildungen, die bei der Druck-
berecknung in Betracht kommen, fiihrt bei diesem Problem das Krdinigsche
Schema zum selben Resultat wie das spitere, verfeinerte Schema von Clawsius.
Bei der Behandlung anderer Probleme wie z. B. Diffusion und Wirmeleitung ist
das nicht mehr der Fall.

19) Die folgenden Ausfiihrungen beziehen sich vor allem auf diejenigen
" Abhandlungen von Clausius [1, 2], die der ersten gastheoretischen Publikation
Maawells [1] vorausgehen.
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gleich dicht iiber das Gefdss. — Die verschiedenen Werte der Absolut-
geschwindigkeiten der Molekiile kommen in allen Teilen des Gefésses
mit der gleichen relativen Hiufigkeit vor. — In jedem Volumenelement,
das nur eine gentigend grofe Zahl von Molekiilen enthélt, sind alle
Geschwindigkeitsrichtungen gleich héufig vertreten?).

3b, Der ,Stosszahlansatz‘?!). Hierher gehort auch der iiberaus
wichtige Ansatz, den in der Hauptsache schon Clausius gegeben hat,
fiir die Zahl der Zusammenstisse, welche 1m Zeitelement A ¢ zwischen
zwei gegeneinander anlaufenden Gruppen von Molekiilen stattfinden:
Man berechnet die Volumsumme der Zylinder, welche die ,,Deckungs-
sphiren“?2) der verschiedenen Molekiile der ersten Gruppe in ihrer
Relativbewegung gegen die Molekiile der zweiten Gruppe wihrend
At durchfegen?®). Die Zahl der gesuchten ZusammenstoBe ist dann
gleich der Zahl derjenigen Molekiile der sweiten Gruppe, die im
Moment ¢ innerhalb dieser zu durchfegenden Zylinder liegen. — Fiir
diese letztere Zahl machte nun Clausius als erster den Ansatz®*):

[Durchfegter Raum] - [Zahl der Molekiile zweiter Art pro Vo-
lumeneinheit).

Diesem ,,Stosszahlansatz” liegt ersichtlich folgender Gleichhiufig-
keits- (,,Gleichwahrscheinlichkeits-“) Ansatz zugrunde: Von den Mole-
kiilen der zweiten Gruppe entfallen auf jede Volumeneinheit des ou
durchfegenden Raumes ebensoviele als auf jede Volumeneinheit des
wbrigen Raumes?4?).

20) Diese Behauptung formuliert offenbar eine der vielen Bedeutungen, in
denen der Ausdruck ,,Gleichwahrscheinlichkeit aller Bewegungsrichtungen* ver-
wendet wurde. Analoges ist zu sagen tiber: ,Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein
individuelles Molekiil in einem bestimmten Volumenelement des Gefiissraumes
angetroffen wird* Vgl. Anm. 15.

21) Vgl. die Erliuterung dieses Ansatzes an einem vereinfachten Modell
Nr. 5: Zwischenstiick.

22) Unsere Ausfiihrungen beschriinken sich der Einfachheit halber auf kugel-
férmige Molekiile. Die Deckungssphdre eines Molekiiles ist dann eine mit seiner
Oberfliche konzentrische Kugel von doppelt so grossem Radius: sie markiert die
Grenze, bis zu welcher der Mittelpunkt eines zweiten Molekiils sich dem des
ersten nidhern kann, ehe ein Zusammenstoss erfolgt. Vgl Boltzmann, Gas-
theorie I, § 3.

23) Wegen der korrekten Formulierung dieses rein kinematischen Teils der
Frage vgl. Boltzmann, Gastheorie I, p. 156 und V 8, Nr. 8. Fiir den Fall all-
gemeinerer Struktur der Molekiile: Boltzmann, Gasth. I, p. 107; II, p. 230.

24) Clausius [2, 3].

24%) Dieser letzte Gleichhiufigkeitsansatz wird oft als ,,Hypothese der mo-
lekularen Unordnung* bezeichnet. Dieselbe Bezeichnung wird aber noch fir
eine andere wesentlich tiefer liegende Aussage gebraucht, welche in Nr. 18¢ ent-
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4. Die Relativhiufigkeit nicht gleichberechtigter Vorkommnisse.

4a. Die qualitativen Ansitze und ersten Abschitzungen bei
Clausius. Auf Grund von Hiufigkeitsansitzen der genannten Art hat
Clausius eine neue Ableitung fiir die Gleichung pv = RT gegeben und
die erste quantitative Abschétzung tiber Diffusionsgeschwindigkeiten
entwickelt 29).

Aber schon damals exponierte Clausius wenigstens qualitativ die
kinetische Deutung solcher Erscheinungen, fiir deren quantitative Be-
handlung weitaus tiefergreifende Hiufigkeitsansitze notwendig sind.
Z. B. zeigte er?): Das Verdampfungsgleichgewicht zwischen Fliissig-
keit und gesittigtem Dampf hiéingt bei den verschiedenen Temperaturen
davon ab, fiir welchen Prozentsatz der Fliissigkeitsmolekiile bei der
betreffenden Temperatur die Absolutgeschwindigkeit den kritischen
Grenzwert iiberschreitet, welcher zur Losreissung aus der Fliissigkeit
notwendig ist. — Zur quantitativen Behandlung des Verdampfungs-
gleichgewichtes ist also ein Ansatz erforderlich fiir die relative Hiufig-
keit der verschiedenen Absolutgeschwindigkeiten der Molekiile.

Clausius macht aber noch keinen Versuch eines quantitativen
Ansatzes fiir die relative Héufigkeit so durchaus nicht gleichberechtigter
Vorkommnisse. Dementsprechend verzichtet er in einigen Fiéllen
iiberhaupt auf eine quantitative Verfolgung?"). In anderen Fillen he-
gniigt er sich mit Abschitzungen: Er ersetzt die unbekannte relative
Hiufigkeit durch einen fiir die Rechnung méglichst bequemen, bewusst
schematisierten Ansatz; betont dann aber, dass es sich hier lediglich
um einen rechnerischen Uberschlag handelt. So legt er bei Ab-
schiitzung der Diffusionsgeschwindigkeit die Rechnung so an, als ob
die Molekiile sich zwar nach allen Richtungen, aber alle mit derselben
Absolutgeschwindigkeit bewegen wiirden?). — Immerhin liegt doch
auch dieser Abschétzung eine schon tiefergreifende Annahme zugrunde,
ohne welche von jenen Abschétzungen keine Annidherungsresultate
erwartet werden konnten. Nimlich die Annahme: Im ruhenden Gas
von vorgegebener Temperatur besitzen die Molekiile eine bestimmite,

wickelt werden wird. Die Konfundierung beider Bedeutungen spielt eine be-
trachtliche Rolle in der Diskussion tber das H-Theorem. Dementsprechend
schien es geboten, im vorliegenden Bericht die Bezeichnung , Hypothese der
molekularen Unordnung* ausschliesslich fiir die in Nr. 18¢ zu erdrternde An-
nahme zu reservieren. Vgl. Anm. 161.

26) Clausius [2] (1859).

26) Ges. Abh., Bd. ITI, p. 12 ff.

27) So z. B. fiir das Verdampfungsgleichgewicht.

28) Clausius [2].
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wenn auch unbekannte Geschwindigkeitsverteilung, und zwar eine solche,
bei der die Absolutgeschwindigkeiten eine verhdltnismissig geringe Dis-
persion®®) wum den hiufigsten Wert zeigen.

4Db. Die Aufstellung eines Geschwindigkeitsverteilungsgesetzes
durch Maxwell. Um die Folgerungen, bis zu denen Clausius vor-
gedrungen war, weiter zu bearbeiten, dazu war jetzt notig, die quali-
tative Behauptung einer geringen Geschwindigkeitsdispersion durch
irgendeinen speziellen quantitativen Ansatz abzuldsen, mit dem sich
rechnen liess. — Hier greift J. Cl. Maxwell ein (1859)%°). Fiir ein
ruhendes Gtas mit einatomigen Molekiilen®!), im Wérmegleichgewicht
und beim Fehlen #usserer Kriifte stellt er folgendes Geschwindigkeits-
verteilungsgesetz auf (,,Mazw.-Vert.-Ges.):

(1) f(u, v, w) AuDvAw = Ae — B+ +v) Ay Ay Aw.

Hierin ist f(u, v, w) AuOvAw die Zahl der Molekiile, deren drei
Geschwindigkeitskomponenten zwischen den Grenzen:

(2a) w und u + Au
(2b) v und v 4 Av
(2¢) w und w+ Aw

liegen. A und B sind zwei Konstanten, die sich aus der Gesamtzahl,
-masse und -kinetischer Energie der Molekiile bestimmen 32).

Man darf annehmen, dass Mazwell bei Aufstellung seines Ver-
teilungsansatzes sich von dem Vorbild des Gaussschen Fehlergesetzes
leiten liess®). Uber die zentrale Stellung, die der Maxwellsche An-
satz alsbald bei der Berechnung der Diffusions-, Wiirmeleitungs- und
Reibungskonstanten gewann, vgl. man die Nr.16—21 von V 8.

4c. Die Verallgemeinerung des Maxwellschen Ansatzes durch
Boltzmann. Boltzmann fithrte (1868)%) eine bedeutsame Verall-
gemeinerung des Mazwellschen Ansatzes in die Gastheorie ein: Erstens
lisst er zu, dass auf die Molekiile des Gases ein cusseres Kraftfeld wirkt
(z. B. die Schwere). In diesem Fall sind also nicht nur die verschie-
denen Absolutgeschwindigkeiten (versch. Werte der kinetischen Energie),

29) Vgl. Anm. 32).

30) Mazwell [1].

31) In seiner ersten Arbeit betrachtet Maxwell auch noch den Fall nicht-
kugelférmiger, starrer Molekiile. Fiir die verschiedenen Werte der Rotations-
geschwindigkeiten macht er dann ohne weiters den zu (1) analogen Hiufigkeits-
ansatz.

32) Vgl. V 8, Nr. 8.

33) Vgl. Gl. B". in Anm. 176.

34) Boltzmann [2, 3].
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sondern auch die verschiedenen Lagen eines Molekiils im Gefdss (versch.
Werte der dusseren potentiellen Energie) nicht mehr gleichberechtigts®).
—— Zweitens lidsst Boltzmann zu, dass jedes Molekiil aus mehreren
Atomen besteht, die durch Attraktionskrifte miteinander verbunden
sind3®): hier sind also auch noch die verschiedenen Konfigurationen
der Atome im Molekiil (versch. Werte der inneren potentiellen Energie)
als nicht-gleichberechtigte Vorkommnisse anzusehen.

Die Boltzmannsche Verallgemeinerung des Mazwellschen Ansatzes
besagt nun fiir diesen sehr allgemeinen Fall:

Bezeichnet At einen sehr kleinen Variabilititsbereich fiir den
Zustand eines Molekiiles — dadurch charakterisiert, dass die Koor-
dinaten und Geschwindigkeiten aller Atome in passende Grenzen37)
eingeschlossen werden, analog den Grenzen (2a), (2b), (2¢) — so ist
im Fall des Wirmegleichgewichtes
3) f-Ar=qae P Ar
die Zahl derjenigen Molekiile, deren Zustand im Variabilititsbereich
Az liegt. & bezeichnet hier die tofale Emergie, die das Molekiil in
diesem Zustand besitzt (kinetische Energie - &ussere potentielle
Energie | innere potentielle Energie)®). « und B sind zwei Kon-
stante, die sich dhnlich bestimmen wie beim Mazwellschen Gesetz.

Fir den Fall kugelférmiger Molekiile von der Masse m, auf
welche das Schwerefeld wirkt, wiirde zu nehmen sein:

(3" At =Dz DyDzbubvdw

(3

(37 fm et (o)

35) Im Falle z B. der Schwere ist die vertikale Richtung ausgezeichnet,
und damit geht auch noch die Gleichberechtigung der verschiedenen Geschwin-
digkeitsrichtungen verloren (vgl. Anm. 39).

36) Boltzmann [3). Zu dieser verallgemeinerten Fragestellung wurde Boltz-
mann gefihrt durch die schon vorher von ihm [1] (1866) begonnenen Versuche,
den Carnot-Clausiusschen Satz von der beschrinkten Verwandelbarkeit der Wirme
in Arbeit aus kinetischen Vorstellungen abzuleiten. Um diese Ableitung fiir
beliebige thermische Systeme durchzufiithren — Boltzmann [6] (1871) —, war
notig, z B. auch fiir nicht ideale Gase auszurechnen, wie sich bei unendlich
langsamen Zustandséinderungen ein mitgeteiltes Warmequantum aufteilt zwischen
Vermehrung der translatorisch und inneren kinetischen Energie und der ver-
schiedenen potentiellen Energien der Gasmolekiile. Dazu war aber eben der im
Text angefiihrte Verteilungsansatz notwendig.

37) Wegen ihrer niheren Definition, durch welche Gl. (3) erst einen be-
stimmten Sinn erhilt, vgl. Anm. 111.

38) Wir beschriinken uns hier auf den Fall, wo die wechselseitige poten-

tielle Energie zweier verschiedener Molekiile aufeinander vernachldssigt wer-
den kann,
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wo
) = ul4 v?4 wi

Der Vergleich mit (1) zeigt, dass in Bezug auf die Geschwindigkeits-
verteilung (3”) mit dem Maxwellschen Ansatz iibereinstimmt. — Dem-
entsprechend hat man den Ansatz (3) als Mazwell- Boltzmanmsches
Verteilungsgesetz bezeichnet3?).

b. Ableitungsversuche der Hiuflgkeitsansitze zweiter Art aus
denen erster Art. Die zuletzt angefiihrten Hiufigkeitsansitze von
Maxwell und Boltzmann bediirfen offenbar in noch viel hoherem Grad
einer Rechtfertigung, als die unter a) geschilderten Gleichhiufigkeits-
ansitze. In der Tat publizierten Maxwell und Boltzmann ihre Ver-
teilungsgesetze nicht geradezu als hypothetische Ansitze’), sondern
als Endergebnisse systematischer Ableitungen.

Diejenige Ableitung, die Mazwell in seiner ersten gastheoretischen
Arbeit#!) skizzierte, wurde von ihm selbst spiter als unbefriedigend
verworfen (vgl ihre Darstellung und Kritik in V8, Nr. 7).

Die folgenden Ableitungsversuche Maxwells und Boltzmanns er-
reichten einen ersten Abschluss im H-Theorem. Sie durchliefen dabei
folgende Entwicklungsstufen:

Mazwell (1866)*%). Fiir ein einatomiges Gas, auf das keine
dusseren Kriifte wirken, erfiillt die Maxwellsche Verteilung die
Forderung des Wirmegleichgewichtes*®): sie erhdlt sich némlich
gegeniiber den Zusammenstossen der Molekiile stationér aufrecht??).

89) Der Ansatz (3”) enthiilt unter anderem schon folgende Aussagen: a) in
allen Stellen des Gefisses trifft man dieselbe prozentuale Verteilung der Ab-
golutgeschwindigkeiten an — also auch dieselbe mittlere kinetische Energie
(Temperatur). — b) Alle Geschwindigkeitsrichtungen sind gleich haufig vertreten,
obwohl jetzt — vgl. Anm. 35 — die vertikale Richtung ausgezeichnet ist. —
c) Die barometrische Hohenformel. — Besonders gegen die Aussage a) hat
Loschmidt [1] polemisiert. Er versuchte zu beweisen, dass im Gleichgewichts-
zustand das Gas unten heisser, oben kélter sein miisse. Vgl. Boltzmanns Ant-
wort [8, 11].

40) Vgl iibrigens den Ansatz, den Maxwell [2] ohne Beweisversuch auf-
stellt fiir die anisotrope Geschwindigkeitsverteilung in Gasen mit stationéirer
Deformationshbewegung:

fmACQ™ o ) = (B, u?+ B0 + By w?)

41) Mazwell [1]. Er verwirft diesen Beweis in dor Arbeit [2].

42) Maxwell [2].

43) Vgl. V8, Nr. 6.

44) Jeder Zusammenstoss wirft zwei Molekiile ans ihren anfinglichen Be-
wegungszustinden in zwei neue. Mazwell zeigt: Im Falle der Maxwellschen
Geschwindigkeitsverteilung werden in jedem Zeitelement in jedes Geschwindig-

Encyklop. d. math. Wissensch. IV 2, 11. 2
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Boltzmann (1868—T1)*%). In einem mehratomigen Gas, auf dessen
Molekiile ein #usseres Kraftfeld wirkt, erhélt sich die Mazwell-Bolts-
mannsche Verteilung stationéir aufrecht.

~ Boltzmann (1872, als eine der Folgerungen des H-Theorems)*):

Die Maxwell- Bolizmannsche Verteilung ist die einzige, welche
sich stationdr aufrecht erhalten kann*’), und jede andere geht unter
der Wirkung der Zusammenst6sse schliesslich in sie iiber.

Beziiglich der Grundlagen der angefiihrten Untersuchungen heben
wir folgendes hervor:

1. Der Kalkiill macht von den mechanischen Eigenschaften des
Gasmodells einen wenigstens partiellen Gebrauch: er benutzt die Ge-
setze fiir den Zusammenstoss zweier Molekiile, um zu bestimmen, in
welche Zustandsgebiete Atz zwei Molekiile geworfen werden, wenn sie
vor dem Zusammenstoss in vorgegebenen Zustandsbereichen lagen
und auch der Typus des Zusammenstosses festgelegt war.

2. Der Kalkiil stiitzt sich auf einige Gleichhiufigkeitsansitze von
der in Nr. 3 angefithrten Art. Insbesondere beniitzt er als Zahl der
ZusammenstGsse verschiedener Art im Zeitelement A¢ einen Ansatz,
der im wesentlichen mit dem dort auseinandergesetzten Stosszahi-
ansate identisch ist.

Fiir den Ausbau der Hiaufigkeitsansitze, die der kinetischen Gas-
theorie zugrunde liegen, leisten also die angefiihrten Untersuchungen
zuletzt folgendes: Unter feilweiser Ausniitzung der mechanischen
Eigenschaften des Gasmodelles beweiscn sie Behauptungen iiber die
relative Hiufigkeit nicht gleichberechtigter Vorkommnisse (Mazewell-
Boltemann-Ansatz), indem sie dem Kalkiil gewisse Gleichhdufigkeits-
ansitze (bes. den Stosszahlansatz) als Voraussetzuny zugrunde legen.

Damit erhélt der Stosszahlansatz eine dominierende Stellung.
Die Kritil: des Stosszahlansatzes selbst und die Revision der auf ihn

keitsgebiet ebensoviele Molekiile hineingeworfen als aus ihnen herausgeworfen
werden.

45) Boltzmann |2, 3].

46) Boltzmann [6, 7). Uber das H-Theorem selbst vgl. Nr. 6 u. 14. Die
Darstellung in V 8 Nr. 11 weicht beziiglich der Formulierung der Voraussetzungen
und des Resultates wesentlich von jenen Originalarbeiten ab.

47) Allerdings hatte schon Maxwell [2] (1866) einen Beweis skizziert dafiir,
dass die Maxwellsche Verteilung die einzige ist, die sich stationér aufrecht er-
hilt. Boltzmann [6] (im Beginn von Kap. I) zeigte aber, dass dieser Beweisver-
such wegen eines Versehens hinfillig ist. Viel spiter (1887) gelang es Boltz-
mann (vgl. Gastheorie, Bd. 11, § 93), die Maxwellsche Beweismethode vollstiin-
diger durchzufiihren. Doch ist das Verfahren des H-Theorems darin iiberlegen,
dass es auch noch die zeitliche Ausbildung der Maxwellschen Verteilung umfasst.
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aufgebauten Folgerungen bleiben der folgenden Entwicklungsphase
vorbehalten *®).

Zwischenstiick: Mit Riicksicht auf einige spiitere Erorterungen emptiehlt es
sich an einem aufs Ausserste vereinfachten Modell zu erliutern, welche Stellung
der Stosszablansatz in den zuletzt erwihnten Maxwell- Boltzmannschen Unter-
suchungen einnimmt.

In der unbegrensten Zeichenebene bewege sich eine sehr grosse, aber end-
liche Zahl (N) von materiellen Punkten: die ,,P- Molekiile*. Sie seien fiir ein-
ander vollstindig durchdringlich. Sie bewegen sich kriiftefrei, ausser dass sie
elastische Zusammenstdsse mit den nun einzufiihrenden ¢-Molekiilen erfahren.
— Die ,,)-Molekiile** sind Quadrate von der Seitenlinge a, in unendlicher Zahl
regellos iiber die unendliche Zeichenecbene verteilt, und zwar wnbeweglich (starr
befestigt), auf jedes grossere Gebiet sollen nahe gleichviel entfallen, die mittlere
Distanz A der niichstbenachbarten soll gross gegen a sein, und die Diagonalen
Jedes Q- Molekiiles seien exakt purallel der x- resp. y-Auzxe.

Zur Zeit t, mogen alle P-Molekiile dieselbe Absolutgeschwindigkeit ¢ und
nur die folgenden vier Bewegungsrichtungen besitzen:

H)— @r G« N
Wegen der Unbeweglichkeit der ¢-Molekiile und der exakten Orientierung ihrer
Diagonalen wird diese Verfiigung sich dauernd aufrecht erhalten. — Hingegen

dndern sich durch die Stosse, welche die I- Molekiile an den @-Molekiilen er-
fahren, die Zahlen

fis s fay 1o

die angeben, wie viele Molekiile in einem bestimmten Zeitpunkt die ange-
fithrten vier Bewegungsrichtungen besitzen: es dndert sich die ,,Geschwindigkeits-
verteilung*:.

Das Analogon zur Maxwellschen-Verteilung bildet hier die Verteilung:

© fo= = o= fo= 1

Es handelt sich also um den Nachweis, dass unter der Wirkung der Zu-
sammenstosse ein sukzessiver Ausgleich der Zahlen f; stattfindet, und dass die
Verteilung (5) sich aufrecht erhilt, sobald sie einmal eingetreten ist.

N,, At bezeichne die Zahl der P-Molekiile, die im Zeitelement A¢ durch
einen Zusammenstoss aus der Bewegungsrichtung (1) in die Richtung (2) geworfen
werden. Es sind das offenbar alle und nur diejenigen Molekiile, welche zu
Beginn des Zeitelementes At zugleich folgende beiden Bedingungen erfiillen:

A. Sie besitzen die Bewegungsrichtung 1.

B. Sie liegen in irgendeinem der Streifen S (Fig. 1). [An jedes der un-

endlich vielen @-Molekiile ist ein solcher Streifen angelegt zu denken.]

Die Angabe der Zahlen f,, f;, fs, i, gemiigt offembar wnoch nicht, um zw
bestimmen, wie viele P- Molekile ausser der Bedingung A) auch noch die Be-

48) Der hypothetische Charakter des Stosszahlansatzes wurde lange Zeit
durchaus nicht empfunden. Zum Beleg vgl. in Boltzmann [4] (1871) die Schluss-
bemerkung: ,,. .. 8o habe ich in jener Abhandlung* — gemeint ist die auf dem
Stosszahlansatz basierte Abhandlung [3] — ,,den weitldufigeren, aber von jeder
Hypothese freien Weg eingeschlagen.*

2%
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dingung B) erfilllen. — Das Analogon zu dem mehrfach genannten Stosszahl-
ansatz besteht nun in folgender Behauptung:

Von den P-Molekiilen jeder einzelnen
Bewegungsrichtung entféllt auf die Streifen
S ein solcher Bruchteil, als dem Verh#ltnis
der Gesamtfliche aller S zur totalen freien
Flache entspricht. Dieses Verhiltnis sei be-
zeichnet mit

~(6) k-At.
Danach wiirden im Zeitelement A¢
@ N,At=f, - kAt
Molekiile von (1) nach (2) geworfen; analog
8) Ny, At =f, - kAt
l; im selben Zeitelement A¢ umgekehrt von
(2) nach (1). (Hier sind die Streifen S durch

die flichengleichen Streifen &' — Fig. 1 —
zu ersetzen.)

Die Gegeniiberstellung der Gleichung
() und (8) zeigt unmittelbar, dass bei den Stossen vom obigen Typus das
grossere f an das kleinere f wihrend At in Summe
® ‘f1—f2}'kAt
Molekiile verliert. — Analog fiir jedes andere Paar von Stosstypen.

Wenn bei der Berechnung der Zahlen N,y, N,y , Nyy, Ny, etc. fiir jedes
Zeitelement At tmmer wieder der Stosszahlansatz (7) zugrunde gelegt wird, so er-
hélt man eine monotone Abnahme fir die Unterschiede der Zahlen f,, f;, 5, fa-
(Einseitige Anniherung an Verteilung 5.)

Fig. 1.

6. Das Boltzmannsche H-Theorem: Die kinetische Deutung
einseitig verlaufender Prozesse?’). Die Kritik des Stosszahlansatzes
und seiner Folgerungen setzte ein, sobald man es als Paradoxon empfand,
dass die durchaus reversiblen Gasmodelle der kinetischen Theorie im-
stande sein sollen, wesentlich einseitig verlaufende, ¢rreversible Prozesse
zu deuten. Nun wurde gerade durch das Boltzmannsche H- Theorem
das Studium der nichtstationdren®), irreversiblen Prozesse in den
Vordergrund gestellt: um zu zeigen, wie jede Nicht-Maxzwellsche Ver-
teilung sich einseitig der Mawwellschen nihert, fasst dieses Theorem
alle dabei stattfindenden Einzelprozesse (darunter Wirmeleitung und
innere Reibung) zu einem einzigen, einseitig verlaufenden Totalprozess
zusammen und gipfelt in der kinetischen Deutung des Postulats der

49) Boltzmann [6, 7, 16); Lorentz [1] (1887).

50) Allerdings hatten schon viel friher Clausius und Maxwell Reibung,
Wirmeleitung und Diffusion kinetisch gedeutet. Da sie sich aber auf stationdre
Fille beschriinkten, so trat dabei das im Text angedeutete Paradoxon noch nicht
zum Bewusstsein.
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Thermodynamik, dass bei solchen trreversiblen Prozessen die Eniropie
einseitig zunimmi®).

Boltzmann stellt der Entropie eine bestimmte eindeutige Funktion
der jeweiligen Zustandsverteilung der Molekiile gegeniiber, die so-
genannte H-Funktion®). Fiir eine Zustandsverteilung, die von der
Mazwell- Boltzmannschen zunichst beliebig verschieden sein kann, be-
zeichne f- Av die Zahl derjenigen Molekiile, deren Zustand innerhalb
des kleinen Variabilititsbereiches A7%) liegt. Dann ist die Funktion H
definiert durch

(10) H = flogf-Ar,
die Summe5) erstreckt iiber alle iiberhaupt moglichen Bereiche Ax.

Der Kalkiil des H-Theorems liefert eine einseitige Abnahme der
Grosse H mit wachsender Zeit unter der Wirkung der Zusammen-
stosse: Wenn das sich selbstiiberlassene Gasmodell zu den Zeiten

Sty ty, b .. 8, .. . die Bewegungsphasen

n

(11) R S A AP S
durchlduft, so gelten fiir die zugehorigen Werte der Grosse H die
Ungleichungen

(12) ..H,>H,...>H,_,>H,...

und zwar gelten die Gleichheitszeichen dann und nur dann, wenn die
Maxwell- Boltzmannsche Verteilung eingetreten ist®). Die Grosse H
verhilt sich also in Bezug auf die zeitliche Anderung wie die negativ
genommene Entropie®).

51) Vgl. zu diesem Postulat Nr. 17.

52) In seinen ersten Publikationen iiber das H-Theorem bezeichnet Boltz-
mann diese Funktion noch mit E (Entropie).

53) Wegen der niheren Definition von Az, durch die Gl. 10 erst einen be-
stimmten Sinn erhilt, vgl. Anm. 111.

54) Az wird gewdhnlich als Differential geschrieben und entsprechend die
Summe als mehrfaches Integral. Vgl. dazu Boltzmann [6 — Kap.II][10 — Kap.IT],
ferner Nr. 12e und Anm. 110.

54%) Vgl. V8, Nr.11. Im Beispiel: Nr. § (Zwischenstiick) bleibt H konstant,
sobald £, =f, = f, = f, geworden ist.

55) In der Thermodynamik ist die Entropie nur fiir Gleichgewichtszustinde
definiert. Boltzmann hat nun fiir eine sehr allgemeine Klasse von Gasmodellen
durch Auswertung der Funktion H nachgewiesen — [6 — Kap.VI] [10 — Kap.V],
auch Gastheorie I, p. 139 —, dass sie fiir Gleichgewichtszustiinde bis auf eine
additive Konstante mit der negativ gemommenen Entropie zusammenfillt. Fiir
Nicht-Gleichgewicht ist (— H) eine Verallgemeinerung der thermodynamischen
Entropie. Uber die kombinatorische Bedeutung der Grosse H vgl. Nr. 12d.
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7. Die Einwinde gegen das Irreversibilitidtsresultat.

7a. Der Loschmidtsche Umkehreinwand (1876)%). Fiir zwel
Bewegungsphasen I', und I') mdgen alle Molekiile 1. gleiche Lagen,
2. entgegengesetzt gleiche Geschwindigkeiten besitzen. Sind H, und
H, die entsprechenden Werte der H-Funktion, so folgt unmittelbar

aus der Definition (10)°), dass
(13) H'= H..
Nun ist ferner das Gasmodell ein konservativ-mechanisclres System.

Ist es somit einer Bewegung fihig, die durch die Phasenreihe (11)
fiihrt, so ist es genau ebenso ‘einer Bewegung fihig:

(14) .. L,I_,....I,, I, ...
Bei dieser Bewegung gilt dann wegen (13) und (12):
(15) ...H/<H _,....<H'<H...

Zu je einer Bewegung des Modells, bei der H von H, auf H, abnimmt,
existiert also eine Bewegung, bei der H in genaw wmgekehrter Weise von
H, auf H, anwdichst®®).

7b. Der Zermelosche Wiederkehreinwand®). FE. Zermelo hat
durch Heranziehung eines mechanischen Theorems von H. Poincaré®®)
gezeigt: Das iibliche Lkinetische Modell eines wollstindig und dauernd
isolierten Gases verhdlt sich quasiperiodisch. Ausfithrlicher: Die Be-
wegung des Modelles liefere von ¢, bis ¢, die Phasenreihe (11), bei der
H von einem relativ hohen Wert H, auf einen kleinen Wert H ab-
sinkt. Es wird dann nach einer endlichen®) (wenn auch enorm langen®')

66) Loschmidt [1].

57) Dazu muss man auf die strenge Definition von Az zuriickgreifen. Leicht
verifizierbar fiir Beispiel (8) und besonders fiir Beispiel von Nr. b (Zwischenstiick).
Dort ist H = fl lgfl + - ﬁilgﬁn ferner fl'= fs: f2’= fu fs’= f; ) f4,= fer
also H = H. .

57%) Wenn man im Beispiel Nr. § (Zwischenstlick) im Moment ¢, die Ge-
schwindigkeiten aller P-Molekiile invertiert, so wiirde die verhdltnismiissig aus-
geglichene Geschwindigkeitsverteilung sich allmiihlich wieder zuriickverwandeln
in mehr unausgeglichene.

58) Zermelo [1] (1896). Dieser Wiederkehreinwand wird neuerdings hiufig
nach Gibbs ,,Statist. Mechanik* Kap. 12 zitiert, wo Zermelo nicht erwihnt ist.

59) Potncaré [1]. Ausfihrliche Darlegung der Giiltigkeitbedingungen bei
Boltzmann [20].

60) Unter allen Bewegungen des Systems sind im allgemeinen auch der-
artig asymptotisch verlaufende enthalten, dass sie sich nicht der obigen Cha-
rakterisierung fiigen. IThre Mannigfaltigkeit ist aber mindestens um eine Einheit
niedriger als die Mannigfaltigkeit aller Bewegungen. Aus diesem Grunde kommen
solche Ausnahmebewegungen fiir den vorliegenden Streit nicht in Betracht. Vgl.
Boltzmann [20]. Gibbs, Statist. Mech., Kap. XIIL
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Zeit in der ungestort weiter verlaufenden Bewegung eine Phasenfolge
(15%) e (), () e (D), (L) - -

vorkommen, die in allen Daten beliebig nahe mit der Phasenfolge (11)
iibereinstimmt. Es werden dabei die H-Werte

(16) (), () . (H, ), (H) ..

durchlaufen, wo (H,) sehr nahe gleich H, ist. Wegen H, > H,
und (H;) nahe gleich H; folgt

(17) (H,) > H,

Im Verlauf der Bewegung von der Phase I, bis zur Phase (I';)
hat also entgegen der obigen Formulierung des H-T heorems, die Funktion H
wieder grissere Werte angenommen.

8. Abschliessende Bemerkung. Die ausnahmslos einseitige Ab-
nahme von H (avsnahmslos einseitige Anniherung an die Maxwellsche
Verteilung errechnet sich nur dadurch, dass im Kalkiil des H-Theorems
fiir jedes At ausnahmslos der Stosszahlansatz wiederholt wird. Somit

richten sich der Umkehr- und Wiederkehreinwand vor allem gegen
ihn®2).

61) Versuch einer numerischen Abschitzung bei Boltzmann [18, 19].

62) Vgl. z. B. Burbury [Treatise § 39] (1899); Léppmann [1] (1900); Liénard
[1] (1903). — Die dort entwickelte Kritik des Stosszahlansatzes lisst sich fol-
gendermaassen an dem in § (Zwischenstiick) skizzierten Modell erliiutern: Wir
greifen aus einer lingeren ungestorten Bewegung das Zeitelement A¢ heraus und
betrachten in der exakt umgekehrten Bewegung das entsprechende Zeitelement.
Sei fiir die direkte Bewegung: f,, f;, f;, f, die Geschwindigkeitsverteilung wor
At; foy for [y fo die Geschwindigkeitsverteilung nach At. Sei N,;At die Zahl
der (1, 2)-Stosse wihrend At. Sei analog fiir die umgekehrt laufende Bewegung:
i35 1y fy die Geschwindigkeitsverteilung vor At und N’y At dic Zahl der
(2, 1)-Stosse wdhrend At. Da die beiden Vorginge, abgesehen von dem Be-
wegungssinn der P-Molekiile, identisch sind, so folgt:

(a) fxl=f.‘;a f;,=?;1 /;,,:ﬁv f4,=/_;
und
(b) N, At = N, At.

Wiirde man sowohl fiir die direkte als auch fiir dic inverse Bewegung den
Stosszahlansatz machen, so ginge die Gl (b) tiber in (vgl. GL 7 und 8):

© £k At=fk- At
Also miisste wegen (a) gelten: ]
(d) fi="1-

Diese Gleichung wird aber durchaus nicht erfiillt sein, wenn im heraus-
gegriffenen Zeitintervall die Geschwindigkeitsverteilung 7, ==/;==f,=f, noch
stark unausgeglichen war. — FEs ist also ausgeschlossen, dass im I'all einer noch
unausgeglichenen Geschwindigkeitsverteilung die Stosse wdihrend des (aus einer
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Die Weiterentwicklung baute nun die modifizierte, ,statistische®
Auffassung des H-Theorems auf ganz andere Grundlagen auf, wobei
der Stosszahlansatz zunichst vollstindig ausgeschaltet erscheint.

Dieser Entwicklung folgend, giebt der niichste Abschnitt zu-
nichst die Grundlagen (Nr.9—14) und die Formulierung der neuen
Auffassung (Nr.15 u. 17) und nimmt nur erst anhangsweise die
Frage auf, wie nun innerhalb der statistischen Auffassung der Stoss-
zahlansatz weiter zu bilden wire (Nr. 18).

I1I. Die moderne Fassung statistisch-mechanischer Unter-
suchungen (Kinetostatistik des Gasmodells).

9. Mechanische Eigenschaften des Gasmodells.

9a. Das Gasmodell und seine Phase. Das Gasmodell bestehe
aus N untereinander gleichen mehratomigen Molekiilen von je » Freiheits-
graden®). Unter der (Bewegungs-) Phase des Gasmodells zur Zeit ¢
sei verstanden der Inbegriff der folgenden 2rN Daten, welche die
gleichzeitige Konfiguration und Bewegung aller N Molekiile exakt
festlegen:

(18a) gL g0t ... ¢ a ... g% .. ... a¥, ¢F ... q¥
generalisierte Koordinaten,
(18b) phpt ... pE . pE ... o, p¥ ... p¥

generalisierte Momente %).

Die oberen Indices 1...N beziehen sich auf die Molekiile, die unteren
Indices 1...r auf die Freiheitsgrade im Molekiil ®).

Es sei
(19) D= D(g) die potentielle Energie,
(20) L= L(g,p) die kinetische Energie,
(21) E=L-+ @ die totale Energie

des Gasmodelles in der gegebenen Phase.
Die Atombewegungen verindern die Konfigurationen der Atome

lingeren ungestérten Bewegung herausgegriffenen) Zestelements At sowohl fir die
direkte als auch fir die inverse Bewegung dem Stosszahlunsatz gemigen. Min-
destens fir eine der beiden Bewegungen muss ihre Anzahl vom Stosszahlansatz
abweichen.

63) Vgl. V 8, Nr. 26 oder Boltzmann, Gastheorie II, p. 62. — Der allgemeinere
Fall mehrerer Sorten von Molekiilen sei beiseite gelassen.
dL

kY
$

64) pf definiert durch pf= also im Falle kartesischer Koordinaten:

p=mg&. Vgl IV1 (4. Voss).
66) Boltzmann, Gastheorie II, §§ 44, 45.
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(g ... qF); die dusseren Krifte, die Krifte zwischen den Atomen des-
selben Molekiiles und die Krifte, die bei jedem Zusammenstoss wirk-
sam werden, verindern die Geschwindigkeiten (also auch die Momente
plt...pY). Die entsprechende, fortlaufende Verinderung der Phase
des Gasmodelles wird zusammenfassend durch die Hamilton-kanonischen
Bewegungsgleichungen ausgedriickt®®):

daqk dpk p
(22) ¢ _ 9E b 0E

dt —,3}35’ dat aqf'

Soweit nicht ausdriicklich das Gegenteil bemerkt ist, soll fiir alle
folgenden Erérterungen die Voraussetzung festgehalten werden, dass
das dussere Kraftfeld sich im Verlauf der Zeit nicht verdndert®).

Dann hingt E nur von den ¢, p und nicht explicit von ¢ ab;
das gleiche gilt dann also fiir die Grissen

dgk dpt
dt und dt -’

Es lassen sich in diesem Falle bekanntlich die 27N Integrale der
Gleichungen (22) auf die Form bringen:®)

(23a) 9. (0, p) = E(q, p) = ¢,
l Py ((I) p) == Cy,
(23b) L

l Parv-1(2, P) = Carn-1,
(23¢) P2ry(q, ) = Corw + ¢

9b. Der Phasenraum des Gasmodells (I'-Raum). Die 2rN
Grossen (18a) und (18b), welche die jeweilige Phase des Gasmodelles
charakterisieren, denken wir uns abgebildet durch die 2r N kartesischen
Koordinaten eines Bildpunktes G in einem I'- Raum von 2r N-Dimen-
sionen®). Wiihrend sich das Gasmodell gemiss den Gl (22) bewegt,

66) Vgl IV1 (A. Voss).

67) Ein Gas sei in einen Zylinder mit Stempel eingeschlossen, und es
komme iiberdies die Wirkung irgendeines kontinuierlichen Kraftfeldes in Be-
tracht. So lange der Stempel nicht bewegt und jenes Kraftfeld nicht verindert
wird, ist obige Bedingung erfiillt. Sie wird aber z. B. durch die Bewegung des
Stempels (Stempelwirkung als elastisches Kraftfeld aufgefasst) durchbrochen;
wir wirken auf das Gas, indem wir das auf die Molekiile angreifende Kraftfeld
zeitlich veriindern. Vgl dazu Nr. 23b.

68) Dividiert man némlich z. B. die (2# N— 1) ersten unter den Gl. 22
durch die letzte, so erhilt man 2#N —1 von ¢ und d¢ freie Differentialgl., die
ebensoviele zeitfreie Integrale (23a) und (23b) liefern. Aus der letzten unter den
G1. 22 kann man ¢t durch eine Quadratur bestimmen (23c).
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wandert sein Phasenbildpunkt G%) auf einer bestimmten Bahn™)
durch den IRaum. Thre Gestalt und Lage wird festgelegt durch die
2r N — 1 zeitfreien Integrale (23a) und (23b): Die einzelne G-Bahn
liegt in ihrem ganzen Verlauf auf der ,Ewergiefliche“ E(q, p) = ¢,
und sie ist der eindimensionale Schnitt, dieser (27 N — 1)-dimensionalen
Hyperfliche mit den (27 N — 2) anderen Hyperflichen:

Po=20C ...y P2,N—1 = CorN—1.

Das Integral (23c) bestimmt die Zeiten, zu denen der G-Punkt
die verschiedenen Punkte der G-Bahn durchliuft™).

Irgendeine, den Grossen g, p auferlegte Ungleichung (A) grenze
ein infinitesimal 2+ N-dimensionales Gebiet (A) im I*Raume ab. Das
Volumen™)[A] des Gebietes (4) werde dann definiert durch das Integral

(24) [4)] =({). S dgt. .. dpX.

Eine Ungleichung (A) grenze auf der Hyperfliche E(q, p) = ¢,
ein (2 N— 1)-dimensionales Gebiet (4, E)-1 ab. Der Inhalt [4, E|-Y
des infinitesimalen Gebietes (A, E)—V werde definiert durch das Integral
(25)74) [A, E](‘l) — 7917 [ ..... d31 e dSer 1.

08y, y (4 B

69) Vgl. Anm. 109 iber das Verhiltnis von I'(Gas-Phasen)-Raum zu
u(Molekiil-Phasen)-Raum.

70) G- moge einen laufenden Bildpunkt bezeichnen, der die Phaseninderung
eines Gasmodells verfolgt; I" hingegen den festen Bildpunkt eines festgehaltenen
(¢, p)-Werte-Systems.

71) Die Gleichungen (22) ordnen jedem Punkte I" eine Fortschreitungsrich-
tung zu, in der er von G-Punkten durchlaufen wird. Wenn, wie wir annehmen,
das Kraftfeld nicht explizit von ¢ abhingt, so sind diese iiber den I-Raum aus-
gebreiteten Fortschreitungsrichtungen fiir alle Zeiten dieselben. Sie lassen sich
deswegen zu 0o@”¥~1 gtarren -Bahnen zusammenfassen. Wegen der Eindeu-
tigkeit der dynamischen Gleichungen geht — von singulidren Stellen abgesehen —
durch jeden I-Punkt nur eine G-Bahn.

72) Haben fiir zwei Bewegungen die Grossen ¢; - - - ¢y, »_, dieselben Werte
und sind nur ¢, , um Acy, , verschieden, so durchlaufen die beiden entsprechen-
den G-Punkte dieselbe G-Bahn, nur mit der konstanten Zeitdifferenz Ac,, ,. Das
Zeitmittel irgendeiner Funktion (g, p) der Phase, gebildet von ¢t = — oo bis
t =+ 00, ist also fir beide Bewegungen gleich. Vgl. Fussn. 88°.

73) Eine eingehendere Darlegung iiber,,Volumen*, ,Inhalt* usw. im I"~-Raum
vgl. bei Lorentz [1].

74) Fiir den dreidimensionalen Raum wiirde man haben:
3E

(4, B~V = &EN Z)ffdwdy’ cos (A, Z)—V(aF) +<ab> +(ab)

ox oy oz
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Hier bezeichnen s, ...s;,y durchlaufend und in beliebiger Anordnung
die Grossen ¢,'...p7~. Das infinitesimale Integrationsgebiet (A, )~
wird gebildet durch den Inbegriff der Werte, den die Variabeln
Sy +..S2ry—1 annehmen konnen, wenn der Phasenpunkt auf das Ge-
biet (4, E)~') beschrinkt ist™). Endlich ist ¢ zur Abkiirzung
gesetzt fiir:

(250) o=V + - (2E)

Wegen der infinitesimalen Ausdehnung des Gebietes durfte der Inte-
grand vor das Integralzeichen genommen werden.

9c. Das Liouvillesche Theorem. Die G'-Punkte, welche zur
Zeit t, ein infinitesimales 21 N-dimensionales I'-Gebiet (4,) vom Vo-
lumen [A4,] zusammensetzen, erfiillen im Lauf ihrer Bewegung zu den
Zeiten ¢, &, ...t ... die Gebiete (4,)...(4,) mit dem respektiven
Volumen [4,]...[4,] — Aus der besonderen Gestalt der Gl. 22,
welche die Stromung der G-Punkte beherrschen, ergiebt sich die
Folgerung, dass fiir eine beliebige Wahl™) von (4,) gilt:

(26) [4o] = (4] =---[4,].
Das Liouvillesche Theorem:™) Die durch die GIl. 22 im I-Raum
festgelegte  Stromung der G-Punkte erzeugt eine kontinuierliche Punkt-

75) Das Integrationsgebiet (4, B)=Y kann angesehen werden als die Pro-
jektion des Gebietes (4, E)™V auf den ebenen Raum: Sy, y=0.

76) Im Gegensatz zur folgenden Gleichung (27) ist hier nicht nétig, sich
auf infinitesimale Gebiete zu beschriinken.

77) Beweis: Aus den Gl 22 folgt:

0qy | 2l
oqs  opk

Summiert man iiber alle (»rN) Freiheitsgrade, so erhilt man fir die Strémung
der G-Punkte eine Gleichung (B), die analog ist zu

ISR

der Inkompressibilitatsbedingung in der Eulerschen Form. Von ihr geht man
leicht iiber zur Lagrangeschen Form der Inkompressibilititsgleichung:

4) =0.

(B) e

womit dann die im Text formulierte Behauptung bewiesen ist. Siehe Boltzmann,
Gasth. I, § 26; Gibbs, Statist. Mech., Kap. 1. Die Gl (A) tritt zuerst auf bei
Liouwville, J. de math. 3 (1838), p. 348. Sie wurde von Jacobs (Vorles. u. Dynamik,
p. 93) verwendet (letzter Multiplik.); die Deutung als Inkompressibilititsgleichung
in einem I-Raum und ihre Verwertung fiir die Gastheorie stammt von Boltz-
mann (2, 3]
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transformation, die jedes 2r N-dimensionale Gebiet in ein volumengleiches
Gebiet transformiert™®).

Verfolgt man analog die G-Punkte, welche zur Zeit ¢, ein in-
finitesimales, (2r N — 1)-dimensionales Gebiet (4, E),~? vom Inhalt
[4, E],CY zusammensetzen, so erhilt man als unmittelbare Folgerung
aus Gl. (26, die Beziehung™):

(4, E},-D _ (4, ELD _ _ [4, E]t
@7 % @ )

9d. Stationiire Dichtenverteilungen im I'-Raum?). Zur Zeit ¢,
werde iiber den unbegrenzten I'-Raum eine unendliche Menge von
G-Punkten verteilt, und zwar derart, dass sich unter Zugrundelegung
einer passenden Massbestimmung fiir jeden Punkt des I'-Raumes eine
bestimmte ,réumliche“ Verteilungsdichte g, ergiebt®). — Wihlt man

77%) Eine graphische Erlauterung dieses Theorems fiir Systeme von einem
Freiheitsgrad (freier Fall und Pendelschwingung) bei G. H. Bryan, Phil. mag.
(6) 37 (1895), p. 582. Wiirde als I*Raum statt des (g, p)-Raumes ein (g, §)-Raum
verwendet, so wiirden in einem solchen Raum die G-Punkte in konsekutiven
Zeitpunkten Gebiete erfiillen, fiir die das Integral

9(1’11---1’5)] f Ngas» N
Oy - Br ] L dgt-. dg¥agt-. - d
8(@1‘...9:‘) 1 Qr ql qr

immer denselben Wert liefert. Da die Funktionaldeterminante im allgemeinen
eine Funktion von ¢,*. ..q’{v ist, die sich entlang der G-Bahn verindert, so wiir-
den also die G-Punkte in konsekutiven Zeitpunkten im allgemeinen verschieden
grosse Volumina erfiillen. In bezug auf das Liouwille-Theorem zeichnet sich also
der (¢, p)-Raum durch besondere Einfachheit aus. Vgl. Anm. 170.

78) Betrachtet man nimlich zwei unendlich benachbarte Energieflichen
E(q,p) = ¢, und E(g, p) = ¢, + d¢,, so @ndert sich ihr Abstand 0 N entlang
einer G-Bahn umgekehrt proportional zu ¢. Damit also das auf (4, E)Y auf-
gebaute dosenformige Gebiet sein Volumen

4, E]1"Ys N

nicht indere (Gl. 26), muss (4, B)~Y sich gemiss der Gl (27) dilatieren und
kontrahieren.

79) Diese stationdren Dichtenverteilungen besitzen eine Sonderstellung fiir
Wahrscheinlichkeitsansitze. Vgl. Anm. 170 (d).

80) Die oo vielen G-Punkte repriisentieren co viele identische Exemplare
unseres Gasmodells, die zur Zeit ¢ aus allen {iberhaupt denkbaren Phasen los-
gelassen werden und sich weiterhin wnabhdngig voneinander unter identischen
Bedingungen (d. h. fiir alle ist E(q, p) dieselbe Funktion) weiterbewegen. Die
Fiktion solcher Scharen von oo vielen identischen unabhingigen Gasmodellen
gestattet gewisse ,, Wahrscheinlichkeitshypothesen* zu ersetzen durch statistische
Festsetzungen. Sie wurde explizit zum erstenmal von Maxwell [3] (1878) formu-
liert und benutzt — und bei dieser Gelegenheit bezeichnete er Untersuchungen
iiber solche Scharen von Gasmodellen als statistisch - mechanische (vgl. Anm. 3).
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zur Zeit t, die Funktion gy(g, p) ganz willkiirlich, so wird im All-
gemeinen bei der anschliessenden Stromung der G-Punkte die Dichte
in jedem I'-Punkte sich zeitlich veréindern?®®).

Aus (26) folgt, dass .

(26" 25 ="0.

Die Verteilung der riumlichen Dichte ¢ wird sich dann und
nur dann gegehiiber der Strémung (22) stationér aufrecht erhalten,
wenn g,(q, p) entlang jeder einzelnen G-Bahn konstant gewihlt wurde
(fiir verschiedene G-Bahnen darf man g, (g, p) beliebig verschieden
wihlen); d. h. wenn ¢, (g, p) die Form hat:

(28) 0 (2, p) =F(E, 9y, ... 2r5-1)

unter I eine beliebige eindeutige Funktion ihrer 2r N — 1 Argumente
verstanden®').

Analog kann man eine Verteilung einer unendlichen G-Punkt-
Menge iiber die (27N — 1)-dimensionale Hyperfliche E(g,p) = ¢,
vornehmen, mit der , Flichendichte 6,(q, p). — Die hinreichende und
notwendige Bedingung fiir die Stationaritit dieser ,Fldichendichte” ¢ ist
gegeben durch®):

(29) 6 (0 P) = ggpy T @ 92ri-).

Hier ist F eine beliebige eindeutige Funktion ihrer (2r N — 2) Argu-
mente, — ¢ definiert durch (25a), — (g, p) gebunden an die Be-
dingung B (q, p) = &.

Aber schon 7 Jahre vorher hatte Boltzmann [4] (1871) wesentlich mit diesen
selben Schaaren operiert (vgl. Anm. 98),

80%) Weiterhin wird dann also eine solche Verteilung der oo vielen Gas-
exemplare liber die verschiedenen Phasengebiete gesucht, dass in jedes Phasen-
gebiet wihrend d¢ ebensoviele Gasmodelle durch ihre Bewegung eintreten, als
aus ihm in gleicher Zeit austreten.

81) E, @y ... @y, y_q 8ind 2r N —1 voneinander unabhiingige Funktionen
der 2r N Parameter (g, p), welche entlang jeder einzelnen G-Bahn konstant
bleiben; jede andere Funktion, die der gleichen Forderung geniigen soll, lisst
sich also schon durch jene (27N — 1) Funktionen ausdriicken.

82) Nach Gl. (27) veriindert sich der Inhalt eines infinitesimalen (4, E)(-1)
proportional mit @, wihrend seine G'-Punkte iiber die E-Fliche laufen. Dabei
veriindert sich also deren ,Flichendichte** ¢ derart, dass 6@ einen konstanten
Wert beibehilt. Sollen sich also die 6,(q, p) stationdr aufrecht erhalten, so
muss von vornherein ¢, fiir alle Punkte einer und derselben G-Bahn ein und
denselben Wert besitzen. Von einer G'-Bahn zur andern darf er sich noch be-
liebig veridndern.
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10. Das Gasmodell als ergodisches System.

10a. Ergodische mechanische Systeme®3). Es lassen sich mecha-
nische Systeme von folgender Eigenschaft angeben: ihre Bewegungen
verlaufen in ungeschlossenen G-Bahnen®), und zwar derart, dass die
einzelne G-Bahn im I'-Raum ein mehrdimensionales Gebiet iiberall
dicht iiberdeckt®).

Unter Berufung auf dieses Vorkommnis haben Boltzmann®®) und
Maxwell®) eine Klasse von mechanischen Systemen durch die folgende
Forderung definiert:

Die einzelne ungestérte Bewegung des Systems fiihrt bei unbe-
grenzter Fortsetzung schliesslich ,durch jeden Phasenpunkt hindurch,
der mit der mitgegebenen Totalenergie vertréglich ist. — Ein mecha-
nisches System, dass diese Forderung erfiillt, nennt Boltzmann ein
ergodisches System ®).

Aus dieser Definition ziehen Boltzmann und Maxwell unmittelbar
die nachstehenden Folgerungen:

83) Man hat weiterhin immer die Begriffe und Bezeichnungen zu unter-
scheiden: a) Ergodisches System, b) Ergodische Dichtenverteilungen im I-Raum.
Uber die Beziehung, in der b) zu a) steht, vgl. Anm. 92.

84) Boltzmann [4. Kap. II] (1871) auch [15] (1886) fiihrt unter anderen fol-
gendes Beispiel an: Bewegung eines materiellen Punktes in der Ebene unter der
Wirkung einer Anziehungskraft mit dem Potential }(az®- dy?), falls a zu
b irrational ist — die ungeschlossenen Lissajousfiguren im Falle irrationalen
Periodenverhiiltnisses. Der bewegte Punkt kommt bei seiner einzelnen Bewegung
schliesslich jedem Punkt im Innern eines gewissen Rechteckes beliebig nahe.

85) Die Lissajousfigur des obigen Beispiels ist gewissermaassen die Projek-
tion einer zugehorigen G-Bahn aus dem (z, v, %, v)-Raum auf die (z, y)-Ebene.
Daher zeigt sie Selbstiiberkreuzungen, die der zugehérigen G-Bahn selbst durch-
aus fehlen. In topologischer Beziehung kann man sich den Verlauf der letzteren
verdeutlichen an einer ungeschlossenen geoditischen Linie auf der Oberfliche "
eines Torus: Ohne sich zu durchkreuzen, kommt sie jedem der oo? Punkte
(x, ¥, u, v) beliebig nahe, die den Gleichungen geniigen:

m m by?

ax?
E I e S R Rl

(¢, und ¢, die Energieen, die man den beiden Teilschwingungen zur Zeit ¢, gab).
Es fillt nicht schwer, rein geometrisch auch solche Kurvenschaaren zu definieren,
dass die einzelne Kurve der Schaar z. B. jedem der co® Punkte im Innern des
Torus beliebig nahe kommt.

86) Boltzmann 4] (1871), vgl. schon Schluss von [2] (1868).

87) Maxwell [3] (1878).

88) ¥oyov = Energie, 000¢ = Weg: Die G-Bahn geht durch alle Punkte der
Energiefliche. Diese Bezeichnung gebraucht Boltzmann das erste Mal in der
Arbeit [15] (1886). Maxwell und mit ihm die englischen Autoren gebrauchen
in diesem Zusammenhang die Bezeichnung: ,assumption of the continuity of
path** (path = G-Bahn).
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1. Bei einem ergodischen System verlaufen alle Bewegungen
gleicher Totalenergie E(q, p) = E, in derselben G-Bahn®®).

2. D. h. alle diese Bewegungen unterscheiden sich nur noch durch
den Wert der Konstanten c;,y, die additiv zur Zeit hinzutritt (vgl.
Integral 23c)®8").

3. Sie liefern fiir jede Funktion der Bewegungsphase ¢ (¢, p) ein
und dasselbe Zeitmittel38©).

Gerade wegen dieser letzteren Elgenschaft tritt in den Unter-
suchungen Boltzmanns die Definition ergodischer Systeme auf und
dazu die Hypothese, dass die Gasmodelle ergodische Systeme sind
(vgl. Nr. 11).

Nun ist aber die Ewistens ergodischer Systeme (d. h. die Wider-
spruchslosigkeit ihrer Definition) durchaus zweifelhaft: Es ist bis jetzt
picht einmal das Beispiel eines solchen mechanischen Systemes be-
kannt, bei welchem die einzelne G-Bahn jedem Punkt der zugehorigen
yEnergiefliche® belicbig nahe kommi*). — Vollends aber ist kein Bei-
spiel bekannt, bei dem die einzelne G-Bahn durch jeden Punkt der zu-
gehorlgen Energ1eﬁache hindurchgeht®®). Und doch fordert das letztere

88%) Die Uberlegung verliuft etwa so: die einzelne G-Bahn geht ,durch
jeden Phasenpunkt* der Energiefliche. Anderseits geht durch jeden Phasen-
punkt I nur eine einzige Fortschreitungslinie (Anm. 71), also gelangt man zur
Folgerung (1). Zum Beleg vgl. bes. Boltzmann [15].

88%) Vgl. diesbeziiglich in Boltzmann [15] das, was dort iiber die Phasen-
differenz der beiden Teilschwingungen in einer Lissajousbewegung fiir den Fall
irrationalen Periodenverhiltnisses gesagt wird.

88¢) Dieses Zeitmittel ist definiert durch:

T,

1
im —- - [ 9(e, p)dt;
o Ty — zlf“’ P
To=+ » T,
vgl. Anm. 72.
89) Um zu erreichen, dass bei der in Anm. (84) angefiihrten Bewegung die
G-Bahn allen oc® I'- Punkten beliebig nahekommt, die nur mehr der einen

Gleichung N aat + by
ot + = E,

gentigen, denkt sich Boltzmann in der x, y-Ebene ein unendlich kleines elastisches
Hindernis angebracht, an das der schwingende Punkt im Verlauf seiner Be-
wegung immer wieder anstosst. Ahnlich in anderen Beispielen. Vgl. iiber diesen
Punkt auch Lord Rayleigh [2]. Wegen der Komplikation der Zusammenstdsse,
welche die Molekiile aneinander und an den rauhen, vollkommen elastischen Ge-
fasswinden erleiden, halten Boltzmann und Maxwell die Annahme fiir gerecht-
fertigt, dass die Gasmodelle ergodische Modelle sind.

89*) Zur Erlduterung des Unterschiedes zwischen den Forderungen: I. ,jedem
Punkt der Energiefliche beliebig nahe komment; II. ,durch jeden Punkt der



32 IV 32. P.u.T. Ehrenfest. Begriffliche Grundlagen d. statistischen Auffassung.

nicht nur der Wortlaut der Boltzmann-Mazxwellschen Definition, son-
dern gerade auf diesem Zug der Definition bauen beide Autoren die
Behauptung auf, dass bei dem Gasmodell als einem ergodischen
System alle Bewegungen gleicher Totalenergie dieselbe ¢-Bahn durch-
laufen und deshalb fiir jedes @ (g, p) gleiche Zeitmittel liefern®).

10b. Ergodische Dichtenverteilungen im I'-Raum. In der
Litteratur sind hauptséichlich nur folgende spezielle Fille von statio-
niren Dichtenverteilungen betrachtet worden:

(30) (vel 28) 0(g,p) = I (L)
fir die ,rdumliche Dichte einer Verteilung iiber den I-Raum®).
Ferner

1
(31) (vgl. 29) (6,2) = 5. p)
fiir die ,Fldchendichte“ einer Verteilung iiber die Energiefliche

E (g, p= E,*).

Zu dieser Spezialisierung der Dichtenwahl ist zu bemerken:

Energiefliche hindurchgehen betrachte man wieder eine geodiitische Linie auf
dem Torus mit einer irrationalen Windungszahl, z B. etwas grosser als /,. Sie
durchsetzt einen Meridionalkreis in 0o vielen Punkten P,, die tberall dicht tber
die Peripherie verteilt sind. Anderseits kann man behaupten, dass man aus P,
durch keine noch s grosse Zahl von Umldufen lings der geoditischem Linie in
den Punkt @ gelangen kann, der dem P, auf dem Meridiankreis diametral gegen-
iberliegt — andernfalls wiirde man ja durch die doppelte Zahl von Umliufen
von P, zu P, zurlickgelangen, was der Voraussetzung widerspricht. Man erkennt
auf diesem Wege leicht, dass die Menge der Punkte P,, die von der gegebenen
geoditischen Linie erreicht werden, eine abzihlbare Menge bildet inmitten des
Kontinuums von Peripheriepunkten, denen die geoditische Linie beliebig nahe
kommt.

90) Nennt man fiir den Augenblick solche Systeme, welche nur die For-
derung I in 89a) erfiillen, ,,quasi-ergodische®, so wird man in Gegeniiberstellung
zu den Folgerungen 1) 2) 38) im Text sagen miissen: Fir ein quasiergodisches
System hat man auf jeder Fliche E(q, p) = E, ein Kontinuum von oo?T N2
voneinander verschiedenen G'-Bahnen mit verschiedenen Werten der Konstanten
¢, bis ¢y, _, zu unterscheiden. Auf quasiergodische Systeme ldsst sich also
nicht die Boltzmann-M axwellsche Begriindung der Behauptung (3) iibertragen.

91) Vgl. Anm, 170 (f).

92) Fiir ein ergodisches System wiire die ergodische Dichtenverteilung (31)
die einzige, welche sich stationir aufrecht erhalten kann: Einerseits sollen nach
88a) alle Punkte der Fliche E(q, p) = E, auf einer und derselben G-Bahn des
Systems liegen. Anderseits muss nach Gl. (29) das Produkt ¢¢ entlang der
einzelnen G'-Bahn konstant bleiben. Fir ein nicht-ergodisches System sind die
Verteilungen (30) und (31) auch stationér, erscheinen dann aber als willkiirlich
spezialisiert.
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1. Sie ist ausschlaggebend fiir das Zustandekommen der Haupt-
resultate in der statistischen Theorie der Gasbewegungen (vgl. dazu
Anm. 170).

2. Als Maxwell und Boltzmann diese speziellen Dichtenverteilungen
zum erstenmal einfiihrten, beriefen sie sich zur Rechtfertigung aus-
driicklich auf die Hypothese, dass die Gasmodelle ergodische Systeme
sind %).

In der spiteren Litteratur wurde allgemein diese spezielle Wahl
beibehalten, wihrend dann in der Regel von der Ergodenhypothese
keine Rede mehr ist®).

Es empfiehlt sich, die speziellen Dichtenverteilungen (30), (31) als
ergodische zu bezeichnen, um daran zu erinnern, dass bis jetzt keines-
falls ein anderer Rechtfertigungsversuch fiir ihre Wahl vorliegt als
die Berufung auf die Ergodenhypothese.

11. Das mittlere Verhalten des Gasmodelles fiir eine un-
begrenzte Bewegungsdauer.

11a. Die Boltzmannsche Untersuchung. Auf sie wurde Boltz-
mann gefiihrt, als er noch vor Aufstellung des H-Theorems nach einem
Beweis dafiir suchte, dass dem Wirmegleichgewicht nur die Mawxwell-
DBoltzmannsche Verteilung entspricht®).

Den Ausgangspunkt der Untersuchung bildet etwa folgende aus
der Erfahrung abstrahierte Behauptung®): Ein isoliertes Gasquantum
geht aus jedem vom Wirmegleichgewicht verschiedenen Zustand in
das Wirmegleichgewicht iiber und verharrt darin dauernd. Betrachtet
man also das mittlere Verhalten eines Gasquantums, das wihrend der
sehr langen Zeit T' sich selbst iiberlassen bleibt, so wird bei unbe-
grenzt wachsendem 7' schliesslich das miftlere Verhalten mit dem
Verhalten im W drmegleichgewicht identisch.

93) Beschréinkt man sich auf stetige Dichtenverteilungen 6(g, p), so wiirde
auch schon fiir quastergodische Systeme die Verteilung (31) die einzige sein, die
sich stationiir aufrecht erhalten kann. Dass aber durch diesen analytischen
Kunstgriff physikalisch nichte gewonnen wird, erkennt man bei der Gleichung 33:
Das Zeitmittel, von dem dort die Rede ist, kann sich fiir ein quasiergodisches
System von Bahn zu Bahn total unstetig Andern, da es durch eine Mittelbildung
tiber eine unendliche Zeit gewonnen wird.

94) Boltzmann selbst fihrt in seiner Gastheorie II, p. 92 unten die Ver-
teilung (381) ein als ,,einfachsten Fall* einer stationiren Verteilung und bezeichnet
sie auch als ,ergodische*, ohne an irgendeiner Stelle dieses Lehrbuches die
Ergodenhypothese zu erwihnen.

96) Boltzmann [2] (1868).

96) Vgl. die davon abweichende Behauptung, zu der die Fortsetzung dieser
Untersuchung in Nr. 13 und 14 fiihrt.

Encyklop. d. math. Wissensch. IV 2, 1r. 3
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Dementsprechend erscheint als Ziel der erwédhnten Untersuchung
Boltzmanns der Nachweis fiir folgende Behauptung:

Das mittlere Verhalten eines Gasmodelles wiihrend einer unbegrenzt
fortgesetzten Bewegung entspricht der Mazwell- Boltzmannschen Zustands-
vertellung.

Die fundamentale Voraussetzung dieser Untersuchung ist die
Hypothese, dass die Gasmodelle ergodische Systeme sind [vgl. Nr. 10].
Mit ihrer Hilfe berechnete Boltzmann das Zeitmittel z. B. der kine-
tischen Energie jedes Atomes (es ergiebt sich fiir alle Atome der gleiche
Wert!)?7); ebenso die Zeitmittel anderer Funktionen ¢ (g, p), welche
sonst noch die durchschnittliche Zustandsverteilyng charakterisieren.

Um die genannten Zeitmittel zu berechnen, geht Boltemann aus
von der Fiktion einer Schaar von unendlich vielen gleichbeschaffenen
Exemplaren des vorgegebenen Gasmodells, die sich génzlich unabhingig
voneinander bewegen®), und zwar derart, dass sie alle dieselbe Total-
energie FE, besitzen, und dass zur Zeit {; ihre G-Punkte sich mit
der ,Flichendichte*

1

(31a) [vgl. 31] 6= 04.p)
iiber die Fliche E (g, p) = E, verteilen. Nach Nr. 9d erhilt sich diese
Verteilung stationdr aufrecht®).

Bei dieser Phasenverteilung der Systemschaar ergeben sich zu-

nichst die Zahlmittel der oben erwihnten Phasenfunktionen v (g, p)
durch Integration iiber die Energiefliche?)

(32) Vg, p) =1

Um nun von diesen Zahlmitteln zu den von Boltzmann gesuchten
Zeitmitteln zu gelangen, bedarf es noch folgender Kette von Gleich-
setzungen:

(33) Zahlmittel = Zeitmittel des Zahlmittels
= Zahlmittel des Zeitmittels = Zeitmittel.

Die erste Gleichsetzung folgt aus der Stationaritit der gewihlten
Phasenverteilung;!') die zweite aus der Vertauschbarkeit der Mittel-
bildungen; die dritte Gleichsetzung stiitzt sich aber auf die Be-
hauptung, dass alle Bewegungen der betrachieten Schaar ein wnd das-
selbe Zeitmittel fiir v(q, p) aufweisen.

97) Vgl. V8, Nr. 28. — Gastheorie II, § 34.

98) Vgl. Boltzmann [4. Kap. II zw. Gl 22 und 23].

99) Diese Aussage ist von der Ergodenhypothese noch unabhingig.

100) Kiir dS ist Gl (25) heranzuziehen.
101) Vgl. Anm. 99.
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Und das ist der Punkt, in dem die Hypothese eingreift, dass das
Gasmodell ein ergodisches System ist. Schon mit Riicksicht auf die
Bedenken gegen die Ergodenhypothese (Nr. 10a) muss also die ange-
fiihrte Untersuchung als nicht einwandfrei bezeichnet werden1?),

Die hier skizzierte Art der Berechnung der Zeitmittel entspricht
tibrigens mehr derjenigen Anordnung, die sich in der Arbeit von
Mazwell (1879)'%) und in den an sie anschliessenden Darstellungen
von Lord Rayleigh'®) und Jeans'®®) findet. Doch weicht sie nur formal
von der urspriinglichen Darstellung Boltzmanns ab. Diese entwickelt aus
der Fiktion der ergodisch verteilten Systemschaar und unter Benutzung
der Hypothese, dass das Gasmodell ein ergodisches System ist1%) zu-
néchst eine Formel fiir die Zeiten, wihrend welcher der G-Punkt im
Verlauf einer unbegrenzten Bewegung in den verschiedenen Teilen
der Energiefliche angetroffen wird:17)

. dt ¢dS
64 M0 = feas?
wo ¢ wieder durch (31a) bestimmt ist. Diese Formel fiihrt ersichtlich

fiir das Zeitmittel einer Phasenfunktion (g, q) ebenfalls auf den
Ausdruck (32).

11b. Kritik und Bedeutung des Boltzmannschen Resultates.
Beziiglich der Gl. (34) ist hervorzuheben:

1. Akzeptiert man die Ergodenhypothese, so beansprucht Gl (34)
ein rein mechanisches Theorem zu sein, unabhiingig von irgendwelchen
,,Wahrscheinlichkeits*- Uberlegungen.

2. Verwirft man die Ergodenhypothese ganz, oder sucht man sie
in modifizierter Form festzuhalten!®), so fehlt zur Zeit jeder Anhalts-
punkt zur Behauptung, dass die Gl (34) zu Recht besteht oder auch
nur eine irgendwie brauchbare Anniherungsformel darstellt.

Als giiltig angenommen fiihrt die Gl (34) nicht nur zu Aussagen
iiber das mitllere Verhalten. Dariiber hinaus bestimmt sie prinzipiell

102) Vgl. Lord Rayleigh [2], Bryan [1], Lord Kelvin [Baltimore lectures
on molecular dynamics, London 1904], Jeans, Dynam. theory, §§ 92—95.

103) Maxwell [3]. Siehe dazu das Referat von Boltzmann [13].

104) Lord Rayleigh [2].

105) Jeans 1. c.

106) Boltzmann [4. Kap. III].

107) 1. c¢. zw. Gl 22 und 23.

108) Die von Jeans [Dynam. theory, § 96ff.] entwickelte Modifikation der
Ergodenhypothese stiitzt sich auf den Stosszahlansatz. Deshalb scheint auch
dieser Versuch nicht zu einer kritischen Grundlegung geeignet.

3%
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auch die relative Linge der Zeiten, wihrend welcher im Gas die ver-
schiedenen Zustandsverteilungen angetroffen werden.

Diese vertiefte Fragestellung wurde in den Untersuchungen
Boltzmanns zunichst in den Hintergrund gedringt durch die bald
darauf erfolgte Aufstellung des H-Theorems (1872). Nur erst gegen-
tiber dem Loschmidtschen Umkehreinwand (Nr. 7a) nimmt Boltzmann
dieses Problem wieder auf, um eine modifizierte Fassung des H-Theorems
zu gewinnen: Er versucht zu zeigen, dass im Verlauf der unbegrenzten
Bewegung die Mazwell- Boltzmannsche Verteilung zeitlich enorm vor
allen anderen Verteilungen vorherrscht, und dass daraus die Tendenz
zur Anndherung an diese ausgezeichnete Verteilung verstindlich wird.

Dies wird in Nr.13 u. 14 niher ausgefiihrt; es sind aber noch
einige Hilfsmittel vorauszuschicken.

12. Mechanische Eigenschaften des Gasmodells: Fortsetzung.

12a. Der Phasenraum der Molekiile (u-Raum). Zustandsver-
teilung Z der Molekiile. Der Bewegungsphase des ganzen Gas-
modelles entsprach ein Punkt in einem 2r N-dimensionalen ,,I"- Raum*.
Es empfiehlt sich nun auch die jeweilige Phase jedes unter den N Mole-
kiilen z. B. des A-ten durch einen Bildpunkt m® in einem 2#-dimen-
sionalen ,u-Raum® abzubilden. Jedes einzelne Molekiil entsende so
einen Bildpunkt m® der ihm durch den Index k¥ dauernd zugeordnet
bleibt. Erst die Angabe der Lagye aller N Punkte m®, . ..m®) be-
stimmt die Phase des ganzen Gases'®).

Der y-Raum sei ein fiir allemal in sehr kleine, aber endliche!'?)
und untereinander gleiche Parallel¢pipede w geteilt!!). Zur Zeit ¢
enthilt jede Zelle w; eine bestimmte Zahl a; von Bildpunkten ne®)112),

109) Die Richtung, in der irgendein fester g-Punkt von einem Punkt m®*
durchlaufen wird, hingt also ab von der gleichzeitigen Lage aller iibrigen Punkte
m und ist dementsprechend zu verschiedenen Zeiten verschieden — im Gegen-
satz zu dem, was nach Anm. 71 vom I'-Raum gilt.

110) Hier ist ein Kompromiss zu treffen zwischen den Forderungen: a) o
gei sehr klein gegeniiber der feinsten physikalischen Unterscheidbarkeit; b) o
sei so gross, dass die sogleich einzufiihrenden Zahlen @, im allgemeinen noch
sehr gross ausfallen. Fiir zahlreiche Fragen ist zu beachten, dass man also mit
diesen Parallelopipeden o; wesentlich nicht zur Grenze 0 iibergehen kann. Vgl
dazu Anm. 119.

111) Die hier definierten w; sind die Az, von denen in den Anm. 37 und
53 die Rede war.

112) Wenn wir spiter a;! durch die Stirlingsche Approximation ersetzen,
so folgen wir hierbei dem allgemein acceptierten Vorgang von Boltzmann. Be-
sonders hier kommt also die Forderung b) in Anm. 110 in Betracht.
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Unter der Zustandsverteilung®) Z der Molekide zur Zeit t ver-
steht man das System der Zahlen a;.

12b. Das einer Zustandsverteilung Z entsprechende Volumen
des I'-Raumes™). Aus der Definition der Zustandsverteilung folgt:

1. Zu einem vorgegebenen I-Punkt gehdrt eine eindeutige be-
stimmte Zustandsverteilung Z.

2. Zu einer vorgegebenen Zustandsverteilung Z gehért noch ein
2r N-dimensionales Kontinuum von IPunkten: das Gebiet (Z), das
man etwa ,Z-Stern“!'®) nennen diirfte.

3. Das Volumen [Z] des Z-Sternes berechnet sich zu:)

(35) 21 = ;:T 1! o fol™.

113) Vgl. als Beispiele die stationdren Zustandsverteilungen in Gl. (3) und
(8), die dem Wirmegleichgewicht entsprechen.

114) Boltzmann [10]. Jeans, Dynam. theory, §§ 39 ff.

115) Das System der Zahlen a; bleibt ndmlich exakt ungeindert, wenn
man mit der Phase der Gasmodelle folgende zwei Arten von Variationen vor-
nimmt:

a) Man lasse einen der Bildpunkte m® alle Punkte g derjenigen Zelle o,
durchstreichen, in der er sich befindet. Alle a; bleiben ungeéndert. Somit bleiben
sie es auch dann, wenn man die entsprechende Operation gleichzeitig mit allen
N-Bildpunkten m*) vornimmt. Bei diesem Prozess durchstreicht der G-Punkt im
I'-Raum eine gewisse 27N dimensionale ,,2-Zelle* vom Volumen
(362) (2] = [o]".

b) Man lasse einen der Bildpunkte m® mit einem anderen m® im wp-Raum
den Platz austauschen. Alle a; bleiben ungeindert. Somit bleiben sie es auch,
wenn man der Reihe nach alle V! Permutationen dieser Art vornimmt. Dabei
nimmt der I'-Punkt des Gasmodelles im ganzen V! verschiedene Lagen ein.
Thre Verteilung darf vielleicht sternférmig genannt werden, weil sie durch be-
stimmte endliche Drehungen des I'-Raumes um den O-Punkt ineinander iiber-
gefiihrt werden konnen.

116) Man gehe von einer bestimmten Phase I', aus und nehme zun#chst
alle diejenigen Permutationen vor, bei denen kein Bildpunkt m®) diejenige -
Zelle, in der er sich befindet, verlassen muss. Man gelangt so im ganzen
zu a,! az! az! ... I*Punkten. Sie liegen alle innerhalb derjenigen Q-Zelle, die
aus Iy schon durch die Operation a) der vorigen Anmerkung erzeugt wurde.
Um zu einem I'-Punkt zu gelangen, der einer anderen R-Zelle angehdrt, hat
man solche zwei Bildpunkte m® und m® zu permutieren, die in verschiedenen

w-Zellen liegen. — An Hand dieser Bemerkung erkennt man leicht: 1. dass die
N! Punkte, welche im ganzen durch die Permutationen aus I erzeugt werden,
in Gruppen von je a,! a,!ay! ... Punkten zerfallen, die immer in je einer Q-

Zelle beisammen liegen, 2. dass ebendeshalb die Kombination der Operationen
(a) mit den Permutationen im ganzen nur
N!

voneinander verschiedene R-Zellen liefert, womit Gl. (35) bewiesen ist.
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12c. Funktionen der Zustandsverteilung. Bei einer stefigen
Verlegung des Phasenpunktes G éndert sich das System der ganmzen
Zahlen a, in unstetiger Weise, so oft der G-Punkt aus einem Z-Sterne
in einen anderen iibertritt. Jede Funktion der Zahlen a, — Funktion
der Zustandsverteilung: F'(Z) — ist also als Funktion der Phase (g,p)
betrachtet eine diskontinuierliche Phasenfunktion.

Diese Funktionen bilden ein charakteristisches Hilfsmittel der
kinetischen Theorie.

Die Masszahl von [Z] resp. deren erster Faktor
(36) P(Z)= AT
liefert ein erstes Beispiel fiir eine F'(Z).

Hier gehoren ferner alle F'(Z), durch die man in der kinetischen
Gastheorie die exakten Werte stetiger Phasenfunktionen approximiert:
Sei 4; die kinetische Energie, die einem Molekiil zukommt, wenn sein
Phasenpunkt exakt im Mittelpunkt der Zelle o, des u-Raumes liegt.
Da die w-Zellen sehr klein gewidhlt worden sind, so ldsst sich die
gesamte kinetische Energie aller a, Molekiile, deren Phasenpunkte in
der Zelle w; liegen, sehr angendhert durch

(37) ok
darstellen; der exakte Wert der kinetischen Energie des ganzen Gas-

modells L(g, p) — eine stetige Phasenfunktion — wird danach appro-
ximiert durch die F'(Z):

(38) L(Z2) = Sa,1,.
Analog die potentielle Energie ®@(q, p) durch )
(39) ?(2) = S g,
und somit die Totalenergie E(g, p) durch
(40) EZ) = Suzs,.

Man bestitigt leicht folgende Bemerkung, die in Nr. 13 benutzt wird:
Die Gleichung

(41) E(Z) = E,

schneidet aus dem I“Raum ein (schalenférmiges) Gebiet von 2rN-

Dimensionen heraus: die Zusammenfassung aller Z-Sterne, fiir die die

a, der Gl (41) geniigen. Die Gleichung

(41a) E(q,p) = E,

bestimmt hingegen eine (27 N — 1)-dimensionale Hyperfliche, die teils
innerhalb, teils ausserhalb der durch (41) abgegrenzten Schale verlduft.
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12d. Die Funktion H(Z). Die Ausdriicke (35) und (36) hiingen
von der jeweiligen Zustandsverteilung Z nur vermége des Bestandteiles
H(Z)=a,'aylay!. ..

ab. Fasst man in der Stirlingschen Approximation fiir Logarithmus
von I1(Z):

(42) Ig 1(Z) =D ($1g 27 + (a;+ §) lg o, — ;)

diejenigen Glieder zusammen, die fiir die Verdnderlichkeit von lg I7(Z)
mit (Z) ausschlaggebend sind, so gelangt man zur Funktion

(43) H(Z)= 2“.‘ lg a;.

Die Arbeiten von DBoltzmann haben die vielseitige Bedeutung
dieser Funktion klargestellt!!?).

12e. Die Symbole dgizj— und 7, Wie in Nr. 14b gezeigt

werden wird, hat die Verwechslung eines gewissen zeitlichen Diffe-
renzenquotienten von H(Z) mit dem Differentialquotienten in die
Diskussion iiber das H-Theorem betrichtliche Verwirrung hinein-
getragen. Man vermeidet diese Verwechslung durch folgende Be-
merkungen:

1. Die Kurve, die den vollen zeitlichen Verlauf irgendeiner F(Z)
darstellt, hat immer Treppenform'®); der zeitliche Differentinlquotient
besitzt also nur folgende drei Werte:

ww Do wE__o o

2. Das ,Zeitelement A#“, mit dem die kinetische Gastheorie,
speziell auch das H-Theorem operiert, ist zwar sehr klein gegeniiber
den experimentell zuginglichen Zeitintervallen; es ist aber wesentlich
nicht beliebig klein!?),

3. Die Aussagen iiber den zeitlichen Verlauf von H(Z) oder
einer beliebigen F'(Z) beziehen sich also meistens auf eine diskrete
Punkifolge, die auf der Treppenkurve herausgegriffen wird. Es kommen
dabei Differenzenquotienten in Betracht, deren Af¢ noch sehr viele
Stufen der Treppenkurve umfasst!®0).

117) Siehe besonders Boltzmann [10. Kap. V], ferner V 3, Nr. 13.

118) Ganz unabhiingig davon, ob die Anderung der ganzen Zahlen a; durch
einen Zusammenstoss oder durch die stossfreie Bewegung der Molekiile be-
wirkt ist.

119) Von At wird in den meisten Rechnungen gefordert, es solle so gross
sein, dass in ihm noch eine grosse Zahl von Zusammenstossen bestimmter Art
erfolge (vgl. Anm. 110).

120) Vgl Nr. 14b.
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13. Das Vorherrschen der Maxwell-Boltzmannschen Verteilung.
Gelegentlich des Versuches, die am Ende von Nr. 11b angefiihrte Be-
hauptung zu beweisen, stellte Boltzmann (1877)12) folgende Eigen-
schaft der Maxwell-Boltzmannschen Verteilung fest:

(I) Unter allen Zustandsverteilungen Z, welche ein und denselben
Wert von
(45) E(2)= Sa,;:; = E,
liefern, besitzt die Maxwell-Boltzmannsche Verteilung:

(46) a; = Aet

den grossten Wert von [Z]. Die Grosse [Z] sinkt enorm rasch ab,
wenn die a; bei konstantem FE(Z) sich merklich von den Maxwell-
Boltzmannschen Werten (46) entfernen!??).

Bei der iiblichen Terminologie, welche dem Unterschied zwischen
den Gleichungen: E(g, p) = E, und E(Z) = E, (vgl. Ende von Nr.12¢)
keine Rechnung trigt, wird die Behauptung (I) kaum unterscheidbar
von der folgenden Behauptung:

(II) Auf jeder Hyperfliche E (g, p) = konst. ist der ,Flichen“-
inhalt!®) der zur Mazwell-Boltzmannschen Verteilung gehérigen Ge-
biete erdriickend viel grosser als der Inhalt der iibrigen Gebiete!?*).

Hilt man an der bedenklichen Ergodenhypothese und Gl (34)
fest (Nr. 10), so fiihrt die Aussage (II) unmittelbar zu dem am Ende
von Nr. 11b angekiindigten Resultat:

(III) Im Verlauf der unbegrenzt fortgesetzten Bewegung des Gas-
modells herrscht zeitlich die Maxwell-Bolizmannsche Verteilung vor,
und zwar erdriickend gegeniiber allen merklich anderen Zustands-
verteilungen.

121) Boltzmann [10]. Jeans, Dynam. theory, § 411f.

122) Es handelt sich hier ersichtlich um Rechnungen, die denen des
Bernoullischen Theorems parallel laufen. Zum Beweis des ersten Teiles der Be-
hauptung hat man nur das Maximum von (36), also das Minimum von (43) unter
der Nebenbedingung (46) zu bestimmen. — Von dem zweiten Teil der Behaup-
tung macht Boltemann in allen den Fillen Gebrauch, wo er die Maawellsche
Geschwindigkeitsverteilung als ,erdrickend wahrscheinlichste'* bezeichnet. Eine
mehr quantitative Formulierung und Herleitung dieses Teils der Behauptung
skizziert Jeans in [2, §§ 22—26] und in Dynam. theory, §§ 44—46 und § 56.

123) Vgl. GL (25).

124) Ein eigentlicher Beweis der Behauptung II oder ihre Ableitung aus
Behauptung I liegt nicht vor. Sie wiirde die eigentliche Grundlage bilden fiir
jede Untersuchung, bei der es sich um die Abweichungen vom ,wahrschein-
lichsten Zustand“ handelt (vgl. Nr. 2b). Insofern dringen die dort genannten
Arbeiten noch am tiefsten in diese Frage ein.
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Fallt dagegen, wie es in den neueren Darstellungen zu sein pflegt,
jede Benutzung der Ergodenhypothese weg, so entsteht zwischen (II)
und (IIT) unzweifelhaft eine Liicke.

14. Die modifizierte Fassung des H-Theorems.

Bei der iiblichen ,,Wahrscheinlichkeits“-Terminologie ist die Liicke
zwischen den Aussagen (II) und (III) kaum bemerkbar, dank der
schwankenden Bedeutung in der dabei der Term ,relative Wahr-
scheinlichkeit® gebraucht wird. Er erscheint zunichst als abgekiirzte
Bezeichnung fiir die Quotienten bestimmter I'-Volumina, némlich in
folgender Formulierung des Satzes (I):

(I Die Mazxwell - Boltzmannsche Verteilung ist unter allen Zu-
standsverteilungen gleicher Totalenergie die ,wahrscheinlichste, und zwar
die erdriickend wakrscheinlichste.

Hinterher aber wird diese ,,Wahrscheinlichkeit“ je nach Bedart
als Quotient von Zeitdauern gedeutet oder als relative Haufigkeiten
in statistischen Gesamtheiten noch sehr verschiedener Art. In dieser
Weise fiihrt die Formulierung (I') zur Aussage (III) hiniiber und auch
weiter zu allen Einzelaussagen, welche zusammen die modifizierte
Fassung des H-Theorems ausmachen.

In logischer Beziehung ist ein solches Verfahren wenig be-
friedigend. Deshalb wird in der folgenden Darstellung die Wahr-
scheinlichkeitsterminologie ausgeschaltet: Die modifizierte Fassung des
H-Theorems erscheint dann als eine Aneinanderreihung von hypo-
thetischen Behauptungen iiber eine bestimmte Schaar von Bewegungen
des Gasmodells. (Behauptung IV — VIL) Nur so lisst sich ein Uber-
blick iiber die Liicken der neuen Fassung gewinnen.

14a. Die Treppenkurve der H(Z)-Werte. Benutzt man als
Mass fiir die Abweichung einer Zustandsverteilung (Z) von der
Mazwell-Boltzmannschen Verteilung die Grosse H(Z), so nimmt die
Behauptung (III) folgende Gestalt an:

Die Treppenkurve,'?) die den zeitlichen Verlauf von H(Z) fiir
eine unbegrenzt fortgesetzte Bewegung des Gasmodells darstellt, bleibt

(IVa) wihrend erdriickend grosser Zeitstrecken iiberaus nahe
einem Minimum H, Nur wihrend relativ sehr kleiner Zeiten erhebt
sie sich merklich oder gar stark.

(IVDb) Bezeichne H, einen Wert, der merklich vom Minimum H,
verschieden gewihlt wird: die Lénge der Zeiten wihrend welcher die
Treppenkurve oberhalb der Horizontalen H, verlduft, nimmt enorm

129) Vgl. Nr. 12e.
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rasch ab, wenn die fiir H, gewihlte H6he auch nur um weniges ver-
grossert wird.

14b. Die H-Kurven. Auf dieser Treppenkurve greifen wir nun
eine diskrete Punktfolge mit der konstanten Abszissendifferenz A¢
heraus, wo A¢ gemiss Nr. 12e gewidhlt sei. Auf sie iibertragen sich
zunidchst die Aussagen (IV). Sie lassen sich aber hier verschérfen.
Seien némlich drei einander naheliegende H-Werte gegeben

H,<H<H,

die alle stark vom Minimum H, abweichen. Man kann dann im An-
schluss an Boltzmann®®®) den Aussagen (IV) folgende Formulierung
geben:

Fasst man auf der diskreten Punkifolge alle Punkte zusammen,
die in der Hohe H, liegen, so bilden sie in erdriickender Mehrzahl'®")
Spitzenmaxima, schematisch reprisentiert durch:

H,

(470 H, H,

Nur ein kleiner Bruchteii der Punkte H, liegt auf einem ab-
steigenden Abhang:

(48) H,
H

a

oder auf einem aufsteigenden Abhany
H

(49) H,
H

a
und ein noch weitaus kleinerer Bruchteil bildet ein Minimum:
H, H,
H,.
Weiterhin moge diese auf der H(Z)-Treppenkurve herausgegriffene
diskrete Punktfolge und nur sie als ,,H-Kurve* bezeichnet werden.

Man kanu die obigen Aussagen noch auf die Form bringen, in der
sie Boltzmann gewshnlich benutzte:

(50)

130) Boltzmann [17, 21], Jeans [2, § 32], P. und T. Ehrenfest [2].

131) Eine zahlenmiissige Verfolgung der relativen Hiufigkeit der Vorkomm-
nisse fiir eine analoge, durch ein Lotterieschema definierte ,Kurve* vgl. bei
Ehrenfest [2].
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(Va) Die einzelne ,H-Kurve“ liuft von allen ihren héher ge-
legenen Punkten fast immer sofort abwirts®?).

(Vb) Diese Aussage gilt in gleicher Weise, sowohl wenn man
die fertige Kurve von links nach rechts durchléuft (positive Zeitfolge)
als auch, wenn man sie von rechts nach links durchliuft (verkehrte
Zeitfolge)!

(Ve) Im iibrigen verlduft die H-Kurve wie die Treppenkurve fast
immer sehr nahe dem Minimum H,.

Die Aussagen Va und Vb wurden gelegentlich als geometrisch
sinnlos bezeichnet. Hierzu ist zu bemerken:

1. Boltzmann hat die Bezeichnung ,H-Kurve“ in schwankender
Bedeutung gebraucht:

a) fiir die Treppenkurve,
b) fir die auf ihr herausgegriffene diskrete Punktfolge.

c) fiir gewisse jausgeglittete® stetige Interpolationskurven von
a) und b)!%) und hat auch vielleicht nicht immer gentigend
scharf den Gegensatz von ,H-Kurve® und ,Kurve des
H-Theorems“ (vgl. 14d) betont.

2. Boltzmanns Ausdrucksweise erweckt sehr leicht die durchaus
falsche Vorstellung, also sollte in (Va) und (Vb) unter ,H-Kurve“ ge-
rade die glatte Interpolationskurve verstanden werden.

3. Im speziellen unterstiitzte er dieses Missverstindnis dadurch,
dass er die Spitzenmazima der H-Kurven immer als ,Buckel be-
zeichnete, wobei man fast notwendig an ein Maximum mit horizon-
taler Tangente denkt.

Sobald man unter H-,Kurve“ ausschliesslich und konsequent die
diskrete Punkifolge versteht und beachtet, dass alle ihre hoheren Punkte
fast ausschliesslich Spitzenmaxima bilden, fillt jedes Bedenken gegen
die geometrische Zuliissigkeit der Aussagen (Va), (Vb) weg.

Fiir das Verstindnis der Stellung, die Boltzmann zum Umbkehr-
und Wiederkehreinwand einnimmt, ist dieser Punkt entscheidend®).

132) Hier hat man zu beachten: Da die H-Kurve in jede hohe Hothe sehr
viel 6fter eindringt als in die um einen Schritt héhere Héhe, so bildet auch H
seinerseits enorm viel hiufiger die Spitze eines Maximums als den Abhang zu
einem benachbarten hoheren H,.

133) Die ausgegliittete Interpolationskurve besitzt in einem endlichen Ab-
schnitt nur endlich viele Maxima, wihrend das iibrige Kontinuum ibrer Punkte
auf die Abhiinge dieser Maxima entfdllt; auf die Interpolationskurve sind also
in der Tat die Aussagen (Va) und (Vb) nicht anwendbar.

134) Vgl. noch Anm. 151.
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14c. Das Biischel der H-Kurven. Seine Verdichtungskurve.
Sei fiir ¢, eine Zustandsverteilung Z, mit relativ hohem H(Z,) vor-
geschrieben. Man greife im I'-Raume den zugehorigen Z,-Stern
(Nr. 12b) heraus. Das daran anschliessende Kontinuum von Be-
wegungen liefert in einer ¢, H-Ebene ein aus dem Punkt ¢=1,,
H — H(Z,) ausstrahlendes Biischel von zugehorigen H-Kurven. Uber
seinen Verlauf stellen wir folgende Behauptungen zusammen?!®):

(VIa) Die Gesamtheit der H-Werte, zu denen das Biischel in
einem spiteren Zeitpunkt ¢, + nA¢ fiilhrt, dringt sich mit enorm
kleiner Dispersion®®®) um einen Wert §), zusammen.

Man fasse die Werte $,, 9;, D5, ... zu einer diskreten Punkt-
folge zusammen; sie heisse zur Abkiirzung: Verdichtungskurve des
Biischels. Es wird dann weiter behauptet:

(VIb) Die Verdichtungskurve des Biischels liuft vom hohen An-
fangswert H(Z,) monoton abwirts, schmiegt sich an das Minimum
H, an und entfernt sich niemals mehr von ihm %7).

Ferner zur néheren Erlduterung von (VIa):

(VIc) Von ¢, an begleitet wihrend langer Zeit die erdriickende
Mehrzahl'®®) der Kurven sehr nahe die Verdichtungskurve.

(VId) Diejenigen Bewegungen hingegen, deren H-Kurven auch
bei unbegrenster Fortsetzung der Bewegung ohne Unterbrechung der
Verdichtungskurve sehr nahe bleiben, bilden — falls sie iiberhaupt
existieren — in der Schar nur eine niedrigere Mannigfaltigkeit!s?).

14d. Die Kurve des H-Theorems. Innerhalb der Auffassung,
die wir seit Nr. 9 festhalten, ist der ,Stosszahlansatz (Nr.3b) und
damit das ganze H-Theorem ein zunichst noch bedeutungsloses
Rechenschema?): Von der Anfangsverteilung Z, ausgehend, definiert
es fiir das Ende jedes folgenden Af ein neues Z: 3,, 3,,... und
stellt so den zuletzt eingefiihrten Kurven eine weitere H-Folge gegen-

135) Wiederum als Fixierung einer Reihe von Bemerkungen, die sich in
den genannten Arbeiten von Boltzmann verstreut finden. Sie mdgen in Evidenz
setzen, wie zahlreiche rein intuitive Behauptungen sich hier hinter der tiblichen
Wahrscheinlichkeitsterminologie verbergen.

186) Das Dispersionsmass miisste sich stiitzen auf das I-Volumen der ent-
sprechenden Anfangszustinde. Vgl. Anm. 170.

137) Die einzelne H-Kurve verliuft fast immer nahe bei H,. In einem
Moment ¢, + nAt kénnen also — wenn nur n nicht zu klein ist — sehr wohl
fast alle H-Kurven des Biischels nahe an H; liegen und nur eine verschwin-
dende Menge gerade einen ihrer ,Buckel‘‘ durchlaufen.

138) Vgl. Anm. 136 und Anm. 170.

139) Vgl. Anm. 60.

140) Vgl. allerdings Nr. 18.
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tiber: diskret, mit der Abszissendifferenz A¢ monoton abwdrts laufend
(vgl. Nr. 6) — die ,Kurve des H-Theorems“.
Es kommt nun eine statistische Auffassung des H- Theorems zu-
stande, indem wieder ohne Beweis noch folgende Behauptung eingreift:
(VII) Die Kurve des H-Theorems ist identisch mit der Verdich-
tungskurve des unter (VI) geschilderten Biischels von H-Kurven.

15. Der statistische Charakter kinetischer Deutungen.

Wie jede , Erklirung® einer physikalischen Erscheinung, so besteht
auch die kinetische Deutung eines aerodynamischen Prozesses in der
Abbildung der beobachteten Zustandsfolge durch ein rein begriffliches
Schema. Eine Besonderheit der kinetischen Deutungen bildet aber
der statistische Charakter des abbildenden Schemas; dem einzelnen
Prozess im vorgegebenen Gasquantum wird eine Schar von Bewegungen
des Gasmodells gegeniibergestellt, und zwar durch die folgende, ab-
schliessende Behauptung:

(VIII) Die im Gasquantum von ¢, an faktisch beobachtete Zu-
standsfolge ist identisch mit derjenigen, welche von der erdriickenden
Mehrzahl**!) der in (VI) besprochenen Bewegungen geliefert wird.

15a. Zustandsverteilung und beobachtbare Daten. Die durch
(VIII) formulierte Abbildung weist folgende Liicke auf: Die Behaup-
tungen (V)—(VII) handeln von dem Kontinuum von Bewegungen,
das aus einer fiir ¢, vorgeschriebenen Zustandsverteilung Z, hervor-
geht. Der direkten Beobachtung hingegen sind nicht Zustandsvertei-
lungen zuginglich, sondern das, was man vielleicht den ,sichtbaren®
Zustand des Gasquantums nennen diirfte: Eine nur grobe Bestimmung
der Verteilung von Druck, Dichte, Temperatur und Strémungs-
geschwindigkeit innerhalb des Gases.

In den iiblichen Darstellungen wird diese Liicke nicht weiter be-
achtet. Es wird verfahren, als ob etwa folgender Satz bewiesen wire:

(IX) Unter der Gesamtheit von verschiedenen Zustandsverteilungen
Z, die ein und demselben ,sichtharen” Zustand S, entsprechen, giebt
es eine ausgezeichnete: 3, , so dass ihr und den ihr sehr nahe
gleichen Z ein enorm viel grosseres Gebiet im I'-Raume zugehort
als allen anderen Z, die zu S, gehoren.

15b. Determinationspostulat. Brownsche Bewegung. Aus der

Erfahrung abstrahiert man folgende Behauptung iiber das Verhalten
eines isolierten Gasquantums:

Durch den sichtbaren” Zustand S, zur Zeit t4 ist der ,sichtbare®
Zustand fir jeden folgenden Zeitpunkt tg vollstindig bestimmit.

141) Vgl Anm. 136 und Anm. 170.
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Diese Aussage ist offenbar durchaus nicht der unmittelbare Aus-
druck einer Erfahrungstatsache: Abgesehen von einer sehr engen
Gruppe von aerodynamischen Prozessen haben wir es immer mit
turbulenten Gasbewegungen zu tun, wo eine messende Verfolgung
des ,sichtbaren” Zustandes unméglich wird. Ferner erweisen sich
die besten Isolationen gegen Wirmestrahlung und Wirmeleitung als
vollkommen ungentigend, sobald es sich nicht um ganz kurze Beob-
achtungszeiten handelt.

Die obige Aussage ist also ein Postulaf, das wesentlich iiber
die experimentelle Kontrolle hinausgreift: Welche Zustandsfolgen ein
wirklich isoliertes Gasquantum wahrend enorm langer Zeitstrecken
zeigen wiirde, und ob sie dem Determinationspostulat gentigen wiirden,
dariiber konnen die bekannten Beobachtungen nichts besagen.

Sobald man unter die Beobachtungsmittel fiir den ,sichtbaren®
Zustand auch noch das Mikroskop miteinbegreift, stdsst man auf
die Brownsche Bewegung — fiir den so verschirften ,sichtbaren® Zu-
stand scheint das Determinationspostulat nicht mehr zu gelten.
Andererseits hat sich gezeigt, dass dieses Phinomen sich iiber-
raschend gut in die statistische Deutung einfiigt!*®).

16. Riickblick auf den Umkehr- und Wiederkehreinwand.
Decken sie in der statistischen Auffassung innere Widerspriiche auf?
Mehrere angesehene Forscher bejahen auch jetzt noch diese Frage!#).
Es bedarf eben einer sorgfiltigen Beachtung der geometrischen Eigen-
tiimlichkeiten der ,,H-Kurven“, um zu verstehen, wieso ihnen Bolfz-
mann in seinen Erlduterungen zum H-Theorem folgende, scheinbar
unvereinbare Eigenschaften zuschreiben durfte:

1) Dass H von jedem hoheren Wert fast immer sofort abwirts
geht (im Sinne des H-Theorems).

2) Dass dies sowohl bei direkter als bei inverser Durchlaufung
der Kurve gilt (wie es Loschmidt verlangt, Nr. 7a).

3) Dass H quasiperiodisch verliuft (wie es Zermelo verlangt,
Nr. 7b).

Sobald man hier alle Missverstindnisse iiberwunden hat (vgl. die
Ausfithrungen in Nr. 14b), wird man Boltzmann zustimmen miissen,
dass auf diesem Wege kein innerer Widerspruch aufgedeckt wurde'*s).

Es ist noch eine andere Formulierung des Umkehreinwandes zu
besprechen®): Man fasse im I'-Raum alle Phasenpunkte zusammen,

146) Vgl. Nr. 26.

147) Vgl. Anm. 11.

148) Die letzte Ausserung Boltzmanns zu dieser Frage siehe V 8, Nr. 14.
149) Zermelo [2 — ,,Satz II%].
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die einem vorgegebenen hohen H-Wert H, entsprechen, denke fiir
jeden die Anderung AH im folgenden Zeitelement A¢ bestimmt und
den Mittelwert iiber die-herausgegriffene Phasenmenge gebildet. An-
geblich lasse sich beweisen, dass dieser Mittelwert gleich Null ist,
statt kleiner als Null zu sein.

Zunichst ist richtig, dass innerhalb der herausgegriffenen Phasen-
menge zu jeder Phase I' eine Phase I'” gefunden werden kann, derart,
dass I' und I dem Gasmodell gleiche Konfigurationen und entgegen-

gesetzt gleiche Geschwindigkeiten zuerteilen®®). — Unrichtig ist aber
die Behauptung, dass

- AH AH

(51) (8¢ )r=—(&0),

ist’®?). Damit fallt die Folgerung weg, dass der gesuchte Mittelwert
gleich Null sei.

Sind danach diese Einwidnde auch nicht imstande gewesen, innere
Widerspriiche wirklich nachzuweisen, so erinnern sie doch daran, dass
andererseits die Widerspruchslosigkeit nur durch einen Beweis der
Behauptungen (III)—(VII) sichergestellt werden konnte.

17. Verhiiltnis der statistischen Auffassung zum Entropiesatz.
Fiir Prozesse von experimentell zugdnglicher Zeitdauer stimmt die
statistische Auffassung mit der Forderung iiberein, dass die Entropie
im isolierten Gasquantum nur zunimmt!®?). Dartiber hinaus kann
man in der Hauptsache zwei einander entgegengesetzte Anschauungen
verteidigen.

1) Man behauptet, dass in einem wollstindig isolierten Gasquantum
bei unbegrenster Beobachtungsdauer ein quasiperiodisches Verhalten
mit enorm langen Perioden beobachtet werden wiirde!®®). — Dieser
Standpunkt hat den Vorzug, dass er eine wesentliche Eigentiimlich-
keit der bisher formulierten Theorie unverschleiert hervortreten lasst.
Andererseits erinnert er daran, wie weit das Postulat einer ausnahms-
losen Zunahme der Entropie iiber die experimentelle Kontrolle hinaus-
greift1%s).

150) Siehe G1. (13).

151) Diese irrtiimliche Behauptung entsteht, wenn man die diskrete H-Kurve
mit ihrer ausgeglitteten Interpolationskurve verwechselt: Fiir die letztere wiirde
in jedem Punkt der vordere und hintere Differentialquotient gleich sein, womit
man leicht zu einer der Gl (51) dhnlichen Gl gelangt. Ein derartiger Schluss
kann aber nicht auf die Differenzenquotienten tbertragen werden, von denen
Gl. (51) spricht.

152) Vgl. iibrigens Anm. 55.

153) V 8, Nr. 14. Boltzmann, Gasth , Bd. 11, § 88, 89.
155) Gerade in diesem Zusammenhang ist bemerkenswert, dass die Brown-
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2) Man verzichtet auf den Anspruch, dass die verhaltnismissig
primitiven Annahmen iiber die Struktur des Gasmodells auch noch
fir Prozesse von enormer Zeitdauer eine vollkommen zutreffende Ab-
bildung liefern sollen. — Auch dieser Standpunkt ist natiirlich Boltz-
mann nicht entgangen: er hatte schon sehr frithe (1871) 1) betont,
dass eine Weiterentwicklung der kinetischen Theorie die Wechsel-
wirkung zwischen Molekiil und Ather wird beriicksichtigen miissen
(Einfluss der Strahlung auf das Wirmegleichgewicht). In den Dis-
kussionen tiber das H-Theorem hat er aber mit Recht den ersten
Standpunkt bis zu seinen #“ussersten Konsequenzen festgehalten; denn
die Berufung, z. B. auf die Wiarmestrahlung, fiihrt leicht zu einer
voreiligen Aburteilung der Boltzmannschen Ideen: als ob die Entropie-
zunahme auch fiir Prozesse von beobachtbarer Dauer nicht ohne Be-
riicksichtigung der Strahlung gedeutet werden konnte.

18. Die statistische Weiterbildung des Stosszahlansatzes. Hypo-
these der molekularen Unordnung.

18a. Boltzmanns Andeutungen. Boltzmann hat wiederholt die
Frage beriihrt, welche Umdeutung der fiir die dltere Fassung des
H-Theorems fundamentale ,Stosszahlansatz® innerhalb der neuen
statistischen Auffassung erfahren miisste; die Einwinde gegen das
H-Theorem hatten jedenfalls gezeigt, dass die freien Bewegungen des
Gasmodelles nicht immer dem Stosszahlansatz gehorchen konnen?®"). —
Bei Beniitzung der Wahrscheinlichkeitsterminologie lassen sich Boltz-
manns Andeutungen etwa folgendermassen zusammenfassen!®):

1) Der Stosszahlansatz gebe fiir jedes Zeitelement At nur die
,wahrscheinlichsten® Werte der Stosszahlen an. [Entsprechend liefere
dann das H-Theorem fiir jedes A¢ nur den wahrscheinlichsten Wert
der H- Anderung.]

2) Die wirkliche Zahl der Stosse [und wirkliche H-Anderung]
schwanke um diesen wahrscheinlichsten Wert nach Massgabe der
zwar viel kleineren, aber doch von Null verschiedenen Wahrschein-
lichkeit auch anderer Werte!%).

Dabei soll dann die relative Wahrscheinlichkeit der verschiedenen

sche Bewegung sich besser an die kinetischen Ideenbildungen anschliesst als an
die dogmatische Fassung des zweiten Hauptsatzes.

1566) Boltzmann [3 — Ende] und ,,Uber die Natur der Gasmolekiile*, Wien.
Ber. II 74 (1876), p. 555).

157) Vgl. Anm. 62.

158) Boltzmann [9. Kap.II] [17, 18, 19, 21]. Fiir das Modell Nr. 5 (Zwischen-
stiick) lassen sich diese Aussagen leicht quantitativ prizisieren.

159) Boltzmann, Gasth., p. 43.
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Verdnderungen von H in Einklang stehen mit der relativen Wahr-
scheinlichkeit der verschiedenen Werte von H, wie sie sich aus der
Behauptung (I') in Nr. 14 ergiebt.

Es zeigen sich auch hier wieder grosse Liicken, sobald man den
abkiirzenden Term ,Wahrscheinlichkeit“ an jeder Stelle, wo er in
den obigen Aussagen auftritt, durch die entsprechende Haufigkeits-
angabe zu ersetzen versucht.

Jeans'®) hat in diesem Sinne die Aussage 1) wesentlich pri-

zisiert. Die Aussage 2) hingegen — die uns das zu reprisentieren
scheint, was Boltzmann eigentlich unter ,Hypothese der molekularen
Unordnung® verstanden wissen wollte!®') — hat noch nicht die ent-

sprechende Formulierung gefunden. Die folgenden Andeutungen
stiitzten sich vor allem auf die Ausfiihrungen von Jeans und ver-
suchen den Anschluss an die Bemerkungen herzustellen, in denen
Burbury®*) wiederholt den Stosszahlansatz kritisiert hat.

18b. Verschiirfte Determination der Zustandsverteilung. Jeans-
Gruppierung. Die Angabe der Zustandsverteilung Z, reicht nicht aus,
die Zahl der Zusammenstosse fiir das folgende Zeitelement A¢ fest-
zulegen. Dazu bedarf es noch der Angabe, wieviel Paare von Mole-
kiilen zu den Zusammenstossen verschiedener Art im Moment ¢, bereit-
stehen'®?): Angabe der ,,Gruppierung® der Molekiile, wie man vielleicht
zur Abkiirzung sagen darf.

Der Z,-Stern, der im I'-Raum der Zustandsverteilung Z, zu-
geordnet ist [vgl. Nr. 12b], zerféllt in Teilgebiete, entsprechend den
verschiedenen Gruppierungen. Man denke unter ihnen diejenige be-
stimmt, auf die das grosste I'-Volumen entfallt. Sie sei fiir das
folgende ,Jeans- Gruppierung” genannt. Es liegen dann folgende Be-
hauptungen vor%3):

160) Jeans [2] und (Dynam. theory, § 62 ff.].

161) Bei der iiblichen Terminologie wird leider nicht unterschieden zwischen:
a) Stosszahlansatz, b) Hypothese der molekularen Unordnung. Siehe z. B. Boltz-
mann, Gasth. I, p.21. Ebenso gebrauchen die franzosischen Autoren ,mouvement
inorgantsé** in beiden Bedeutungen. Siehe auch ,assumption A** in den Ab-
handlungen von Burbury. Bei Jeans sind die beiden Begriffe einander scharf

gegeniibergestellt. Die Bezeichnung ,;molecular chaos* bedeutet aber trotzdem
gelegentlich den Stosszahlansatz.

161%) Burbury, Treatise (1899), § 39, § 69. Ferner in zahlreichen Abhand-
lungen im Phil. mag.. 1900—1908.

162) Wegen der einschrinkenden Voraussetzung tber die Kleinheit der
Zellen ; (Anm. 110) hingt es nimlich noch von der genaueren Lage der Bild-
punkte m® innerhalb ihrer w-Zelle ab, ob zwei zugehdrige Molekiile im folgen-
den Zeitelement At zum Zusammenstoss gelangen oder nicht.

163) Jeans [Dynam. theory, § 65, 66]

Enoyklop. d. math. Wissensch. IV 2, 11. 4
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(Xa) Fast das ganze Volumen jedes Z,-Sternes entfillt auf die
entsprechende Jeans-Gruppierung und die mit ihr sehr nahe zu-
sammenfallenden. Ein relativ nur sehr kleiner Rest entféllt auf die
merklich abweichenden Gruppierungen.

(Xb) Die Jeans-Gruppierung liefert fiir das nidchste Zeitelement
At gerade dasjenige System von Stosszahlen, das der Stosszahlansatz
angibt164),

18c. Die Hypothese der molekularen Unordnung. Geht man
nun auf die Bewegungsschar zuriick, von der in Nr. 14c die Rede
war, so hat man zu beachten:

Im Anfangsmoment ¢, geht sie aus von allen Bewegungsphasen,
die zu der einen Zustandsverteilung Z, gehoren; d. h. gerade von
derjenigen Gesamtheit, auf welche sich die Aussagen (X) beziehen.
Danach folgt unmittelbar aus (X)), dass im ersten Zeitelement: ¢, bis
ta+ At die erdriickende Mehrzahl der betrachteten Bewegungen den
Stosszahlansatz erfiillt.

In irgend einem spiteren Moment £z laufen die Bewegungen der
betrachteten Schar in I'-Punkte ein, welche schon voneinander ver-
schiedene Zustandsverteilungen Z3, Z% usw. aufweisen. Andererseits
ist in diesem Moment jede einzelne dieser Zustandsverteilungen z. B.
Z3 in der Schar im allgemeinen nur durch einen Teil der Bewegungs-
phasen vertreten, die den ihr zugehorigen ,,Z-Stern® zusammensetzen.

Es bedarf da also noch einer ergéinzenden Behauptung, die ctwa
folgendermassen zu formulieren wire's):

(XI) In jeder der genannten Teilmengen kommen die verschiedenen
m,@ruppierungen” mit derselben relativen Hiufigkeit vor, wie in der
zugehorigen vollen Menge, von welcher die Aussagen (X) sprechen.

Erst wenn auch noch Behauptung XI zugegeben ist, lisst sich
die Aussage rechtfertigen, dass nicht nur im ersten Zeitelement ¢, bis
t4 + At, sondern auch in allen folgenden die erdriickende Mehrzahl
der betrachteten Bewegungen den Stosszahlansatz erfiillen.

Behauptung (X1) kénnte vielleicht eine gewisse quantitative Kor-
rektion erfahren durch Bemerkungen, die Burbury''*) entwickelt hat.

164) In Nr. 12b wurde noch von den Korrektionen abgesehen, welche in
Gl. (35a) (Anm. 115) wegen der Undurchdringlichkeit der Molekiile einzufiihren
sind. Hier aber kommen diese Korrektionen in Betracht. Siehe Jeans 1. c.

165) Uber die Vertriglichkeit oder Unvertriiglichkeit dieser Behauptung
mit allen friiheren liesse sich ersichtlich nur dadurch eine Entscheidung ge-
winnen, dass man durch rechnerische Verfolgung aller Bewegungen der Schar

von ¢, bis ¢ die Zusammensetzung der Teilmenge bestimmt, was praktisch un-
moglich ist.
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Nach Burbury wird durch die Ausdehnung der Molekiile und durch
die Krifte, mit denen sie aufeinander wirken eine ,correlation of
velocities“ benachbarter Molekiile erzeugt, welche auf die Zahl der
Zusammenstosse Einfluss hat. Da die Jeanssche Analyse keinesfalls
iiber den Nachweis von (Xa) und (X b) hinausgreift, kann sie iiber diese
Korrektionen nichts entscheiden.

Aber wenn auch die Formulierung der ,,molekularen Unordnungs-
hypothese® noch viele Liicken aufweist, jedenfalls scheint klargestellt
zu sein: der Umkehr- und Wiederkehreinwand richten sich nur gegen
die wrspriingliche Fassung des Stosszahlansatzes, deren Unhaltbarkeit
sie in der Tat nachweisen. Die statistische Weiterbildung des Stosszahl-
ansatzes trigt hingegen schon allen Forderungen Rechnung, die aus
jenen Einwinden erfliessen66).

III. Die ,statistische Mechanik* von W. Gibbs.

19. Das Axiomatisierungsproblem der Kinetostatistik. Um
den Ubergang von der dlteren Fassung der kinetischen Theorie zu der
noch skizzenhaften statistischen Fassung richtig zu bewerten, wire ein
Vergleich mit den anderen Disziplinen notwendig, in denen ebenfalls
die Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung Anwendung gefunden
haben. Sie alle zeigen einen analogen Entwicklungsprozess:

Urspriinglich appelliert der Term ,,Wahrscheinlichkeit“ ganz offen
an ein spezifisches Abschditzungsgefiihl, das imstande sein soll, Liicken
in den Beobachtungen und Rechnungen auszufiillen'®); vor allem an
eine Art instinktiven Wissens dariiber, welche elementaren Vorkomm-
nisse in jedem Fall als ,gleichmdglich“ gelten miissen ™).

Spéter zeigt sich dann eine kritische Reaktion, die in den ver-
schiedenen Anwendungsgebieten zu sehr verschiedenen Ergebnissen
fiihrte, nur ausnahmsweise aber zu einer vollstindigen Verwerfung
(dieses scheint z. B. fiir die ,Theorie der Abstimmungen® und die
yTheorie der Zeugenaussagen® der Fall zu sein®®)). Uberall, wo sich
die bisherigen Ansitze der Erfahrung gegeniiber als fruchtbar erwiesen
hatten, wurde eine neue Formulierung gefunden, in der die bewdhrten
Ansiitze aufrechterhalten und weitergebildet werden (vgl. die Formu-

166) Burbury hat sich dieser Auffassung nicht angeschlossen.
167) Vgl z. B. den Ansatz von Krinig in Nr. 2.
167%) Vgl. J. v. Kries, Die Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Frei-
burg 1886, Kap. VIII.
168) Vgl. H. Bruns, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektivmasslehre,
Leipzig 1906, § 63, 64.
4%
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lierung, welche die Kollektivmasslehre in die Theorie verschiedener
Massenerscheinungen einfiihrte®),

Fiir eine entsprechende Durchbildung der kinetischen Theorie
liegt ersichtlich nur erst eine Skizze vor, und es bleibt zweifelhaft,
inwieweit sie sich durchfiihren lassen wird. Jedenfalls bezeichnet sie
aber klar die Auffassung, welche die ehemaligen ,Wahrscheinlich-
keitshypothesen und die ,Hypothesen“ iiber die Natur der Gas-
molekiile [vgl Nr. 1] erhalten miissen:

Die kinetischen ,Erklirungen® werden zu Abbildungen [vgl. Nr. 15]
und dementsprechend jene beiden Gruppen von ,Hypothesen” zu will-
kiirlichen Festsetzungen diber den Aufbau des abbildenden Schemas;
nidmlich zu Festsetzungen

1) iiber die Struktur des Gasmodelles,

2) iiber die Auswahl der Bewegungsschar!™?).

169) Brums 1. c., p. 93 ff.

170) Uberall, wo in den Aussagen (IV)—(XI) (Nr. 14—17) der Ausdruck
serdriickende Mehrzahl“ gebraucht wurde, sollte im Anschluss an Boltzmann als
Hiufigkeitsmass das ,,Volumen* entsprechender Gebiete im I"Raum genommen
werden. Von der Wahl des Hiufigkeitsmasses héngt ab, welches Vorkommnis
sich in der Bewegungsschar als ,erdriickend hiufigstes** hervorhebt. Man stosst
hier also auf eine Frage, die in analoger Weise bei jeder Untersuchung auftritt,
welche ,,geometrische W ahrscheinlichkeiten'* betrifft: mit welchem Recht bevorzugte
Boltzmann dieses spezielle Hdiufigkeitsmass vor anderen? — Es seien gegeben
zwei Scharen von Bewegungen; ihre G-Punkte mdgen im IRaum zu den konse-
kutiven Zeiten ¢,, t,, t; ... die Gebiete (4,), (4,), (4s) ... resp. (B,), (Bs), (By) ...
erfilllen. Als Massbestimmung fiir die relative Hiufigkeit der Bewegungen in
der einen und der anderen Schar — das heisst ihrer G -Punkte — wird man
offenbar nur eine solche zulassen kdnnen, bei welcher sich fuir die relative Haufig-
keit dieser G- Punkte in allen Momenten t,,t,,t; ... dieselbe Zahl ergiebt, und
dies fir jede beliebige Auswahl der Anfangsgebiete 4, und B,. Bezeichnen wir
diese relative Hiufigkeit mit { 4,}: { B,}, so fordern wir also, dass sei:

0 (i) _ (4) {4}

{B.) (B} (B}
Man gelangt nun unmittelbar zu folgenden Bemerkungen:

a) Das Boltzmannsche Hiufigkeitsmass: {4,} = [4,], {B,] = [B,] er-
fiillt wegen des Liouvilleschen Theorems (Gl 26) in der Tat die Invarianzfor-
derung (I).

b) Nimmt man als I-Raum statt des (¢, p)-Raumes einen (g, §)-Raum und
als Hiufigkeitsmass die Volumina, welche die G'-Punkte in déesem Raum er-
fillen, so kommt man im allgemeinen in Widerspruch mit Forderung (I). Vgl
Anm. 77=,

¢) Nimmt man als Hiufigkeitsmass das Integral

an f' : fF(ﬁ Pgr -+ Py, pdad .. dp,

erstreckt tiber das Gebiet, welches die G-Punkte jeweils im (g, p)-Raum erfiillen
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Die Freiheit der Festsetzungen erscheint dabei in der Hauptsache nur
an eine Forderung gebunden: Das Schema soll in sich widerspruchs-
frei sein. Diese Tendenz zur Aziomatisierung bildet einen wesentlichen
Faktor in der ganzen neueren Entwicklung der kinetischen Theorie;
allgemeinere Beachtung von Seiten der Mathematiker') fand sie aber
nur erst in der programmatischen Formulierung, die ihr W. Gibbs
im Vorwort zu seiner ,statistischen Mechanik® (1901) gab.

20. Das Programm von W. Gibbs in seiner ,statistischen
Mechanik®. An der genannten Stelle bezeichnet Gribbs etwa folgender-
massen das Ziel seiner Darstellung: Die statistisch-mechanischen Be-
griffe und Methoden seien bisher nicht als selbstindige Disziplin aus-
gebaut worden, sondern immer nur als Hidfsmittel fiir die kinetische
Theorie der Materie; die grossten Schwierigkeiten riihrten bei dieser
Art der Bearbeitung davon her, dass man sich immer bemiihe, Hypo-
thesen iber die Struktur der Gasmodelle zugrunde zu legen, die
moglichst allen Beobachtungstatsachen Rechnung tragen. ,Schwierig-

— Bedeutung von F' dieselbe wie in Gl (28) —, so geniigt diese Massbestim-
mung der Forderung (I) bei beliebiger, nur ein fiir allemal festgehaltener Wahl
der Funktion F.

d) Die in (c) angegebene Klasse von Massbestimmung benutzt als Ge-
wichtsfunktion die allgemeinste stationéire Dichtenverteilung (Gl 28) im I'-Raum.

e) Eine Gewichtsfunktion, die sich nicht auf die Form: F(E, @4...9,, y_ )
bringen lésst, kann nicht gleichzeitig erfiillen: die Forderung (I) und die For-
derung, dass sie fiir ein bestimmtes Element des I'-Raumes zu allen Zeiten ¢
dieselbe Massbestimmung liefere.

f) Die Beschrinkung der Gewichtsfunktion auf die weitaus speziellere
Form: F'(E) ist gleichwertig mit der Beschrinkung auf die ,,ergodische** Dichten-
verteilung (30) im I''Raum. (Da man in Nr. 13—15 immer nur mit einer Schar
von Bewegungen mit gleichem E zu tun hat, so liefert hier die Boltzmannsche
Massbestimmung mit ' = 1 keine anderen Resultate als die allgemeinste er-
godische mit F = F(E)).

Zusammenfassend erkennt man: Die Boltzmannsche Massbestimmung ist
insofern nicht ganz willkirlich, als das Liouvillesche Theorem in Verbindung mit
der Forderung (I) alle Massbestimmungen ausschliesst, ausser der in (c) ange-
filhrten Klasse, deren einfachster Spezialfall eben die Boltzmannsche Mass-
bestimmung ist. Willkiirlich bledbt die Beschrinkung der Gewichtsfunktion von
FE, @y ... 9y, 5_q) auf F(E), sobald man sich nicht mehr auf die Behauptung
beruft, dass die Gasmodelle ergodische Systeme sind. — Dass man an dieser Spe-
zialisierung auch in solchen Fillen festhalten zu miissen glaubt, wo sie deutlich
unzweckmdisstg wird (vgl. Nr. 26 Ende), erklart sich wohl zum Teil historisch: die
vorbildlichen Arbeiten, in denen Boltzmann und Maxwell die statistisch mecha-
nischen Methoden begriindeten, waren eben noch ganz von jener Ergodenhypo-
these beherrscht.

171) Siehe J. Hadamard [1] und H. Poincaré [4).
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keiten dieser Art haben den Verfasser vor dem Versuche zuriick-
geschreckt, die Geheimnisse der Natur zu erkliren, und haben ihn
genotigt, sich mit dem bescheideneren Ziel zu begniigen, einige der ein-
facheren Sitze aus dem statistischen Zweig der Mechanik aufzustellen.
Hier kann es keinen Irrtum in bezug auf Ubereinstimmung der Hypo-
thesen mit den Tatsachen in der Natur geben, dewn so etwas wird hier
gar nicht beansprucht. Der einzige Fehler, in den man noch verfallen
kann, wire eine mangelnde Ubereinstimmung zwischen den Voraus-
setzungen und den Folgerungen. FEinen solchen diirfen wir aber bei
einiger Sorgfalt su vermeiden hoffen®1™).

Die folgenden Angaben iiber den Inhalt des Gibbsschen Buches
sind nur so weit durchgefiihrt, als es fiir die Beurteilung folgender
zwei Fragen erforderlich ist:

1) Inwieweit hat Giibbs das angekiindigte Ziel erreicht, eine in
sich widerspruchsfreie statistische Mechanik zu begriinden?

2) Welches Verhiltnis besteht zwischen den von Gibbs an-
gegebenen Analogien zur Thermodynamik und den von Boltzmann
angegebenen ?

Besonders im Hinblick auf die erstere Frage hat man drei Gruppen
von Untersuchungen auseinanderzuhalten, die sich in jener Darstellung
kombiniert finden:

a) Die definitionsgemésse Einfithrung gewisser spezieller stationdrer
Systemscharen — stationdrer Dichtenverteilungen im I-Raum — so-
wie die Entwicklung von Theoremen iiber verschiedene Mittelwerte,
welche jene Systemscharen wermdige ihrer spesiellen Verteilung liefern.

b) Behauptungen iiber das Verhalten nichistationdirer System-
scharen: dariiber, wie sich eine nichtstationire Dichtenverteilung im
I’'Raum allméhlich ,zerriihrt, und wie sich dabei gewisse Funktionen
dieser Dichtenverteilung zeitlich veriindern.

c¢) Erorterungen, die zeigen sollen, dass zwischen dem Verhalten
jener speziellen Scharen und dem thermodynamischen Verhalten eines
warmen Korpers eine tiefgehende Analogie besteht.

21. Die Einfiihrung gewisser spezieller stationirer Dichten-
verteilungen im I'-Raum (kanonische und mikrokanonische Ver-
teilung). ‘Nach einer Rekapitulation der Untersuchungen von Boltzmann
tiber die allgemeinste stationdre Dichtenverteilung im I'-Raum:

(52) 9((_],#) =F(E, ¢ ... Q2rN-1)

172) Zitiert nach der Ubers. von Zermelo. Die Erorterungen L c. pg. 171
zeigen, daB Gibbs sich weiterhin an dieses Axiomatisierungs-Programm kaum
enger hilt als etwa Maxwell und Boltzmann.
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[vgl Nr. 9d Gl 28], beschrinkt sich Gibbs in der Hauptsache auf
folgende sehr spezielle Verteilungen!?):

A) Die mikrokanonische Verteilung: ¢ iiberall gleich Null, ausser
zwischen den Energieflichen £ = E, und E = E, 4 0 E,, wo 0 E,
sehr klein ist. Innerhalb dieser Schale besitzt ¢ einen konstanten
Wert. Diese Verteilung der rdumlichen Dichte g(g, p) wird ersicht-
lich fiir ein 0 E, = O dquivalent mit der ergodischen Fléchen-Dichten-
Verteilung (31) in Nr. 10b.

B) Die kanonische Verteilung'™)

-E

(53) o(g,p)=¢e ¥

Dabei ist E(q,p) die Totalenergie, die das Gasmodell besitzt,
falls sein Phasenpunkt G im I'-Raum die Lage (g, p) hat. — @ ist
eine willkiirliche Konstante, der ,,Modul der Verteilung (53). — ¥ ist
eine zweite Konstante, die sich aus der Forderung bestimmt, dass das
iber den gamzen I'-Raum erstreckte Integral

(54) .,/"'./“"dﬁ"'dpf=1
sein soll, d. h. aus:
Fo w_E

(55) !/t--'/;:—@_dq}“'dpfv=l.

Durch diese Verfiigung wird bei der Berechnung des Schar- Mittel-
wertes einer Phasenfunktion f(g, p)

“+o0 Y-E
N fffe o dgl. .. dp¥

(56) (g, ) ="ya s
f.-.fe © dq}...dpiv

—00

der Nenner auf den bequemen Wert ,Fins“ reduziert.

Den spiteren Anwendungen entsprechend, héinge dabei die poten-
tielle Energie @ nicht nur von den Koordinaten g ab, sondern noch
von irgendwelchen Parametern »,, r, ... r,, — etwa von der Stellung

irgendwelcher Kraftzentren, die auf die Molekiile des Gases Fernkriifte
ausiiben17).

173) Siehe noch die in Anm. 189 erwihnten Scharen.

174) Die auf Gl. (61) und (62) folgenden Erdrterungen sowie die Aus-
fiihrungen am Beginn von Nr. 24a und Mitte Nr. 25 suchen klarzustellen, was
G+bbs zur Einfihrung dieser speziellen Scharenverteilung veranlasst haben diirfte.
Siehe G<bbs 1. ¢. Cap. II u. Cap. XIV pg. 187, 188.

175) Im Beispiel (Anm. 67) bilden die Intensitit des Kraftfeldes und die
Stempelstellung solche Parameter.
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Ein gleiches gilt dann von der Totalenergie
E=E(q,p;r, 1, - )
und damit von den rechten Seiten der Hamiltonschen Gleichungen (22),
welche die Stromung der G-Punkte im I'-Raum dirigieren.

Man kann nun iiber die Parameter », 7y, ... zwei verschiedene
Festsetzungen treffen:

1) Es werden ihnen zwar ganz beliebige Werte zuerteilt, aber
sie werden zeitlich nicht veréindert. In diesem Fall bleibt das System
der Stromlinien im I'-Raum zeitlich unveriindert, und die Dichten-
verteilung (53) halt sich stationdr aufrecht.

2) Die Parameterwerte seien willkiirlich gegebene Funktionen
der Zeit: r (¢), ro(t), ... .. In diesem Falle &ndert sich fiir jeden
Punkt des I'-Raumes fortlaufend die ihm zugehorige Stromungs-

richtung, und die Dichtenverteilung (53) wird sich nicht stationér auf-
recht erhalten.

22. Mittelwerts-Relationen bei kanonisch verteilten System-
scharen.

Wir haben zundchst Verfiigung (1) festzuhalten. Unter dieser
Annahme bildet Gébbs fiir einige spezielle Phasenfunktionen (g, p)
die durch (56) definierten Mittelwerte iiber die kamonische Gesamtheit,
und es wird hauptsichlich bestimmt:

A) die Streuung, welche eine solche Funktion f innerhalb der
kanonischen Gesamtheit um ihren Mittelwert f aufweist;

B) die Abhingigkeit der Mittelwerte f/ vom Modul ® und den
Parametern r,, 7,, .. ..

Die Relationen, die Gibbs hierbei aufstellt, werden unmittelbar

aus den Definitionsgleichungen fiir die Mittelwerte abgeleitet. Sie
-5
beruhen auf der Wahl der dabei benutzten Gewichtsfunktion: e © .

Fir die Behandlung der Frage B) ist zu beachten: dass die Gewichts-
funktion, d. h. die kanonische Dichtenverteilung, abhéingt: 1) explicit
von @®; 2) vermdge E von den ry,7,,...; 3) vermdége ¥ von ® und

den 7, ry,.... Es seien hier einige Resultate dieser Art angefiihrt,
soweit sie uns fiir die weiteren Erorterungen notwendig sind.
29

22a. Einige der Gibbsschen Resultate. 1. Bei Beriicksichtigung
des Umstandes, dass die Zahl der Freiheitsgrade eines Gasmodelles

von der Grossenordnung der Trillion ist, beweist Gibbs folgendes
Theorem"®):

176) 1. ¢. Cap. VII, p. 738. Vgl. den in Fussnote 2 p. 75 diskutierten Aus-
nahmefall. Wie in Behauptung (XII) die Kleinheit der Dispersion mit der enormen



22, Mittelwerts-Relationen bei kanonisch verteilten Systemscharen. 57

(XII) In einer mit dem Modul ® = ®, kanonisch verteilten Gas-
modellschar besitzt die erdriickende Mehrzahl aller Individuen sehr nahe
ein und depselben Wert der Totalenergie; E = E,.

2. Die kinetische Energie jedes Molekiiles, z. B. die des k-ten,
ist eine definite quadratische Form seiner Momente p*...pE Sie
ldsst sich aber immer als halbe Summe der Quadrate gewisser r linear-
homogener reeller Verbindungen dieser Momente darstellen. Diese
Verbindungen u,*...u* — sogenannte ,Momentoide“!™) — lassen
sich dabei noch auf unendlich viele Weisen wihlen. Gibbs beweist
nun fiir die iiber die kanonische Schar gebildeten Quadratmittel der
Grossen u,'...u? die Gleichung:

1 . 1, o 1 . 2]
(57) SO = = Y =G,

Grosse von 27N zusammenhiingt, macht man sich bequem an folgendem Beispiel

klar (1. c. p. 79): Das Gasquantum bestehe aus N Punktmolekiilen, die elastisch

an Gleichgewichtslagen gebunden sind. Die Koordinaten z, v, 2z jedes Molekiiles

seien von seiner Gleichgewichtslage aus gerechnet. Dann ist ¢, = =x,, ¢, =y,,
co Gy =2y Py = ME, . .., Py y=miy, also

3N 3N

x 1 |
= hqg,? hop, 2.
E B) ZQ}; ‘Jr'szl,Ph

Die Flachenschar E = const. besteht aus einer Schar #hnlicher , Ellipsoide*, deren
Oberfliche mit B enorm rasch wichst, nimlich wie (Y E )GN —1!  Die Zahl der

Individuen der Schar (53), fir die Y zwischen gegebenen, infinitesimal benach-
barten Grenzen liegt, ist hier

R?
(A) const. RSV —1.c Y 4R

(R zur Abkiirzung JE). Als hiufigsten, ferner als mittleren Energiewert und
als Quadratmittel der Abweichung vom Mittelwert findet man:

By—6N—12, E=6N-(;), (E— E)*=3Ne6n

Bei Beniitzung des iiblichen Masses ergiebt sich also

B E—E) 1

( ) ( E)a 3N

als die gesuchte ,Dispersion*. Man vergleiche mit der Verteilung (A) der Gas-
modellschar die Maxwellsche Verteilung fiir die Absolutgeschwindigkeit ¢ in einer

Schar von Punktmolekilen und die Dispersion, welche sie fiir die kinetische Energie
A dieser Molekiile liefert:

e I ) L

A const. c?.e”*“de (B) ( S AR

@) @ 3

177) Diese Bezeichnung hat Boltzmann (1882) [13] eingefiihrt. Ebendort

Diskussion des Gegensatzes zwischen Moment und dessen Verallgemeinerung, dem
Momentoid.
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woraus sich fiir den Scharmittelwert der kinetischen Energie des
ganzen Gasmodelles folgende einfache Beziehung zum Scharmodul @
ergiebt:

rNO ]

(58) L="3°

3. Das Gasmodell iibt in jedem Augenblick auf die oben er-
wihnten Kraftzentren oder den Stempel eine gewisse Riickwirkung
aus: in einer bestimmten Bewegungsphase (g, p) wirkt es ,entlang
des Parameters r,“ mit der generalisierten Kraft

(59) R;.(Q:P;’”)=—37h=— ar

nach auBen. Differenziert man Gl (55) nach r, und kombiniert mit
Gl (59), so ergiebt sich unmittelbar folgende Relation fiir den Schar-
mittelwert von R,:

o 2w

(60) Ry, = — or
b

22b. Beziehung zum Maxwell-Boltzmannschen Verteilungs-
gesetz. Um sich einen Uberblick iiber diese und analoge Relationen
zu verschaffen, wie sie Gibbs entwickelt, empfiehlt es sich, folgende
Frage zu beriihren, die allerdings den Rahmen der Gébbsschen Dar-
stellung wesentlich iiberschreitet!?®).

Sei f(q, p) eine Phasenfunktion, die ihren Wert nicht #ndert,
wenn man die Molekiile untereinander vertauscht; sie wird also einen
bestimmten Wert aufweisen, falls unter den Molekiilen des Gases die
zu Ey, r, ...r, gehorige Maxwell-Boltzmannsche Verteilung (46)

m

herrscht — den Wert:

& @ DT = B(Eo 7, . 1)-
Sei ferner

(62) flg, p) = g(0y, 1y ...7,),

der Mittelwert gebildet iiber jene kanonische Gasmodellschar, deren
Modul ® = @, gerade — vgl. (XII) — dem Energiewert E, angepasst
ist.  Welcher Zusammenhang besteht dann zwischen den Grissen (62)
und (61)?

Nach (XII) ist zunichst plausibel, dass dm allgemeinen der
kanonische Scharmittelwert (62) sehr nahe zusammenfallen wird mit
dem Mittelwert, gebildet fiir eine zu E = E gehorige mikrokanonische
oder auch ergodische Schar: In der Tat fillt dann auch z. B. die

178) Die Dissertation von L. S. Ornstesn (1908) [1] enthilt eine eingehende
Untersuchung dieser Frage. Siehe besonders 1. c. p. 119.
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GL (57) zusammen mit einer Relation, welche Boltzmann (1871) fiir
ergodische Scharen abgeleitet hatte!™). Die mikrokanonische Schar
ist aber weiter sehr nahe gleichwertig mit einer Schar, welche mit
konstanter Dichte iiber die zu

E(Z)_Aae —EO

gehorige ,Schale” im I'Raum verteilt ist (vgl. Nr. 12¢).

Erginzt man nun die Gibbssche Darstellung durch die in Nr. 13
(I) besprochenen Untersuchungen von Boltzmann, so folgt schliess-
lich: in einer kamonisch verteilten Gasmodellschar weist die erdriickende
Mehrzahl der Individuen die au vy, ...r, und Ey= E gehorige
Maxwell- Boltzmannsche Verteilung (46) auf.

Aus dem Gesichtspunkt der Boltzmannschen Darstellung erscheint
somit die Einfithrung der kanonischen Verteilung als ein analytischer
Kunstgriff, der einigermassen an Dirichlets , Diskontinuitcitsfaktor” er-
innert!™): Bei der Mittelwertbildung (56) zur Berechnung von f(gq, p)
bleibt die Integration immer unveriinderlich iiber den unendlichen
I"'Raum erstreckt; die entscheidende Hauptmasse aller Gasmodelle aber
wird durch passende Regulierung des Moduls ® und der Parameter
7y ... r, jeweils auf I'-Gebiete aufgeschoben, welche diejenige M.-B.-Vert.
liefern, die zum vorgegebenen F; und den iibrigen vorgeschriebenen
Bedingungen gehort.

22c. Die Gibbssche Massfunktion ¢ fiir die Abweichung von
der kanonischen Verteilung. Als Hilfsmittel fiir die Untersuchungen
nichtstationiirer g-Verteilungen fiithrt Gibbs eine Massfunktion ein fiir
die Abweichung, welche eine beliebig vorgegebene ¢-Verteilung gegen
die kanonische Verteilung mit gleichem F aufweist. Diese Funktion
heisse ¢ und ist definiert durch!®?)

+o0
(63) o=/ folge da}---dp}.

Ihr Mass-Charakter ist durch Sitze von folgender Art gekennzeichnet:

(XIII) Wird eine gegebene Menge von G-Punkten tiber ein ge-
gebenes Gebiet des I"Raumes verteilt, so nimmt ¢ seinen relativ kleinsten
Wert an, falls diese Menge innerhalb des Gebietes mit wberall gleicher
Dichte verteilt wird.

179) Boltzmann [4]. Nur durch eine Reihe von Zusatzannahmen kann man
von Gl 57 zur Gl 57 in Nr 24a ibergehen.

180) G<bbs bezeichnet diese Funktion und die durch (66) eingefiihrte Funk-
tion X unterschiedslos mit 7. Der Beweis der Behauptungen (XIII)—(XIV) 1. c.
Cap. XL
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(XIITa) Wenn die Totalmenge der G-Punkte, die auf jedes Energie-
gebiet E, E 4 0FE entfillt, gegeben ist, so nimmt ¢ seinen kleinsten
Wert an, falls ¢ entlang jeder einzelnen Energiefliche konstant ist.

(XIV) Wenn fiir eine Schar von der Totalmenge Eins der Mittel-
wert E gegeben ist, so liefert die zu E gehorige kanonische Schar-
verteilung den relativ kleinsten Wert von o.

Beim Beweis von (XIII) und (XIIIa) kommt in der Definition
von ¢ allein die ,Konkavitidt des Integranden ¢ lg ¢ in Betracht, und
diese Aussagen werden also auch z. B. fiir den Integranden g%" giiltig
bleiben. Damit aber bei den in (XIV) gegebenen Nebenbedingungen
gerade die kanonische Scharverteilung ausgezeichnet erscheine, war ¢
in jener speziellen Weise zu konstruieren.

Die bisher angefiihrten, vorbereitendern Resultate vom Typus der
Gleichungen (57), (68), (60) oder der Aussagen (XII)—(XIV) leitet
Gibbs durch elementare, vollstindig durchfithrbare Umformungen her.
In der Tat handelt es sich soweit auch nur um die unmittelbaren
rechnerischen Folgen aus der speziellen o-Wahl (53).

An ihre Stelle treten skizzenhafte Erwdgungen, sobald sich die
Untersuchung dem Hauptgegenstand des Gibbsschen Buches zuwendet:
den wichistationdren Gesamtheiten. Es liegt das daran, dass eigentlich
nur erst hier der dynamische Charakter der behandelten statistischen
Gesamtheiten zur Geltung kommt.

23. Nichtstationire Dichtenverteilungen im I'-Raum.

23a. Das ,Zerriihren* der nichtstationdiren Verteilungen. Man
hat da vor allem die Aussagen zu analysieren, welche im Kap. XII des
Buches entwickelt werden. Sie beziehen sich auf die Frage: Was
wird im Laufe der Zeit aus einer o(q, p)-Verteilung, welche nicht die
Form (52) besitzt und die also nicht imstande ist, sich stationéir auf-
recht zu erhalten?

Es sei der I'-Raum irgendwie in sehr kleine, aber wesentlich
nicht verschwindend kleine Zellen £ geteilt: £,, £,...8,... die
etwa gleichgroBe Wiirfel sein konnen. Der Mittelwert, den die ,feine”
Dichte ¢(q, p,¢) im Moment ¢ fiir die Zelle &, liefert, sei als ,grobe“
Dichte P,(#) — lies ,gross ¢ — dieser Zelle bezeichnet. Es ist
wegen (54):

(64) >P(H)=1.

Die fiir alles Folgende grundlegende Behauptung, zu der hier
Gibbs gelangt, lisst sich dann so formulieren:
(XV) Jede nichtstationdre feine Dichtenverteilung wird im (sta-
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tiondren) Stromungsfeld des IRaumes derart ,eerriihrt”, dass die zu-
gehorigen groben Dichten allméhlich stationérbleibende Werte annehmen.
H. A. Lorentz*®) charakterisiert diese Tendenz zu einer stationéren
P-Verteilung noch niher durch folgende ergiinzende Behauptung:
(XV") Jene Grenzwerte von P sind entlang den einzelnen Flichen
konstanter Energie konstant;

(65) lim P(t, p, q) — F(E).
t=+o

Zur Begriindung seiner Behauptung beruft sich Gibbs vor allem
auf die Anschauung: Zerriihren eines (nichtdiffundierenden) Farb-
stoffes in einem farblosen Losungsmittel, und giebt weiterhin eben
dieser Begriindung eine mehr rechnerische Fassung — in durchsich-
tigerer Form bei Lorentz reproduziert.

Bemerkungen zu (XV) und (XV’): 1. Im Hinblick auf die spiter
zu besprechenden Analogien zur Thermodynamik ist es wichtig zu
wissen, von welcher Grissenordnung die Zeiten sein mogen, nach
welchen sich jene stationiren P-Werte angenidhert eingestellt haben
werden. Nehmen wir irgend einen normalen Wert fiir die Total-
energie des Gasmodelles und fassen wir zuniichst die Zeit ins Auge,
die ein G-Punkt durchschnittlich braucht, um von einer £,-Zelle aus-
laufend wieder zu ihr zuriickzukehren. Es handelt sich hier ersicht-
lich um Zeiten von der Art jener ,enorm grossen“ Poincaré-Zermelo-
schen Wiederkehrepochen, die uns im ,Wiederkehreinwand“ (Nr. 7b)
begegnet sind. Solange man also — wie es Gibbs und Lorentz tun —
bei der Begriindung der Behauptung (XV) und (XV’) keine anderen
Umstéinde in Rechnung zieht als diejenigen, welche beim Zerriihren
eines Farbstoffes in Betracht kommen, so kann man die angendéherte
Stationaritit von P und den angeniiherten Eintritt der P-Verteilung
(65) nur erst nach vielen Poincaré-Zermelo-Epochen erwarten. 2. Die
Beh. (XV’) und einige spéter auszufiihrenden Aussagen stehen er-
sichtlich in enger Beziehung zur Ergodenhypothese!®). 3. Die rech-
nerische Analyse, welche Gibbs und Lorentz fiir den Vermischungs-
prozess geben, enthilt eine wesentliche Unvollkommenheit: sie beniitzt
die Bezeichnung ,Dichte schwankend im Sinne von ¢ und P, und
nur dadurch wird verstindlich, wie jener Kalkul so einfach und ohne

181) Lorentz (1906) [2] § 79.

182) G'tbbs 1. c. p.174: , Die mikrokanonische Gesamtheit, in der alle Systeme
die gleiche Energie besitzen, stellt in vielen Fiillen einfach die Zeitgesamthest dar,
d. h. die Gesamtheit der Phasen, durch die ein einzelnes System im Laufe der
Zeit hindurchgeht.*
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besondere Annahmen eine mit wachsender Zeit wachsende Vermischung
ergeben konnte!83).

Aus dem Liouvilleschen Theorem Gl. (26) und (26") ergiebt sich
unmittelbar, dass die Grosse o, welche die Verteilung der feinen
Dichte ¢ kontrolliert, bei jenem Vermischungsprozess zeitlich exakt
konstant bleibt; die in analoger Weise aus der groben Dichte P auf-
gebaute Funktion

(66) z=2PlgP,

kann sich hingegen sehr wohl mit der Zeit veréindern'®t). Gibbs
versucht gleichzeitig mit der Beh. (XV) die folgende Behauptung zu
beweisen #%):

(XVI) Jede nichtstationire g-Verteilung wird durch die im I* Raum
herrschende stationére Strémung derart zerriihrt, dass fiir das Inhomo-
genititsmass X der P-Verteilung gilt:

(67) lim 2(f) < Z(t,).

Bemerkungen zu (XVI): 1. Gibbs hebt ausdriicklich hervor: er
versuche nur eine Aussage iiber den lim X(f) fir ¢ = + oo zu be-
weisen, nicht aber die Aussage, dass X(f,) < 2(¢,), falls nur ¢, > ¢,
ist1%6). 2. Fiir die spiteren Anwendungen ist entscheidend, wie niedrig
der Limes ausfillt. Giebt man Beh. (XV’) zu und kombiniert sie mit
dem (von ¢ auf X iibertragenen Theorem (XIIIa)), so erhdlt man fiir
jenen Limes einen Wert, der noch beliebig stark iiber demjenigen Wert
bleiben kann, welcher zur entsprechenden kanonischern o-Verteilung
gehort. 3. Die Bemerkung (1) zu (XV) iiberirigt sich auf die Frage,
nach welcher Zeit X(¢) merklich seinen Grenzwert erreicht.

183) T. u. P. Fhrenfest (1906) [1].

184) Seien (g, p) die Koordinaten, die ein G-Punkt im Moment ¢ besitzt,
falls er im Moment O die Lage (q,, p,) hatte. Es ist

+o +®
o(qt...p¥
o‘(t)=f...fglggdqi...dp’y:f...fglggTéqiz‘..glg)dq}o...dp%.
—® — o r

Nach Anm. 77 ist die Transformationsdeterminante gleich Eins, und nach (26)
ist olge=109,1g0,, also das letzte Integral gleich ¢(0). Fiir P trifft hingegen
die zu (26") analoge Aussage nur mehr angeniihert zu. Vgl. Anm. 195.

185) 1. c. p. 153 oben.

186) 1. c. p. 163. Dies ist deshalb bemerkenswert, weil G'tbbs hier offenbar
fihlte, dass sein Beweis mehr lieferte, als er nach den Voraussetzungen liefern
durfte. Der fiir die Irreversibilititstheorie sehr wichtige vorletzte Absatz des
Cap. XII ist uns unverstdndlich.
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23b. Das Verhalten spezieller nichtstationdirer Gasmodell-
scharen. Um zu Analogien mit den Sitzen der Thermodynamik zu
gelangen, behandelt Giibbs weiterhin das Verhalten gewisser spezieller
nichtstationdrer Scharen.

Es handelt sich dabei hauptsidchlich um folgende beiden Pro-
bleme:

A) Bis zur Zeit f, mogen alle Parameter r;, r,, ... konstant
die Werte r{, r4, ... besitzen, und bis dahin moge die zu diesen
Parameterwerten und zum Modul ®4 gehérige kanonische Phasen-
verteilung

wA _ pA
(68) I
geherrscht haben. Von da ab werden den Parametern r,, 7y, ... be-

liebige zeitliche Anderungen erteilt. s sind die nun eintretenden
Phasenverteilungen zu verfolgen.

B) Es werde der Fall betrachtet, dass das Molekularsystem in
zwei Teile I und II geteilt ist, die zwar in Wechselwirkung stehen
aber doch so, dass die Totalenergie E sich additiv aus den Energien
beider Teile aufbaut:

(69) L =F -+ Ej.
Fiir £, sei die Phasenverteilung

By -
(70) pime o on

vorgegeben; die Parameter r,, r,, ... mogen dauernd konstant gehalten
werden. [Es lidsst sich leicht zeigen, dass diese Verteilung sich im
allgemeinen nicht aufrecht erhalten kann.] Es sind die nun ein-
tretenden Phasenverteilungen zu verfolgen.

Die Behauptungen, zu denen Gibbs hier gelangt, wiren etwa
folgendermassen zu formulieren !87):

(XVII) Besteht die in (A) erwihnte Anderung der Parameter in
einem einmaligen diskontinuierlichen Ubergang zu den Werten 7, rB...,
die weiterhin dauernd festgehalten werden, so ist die nach unendlicher
Zeit sich einstellende P-Verteilung so beschaffen, dass sie (fiir alle

Mittelwertsbildungen) sehr nahe durch eine bestimmte Fkanonische

187) Diese Behauptungen treten 1. ¢. in Cap. XIII, wo sie abgeleitet werden,
in anderer Form auf als in Cap. XIV, wo sie bei der Diskussion der thermo-
dynamischen Analogieen benutzt werden. Wir folgen der letzteren Formulierung
und der Darstellung von Lorentz [2].
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-0-Verteilung-

yB_ ;B
(11) o =e O
ersetzt werden kann.

(XVII) Erfolgt in (A) die Anderung der Parameter r,,7, ..
unendlich langsam, so #ndert sich die P-Verteilung derart, dass sie
fortlaufend sehr nahe durch kanonische g-Verteilungen ersetzt werden
kann. Dabei bleibt X sehr nahe konstant.

(XIX) Bei der unter (B) geschilderten Anordnung ist die fiir
t = -+ oo sich einstellende P-Verteilung ebenfalls sehr nahe durch
eine bestimmte kanonische g-Verteilung ersetzbar.

Bemerkung zu (XVII)—(XIX). Gibbs sucht diese Behauptungen
zu beweisen, indem er (XV) und (XVI) mit dem von ¢ auf X iiber-
tragenen Minimum-Theorem (XVI) kombiniert. Beachtet man aber Be-
merkung (2) zu (XVI), so erkennt man folgendes: Wihrend die Er-
orterungen der Kap. XI und XIII in allen diesen Fillen hochstens
ein gewisses Niherkommen an die kanonische Verteilung nachweisen,
verfihrt das Kap. XIV bei der Diskussion der Analogien zur Thermo-
dynamik so, als ob das angendherte Erreichtwerden der kanonischen
Verteilung nachgewiesen worden wire. Nur erst dieser Sprung,
der inmitten der elementaren, aber weitldufigen Umformungen von
einer Ungleichung zur anderen leicht verborgen bleibt87®), lisst
aus den Erwigungen allgemeiner qualitativer Natur, die Gibbs iiber
nichtstationéire Scharen anstellt, die quantitative Aussage hervorgehen,
dass in so vielen Fillen die Endverteilungen nahe-kanonisch sind.

Fiir die folgenden Ausfiihrungen nehmen wir die Behauptungen
(XV)—(XIX) als zugestanden an.

24. Die Analogien zum beobachtbaren Verhalten warmer
Korper.

Es seien hier fiir einige spezielle, aber typische Fragen das Gibbs-
sche und Boltzmannsche Verfahren einander gegeniibergestellt. Um
ihren begrifflichen Gegensatz bequem iiberblickbar zu machen, ist es
zweckmissig, den Parallelismus ihres Rechenapparates moglichst scharf
hervortreten zu lassen. Wir stellen da zundchst einige Hilfsformeln
zusammen.

24a. Aufstellung einiger Hilfsformeln. Die Mazwell-Boltz-
mannsche Verteilung der Molekiilphasenpunkte im w-Raum (Gl 46)

187% Siehe besonders 1. c. p. 1656, wo der Beweis fiir die Beh. XIX ab-
geschlossen wird. Vgl. Anm. 195.
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lasst sich ersichtlich auch in folgender Form schreiben:

(53,) a; = ? ’

wo die Energie ¢;, die ein Molekiil aufweist, falls sein Phasenpunkt
in der ¢*" u-Zelle liegt, noch abhingen kann von den oben einge-
fiihrten Parametern r,,..r,. Die Grosse 9 kann man entweder direkt

vorgeben, in welchem Falle sich dann 3 aus der Forderung

Y—&;

(55') 2‘.6’[ =Z".e‘“s’ _N

und die Totalenergie E des Gases sich aus

Y —&;

72) B Sl — Sk

bestimmen wiirde, oder man kann umgekehrt bei gegebener Total-
«energie ausser ¥ auch & durch (55") und (72) bestimmt denken. Die
Kraft, welche die N Molekiile bei dieser Verteilung in Richtung des
Parameters r, nach aussen ausiiben, ist gegeben durch:

, I
(59) R, = Sla(—7%);
differenziert man die Relation (55") nach r,, so ergiebt sich eine Um-
formmung von (59’) in:

e ()
h

Die Rechnung, durch welche Gibbs Gl. (57) ableitet, erscheint als Uber-
tragung derjenigen Rechnung, durch welche Boltzmann (1871) aus
(53" folgende Beziehung herleltetelss)

1

N
1 1 2
6T) g DF NZ b = ST () =
1

Daraus fiir d1e gesamte lebendlge Kraft der N Molekiile:

(58) L="72.

‘Geht man von derjenigen M.-B.-Vert. (53"), welche &, r,...r, ent-
spricht, zu jener iiber, welche & 4 08, », + 0r,...7, + 07, ent-

spricht, so erhélt man fiir diese Variation aus (55) folgende Identitiit:
Y—e; v—¢;

Se v ofy) + S
) ST o

188) Boltzmann [3]. An der genannten Stelle fiir den spez1e]1en Fall kar-
tesischer Koordinaten. Vgl Boltzmunn, Gastheorie 2, p. 124.
Encyklop. d math. Wissensch. IV 2, 1. 5
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daraus erhilt man mit Hilfe von (55"), (72) und (59") folgende Be-

ziehung:
’ ) 1
(18) Na(g) e 09 4+ (B Or A Rpdry) = 0.

Geht man von derjenigen kanonischen Verteilung (53), welche @, r, ... 7,
entspricht, zu jener iiber, welche ® 4 0@, », + dr, ... 7, + 07y
entspricht, so erhdlt man fiir diese Variation aus (55) und (59) in
ganz analoger Weise:

(1) 8(%) + 260+ L(Ridr, + - Ruor) — 0.

Nach diesen formalen Vorbereitungen stellen wir die typischen
Analogien zum sichtbaren Verhalten eines warmen Ko6rpers zusammen.

24b. Das Gas im Wirmegleichgewicht und der Temperatur-
ausgleich zweier verschieden warmer Korper. 1. Interpretation des
Verhaltens, welches das Gas bei gegebener Totalenergie E, und bei ge-
gebenen r, .. .1y im Fall des Wairmegleichgewichtes zeigt.

Boltzmann: Man greife im I*Raum die ,Schale“ von I'-Punkten
heraus, welche der vorgegebenen Totalenergie F, entsprechen. Die
erdriickende Mehrzahl dieser Phasenpunkte erteilt den Molekiilen des
Gasmodelles sehr nahe eine entsprechende M.-B.-Vert. (53") — vgl.
Nr. 13 (I). Man berechne fiir diese Zustandsverteilung z. B. den Druck
und die iibrigen Reaktionskriifte, die kinetische Energie pro mole-
kularen Freiheitsgrad usw. nach (57), (60") und &hnlichen.

Gibbs: Man berechne fiir die zu £ — F, und den gegebenen
ry...r,-Werten gehdrige kanonische Gasmodellschar'®®) die Schar-
mittelwerte: R,, L usw. nach (57), (60) und #hnlichen.

2. Interpretation des Temperaturausgleiches bei Beriihrung zweier
verschieden warmer Korper K. und K.

189) Wenn ausser der Totalenergie noch die Werte anderer Bewegungs-
integrale, z. B. fiir ein freies System die Flichenmomente F', (q, p), ', (q, p), F5(q,p),
vorgeschrieben sind, so greift Boltzmann die betreffenden Gebiete des I'-Raumes
heraus, withrend dann G¢bbs mit einer Scharverteilung

w—F F ., F F,
., 0 Tatata
operiert; 1. ¢. p. 87. In den kombinatorischen Entwicklungen, durch welche
Boltzmann (1883) [14] die Zustandsverteilung im Dissoziationsgleichgewicht ableitet,
tritt ausser der Festlegung der Totalenergie noch die Festlegung der Anzahl von
Atomen verschiedener Art als Nebenbedingung auf. Gibbs umgeht durch seinen
formalen Kunstgriff auch diese Nebenbedingungen, indem er im Cap. XV seines
Buches bei der Behandlung des Dissoziationsgleichgewichtes eigentiimliche Gas-
modellscharen einfiihrt, wo bei den verschiedenen Individuen der Schar die er-
wihnten Atomzahlen alle ganzen Werte von 0 bis o0 durchlaufen, 1. c. p. 198.
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Boltzmann'®): Vor der Koppelung wird den Molekiilen von K,
resp. K;; diejenige M.-B.-Vert. zugeschrieben, die ihren vorgegebenen
Anfangstemperaturen entspricht. Fiir das gekoppelte System — als
ein Molekularsystem aufgefasst — ist dadurch die anfingliche Zu-
standsverteilung festgelegt. Der mittlere und zugleich erdriickend héu-
figste Verlauf in der anschliessenden Schar von Bewegungen (Nr. 14¢)
soll dem Stosszahlansatz und H-Theorem gemiss erfolgen; dement-
sprechend werden schliesslich K; und K;; M -B.-Vert. mit untereinander
gleichem & aufweisen, d. h. nach (57"): kinetische Energie pro mole-
kularem Freiheitsgrad in K; und K gleich.

Gibbs: Vor der Koppelung werden K, resp. K reprisentiert
durch je eine kanonisch verteilte Gasmodellschar mit den Modulen @?

und @;11' Um ihren Kontakt zu reprisentieren, gebe man die Schar,
welche entsteht, wenn man jedes Individuum der Schar I — in seinem
momentanen Bewegungszustand — koppelt mit jedem Individuum der
Schar II. Man erhdlt so in einem I'-Raum von 27 N; 4 27, Ny
Dimensionen eine Dichtenverteilung, die im ersten Augenblick ¢4 durch
die Formel (70) gegeben wird. War schon im Anfang @; — 67, so
ist die Kombinationsschar von vornherein kanonisch und bleibt sta-
tiondir®t). Ist hingegen @; == @7, so ist jene anfingliche Dichten-
verteilung im allgemeinen nich?! imstande, sich stationir zu erhalten.
Sie soll sich also geméss den Aussagen (XV, XVI, XIX) zerriihren,
wobei die kanonische ¢-Endverteilung wieder angesehen werden kann
als Mischverteilung zweier kanonischer Scharen I und II mit nunmehr
schon gleichem Modul @7 = 6F; = ©*1%%). Wegen (57) und (58) ist
dann der Scharmittelwert der kinetischen Energie pro molekularen
Freiheitsgrad fir K; und K; gleich gross.

24c. Die Temperatur als integrierender Nenner. Deutung
der Entropie und Entropievermehrung bei irreversiblen Prozessen.
1. Die Temperatur als integrierender Nenner der reversibel zugefiihrten
Wairmemengen. Deutung der Entropie.

Boltzmann: Bei unendlich langsamer Beeinflussung des Gasmodelles
diirfe man so rechnen, als ob die Molekiile in jedem Augenblick eine
M.-B.-Vert. besitzen, welche den Momentanwerten von E ., r, ...r_,
entspricht. Unter dieser Annahme ergiebt sich fiir die Summe aus
Energiezuwachs + Arbeitsabgabe bei einem infinitesimalen Ubergang,

190) Boltzmann hat (1894)[17a] in einer gemeinsamen Arbeit mit G. H. Bryan
seine #lteren Ausfithrungen in einigen Beziehungen vervollstindigt.
191) L c. p. 35.
192) Vgl. Anm. 187%).
5%



68 1V 82. P.u. T. Ehrenfest. Begriffliche Grundlagen d. statistischen Auffassung.

d. h. fiir die ,cugefiihrte W arme*

(14) 0Q =0E + (R, 0r+ --- R, 0r,)
mit Hilfe der Beziehung (73") folgende Aussage:

, 7@ FE—Nuvy
(15) f) =6(’75_)

Der Bau der Grosse, welche auf der rechten Seite von (75), die
die Rolle der Entropie spielt, legt folgende Darstellung nahe:

W—eg N Y
(76) 2 ——Zlg( - )

Diese Darstellung glebt dann weiter den Anstoss, versuchsweise auch
fiir beliebige Zustandsverteidlungen a; der Entropie die Funktion:

(17 — H= — Jiaglga,
gegeniiberzustellen.

Gibbs: BeeinfluBt man alle Individuen einer anfénglich kanonischen
Schar so, wie es der reversiblen Beeinflussung eines Gases entspricht!%),
so sel es erlaubt anzunehmen (vgl. XVIII), daB die Schar fortlaufend
durch lauter kanonische Verteilungen hindurchgehe. Unter dieser An-
nahme lidsst sich der Scharmittelwert des oben definierten 0¢ dar-
stellen als!%*)

(714) 0Q=0E 4 (B, 0r, + R.0r.)

und mit Hilfe der Beziehung (73) umformen in:
4 (E—w

(75) 0o =905 )

Die Darstellung der rechtsstehenden Grossen durch

@ Fr e fiele

und dementsprechend der Gibbssche Versuch die Grosse

—!—w
(17) —6=—_V_/---ﬁlg@dqﬁ-»-dpr”

oder die Grdsse (— X) nun auch fiir beliebige o-Verteilungen als
wEntropie apzusprechen, treten so in eine genaue rechnerische Analogie
zur DBoltzmannschen Behandlung der H-Funktion.

Y g —EF

“)o © dgr...apy

v

193) 1. ¢. p. 158 u. f.

194) Diese Annahme ist hinreichend, um 0 E durch 0K ersetzen zu konnen,
wie dies in Gl. (74) geschehen ist. Die Identitiit (78) beruht auf der Annahme,
dass die variierte Scharverteilung ebenfalls kanonisch ist.
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2. Die Entropievermehrung bei irreversiblen Prozessen in einem

isolierten System.

Boltzmann: Ist die fiir ¢4 vor-!

gegebene Verteilung der Molekiil-
Phasenpunkte im g-Raum nicht
Mazxwell-Boltzmannisch, so weist die
Grosse H, welche ihre a-Vert. kon-
trolliert, fiir die erdriickende Mehr-
zahl der anschliessenden Bewegun-
gen in jedem spiteren Zeitpunkt ¢7
einen kleineren Wert auf als im

Gibbs: Ist die fiir ¢4 vorge-
! gebene Verteilung der Gas-Phasen-
punkte im I'-Raum weder kano-
nisch noch iiberhaupt vom Typus
(52)1%), so weist die Grosse X,
welche ihre P,-Verteilung kon-
trolliert, nach unendlich langer Zeit
einen kleineren Wert auf als im
Moment #4.

Moment #4. ,

24d. Bemerkungen zur Interpretation der Entropie durch die
Gibbssche Massfunktion (— X). 1 M. Planck hat hervorgehoben ¥¢):
Beim Aufbau der Grésse H beriicksichtigt Boltzmann von vornherein
die Frage, ob alle Molekiile des Gases.untereinander gleich, d. h. —

195) Jede o-Verteilung vom Typus (52) erhilt sich nidmlich stationdr auf-
recht und liefert so ein zeitlich konstantes X. In diesem Zusammenhang ist es
instruktiv aus dem Boltzmannschen Gesichtspunkt die irreversiblen Prozesse in
folgendem idealisierten System zu betrachten: Man fingiere ein Gas aus N
Punktmolekiilen, die aufeinander keinerlei Wechselwirkung ausiiben und keinerlei
Kriften unterworfen sind ausser den elastischen Repulsionskriiften bei ihren
Zusammenstossen mit der unregelmissig geformten vollkommen elastischen Ge-
fagswand. Die N-Molekiil-Bildpunkte im p-Raum bewegen sich in diesem Fail
ebenso unabhiéingig voneinander, wie sich die 00 vielen Gasbildpunkte im I'-Raum
¢mmer unabhéngig voneinander bewegen. Eine beliebig vorgegebene a -Verteilung
im p-Raum wird sich im allgemeinen allmihlich ,zerriihren* (Ausgleich von
Dichtenunterschieden im Gefiiss und Verschwinden von ausgezeichneten Bewegungs-
richtungen), und so wird man die Behauptung, dass lim H(t) < H(t,) sei, fir

t=00

plausibel halten. Die Behauptung aber, dass dieser Limes exakt oder nahe mit
demjenigen H-Wert zusammenfillt, der zur entsprechenden Maxwell-Verteilung
gehort, ist hier offenbar unannehmbar: Hier kann im allgemeinen keine Rede
sein von einem angeniherten Erreichtwerden der Maxwell-Verteilung, denn die
anfingliche Verteilung der Absolutgeschwindigkeit bleibt exakt erhalten. Es ist
bemerkenswert, dass Boltzmann diejenige Anderung, die H durch das stossfrete
Zerriilren der a;-Verteilung erfihrt, immer vernachlissigt gegeniiber derjenigen
Anderung, die durch die «Zusammenstisse zwischen den Molekiilen bewirkt wird.
Vgl. Boltzmann (1872) [6] Cap. V und Gastheorie 1 § 18 Fussnote (2) und 2 § 75.
Dass Boltzmann und alle an ihn sich anschliessenden Autoren fir die Zerrihr-
inderung von i exakt Null erhalten, beruht darauf, dass sie die Jiskontinuier-
liche a;-Verteilung durch eine kontinuierliche Verteilung approximieren und so
mit einer Funktion » arbeiten, die sich zu H analog verhilt, wie in Anm. 184
die Grosse ¢ sich zu X verhilt.

196) M. Planck (1903) [1].
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sieche Nr.12b, d — miteinander permutierbar sind, oder ob ein Gas-
gemisch vorliegt. Bei der Definition der Grdsse X finde hingegen
dieser Umstand keine Beriicksichtigung. Infolgedessen ergebe die
Giibbssche Definition ,zunéichst keinen Aufschluss iiber die Art, wie
die Konzentrationen verschiedener Molekiilsorten in die additive Kon-
stante des Entropieausdruckes eingehen®. Planck deutet an, wie man
diese Liicke durch Einfiihrung einer anderen Funktion ausfiillen miisste.
L. 8. Ornstein®) findet hingegen (— &) fiir ein Gasmodell, das mehrere
Molekiilsorten enthélt, in voller Ubereinstimmung mit der thermo-
dynamisch definierten Entropie des im Gleichgewicht befindlichen Gas-
gemisches. Aber es ist zu beachten, dass er in Abweichung von der
Gibbsschen Darstellung, nach dem Verfahren von Boltzmann auf die
Permutabilitit der gleichartigen Molekiile zuriickgreifen muss, wo er
berechnen will, um wieviel die Entropie bei der Diffusion zweier Gase
wichst.

2. H. A. Lorentz*®) {iihrt aus, warum man die Grosse (— X)
nicht als befriedigende Interpretation der Entropie ansehen kann, so-
bald es sich um michistationdre Fille handelt, und deutet an, wie man
sich eine befriedigendere Interpretation verschaffen miisste.

3. Beziehung zum Wiederkehreinwand. Fiir die Grosse X ldsst
sich nicht ein solches quasi-periodisches Verhalten beweisen wie fiir
die Grosse H; denn wahrend Poincarés Wiederkehrsatz vor allem an
die Voraussetzung endlich vieler Freiheitsgrade gebunden ist, misst =
die Verriihrung eines Kontinuums von G-Punkten im I'-Raum. Es konnte
danach scheinen, als ob Gibbs den Wiederkehreinwand iiberwindet,
wenn er die Entropie des Gases durch (— X) statt durch (— H) inter-
pretiert. Ersichtlich kann aber der Umstand, dass man diese oder
jene Funktion ins Auge fasst, nichts daran &ndern, dass der einzelne
G-Punkt der Schar auf seiner E-Fliche im IRaum seinen Rundlauf
vollzieht: dass das einzelne Gasmodell seinen Poincaré-Zermelo-Zykel
durchmacht. Mehr noch: nach der Darstellung des Kap. XII wiirde
— wie wir schon erwihnten (Bem. 1 zu XV und XVI') — das Zer-
rilhren der nichtstationiren Anfangsverteilung von P und damit das
Absinken von X auf sein relatives Minimum gerade wesentlich da-
durch zustande kommen, dass der einzelne G-Punkt vielemal rund lduft!

Wie ein genauerer Vergleich zeigt, beruht auch beziiglich dieses
Punktes die Uberlegenheit der Bolizmannschen Theorie der Entropie-
vermehrung darauf, dass sie die Permutabilitit der Molekiile gebiihrend
in Betracht zieht.

”197) L. S. Ornstein (1908) [1] p. 57, 58.
198) H. A. Lorentz (2] § 83.
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Bei Ausfithrung der Planck-Lorentzschen Andeutungen diirfte die
Gibbssche Erorterung der X-Abnahme im wesentlichen {ibergehen in
eine Untersuchung der Abnahme des Scharmittels von H (vgl. Nr. 14¢).

24e. Die Monocykel-Analogien zur Thermodynamik (vgl. V 3).
Als Helmholtz (1884), J. J. Thomson u. a. auf diese Analogien hin-
wiesen, untersuchte Boltzmann, wie ihr Zustandekommen vom Stand-
punkt der kinetisch-statistischen Theorie aus zu beurteilen ist. Jene
Arbeiten Boltzmanns (1884, Ges. Abh.III, Nr. 73, 74, 82) sind gerade
an dieser Stelle zu nennen, weil er besonders in ihnen die Methoden
und thermodynamischen Analogien entwickelt, die dann 15 Jahre
spiter Gibbs bei der Behandlung mikrokanonisch verteilter System-
scharen wieder geltend macht: Bollzmann geht dort von der Be-
trachtung einer ergodisch (= mikrokanonisch) verteilten Schar aus,
deren Scharverteilung er unendlich langsam veridndert, indem er ge-
wisse in der Kriftefunktion enthaltene Parameter », ...r, unendlich
langsam variieren ldsst. — Auf diesem Wege gelangte Boltzmann zu
einer tiefgehenden Kritik der Monocykel-Analogien, die in allen Dar-
stellungen der Helmholtzschen Monocykeltheorie unberiicksichtigt blieb.

25. Arbeiten, die sich an die Gibbssche Darstellung anschliessen
oder mit ihr verwandt sind. Die Arbeiten von L. S. Ornstein (1908 —9)
liefern vor allem einen sehr wertvollen Beitrag zur Aufhellung der
Grundlagen der Gibbsschen Darstellung. Uberdies zeigen sie: 1. dass
das Operieren mit kanonischen Scharen fiir die Behandlung von kom-
plizierten Gleichgewichtsfragen (z. B. Gleichgewicht in kapillaren Uber-
gangsschichten) gelegentlich ein lequemeres Rechenschema liefert als
das Boltzmannsche Verfahren; 2. warum in einer grossen Gruppe von
Gleichgewichts-Problemen beide Verfahren das gleiche Resultat liefern.

A. Wassmuth (1908) weist nach, dass unter allen Verteilungen
von der Form ¢ = F(FE) nur die kanonische Verteilung folgende For-
derung erfiillt: Greift man aus der Schar diejenigen G-Punkte heraus,
welche den Molekiilen des Gasmodelles — bei beliebigen Geschwindig-
keitswerten — eine bestimmte Konfiguration erteilen (g,'...q," ge-
geben) und bildet fiir diese Teilchen den Mittelwert eines Momentoiden-
quadrates'™), so soll sich dieser Mittelwert als unabhidngig erweisen
von der vorgegebenen Konfiguration.

Um die Stellung einiger anderer Arbeiten zu kennzeichnen, ist
es zweckmissig, auf eine Folgerung hinzuweisen, welche Boltzmann
(1871) aus der Ergodenhypothese und der Gl (34) zog!*®); sie ist wohl
die eigentliche Wurzel der Idee, das Verhalten eines Korpers im

199) Boltzmann [4] Cap. IIL
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Wirmegleichgewicht durch das mittlere Verhalten einer kanonischen
Schar zu reprisentieren: Man fasse in einem ergodischen System, das
aus N Molekiilen besteht, eine Gruppe von N’ Molekiilen ins Auge,
wo N’ zwar an sich gross sein kann, aber sehr klein gegen N sein
soll. Boltzmann erhélt dann fiir die relative Linge der Zeiten, wihrend
welcher der Zustand dieser N' Molekiile in einem Gebiet dg,!. .. dp. "

liegt, einen Ausdruck von der Form:
o

(18) AW =Ce “dg'...dp*~,

E’ = Totalenergie der Molekiilgruppe in diesem Zustand, ®/2 = kine-
tische Energie, die im Zeitmittel auf jeden Freiheitsgrad des ergo-
dischen Systems entfidllt. Geht man zur entsprechenden stationir
verteilten ergodischen Schar (31a) iiber, so wird (78) proportional zu
der Anzahl derjenigen Individuen der Schar, bei denen der Zustand
der betrachteten N’ Molekiile in dem Gebiet dg,*...dp"" liegt. So
gelangt man zu der Formulierung, in welcher der Satz bei Maxwell
(1878) [3] auftritt. Bei G'ibbs nimmt er folgende Fassung an (L c. p 18%8):
»Ist ein System mit einer grossen Zahl von Freiheitsgraden mikro-
Lanonisch in der Phase verteilt, so kann jeder sehr kleine Teil davon
als kanonisch verteilt angesehen werden“ Das Teil-System von N’
Molekiilen ist der Korper, fiir dessen Verhalten wir uns interessieren;
das wvolle ergodische System ist er zusammen mit einem sehr grossen
Wiirmebad. Das ist nun auch die Art, in der Einstein in zwei Ar-
beiten iiber die ,kinetische Theorie des Wirmegleichgewichtes und des
II. H. S. der Thermodynamik“ (1902, 1903) [1,2] von der Ergoden-
hypothese, von mikrokanonischen und kanonischen Scharen Gebrauch
macht. Zur Interpretation der Entropie eines Kérpers bedient er sich
der Scharfunktion (— X), und dementsprechend verliuft die Deutung
des II. Hauptsatzes.

Der Ausdruck (78) fiihrt aber nicht nur zu Aussagen iiber das
mittlere Verhalten der Gruppe von N’ Molekiilen, sondern er besagt
auch, mit welcher relativen Haufigkeit die vom mittleren Verhalten
abweichenden Zustinde wihrend gentigend langer Zeit in der gegebenen
Molekiilgruppe vorkommen oder — bei Heranziehung der dem An-
satz (78) entsprechenden kanomischen Schar — mit welcher relativen
Hiufigkeit in ¢hr jene Zustinde vertreten sind. Akzeptiert man also
nur erst einmal die Ergodenhypothese, die G1. (34) und den Ubergang
zum Ansatz (78), so kann man sich dieser kanonischen Schar als eines
tormalen Hilfsmittels bei allen Fragen bedienen, bei denen es auf die
» Wahrscheinlichkeit einer gegebenen Abweichung vom wahrscheinlichsten
Zustand® ankommt.
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M. v. Smoluchowski hat (1903)2) die zuletzt erwidhnte ,Unregel-
missigkeits“-Frage von mehreren Seiten her in Angriff genommen
gelegentlich der Behandlung folgenden Problemes: Wie wirken die
Abweichungen, welche die Molekiile eines im Gleichgewicht befind-
lichen Gases in jedem Augenblick von ihrer ,wahrscheinlichsten® Raum-
verteilung zeigen, auf die Zustandsgleichung und den H-Wert? Smo-
luchowski weist hier auch schon auf die Beziehungen hin zur
Stabilititsgrenze bei Uberhitzung einer Fliissigkeit und Unterkiihlung
eines Dampfes, die er in einer spiteren Arbeit (1907)%!) néher
untersucht.

In die Zwischenzeit fallen zwei Arbeiten von FEinstein (1905)20?)
und zwei Arbeiten von Smoluchowski (1906)2%) iiber die Brownsche
Bewegung. Im vorliegenden Zusammenhang kommt fiir uns besonders
der Gedankengang der zweiten Arbeit von Einstein in Betracht. Die
N’ Molekiile, von denen im Ausdruck (78) die Rede ist, mogen
ein mikroskopisch kleines Korperchen zusammensetzen, das in einer
im Wirmegleichgewicht befindlichen Fliissigkeit suspendiert ist. Um
den jeweiligen Bewegungszustand des Korperchens zu determinieren,
bentitze man auBer den Koordinaten der inneren Konfiguration und
Bewegung noch solche Daten, wie die Héhe des Schwerpunktes oder
Winkel, welche die Drehorientierung des Kérperchens charakterisieren.
Einer dieser zuletzt genannten Parameter sei mit « bezeichnet. s
werde ferner vorausgesetzt, dass die potentielle Energie des Korper-
chens den Parameter ¢ nur in einem summativen Glied y(«) enthilt.
Integriert man (78) nach allen Parametern ausser nach «, so erhilt
man fiir die relative Lénge der Zeiten, wihrend welcher « zwischen
« und a 4 de liegt, einen Ausdruck von folgender Form:

_x(w)
(79) dw@) =c-e 7 da,

wo ¢ von o« unabhingig ist. y(¢) moge fiir « = ¢, ein Minimum
besitzen. Wiirde keine Temperaturbewegung herrschen, so wiirde das
Korperchen sich bei ¢« = ¢, im Gleichgewicht befinden. (79) giebt
also Aufschluss iiber die Abweichungen, welche der Parameter « ver-
moge der Temperaturbewegung von seinem ,wahrscheinlichsten® Wert «,
zeigt. Unter den Anwendungen, die Finstein vom Ansatz (79) macht,
heben wir zwei hervor?®): 1. Auf die Verteilung mikroskopischer

200) Smoluchowsks [1).
201) Smoluchowskt [4].
202) A. Finstein 3, 4]
203) Smoluchowski 2, 3.
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Suspensionen in einer Fliissigkeit unter der Wirkung der Schwere;
2. auf das Quadratmittel der Verinderungen, welche der Parameter «
in je einem Zeitintervall z vermige der Wéarmebewegung erfihrt
(speziell: horizontale Wanderung und Drehung der suspendierten
Teilchen).

26. Schluss. Das vorliegende Referat hatte sich vor allem mit
den begrifflichen Grundlagen der statistisch-mechanischen Untersuchungen
zu beschiiftigen. Demgemiiss musste besonderes Gewicht darauf gelegt
werden, dass in diesen Untersuchungen eine grosse Zahl von unscharf
formulierten und vielleicht miteinander sogar unvertriiglichen Be-
hauptungen eine zentrale Bedeutung besitzen. Und in der Tat han-
delt es sich da um eine in logischer Beziehung schwerwiegende Un-
vollkommenheit, die in anderen Gebieten der Mechanik in wesentlich
geringerem Grade anzutreffen ist. Diese Unvollkommenheit scheint
aber nicht entscheidend zu sein fiir die Wertschitzung, welche die
statistisch- mechanischen Untersuchungen bei den Physikern finden:
In den letzten Jahren haben speziell die Boltzmannschen Ideen,
(H-Theorem, Mazwell- Boltzmannsche Verteilung, Gleichgewicht der
lebendigen Kraft, Beziehung zwischen Entropie und Wahrscheinlich-
keit usw.) plotzlich eine weite Verbreitung gefunden, man wird aber
kaum auf entsprechende Fortschritte in der begrifflichen Klirung des
Boltemannschen Systems hinweisen konnen, denen dieser Umschwung
zuzuschreiben wire.

Entscheidend diirfte hier vielmehr gewesen sein, dass in dieser
Zeit einerseits die Elektronenforschung, anderseits die ultramikroskopische
Erforschung der kolloidalen Lisungen eingreifen. Ganz allgemein be-
wirken beide eine Neubelebung und Vertiefung der Vorstellung, dass
jeder Korper als Aggregat einer endlichen Zahl von sehr kleinen,
gleichartigen Elementenbestandteilen aufgefasst werden kann, und dass
dementsprechend in allen physikalischen und chemischen Fragen der
mit normalen Hilfsmitteln beobachtbare Prozess ein Gewebe enorm
vieler Einzelprozesse ist. HEs bot sich hier Gelegenheit, die Methoden
der kinetischen Gastheorie von jenen Anwendungsgebieten, fiir welche
sie urspriinglich ausgearbeitet worden waren, auf ganz andere physi-
kalische Gebiete zu iibertragen. So vor allem auf die Elektronen-
bewegung in Metallen (V. 14, Nr. 40, H. A. Lorentz), auf die Brownsche
Bewegung mikroskopisch kleiner Suspensionen (Nr. 25) und auf die
Theorie der Hohlraumstrahlung (V. 23, W. Wien)?%).

204) Betrgﬁ's ihrer experimentellen Bestiitigung vgl. die in Anm. 208 zitierte
Arbeit von J. Perrin.
205) Weitere Anwendungen auf neue Gebiete findet man in Arbeiten von
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Allerdings handelt es sich dabei zunichst um eine versuchweise
Ubertragung der wichtigsten Resultate ohne eine entsprechende Weiter-
bildung der Grundlagen. Es wird z B. das Maxw.-Boltzm.-Vert.-Ges.
und der Satz vom Gleichgewicht der lebendigen Kraft ohne weiteres
auf die Wirmehewegung der Elektronen in Metallen iibertragen, ob-
wohl die Koppelung mit dem Ather, von der in den Grundlagen der
Mazxwell- Boltzmannschen Theorie ganz abstrahiert wird, hier sicher
eine wesentliche Rolle spielen muss.

Ein Urteil iiber die Erlaubtheit dieser verschiedenen statistischen
Ansitze in den neuen Anwendungsgebieten wird dadurch ermdoglicht,
dass hier gewisse Experimente die Details der Ansitze viel tiefer
nachzupriifen gestatten, als das bei den friitheren Anwendungen der Fall
war®9). So gelang es z. B. 0. W. Richardson (19083—9)2%"), durch eine
sehr direkte elektrische Methode die Geschwindiglkeits- Verteilungskurve
und mittlere kinetische Energie derjenigen FElektronen durchzumessen,
welche aus einem erhitzten Metall infolge der Wérmebewegung heraus-
geschleudert werden. Betreffs der Resultate, welche die mikroskopische
Uniersuchung der Brownschen Dewegung geliefert hat, sei auf die zu-
sammenfassenden Arbeiten von Smoluchowski und von Perrin2) ver-
wiesen. In den genannten Fillen haben die Messungen Resultate
geliefert, die als eine sehr direkte und weitgehende Bestétigung der
kinetischen Ansiitze angesehen werden. Wie die verbleibenden Diffe-
renzen®?) zu deuten sind, wird sich natiirlich erst bei einer Weiter-
fiilhrung der Experimente erkennen lassen.

P. Langevin: Uber die Wiedervereinigung in elektrisch dissoziierten Gasen (I'hése
1902, Paris) und iiber die magnetische Permeabilitit von Gasen (J. d. Phys. 4
(1905), p. 678).

206) Hier kommt vor allem in Betracht, dass die Klektronen und Gasionen
vermige ihrer elektrischen Ladung viel weiter kontrollierbar und beeinflussbar
sind als die elektrisch ncutralen Molekiile. Ausserdem vermag unter gewissen
Umstiénden ein einzelnes Ion eine sicher beobachtbare Auslosungserscheinung zu
liefern. Wie iiberraschend weit man durch Ausbeutung dieses Umstandes das
einzelne Atom verfolgen kann, zeigen zwei neue Arbeiten von E. Regener (1908)
Verh. d. Berlin. phys. Ges. 10, p. 78 und E. Rutherford und H. Geiger (1908/9)
Phys. Zeitschr. Jhrg. 10, p. 1: Hier werden die 3—5 «-Teilchen, welche eine
bestimmte Menge einer radioaktiven Substanz pro Minute durch ein kleines
Metallfenster sendet, Stiick fiir Stiick durch optische resp. elektrische Ausldsungs-
effekte gezihlt.

207) O. W. Richardson, Phil. mag. (6) 16 (1908), p. 353, 890; ebendort 18
(1909), p. 681. Die erste Arbeit gemeinsam mit F'. C. Brown.

208) M. v. Smoluchowski (1906) [3]. J. Perrin (1909) [1] vgl ferner die in
Nr. 14d zitierten Arbeiten von A. Einstein.

209) Z. B. bei Perrin 1 c. § 28 Ende. Bei Richardson: Die Abhingigkeit
der Effekte von der Temperatur.
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Komplizierter liegen die Verhiltnisse bei der Ubertragung der
statistischen Ansidtze der kinetischen Theorie auf die Strahlungs-
erscheinungen: Einige dltere Ansiitze haben vorldufig noch kein deut-
liches Resultat geliefert; so die Verkniipfung der Interferenzgrenze bei
hohen Gangunterschieden mit der mittleren Zeit zwischen den Zusammen-
stossen, die ein Emissionszentrum erfihrt??), oder die Bemerkung,
dass die Temperaturbewegung der Emissionszentren, wegen des ent-
sprechenden Dopplereffektes, eine untere Grenze fiir die Breite feinster
Spektrallinien bedingt?'?).

Der Satz vom Gleichgewicht der lebendigen Kraft hat bei seiner
Ausdehnung auf das Wirmegleichgewicht zwischen Materie und Ather eine
vorziigliche Bestitigung erfahren, soweit es sich um den ultraroten
Teil der Hohlraumstrahlung handelt. Seine Ubertragung auf das
ultraviolette Gebiet fiihrt aber zu Absurdititen, so dass man vorliufig
noch nicht einmal imstande ist, das Boltzmann-Stefansche Gesetz und
Wiensche Verschiebungsgesetz anders abzuleiten, als durch Heran-
ziehung thermodynamischer Schliisse. Vorldufig ist nicht zu sehen,
wie diese Schwierigkeiten sich 16sen lassen?'?).

Sie treffen mit analogen Schwierigkeiten innerhalb der Gastheorie
selbst zusammen?'3): Wihrend sich der Satz vom Gleichgewicht der
lebendigen Kraft fiir die translatorische und einige Fille der rota-
torischen Bewegung der Molekiile vorziiglich bewihrt, versagt er er-
sichtlich fiir die komplizierteren inneren Bewegungen der Molekiile.
Anderseits ist aber jener Satz eine fast unmittelbare Folge einer An-

210) V 23, Nr. 11. Die Tatsache, dass natiirliches Licht unpolarisiert ist,
und dass Lichtstrahlen, die von versehiedenen Emissionszentren stammen, nicht
miteinander interferieren kénnen, tnkohdrent sind, wird schon von Fresnel daraus
erklirt, dass bei jedem Zusammenstoss die Phase und Schwingungsrichtung der
Emissionszentren sich sprunghaft #ndert und alle iiberhaupt mdglichen Fiille
gleichmissig erschopft. Vgl. hier auch die Anwendungen von Wahrscheinlichkeits-
betrachtungen bei Lord Rayleigh: On the Resultant of a large Number of Vibra-
tions of the same pitch and of arbitrary phase (1871), Scient. Pap. I, Nr. 6 und
(1880) ebendort I, Nr. 68. Ahnliche Betrachtungen bei van der Waals jr. (1900)
[1] Cap. IV und H.-A. Lorentz: Emission u. Absorption d. Metalle, Proc. Akad.
Amsterdam (1903), p. 666, zur Behandlung der Frage, wie viel Strahlung eine
Gruppe von Elektronen vermoge ihrer zufilligen Abweichung von der wahrschein-
lichsten Verteilung im Mittel aussendet. (Auch bei A. Einstein (1906) [4] § 2.

211) Vgl. O. Schinrock: Breite der Spektrallinien nach dem Dopplerschen
Prinzip, Ann. d. Phys. 20 (1906), p. 995. Dort auch Besprechung der Arbeiten voun
F. Lippich (1870), Lord Rayleigh (1889, 1905), ("h. Godfrey (1901) und A. Michelson
(1902) iiber diesen Gregenstand.

212) Vgl. V 23 (W. Wien), Nr. 6.

213) V 8, Nr. 8.
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nahme, welche allen Boltgmannschen Untersuchungen iiber Wérme-
gleichgewicht zugrunde liegt: dass ndamlich bei den Mittelwertshil-
dungen im I“Raum solche Scharen zu beniitzen sind, welche entlang
den Flichen konstanter Energie mit konstanter Dichte verteilt sind *4).

Zumindest in diesem Punkt ist also eine Weiterbildung gerade in
den Grundlagen der statistischen Mechawik unzweifelhaft notwendig
geworden.

IV. Nachtriige.

Seit Abschluss des Referates, das in der vorliegenden Fassung
der Redaktion im Januar 1910 zum Druck eingereicht wurde, sind
eine Reihe wichtiger Abhandlungen erschienen, die insbesondere zu
den in den Nrn. 23—26 erorterten Fragen Stellung nehmen. Uber
diese wird im folgenden in Form von Nachtrigen zu den jeweils in
Frage kommenden Abschnitten noch kurz berichtet.

27. Nachtrag zu Nr. 23: Nichtstationire Dichteverteilung im
I"Raum. Jan Kroo®®®) giebt im Hinblick auf die Unrichtigkeit #¢) des be-
treffenden Verfahrens von Gibbs eine nihere Analyse fiir das ,Zerriihren*
einer nichtstationéiren Dichtenverteilung im stationéiren Strémungsfeld
des I'"Raumes. Zunichst betrachtet er ein periodisches System von
einem Freiheitsgrad. Der zweidimensionale I-Raum lisst sich dann
(wenigstens stiickweise) so abbilden, dass die Bahnkurven zu konzen-
trischen Kreisen werden. Ist die Periode fiir die verschiedenen Bahnen
verschieden, so rotieren diese Kreise mit verschiedenen Winkelgeschwia-
digkeiten®7). Unter der Voraussetzung, dass die feine Dichtenvertei-
lung o(q,p) fir ¢t =1+¢, hinlinglich stetig und die Stationiritiitsbe-
dingung (Konstanz von ¢ lings der einzelnen Bahnkurve) verletzt ist,
zeigt Kroo, dass in der Grenze fiir { = + oo die grobe Dichte P liings
den Bahnkurven und damit auch zeitlich konstant wird; zugleich wird

lim 2(0) < 2(,).
t=+x

214) In den Diskussionen iiber die Rayleigh-Jeansche Strahlungsformel
wurde wiederholt behauptet, dass der Satz vom Gleichgewicht der lebendigen
Kraft eine unmittelbare Folge der Hamilton-kanonischen Gleichungen ist (z B.
H. A. Lorentz auf dem intern. Mathematiker Kongress in Rom und V 23, Nr. 7).
Es ist demgegeniiber zu beachten, dass er erst dann zustande kommt, wenn man
die Hamiltonschen Gleichungen mit der bedenklichen Ergodenhypothese oder
der im Text formulierten Annahme kombiniert. Vgl. Anm. 170.

215) Jan Kroi, Uber den Fundamentalsatz d. statist. Mechanik, Ann. d.
Phys. 34 (1911), p. 907.

216) T. u. P. Ehrenfest [1].

217) Die Behandlung dieses ,reduzierten* Problems durch Poincaré (1906)
[4] bezeichnet Aroo als nicht einwandsfrei.
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Weiter geht Kroo zu periodischen Systemen von #» Freiheitsgraden
tiber, bei denen die Periode wenigstens mit eimer der Integrationskon-
stanten ¢, ...¢,,_;, welche die G-Bahn des Systemes festlegen (vgl.
Nr. 9b), z. B. mit ¢, wirklich variiert. Fasst man dann die Bahnen
in 0o?"=2 Scharen von je co! Bahnen zusammen, so findet in der zwei-
dimensionalen Fliche, die jede dieser Scharen ausfiillt, dieselbe Art
von ,Zerrithrung® statt, wie frither im zweidimensionalen I'-Raum, und
es ergeben sich so auch fiir diesen allgemeineren Fall dieselben Aus-
sagen iiber das Verhalten der groben Dichte und der Grosse Z(¢) bei
t = + oo, wie fiir das System von einem Freiheitsgrad.

Die Kroosche Analyse zeigt also in der Tat, dass P fiir {= -+ oo
der ergodischen Verteilung (30) ndher liegt als fiir ¢ = ¢, und 2(?)
dem entsprechenden Z-Wert*®); es wiire aber natiirlich ein blosses
Versehen, dieses Resultat, das der Behauptung (XV) in Nr. 23d ent-
spricht, mit der Aussage zu verwechseln, dasz fiir { = 4 oco die
ergodische Verteilung und der zugehdrige Z-Wert angendikert erreicht
werden, was der fiir G'ibbs unentbehrlichen Behauptung (XV’) ent-
spricht. — Gerade fiir die von Kroo behandelten periodischen Systeme
lisst sich besonders bequem einsehen, dass fiir den Ubergang von (XV)
zu (XV’) eine besondere Hypothese vom Typus der Ergodenhypothesen
unentbehrlich ist??). (Vgl die Bemerkungen in Nr. 23a, 23b.)

28. Nachtrige zu Nr. 24 und 25: Die Analogien zum beobacht-
baren Verhalten warmer Korper und Arbeiten, die an die Gibbssche
Darstellung sich anschliessen. Die Untersuchungen von P. Hertz ver-
suchen klar zu stellen, welchen physikalischen Sinn es hat, wenn Gibbs
bei Behandlung des thermodynamischen Verhaltens eines Systems von
mikrokanonisch oder kanonisch verteilten Scharen ausgeht. Hertz lehnt
zunichst®?) die kanmonische Schar als rein formale Konstruktion ab,
der mikrokamonischen Schar d. h. also der von Boltzmann und Maxwell
eingefilhrten ergodischen Flichen-Dichtenverteilung (Gl. 31) spricht er
hingegen physikalischen Sinn zu auf Grund der Ergodenhypothese.
Dementsprechend gelangt er zu dem DBoltzinannschen Satz von der
Gleichheit der mittleren kinetischen Energie fiir alle Freiheitsgrade.
Um ihn mit dem thermodynamischen Begriff des Temperaturgleich-

218) Der Kalkul von Kroo wiirde natiirlich genau dieselben Aussagen fiir
t = — 0o liefern. Die einzige Auszeichnung, die t = ¢, vor t = - 00 besitzt,
oesteht darin, dass der Kalkul (Fourier-Entwicklung und partielle Integration)
fir die rdumliche Schwankung der g¢-Verteilung zur Zeit ¢ = ¢, gewisse Be-
schrinkungen voraussetzt, die fiir # = -- oo verletzt sind.

219) P. Hertz, Uber d. mechanischen Grundlagen der Thermodynamik. Ann.
d. Phys. 33 (1910), p. 225; 537.
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gewichtes in Beziehung zu setzen, untersucht er néher, aus welchen
Grundannahmen sich die folgenden beiden Behauptungen ableiten lassen:

A) ,,Vereinigungssatz“: Wenn zwei Korper vor der Beriihrung
gleiche kinetische Energie pro Freiheitsgrad besitzen, so ist dies auch
noch nach der Beriihrung der Fall

B) ,,Trennungssatz“: Wenn ein aus zwei sich beriihrenden Kor-
pern bestehendes System in seine Bestandteile zerlegt wird, so erhalten
beide dieselbe kinetische Energie pro Freiheitsgrad, die frither dem
vereinigten System zukam.

Der Beweis des zweiten Satzes erfordert sehr weitgehende An-
nahmen. Wenn wir uns der Bolizmannschen Ausdrucksweise bedienen,
so ist vor allem im wesentlichen®?) die folgende Annahme zu machen:
die Zeit, wihrend welcher im gekoppelten System die Energie sich
iiber die beiden Teilsysteme sehr nahe gemiss dem Satz vom Gleich-
gewicht der lebendigen Kraft verteilt, ist erdriickend gross gegeniiber
den Zeiten, wo dies nicht der Fall ist. Im Fall der idealen Gase lisst
sich — natiirlich immer wieder nur unter Benutzung der Ergoden-
hypothese — der Nachweis fiir die Giiltigkeit dieser Annahme fiihren,
indem man das Volumen der entsprechenden IRaumgebiete anwendet.
Dies fiihrt auf Rechnungen, die ihrem Wesen nach vom selben Typus
sind wie die in Nr. I2b angefithrten DBoltzmannschen Rechnungen.
Fiir andere, z. B. feste Korper fehlen natiirlich die Mittel zu ent-
sprechenden Untersuchungen. Von dieser Basis aus verfolgt dann
Hertz noch niher die Analogien zur Thermodynamik.

In einer zweiten Arbeit?!) spricht P. Herts unter Berufung auf
die Untersuchungen von L. Ornstein [1] auch den kanonisch verteilten
Scharen einen physikalischen Sinn zu, und zwar 1. auf Grund von
Erwigungen, die sich wieder auf die Ergodenhypothesen stiitzen und
deshalb ihren begrifflichen Grundlagen nach mit denjenigen Uber-
legungen Boltzmanns (1871) identisch sind, welche wir in Nr. 25 ge-
legentlich der Gl. (78) anfiihrten 2%); 2. auf Grund derjenigen Argumente,
die Gbbs im Kapitel XIV der ,statistischen Mechanik“ (p. 185—188
der deutschen Ausgabe) zu gunsten einer Bevorzugung der kanomischen

220) Wegen der prézisen Formulierung der Annahmen muss auf §§ 5—8
der Originalarbeit verwiesen werden.

221) P. Herlz, Uber d. kanon. Gesamtheit. Versl. Amsterdam 24. XIL 1910.

222) Boltsmann [4] Kap. IIl. Der analytische Apparat ist aber 1')ei Hertz
ein anderer als bei Boltzmann. Speziell beachte man bei Hertz den Ubergang
von einer ,quasikanonischen* zur ,kanonischen* Schar: nimlich die Ersetzung
des Ausdruckes h(E,— E) durch ¢~ "ME—E) fiir die allein in Betracht kommenden
sehr kleinen Werte von (E — E,).
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vor den mikrokanonischen Scharen vorbringt®3): Wenn uns ein System
empirisch gegeben ist, z. B. ein Korper bestimmter Temperatur, so ist
seine Energie nicht exakt, sondern nur sehr angenihert festgelegt, es
sei demnach sinngemisser, sein Verhalten durch das mittlere Ver-
halten einer Systemschar zu analogisieren, in der (mit rasch abfallen-
der Hiufigkeit) auch dic benachbarten Energiewerte vertreten sind.

L. Ornstein®*) behandelt verwandte Fragen. Hervorzuheben sind
hierbei 1. seine kritische Stellung zur Ergodenhypothese und dem-
gemiiss Einfiihrung der mikrokanonischen Schar nicht als der einzig
moglichen, sondern nur als einer einfachsten stationéiren Schar!™);
2. einige Bemerkungen iiber die Eigenschaften von Systemscharen, die
sich nach einem etwas anderen Gesetz als die kanonischen Scharen
um die Fldche der wahrscheinlichsten Totalenergie hdufen z. B. mit
einer Dichte proportional zu

e~ E-ESk  statt e~ (E-E)k,

A. Einstein®®) bespricht das Verhiltnis der Grundlagen seiner Dar-
stellung zu denen der ,statistischen Mechanik” von Gibbs. In seiner
Arbeit tiber die Elektronentheorie der Metalle bedient sich P. Debye?2%)
der Gbbsschen Darstellungsweise. Bei Festsetzung des Entropiemasses
greift er zu einem kombinatorischen Verfahren, das mit der Verteilung
einer grossen, endlichen Zahl von Gas-Bildpunkten iiber den IRaum
ebenso operiert wie Boltzmann mit der Verteilung der Molekiil-Bild-
punkte iiber den u-Raum??*). Dabei lisst er im Falle eines Gas-
gemisches in eigentiimlicher Weise die Permutabilitit der gleichartigen
Molekiile zur Geltung kommen??"). Letzteres geschieht im Hinblick
auf die Plancksche Kritik [Nr. 24d] der Gibbsschen Ansitze fiir die
Entropie.

Eine umfassende Untersuchung iiber die logische Beziehung zwi-
schen der Boltzmannschen Entropiedefinition einerseits und den ver-
schiedenen Ansitzen, die Gibbs gegeben hat®?®), anderseits, liegt zur-
zeit noch nicht vor. Fiir ein System von sehr vielen Freiheitsgraden
werden die verschiedenen Gibbsschen Entropieansiitze untereinander

223) Auf sie verweist auch Van der Waals ji. Ann. d. Phys. 35 (1911), p. 185.

224) L. S. Ornstein, Some remarks on the mechan. foundation of thermo-
dynamics, Proc. Amsterdam. 28. 1. 1911 u. 25. II. 1911,

225) A. Ewnstein, Ann. d. Phys. 34 (1911), p. 175.

226) P. Debye, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 441.

226%) Vgl. dazu A. Einstein (2] § 7.

227) Zu diesem Punkt vgl. auch Gibbs, Statist. Mechanik, Kap. XV.

228) Statist. Mechanik, Kap. XIV. In der Bezeichnung von Gibbs die Funk-
tionen 7, log 7 und @. Beziiglich 7 vgl. Anm. 180.
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aquivalent ), auch ist ihnen dann allen mit dem Boltzmannschen En-
tropiemass der Zug gemein, dass die Entropie eines Zustandes mit
dem Logarithmus der ,,Wahrscheinlichkeit dieses Zustandes zusammen-
fillt®0). Dabei charakterisiert nun aber Gibbs den jeweiligen ,Zu-
stand“ nur durch die Gesamtenergie £ und die Werte der Parameter
riy .+., Ty Dementsprechend wird die relative Wahrscheinlichkeit
zweier ,Zustinde“ durch die relative Menge der Phasenpunkte ge-
messen, die bei bestimmten Werten der Parameter r», ..., r, die
vorgeschriebene Gesamtenergie E liefern. Hierbei werden also unter-
schiedslos ausser denjenigen Phasenpunkten, die thermisches Gleich-
gewicht liefern, auch diejenigen mitgezihlt, die beliebig starkes Nicht-
Gleichgewicht liefern. — DBoltzmann hingegen charakterisiert den je-
weiligen ,Zustand“ des Gases wesentlich detaillierter, néimlich ausser
durch die Werte von 7, ..., 7, noch durch die volle Angabe der
Zustandsverteilung Z [Nr. 12a], welche die Molekiile besitzen sollen.
Dementsprechend misst Boltemann die relative Wahrscheinlichkeit
zweier Zustinde durch die relative Menge der Phasenpunkte, die
dieser engeren Zustandscharakterisierung geniigen. — Nun ist umittel-
bar verstiandlich, warum im Falle von Gleichgewichtszustinden (Betrach-
tung reversibler Prozesse) das Boltzmannsche Wahrscheinlichleits- und
somit auch sein Entropiemass durch die Gibbschen Wahrscheinlichkeits-

229) Im Falle eines idealen Gases kann man sich davon durch direkte Aus-
wertung der Grossen 7, log ¥V und @ iiberzeugen.

230) Um die Richtigkeit dieser und der folgenden Bemerkung zu bestitigen,
betrachte man zuniichst diejenige Massfunktion der Entropie, welche Gbbs mit @
bezeichnet. @ ist definiert durch die Gleichung [Statist. Mechanik, Gl. 226)

av
& = log AL’
wo V(E) — siehe ebenda GL 265 — das Volumen desjenigen Gebietes im I-
Raum bedeutet, fiir welches die Totalenergie des Gases kleiner oder gleich dem
Wert F ist. Man beachte nun, dass

V(E+dE)— V(I)

das Volumen einer infinitesimalen ,Energieschale* misst. Daraus gewinnt man
mit Hilfe einer einfachen Uberlegung [vgl. Anm. 74 u. 82| die Aussage: die
Grisse ZIEI misst die Gesamtmasse der G-Punkte, welche bei der ergodischen
Flichendichten - Verteilung (31) [Nr. 10b] auf die zum Energiewert E gehirige
Energiefliche des I'- Rawmes entfillt. Beziiglich des Gibbsschen Entropiemasses @
gilt also in der Tat das im Text Gesagte. — Weiter hat man sich dann nur
noch zu {iberlegen, warum fiir ein System von sehr vielen Freiheitsgraden die
beiden anderen Entropiemasse 7 und log V mit @ sehr nahe zusammenfallen.
Encyklop. d math. Wissensch. IV 2, 11 6
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und Entropiemasse ersetzbar sind. Es beruht das darauf, dass — wie
Boltemann gezeigt hat [Nr. 13] — die erdriickende Mehrzahl aller
IPunkte dem thermischen Gleichgewichte entsprechen. Diese Er-
setzung diirfte wohl in vielen Fillen eine wesentliche Vereinfachung
des Kalkiils mit sich bringen. Anderseits ist aber auch ersichtlich,
dass die Gibbsschen Entropiemasse nicht imstande sind, das Boltzmann-
sche Entropiemass bei Behandlung irreversibler Prozesse in isolierten
Systemen zu vertreten, da sie ja die anfinglichen Nicht-Gleichgewichts-
zustinde umterschiedslos wit den schliesslichen Gleichgewichten zusam-
menfassen. — HEs lisst sich iiberblicken, wie eine entsprechende Weiter-
bildung der Gibbsschen Darstellungsweise z. B. durch Aufnahme der
Daten der Zustandsverteilung in den Exponenten der kanonischen
Dichtenverteilung sich erreichen liesse. HEs wiirde dies in analoger
Weise zu geschehen haben, wie Gibbs auch andere Nebenbedingungen
des ,Zustandes“ durch entsprechende Zusatzglieder im Exponenten der
Dichte ¢ zur Geltung bringt®?).

29. Nachtrag zu Nr. 26: Schlussbemerkung. Die Beschrinkung
auf die ergodischen Scharverteilungen fithrt — wie wir schon er-
wéhnten — zu ernsten Widerspriichen mit der Erfahrung, insofern

231) Vgl. Anm. 189. — In diesem Zusammenhang sei auf ein eigentiimliches
mechanisch-statistisches Problem hingewiesen, das hervortritt, wenn man sich
(z. B. im Hinblick auf die photochemischen oder die thermoelektrischen Prozesse)
die Frage vorlegt: welche statistischen und damit auch thermodynamischen Beson-
derheiten zeichnen die stationdren irreversibeln Prozesse wvor den nichtstationdren
aus. Dass man natiirlich die makroskopischen Differentialgleichungen fiir Tem-
peratur-, Druck-Verteilung usw. auch hier aus dem Kalkul des H-Theorems ge-
winnen kann, indem man in ihn die Stationiirititsvoraussetzung explizit einfiihrt,
hat Boltzmmann [siehe z. B. Gastheorie I, p. 144 die Gl B, (p)= 0] gezeigt, und
von dieser Bemerkung hat man auch in der kinetischen Theorie der Thermo-
elektrizitit einen wenigstens partiellen Gebrauch gemacht [siehe H. 4. Lorentz,
Theory of Electrons, Leipzig 1909, p. 271]. — Hingegen blieb bisher folgende
Frage unberiihrt, die sich doch mit Notwendigkeit aus dem Gedankengang Boltz-
manns ergiebt: man betrachte einen irreversibeln Prozess der bei festgehaltenen
dusseren Zwangsbedingungen von Nichtstationdritit selbsttitig zu Stationdritat
iibergeht; ldisst sich die Zustandsverteilung, die sich so schliesslich einstellt tn irgend
etnem Simn als ,relativ wahrscheinlichste charakterisieren und lisst sie sich durch
das Minimum irgendeiner Funktion kemnzeichnen, die als Verallgemeinerung der
Funktion H gelten kann? [Wohl ist hier gerade so, wie im Fall des Gleich-
gewichtes %Ltl = 0. Die Stationdritit durcb irgendein relatives Minimum von
H zu charakterisieren, ist aber nicht ohne weiteres moglich.] — Ein hierher ge-
horiges thermochemisches Problem bespricht W. Nernst, Das Dissoziationsgleich-
gewicht im Temperaturgefille, Boltzmann-Festschrift, Leipzig 1904, p. 904.
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sie unmittelbar den Satz liefert von der Gleichheit der mittleren kine-
tischen Energie fiir alle Freiheitsgrade, wie ungleichartig auch immer
die Natur dieser I'reiheitsgrade sein mag. Diese Widerspriiche sind nun
neuerdings besonders hervorgetreten gelegentlich der Untersuchungen
von W. Nernst und seinen Schiilern dber die spezifische Warme fester
Korper bei niedrigen Temperaturen®2): Schon in der theoretischen
Analyse der spektralen Verteilung von Hohlraumstrahlung hatte sich
gezeigt, dass bei der Konkurrenz eines Lichtresonators hoher Frequenz
mit einem Lichtresonator niedriger Frequenz letzterer im Mittel un-
gleich mehr Energie enthdlt als der erstere, und dass nur fiir sehr
hohe Temperaturen oder sehr niedrige Frequenzen die Lichtresonatoren
merklich das Theorem von der gleichmissigen Aufteilung der Energie
erfiillen3). Anderseits wies FEinstein darauf hin®*), dass die spezi-
fischen Wérmen der festen K6rper mit abnehmender Temperatur zu-
nehmend vom Dulong- Petitschen Gesetz abweichen und die Tendenz
zeigen, gegen Null abzusinken. Eine Beziehung zwischen beiden Ge-
bieten stellte Finstein durch die Annahme her, dass die Energieauf-
teilung zwischen den in Wdrmescjwingung begriffenen Atomen ver-
schiedener fester Korper gerade in denselben Proportionen erfolge,
wie zwischen Systemen von Lichtresonatoren verschiedener Frequenz.
Die Atome eines und desselben Korpers sollen dabei mit einer be-
stimmten Frequenz um ihre Gleichgewichtslagen schwingen, die durch
die Atommasse und den Elastizititsmodul des Korpers bedingt ist2%). —
Die bis zu 23° absoluter Temperatur heruntergehenden Messungen von
Nernst haben jenen von FEinstein behaupteten Parallelismus gerade in
seinen wesentlichsten Ziigen an einem umfangreichen Material bestitigt.
Vor allem hat sich die Behauptung bewéhrt, dass die spezifische Wiirme
fester Korper bei Anndherung an T = O ausserordentlich stark gegen
Nudl konvergiert.

232) W. Nernst, Berl. Ber. 1910, p. 262; 1911, p. 306. — I 4. Lindemann,
ebenda p. 316.

233) Vgl. V23, Nr. 6. — Bei sinusoidalen Schwingungen ist der zeitliche
Mittelwert der potentiellen Energie gleich dem der kinetischen Energie. Das
Theorem von der gleichmissigen Aufteilung der kinetischen Energie bestimmt
also fiir schwingende Freiheitsgrade auch gleich den Totalinhalt an Energie.

284) A. Einstetn, Die Plancksche Theorie der Strahlung und die Theorie
der spezifischen Wiarme. Ann. d. Phys. 22 (1907), p. 180, p. 800. Vgl auch
O. Sackur, Ann. d. Phys. 34 (1911), p. 455.

235) Ist das Atomgewicht klein, so ist im allgemeinen eine hohere Frequenz
zu erwarten und also schon bei normalen Temperaturen eine zu kleine spezifische
Wirme; bei grossem Atomgewicht erst im Gebiet sehr niedriger Temperaturen.

6*
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Die statistisch-mechanische Theorie des Wirmegleichgewichtes
kann diesem Faktum wohl nur dadurch Rechnung tragen, dass sie
von der Betrachtung ergodisch verteilter Systemscharen iibergeht zur
Betrachtung solcher Verteilungen im I-Raum, bei demen die Ungleich-
wertigkeit von Freiheitsgraden sehr verschiedener Natur stark zur Geltung
gebracht wird. Der einzige niher ausgearbeitete Versuch in dieser
Richtung liegt in der Planckschen Theorie der Hohlraumstrahlung
vor®®) und ihn hat denn auch FEinstein unveridndert auf die Wirme-
schwingungen in festen Korpern iibertragen. Es bedarf aber noch
weiterer experimenteller und theoretischer Untersuchungen, um fest-
zustellen, welche allgemeinen nicht-ergodischen Scharen zu den in der
Natur realisierten Energieverteilungen fiihren?*?) und fiir welche unter
ihnen die Analogien zum II. Hauptsatz bestehen bleiben?¥"*), insbesondere
auch die Beziehung zwischen Entropie und ,,Wahrscheinlichkeit. Aus
diesem Gesichtspunkt verdient besondere Beachtung ein Kunstgrift,
von dem Einstein systematischen Gebrauch macht: an der Beziehung

Entropie = Logarithmus der ,,Wahrscheinlichkeit‘

236) V 23 (W. Wien), Nr.4. — Die Plancksche Annahme, dass ein Resonator
von der Frequenz » nur solche Energieinhalte aufweisen kann, die ganzzahlige
Multipla des elementaren Quantums k2 sind (h universelle Konstante), besagt,
dass der Phasenbildpunkt eines Systems von Resonatoren verschiedener Frequenz
nicht in jeden Punkt des entsprechenden I-Raumes gelangen kann, sondern nur
in die Punkte gewisser diskret liegender Gebiete niedriger Mannigfaltigkeit.
Dabei liegen diese Gebiete in Richtung der verschiedenen Koordinaten des I'-
Raumes verschieden dicht; am wenigsten dicht in denjenigen Richtungen, welche
den Koordinaten und Momenten der Resonatoren hochster Schwingungszahl ent-
sprechen. [Der Nachweis, dass sich eine gleichmilssige ¢-Belegung dieser Ge-
biete des I'-Raumes stationdr aufrecht erhdlt — das Analogon zu den Sitzen in
Nr. 9d —, fehlt bei Planck, da er den Mechanismus, durch den der Resonator
seinen Energieinhalt sprunghaft @ndert, unerdrtert lasst.]

237) W. Nernst u. F. A. Lindemann, Berl. Ber. (1911), p. 494 besprechen
die Abweichungen vom Einsteinschen Ansatz. — P. Ehrenfest, Welche Rolle
spielt die Lichtquantenhypothese in der Theorie der Warmestrahlung? Ann. d.
Phys. 36 (1911), p. 91 untersucht die Moglichkeit einer Verallgemeinerung der
Annahme von Planck im Gebiet der Wiirmestrahlung.

237%) Beim Beweis dafiir, dass d¢:7 ein vollstindiges Differential ist,
legen Boltzmann und auch Gebbs immer ergodisch-verteilte Systemscharen zu
grunde. Nur gelegentlich seiner Kritik der Helmholtzschen Monocykelanalogien
[vgl. Nr. 24e] untersucht Boltzmann auch einige spezielle Beispiele von nicht-
ergodisch-verteilten Systemscharen, um zu zeigem, dass fiir sie vm allgemeinen die
Analogien zur Thermodynamik fehlen. — Im Hinblick auf das Problem der
Wirmestrahlung konstruiert P. Ehrenfest [Journ. d. russ. phys. Ges. 43 (1911)]
eine sehr allgemeine Klasse von nicht-ergodisch-verteilten Scharen, fir welche
die Relation 6§ : T'= d log W bestehen bleibt.
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allgemein festhaltend, berechnet er in Umkehrung des Boltzmannschen
Verfahrens die relative ,,Wahrscheinlichkeit“ zweier Zustinde aus dem
experimentell bestimmten Verlauf der Entropie. Auf diesem Wege be-
rechnet er — mit jeweils angepasster Ausdeutung des Begriffes ,,Wahr-
scheinlichkeit“ — die zeitlichen oder sonstigen Mittelwerte von Zustands-
parametern. In denjenigen Anwendungsfillen, wo erfahrungsgemiss
eine Verletzung des Satzes von der Gleichaufteilung der kinetischen
Energie vorliegt, fiihrt dieses Verfahren wesentlich iiber den Wirkungs-
bereich des DBolfzmannschen Verfahrens hinaus %)

Die experimentellen Arordnungen zur messenden und insbeson-
dere auch direkt auszihlenden(!) Erforschung des statistischen Zustande-
kommens von physikalischen Mittelwertseffekten haben neuerdings eine
betriichtliche Vervollkommnung erfahren®9). Die Ubertragung der
statistischen Betrachtungsweise auf einen sich stetig erweiternden Kreis
von physikalischen Erscheinungen??) verschafft dem ,statistischen Ex-

238) A. Einstein, Zum gegenwiirt. Stand des Strahlungsproblems, Phys.

Ztschr. 10 (1909), p. 195, § 6.

239) Ausser den in Nr. 26 zitierten Arbeiten von J. Perrin, E. Regener,

E. Rutherford u. H. Geiger sind als methodisch besonders interessant folgende

neuere Untersuchungen hervorzuheben: F. Rutherford u. H. Geiger, Probability

variations in the Emission of a-particles. Phil. mag. 20 (1910). p. 698. — H. Geiger

u. E. Mardsen, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 7. — Th. Svedberg, Nachweis der von

der kinetischen Theorie geforderten Bewegung geldster Molekiile, Ztschr. f. physik.

Chemie 74 (1910), p. 738; Neue Methode z. Priifung der Giiltigkeit des Boyle-

Gay-Lussacschen Gesetzes fiir kolloide Losungen, ebenda 73 (1910), p. 547; 77

(1911), p. 145. — Ferner die in Anm. 241 genannten Arbeiten. — Eine von Milikan,

Das Isolieren eines Ions . .., Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 1097, ausgearbeitete Be-

obachtungsmethode liefert ein ganz neues Hilfsmittel fiir molekularstatistische

Zshlungen.

240) Ausser den in Nr. 26 (Anm. 205, 210, 211) genannten Gebieten und
den radioaktiven Zerfallserscheinungen sind anzufiihren:

Diffuse Zerstreuung des Lichtes durch Molekiile. Sie kommt nur insoweit
zustande, als die Raumverteilung der Molekiile Zufalls-Abweichungen von
reguliirer Gitteranordnung besitzt. — L. Mandelstam, Phys. Ztschr. 8 (1907),
p. 608; 9 (1908), p. 308, 641. M. Planck, ebenda 8 (1907), p. 906; 9 (1908),
p. 354. R. Gans u. H. Happel, Ann. d. Phys. 29 (1909), p. 277. H. A. Lorentz,
Proceed. Amsterd. 25, VI 1910. A. Einstein, Ann. d. Phys. 34 (1911).

Magnetische und elektrische Doppelbrechung in Fliissigkeiten, Ihre Er-
klirung durch Suspensionen von unsichtbaren Kristiillchen, deren vollstindige
Parallelorientierung durch die Wirmebewegung verhindert wird. — A. Cotton
u. H. Meuton, Bull. soc. de phys. (1910), p. 189. P. Langevin, Le Radium 7
(1910), p. 249. 0. M. Corbino, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 756.

Hypothese einer riaumlich-diskreten Struktur der Strahlungsfelder. —
A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1905), p. 132; 20 (1906), p. 199; Phys. Ztschr. 10
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periment eine steigende methodische Bedeutung fiir die gesamte phy-
sikalische Forschung. Eine Bemerkung von E. v. Schweidler (1905)2t)
hat sehr wesentlich dazu beigetragen, das Interesse der Physiker auf
die experimentelle Bestimmung der relativen Hiufigkeit zu lenken,
mit der ein Parameter von seinem ,wahrscheinlichsten® Wert sich
verschieden weit entfernt. v. Schweidler wies néimlich darauf hin, dass
sich aus der Dispersion eines Parameters darauf schliessen ldsst, ob es
sich bei dem betreffenden physikalischen Effekt um die Summenwirkung
etner endlichen Zahl gleichartiger, voneinander unabhingiger Einzeleffekte
handelt und wie gross deren Zahl ist. Dieses Verfahren ist verwandt
mit der Art, wie man auch in der Bevilkerungs- und biologischen
Statistik — nach dem Vorgang von W. Lexis und K. Pearson — die
Dispersionsgrossen als Kriterium fiir die ,Unverbundenheit der Einzel-
fille verwertet?%?). Einige Begriffsbildungen und formale Hilfsmittel,

(1909), p. 185, 817. J. Stark, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 902; 11 (1910), p. 25.

A. Joffé, Ann. d. Phys. 36 (1911). . v. Schweidler, Phys. Ztschr. 11 (1910),

p. 225, 614. N. Campbell, Cambr. ];ul‘ Soc. Proc. 15 (1909), p. 310, 513. —

Kritik d. Hypothese bei M. Planck, Ann. d. Phys. 31 (1910), p. 758.
Ablenkung der «-Teilchen beim Durchgang durch Materie. H. Geiger,

Lond. Roy. Soc. Proc. A, 81 (1908), p. 174; 83 (1909), p. 492.

In diesem Zusammenhang sind noch die neueren Untersuchungen iiber das
thermomechanische Verhalten hochverdiinnter Gase zu nennen. Eine Reihe
experimenteller Arbeiten .von M. Knudsen, Ann. d. Phys. 28 (1909), p. 75, 999;
29 (1909), p. 179; 31 (1910), p. 205, 633; 32 (1910), p. 809; 33 (1910), p. 1435;
34 (1911), p. 593, 823; 35 (1911), p. 389. Theoretische Arbeiten: M. v. Smoluchowsks,
Ann. d Phys. 33 (1910), p. 1559; 34 (1911), p. 182; Phil. mag. 21 (1911), p. 11.
P. Debye, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 1115. Es handelt sich hier um die mecha-
nischen und thermischen Besonderheiten, die zu Tage treten, wenn die Ver-
diinnung so weit getrieben wird, dass der Weg, den ein Molekiil ohne Zusammen-
stoss zuriicklegt, im Mittel schon so gross ist, wie die Dimension des Gefisses.

241) E. v. Schweidler, Int. Congr. de Rad., Liege 1905. K. W.F. Kohlrausch,
Wien. Ber. 115 (1906), p. 673. [Anwendung auf die Bestimmung der Zahl von
a-Teilchen, welche ein Gramm Radium pro Sekunde aussendet; ihre direkte
Auszihlung gelang erst spiter, siehe Anm. 206.] Eingehende Diskussion aller
hierher gehorigen Fragen bei N. Campbell, Cambr. Phil. Soc. Proc. 15 (1909),
p. 117, 310, 513 ,The study of discontinuous phenomena‘. Auch Phys. Ztschr. 11
(1910), p.826. — E.v. Schweidler, Zur experimentellen Entscheidung d. Frage
nach d. Natur d. y-Strahlen. Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 225, 614. E. Meyer,
Struktur der y-Strahlen. Berl. Ber. Juni 1910.

242) W. Lexis, Einleit. in Theorie d. Bevolkerungs-Statistik (Strassburg 1875);
Massenerschein. in der menschl. Gesellschaft (Freiburg i. Br. 1877); Abhandlungen
zur Theorie d. Bevolker.- u. Moral-Statistik (Jena 1903.) L. Bortkiewicz, Das Ge-
setz d. kleinen Zahlen (Leipzig 1898); Uber den Priizisionsgrad des Divergenz-
koeffizienten (Mitteil. d. Verbandes d. osterr. Versich.-Techniker Heft V, Wien
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die in diesen Gebieten ausgearbeitet vorliegen, harren im Augenblick
noch ihrer Ubertragung auf das Gebiet der physikalischen Statistik 23).
Umgekehrt darf man wohl erwarten, dass gerade die physikalische
Statistik Vorbildliches fiir alle anderen Zweige der Statistik leisten
wird; denn sie ist ausgezeichnet durch die verhidltnismissige Primi-
tivitiit der Einzelerscheinung, durch die Wohldefiniertheit der Versuchs-
bedingungen, vor allem aber durch die Leichtigkeit, mit der sie mannig-
faltige Massenbeobachtungen von schr grossem Umfang beschafft®*).

30. Nachtrag zu Nr. 19: Das Axiomatisierungsproblem der
Kinetostatistik. Eine befriedigende Charakterisierung der Ahnlich-
keiten und der Unterschiede zwischen den ,Wahrscheinlichkeits-Hypo-
thesen® einerseits und den sonstigen naturwissenschaftlichen Hypo-
thesen anderseits liegt -— wie es scheint — bisher nicht vor. Die
tiblichen naturwissenschaftlichen Hypothesen bestehen in der Behaup-
tung, dass ein bestimmtes abstraktes System von definierenden Axiomen
und Theoremen ein (geniigend genaues) Abbild einer konkreten Er-
scheinung liefert. Auch die ,,Wahrscheinlichkeits-Hypothesen“ leisten
etwas Ahnliches; auch sie stellen der konkreten Erscheinung ein be-
stimmtes, abstraktes Schema gegeniiber (ein kombinatorisches Wiirfel-,
Urnenschema usw.). Der Charakter der Abbildung ist hier aber ein
wesentlich anderer: hier wird der einen konkreten Erscheinung E; immer
eine ganze Schar S; von differenten Vorkommnissen im abstrakten
Schema gegeniiberstellt. Worin soll dann die experimentelle Priifung
einer ,, Wahrscheinlichkeits-Hypothese“ bestehen? Man kann priifen, ob
der wirklich beobachtete Ausfall von E; (gentigend genau) mit dem
,wahrscheinlichsten Typus in der Schar S; zusammentillt. Weiter
kann man das Ereignis Ey; ins Auge fassen, das aus n; Wieder-
holungen von E; besteht und priifen, ob der Ausfall von Iy (ge-

1901). K. Pearson, On the criterion, that a given system of deviations ... has
arisen from random sampling. Phil. mag. [5] 50 (1900). Ferner die Arbeiten
Pearsons und seiner Schiiler in der Zeitschrift Biometrica (Cambridge). — Vgl

1D 4a: L. Bortkiewicz, Anwend. d. Wahrscheinlichkeitsrechn. auf Statistik.

243) So z. B. der Galton- Pearsonsche . Korvelations- Kocf fizient*, siehe
G.F. Lipps, Bestimmung d. Abhéingigkeit zwischen den Merkmalen eines Gegen-
standes (Ber. d. sichs. Ges. d. Wiss. 1905). Ferner der formale Apparat zur Be-
arbeitung umfangreicher statistischer Gesamtheiten, vgl. H. Bruns, Wahrsch.-R.
u. Kollektivmasslehre, Leipzig 1906. — Man vgl. auch die Rechnungen von
H. Bateman, On the probability-distribution of «-particles, Phil. mag. 20 (1910),
p. 704, mit denen bei L. Bortkiewicz, Gesetz d kleinen Zahlen, Leipzig 1898.

244) Die Technik solcher physikal. Massenbeobachtungen findet man be-
sprochen bei E. Rutherford u. H. Geiger, Phil. mag. 20 (1910), p. 698. Th. Sved-
berg, Ztschr. f. phys. Chemie 77 (1911), p. 145.
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niigend genau) mit dem ,wahrscheinlichsten“ Schartypus in der ent-
sprechenden kombinatorischen Schar Si; von Scharen S; zusammenfillt.
Ebenso kann man zu dem Kreignis F; tibergehen, das aus n; Wie-
derholungen von FE;; besteht und zur entsprechenden Schar Sy von
Scharen S usw. Kurz man kann an die physikalische Erscheinung
bestimmter Art (z. B. die Aussendung von ¢-Teilchen durch Radium)
mit ,,Experimenten und Hypothesen erster, zweiter, dritter, . .., k*** Ord-
nung® herantreten®’). In welchem logischen Verhiltnis stehen die
Hypothesen £** und (% 4 1)* Ordnung (Hx und Hgy,) zueinander?
Bemerkenswert ist jedenfalls dieses: irgendein, vom Standpunkt der
Hypothese Hy aus, ganz besonders unbefriedigender Ausfall des Experi-
mentes Ejy ist vom Standpunkt der Hypothese Hy,; nicht nur zu-
liassig — die Hypothese Hyyy fordert vielmehr geradezu, dass bei den
nyx Wiederholungen des Experimentes FEx, welche das Experiment
Ex,1 ausmachen, jener besondere Ausfall mit einer ganz bestimmten
Hiufigkeit vorkommt. Verfolgt man diese Bemerkung weiter, so stosst
man auf Schwierigkeiten??), die in vielfacher Weise verschleiert werden
konnen, deren befriedigende Analyse aber noch aussteht. — Solange
es sich um die Zulassung der (betrichtlich wahrscheinlichen) Lleinen
Abweichungen vom ,,Wahrscheinlichsten“ handelt, wird kaum ein Kon-
trast zwischen ,,Wahrscheinlichkeits-Hypothesen“ und sonstigen natur-
wissenschaftlichen Hypothesen fiihlbar: beide Arten von Hypothesen
besitzen eben Approximationscharakter. Anders, sobald die Frage nach
der Zuldssigheit beliebig grosser Abweichungen ernstlich erwogen wird.
Hier tritt der Kontrast in Evidenz: der Physiker wird sich fragen,
ob er auch noch diese starken Abweichungen vom , Wahrscheinlichsten®
in dem Bild, das er sich von einer Erscheinung macht, zur Geltung
kommen lassen will. — Boltzmann hat sich in einem bestimmten Fall

245) Die Weiterbildung des H-Theorems, wie sie durch den Umkehr- und
Wiederkehr-Einwand angeregt wurde [Nr. 14], liefert ein Beispiel fiir den Uber-
gang voun einer Hypothese bestimmter Ordnung zu derjenigen der nichsthoheren
Ordnung; ebenso der Ubergang vom , Stosszahlansatz* zur ,Hypothese der mole-
kularen Unordnung* [vgl. Nr. 18]. — Vgl. in diesem Zusammenhang L. Bort-
kiewicz, Uber den Prizisionsgrad des Divergenzkoeffizienten (Zitat Anm. 242), wo
die Dispersion der Dispersion untersucht wird. Hieher gehort auch die ironische
Bemerkung von Poinsot zu den Untersuchungen von Pogsson ,,aprés avoir calculé
la probabilité de I'erreur dans une certaine chose, il faudrait calculer la proba-
bilité de l'erreur dans son calcul®.

246) Eine Formulierung solcher Schwierigkeiten mit Hilfe des Begriffes
»Hypothese erster, zweiter, . . ., k** Ordnung* findet man bei T. Ehrenfest, Die
Anwend. d. Wahrsch.-R. auf gesetzmissige Erscheinungen. Journ. d. russ. phys.
Ges. 43 (1911), p. 256 (wird auch in der Phys. Ztschr. erscheinen).
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riickhaltslos dazu entschlossen®4"): er lisst Fille spontaner Abnahme
der Entropie ausdriicklich zu. Planck hingegen entscheidet sich be-
ziiglich desselben Falles genau im entgegengesetzten Sinn und betont
verallgemeinernd folgendes8): dem Physiker steht es frei, durch eine
besondere physikalische Hypothese solche Abweichungen ausdriicklich
auszuschliessen, welche schon eine Verletzung der anerkannten Kin-
deutigkeit des makroskopischen Ablaufes einer Erscheinung bewirken
wiirden [vgl Nr. 15]%%). — In der Regel wird der Physiker eine be-
stimmte Entscheidung umgehen: er ist geneigt, von den starken Ab-
weichungen gegen das Wahrscheinlichste ,,im Hinblick auf ihre enorme
Unwahrscheinlichkeit“ einfach abzusehen oder, noch allgemeiner, die
Erorterung derartig entfernter Konsequenzen einer physikalischen
Theorie iiberhaupt abzulehnen. — Bis vor kurzem traten diese Fragen
eben nur am Horizont der physikalischen Forschung auf: in der
Theorie der Beobachtungsfehler?®) und in der Diskussion iiber das
H-Theorem. Anders jetzt: die zunehmende Durchsetzung nahezu aller
physikalischen Begriffe mit statistischen Elementen und die wachsende
Bedeutung des ,statistischen Experimentes“ als eines physikalischen
Forschungsmittels verschaffen jenen Fragen nun auch fiir die Physiker
die Dringlichkeit, die sie schon seit geraumer Zeit fiir die Theoretiker

247) Vgl. die in Nr. 17 zitierten Ausserungen Boltzmanns.

248) M. Planck, Acht Vorlesungen tiber theoret. Physik (Leipzig 1909): Dritte
Vorlesung. — Die ,spezielle physikalische Hypothese*, welche Planck einfiihrt,
um das spontane Auftreten einer wahrnehmbaren Entropieabnahme auszuschliessen
— er nennt sie Hypothese der ,elementaren Unordnung* — besteht in der Be-
hauptung: die in einem reellen Gas stattfindenden Stosszahlen weichen niemals
merklich vom ,,Stosszahlansatz** [vgl. Nr. 18] ab. Diejenige Hypothese hingegen,
welche wir in Nr. 18c¢ als ,Hypothese der molekularen Unordnung* bezeichnen,
wiirde solche Abweichungen zulassen.

249) Man vergleiche diesen Standpunkt von Planck mit demjenigen, den
D’ Alembert, Doutes et questions sur le calcul des probabilités (Mélanges de lité-
rature, d’histoire et de philosophie. Tome V. Amsterdam 1770) beriiglich des Vor-
kommens sehr unwahrscheinlicher Serien bei Gliicksspielen vertrat [Besprochen
bei J. v. Kries, Prinzip d. Wahrsch.-R. Freiburg i. Br. 1886, p. 278 u. H. Bruns,
Wahrsch.-R. u. Kollektivmasslehre, Leipzig 1906, p. 217]. Dieser selbe Stand-
punkt ist spiter noch oft geltend gemacht worden; zuletzt durch K. Marbe,
Naturphilosophische Untersuchungen zur Wahrscheinlichkeitslehre (Leipzig 1899).
Die Marbeschen Ausfiihrungen wurden kritisiert durch W. Lexis, Abhandl. z.
Theorie d. Bevolk.-Statistik (Jena 1903) p. 222; L. Bortkiewicz, Wahrsch.-Theorie
u. Erfahrung, Ztsch. f. Philos. u. philos. Kritik 121 (1902); G. F. Lipps, Theorie
d. Kollektivgegenstiinde, Philos. Studien (Wundt) 17 (1901), p. 116, 575. Ebenda
p. 462 Antwort Marbes.

250) Bei der Frage, ob Werte, die ganz aus der Reihe der anderen heraus-
springen, bei der Mittelwerts-Bildung beriicksichtigt werden sollen.
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der Bevolkerungsstatistik, biologischen Statistik usw. besitzen ). Schon
jetat fiihrt jede Untersuchung iiber die Struktur einer physikalischen
Theorie unvermeidlich auf die Frage nach der Natwr der ,,Wahrschein-
lichkeits-Hypothesen®.

251) Zusammenfassende kritische Besprechungen der hierher gehdrigen Lite-
ratur: E. Czuber, Die Entwickl. d. Wahrsch.-Theorie u. ihrer Anwend. (Bericht
deutsch. Mathem.-Verein. Leipzig 1899). J. Kries, Prinzip d. Wahrsch.-R., Frei-
burg i. Br. 1886. A. Tschuprow, Otscherki po Teorii Statistiki, Petersburg 1909
(in russischer Sprache).

(Abgeschlossen im Dezember 1909),
(Nachtrige abgeschlossen im September 1911.)
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