H. A. KRAMERS. — Zur Theorie des Ferromagnetismus.

Zusammenfassung. Eine neue Methode wird gegeben zur Berechnung der
Zustandssumme eines Systems mit beschrénkter Energievariation (Kap. I). Sie
wird angewandt auf das Heisenberg'sche Modell des Ferromagnetismus
und fithrt bei sehr hohen und sehr tiefen Temperaturen auf die Heisen-
berg'schen und Bloch 'schen Resultate (Kap. II).

I. Die Zustandssumme eines Systems mit beschrinkter
Energievariation.

§ 1. Es sei ein homogenes, aus N Teilchen bestehendes (N sehr
gross) System vorgelegt, dessen Energiefunktion, oder — wenn wir
sogleich die quantenmechanische Beschreibung heranziehen —
Energieoperator, durch ¢ gegeben ist. Bei vielen Problemen liegen
die Eigenwerte von & unterhalb einer endlichen oberen Schranke.
Dieses ist eben der Fall bei den Fragen des Magnetismus, die wir
im folgenden untersuchen wollen. Die unbestimmte additive Kon-
stante in ¢ kann jetzt immer so gewahlt werden, dass in der Formel
fiir die Zustandssumme:

PR ok
eT:feT........(l)

wo T kurz fiir kT geschrieben ist, und wo, wegen der Homogenitit,

die freie Energie F pro Teilchen nicht mehr von der Grosse des

Systems, d.h. von N, abhéngt, die Grosse F fiir alle T positiv ist.
Entwickeln wir:

e_FTN:z’:f;'fz. e ]
AN(n):f(—e)n. S C S i

so sind alle Ay (n) positiv, und es geniigt, zur Berechnung von F,
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sich auf den Wert des grdssten Termes in (2) zu beschranken.

~$:max{logAN(n)——n(logn—l)—nlog T). 49"
Die Maximalbedingung lautet:
g’;log An(n)—logn—logT=0, . . . . (5

wenn wir log Ay (n) als nach n differenzierbar ansehen diirfen.
Schreiben wir:

NG e aonend “iiss buil -uled-100)
log AN(n)=N(K{p)+rlogN), . . . . . (7)
so nehmen (4) und (5) folgende Form an:
——?—:K(v)—v(logv—l%—-vlogT i er (B
dK :
E—logv—log Vig i Ak Yy (9)

Seiner Definition nach konnte K, ausser von », noch von N
abhangen. Da F aber nicht von N abhéngen soll, ergibt Differen-
zierung von (8) nach N, unter Bezugnahme auf (9):

oK
ON~—

d.h. K héngt nur von » ab, und der »-Wert, der dem grdssten
Term in (2) entspricht, ist unabhéngig von N.
Die Bedeutung von » folgt sofort aus:

i ddfin NI ox

Y & Jeabddd |
wo E die thermodynamische Energie des Systems pro Teilchen
bedeutet. Also gilt:

=0,

e S e e ()1

*) In dieser Abhandlung wird unter log immer der natirliche Loganthmus
verstanden.
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Fiir die freie Energie kann man nach (8) und (9) auch schreiben:

RN 7
—T—K——VK +# . aabeew ibasireld)
Die Entropie S pro Teilchen ist:
szE‘T‘,sz—vK'. 314 egb 3uig2 )

Die thermodynamische Bedeutung von K ergibt sich aus:
F E
K:—-—T-}—vlogvT—v:S—Tlog(—E) it Aty

und die von A, (n) aus:

log Avi) =NS—NElog - NE) . . . . (14)

II. Heisenberg’s Modell 1) des Ferromagnetismus.

§ 2. Die Grundformeln fiir das einfachste Modell (ohne Magnet-
feld). In einem kubischen Gitter (einfach kubisch, mittenzentriert
oder seitenzentriert) seien die magnetischen Spinvektoren (j=1%)
in den Gitterpunkten derart gekoppelt, dass nur die Austausch-
energie zwischen nichsten Nachbarn ins Gewicht fallt. Sind k und [
zwei benachbarte Gitterpunkte, und bezeichnen wir ihre Koppe-
lungsenergie mit —(kl), so gllt: also bei geeigneter Wahl der addi-
tiven Konstante in &

——>
e=—z (), (kp=2)F1 (15)
ki 2
Die ;’ sind Spinvektoren, dessen Komponenten durch die Pauli-
matrizen dargestellt werden:
. o=|1 O '
0—1

Die Austauschenergie ist gleich Eins gesetzt, was durch geschickte
Wahl der Einheiten immer erreicht werden kann. Alle Eigenwerte
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von — ¢ sind vielleicht nicht alle positiv, denn die Eigenwerte von
(kl) sind + 1 und — 1; die Methode des Paragraphen 1 darf aber
angewandt werden.

In einem Kristallstiick mit N magnetischen Atomen sei ¢ die
Wellenfunktion eines Zustandes, der durch eine bestimmte Ver-
teilung der ,,Rechts”- und , Links"-spins gekennzeichnet ist. Sind
die Spins des k-ten und l-ten Atoms im Zustand ¢ gleichgerichtet,
so gilt:

(kDop p = 9.
Sind sie aber entgegengesetzt, so gilt:

(kD)op o = @V,
wo ¢(*) aus ¢ entsteht indem die Spins an den Orten k und [ ihre
Richtungen austauschen.
Hieraus folgt:

(—g)op e N?' Q4+ = W,

wo N, die Anzahl der parallelgerichteten Nachbarn in @ ist,
wahrend 3 ¢(*) die Summe aller ,,einmal gewechselten” ¢ 's bedeutet.
Kennzeichnen wir ¢ speziell durch die Stellen der Linksspins, so
entspricht ¢(*) einem Zustand, wo ein Linksspin nach einem offenen
Nachbarort verschoben ist.

Wirkt (—e),, zweimal auf ¢, so entsteht:

(—2, 9= N2 g+ (N, + N) X g + = g0,

Hier ist N die mittlere Anzahl der gleichgerichteten Nachbarn in
-den @), wéahrend die ¢ alle Zustande darstellen die durch zwei-
malige Verschiebung eines Linksspins entstehen.

Um zu einer iibersichtlichen Formel fiir (—e¢);, ¢ zu geraten,
wollen wir einfachkeitshalber die mittleren Anzahlen von gleich-
gerichteten Nachbarn in den Zustédnden ¢, die aus ¢ entstanden

sind durch 7 successive Linksspin-Verschiebungen, naherungsweise
alle gleich N, setzen. So bekommen wir:

(—s):,,(p:%N;"’('Q Sogh . . . . (16)

wo die Summe X0 sich naherungsweise auf (fN—N.) Terme
bezieht. Dabei bedeutet | die halbe Anzahl der niachsten Nachbarn
eines Gitterpunktes,
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Fiihren wir fiir die Anzahl derjenigen unter den ¢, die mit der
urspriinglichen ¢ identisch sind, die Bezeichnung s‘?” ein, so ergibt

sich fiir An(n) der Ausdruck:

An (n) = f‘J p* (—e)gp(pzz?‘ ZI‘ N;»,"_' (’;) sg), . (l?)

wo I die Summation iiber alle méglichen Zustinde ¢, d.h. iiber

&

VE
die 2¥ moglichen Spinverteilungen zu erstrecken ist.

§ 3. Erste Annidherung bei hohen und tiefen Temperaturen. Mit
Hilfe von (17) findet man leicht Néherungsformeln fiir die thermo-
dynamischen Funktionen eines Ferromagnetikums bei hohen und
bei tiefen Temperaturen. Bei hoher Temperatur handelt es sich
hauptséchlich um solche ¢, wo die Anzahlen der Rechts- und Links-
spins ungeféhr gleich sind, wahrend der n-Wert, bei dem das Maxi-
mum in (4) erreicht wird, einem kleinen Werte von » entspricht.
Es kann jetzt die Summe X in (17) durch Multiplikation mit 2V

ersetzt werden. Fiir N, darf ndherungsweise 4fN gesetzt werden,
denn die Halfte der Nachbarpaare wird im Mittel gleichgerichtete
Spins haben. Schliesslich zeigt einige Ueberlegung, dass bei kleinem
v die Anzahl s in (17) der Hauptsache nach dadurch zustande
kommt, dass I/, Mal ein Linksspin um eine Stelle verschoben ist und
dass jeder bei einer spateren Verschiebung wieder an die alte Stelle
gelangt. Es ist also:

N—N_\ !
sg):(f % ?)2,/“ ooy s iinbeiie)
Es darf daher A, (n) einfach gleich der Summe:
o kst N £ NS/
AN(")—ZNZI‘N? (l)( 1, 1 5’>2‘—/2, gL

gesetzt werden, wo N , ndherungsweise gleich 1/ofN ist. Der Strich
bedeutet, dass der Mittelwert iiber alle Zustdnde mit gleicher
Anzahl Linksspins und Rechtsspins zu nehmen ist. Da, wie sich
schliesslich herausstellt, I {{n anzunehmen ist, kommt es uns prak-
tisch nur auf den Mittelwert von N,*7 an. Nehmen wir an, die
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Wahrscheinlichkeit, dass es N, gleichgerichtete Nachbarpaare gibt,
sei geniigend genau durch
-~
N‘?

gegeben, so darf der Mittelwert von N,? der Reihe:
Vi N
N’:Z“fNZ(f )N J
? 2LN e

oder einfacher dem Maximalterm dieser Reihe gleichgesetzt werden.
Dieser Term liegt bei dem N, -Wert, der

e
(NN %
y

geniigt. Fiir p ((f{N bekommen wir so, nach einfacher Rechnung:

£_
log N =plog + 5t 3 fN +.
Fiir (19) diirfen wir wiederum dxe Reihe durch den Maximalwert
in Bezug auf [ ersetzen und bekommen so in geniigender Néherung:

AN (n) = max ;2” (%)n—ll’t(—i——";—;—zf %’s

Das Maximum liegt bei:

n? i = 2n?
ST N 2l 3o 5 TN
und wir finden:
4 n  3n*
Ay (n)=2VN (ﬂ) e N,
2
log An ()= N log 2 + nlog fz + 23;N—
fN 3l
_N(logZ-{-vlog 2F
Vergleich mit (7) ergibt:
‘ 2
K@) =log2+»log = f 3,

T
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Die Berechnung der hoheren Potenzen von » wiirde feinere
Betrachtungen erfordern.
Anwendung von (9) gibt:

YRR R 4
E=——gp. v i 0)

Mittels (11) und (12) findet man fiir die freie Energie und fiir die
Entropie:

3 3
F=—f-Tig2-2L .. . S=log2— 5o+ ... 1)

Diese Formeln stimmen genau mit was man auch durch ein-
fachere Betrachtungen erhalten kann. Sie entsprechen ja einer
Rechnung, wo man zur Bestimmung des Mittelwertes der n-ten
Potenz von —¢ in (15) immer nur solche Glieder mitnimmt, wo
der Spinvektor des k-ten Atoms in der Form eines Faktors (kl)2
vorkommt (wo [ ein bestimmtes Nachbaratom ist). Einfacher kann
man das so ausdriicken: nur der Mittelwert oder Spur von (—¢)2
ist in Betracht gezogen. Von den Rechnungen in Heisenberg's
zitierten Arbeit lasst sich dasselbe sagen. Auch seine Rechnungen
besitzen nur Giiltigkeit fiir hohe Temperaturen; die Formeln fiir
den feldfreien Fall sind bei ihm nicht explizite angegeben, lassen
sich aber leicht aus seinen Angaben berechnen.

Das Gebiet sehr tiefer Temperaturen entspricht » > 1. In (17)
brauchen wir jetzt speziell nur diejenigen ¢ ~Zustinde zu betrach-
ten, wo die Anzahl m der Linksspins sehr klein verglichen mit N
ist (grosse Magnetisierung). Die Linksspins liegen im allgemeinen
weit auseinander im Kristall, N ist fast immer gleich fN —2fm.
und Ay (n) wird gleich dem Maximalwert des Ausdruckes

An(n)=max3( )(fN 2fmy- '( )sg%

bei variierenden m und [ und festem n.
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Um sg’ zu berechnen bemerken wir, dass auf ! Verschiebungen
im ganzen im Mittel I/m Verschiebungen auf jeden Linksspin
kommen. Die Wahrscheinlichkeit, dass nach soviel Verschiebungen
ein Linksspin an die alte Stelle zuriickgekommen ist, betrédgt

l =
¢ (fzji:,f) _ (Problem der Irrfahrt). Der Exponent, —3/,, hangt damit

zusammen, dass wir mit einer Art Diffusion im dreidimensionalen
Raum zu tun haben, wéhrend der numerische Faktor ¢ vom Kristall-
gitter abhéangt. Fiir ein einfaches kubisches Gitter ist er gleich 1,
fiir ein raumzentriertes gleich & |3 =0,77, fiir ein flachenzentriertes
gleich ¥ 172=0,71.

Vernachlassigen wir diejenigen ¢, die dadurch mit dem urspriing-
lichen ¢ identisch sind, dass gewisse Linksspins ihre Orte ver-
tauscht haben, so bekommen wir als angendherten Ausdruck fiir sg’ 3

i 2al\~hm
sff”;—(?fm)’cm(g;;,) g SRS S -

Das Maximum von

A~(n>=(’n‘f)(fN—2fm)"~'( )(me) (232’) s

in Bezug auf ! ergibt sich jetzt aus

(EN—2fmi)l=(n—1) 2 fm (’* ) i

oder in erster Naherung:

2mn
=23

Da [/n klein ist, handelt es sich jetzt noch um das Maximum von

A~<n)=(N><fN 2N ”’(zL)'

. N

2m_n Tt iy in —=3ym
e () () ()

L=
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in Bezug auf m, welches sich ergibt fiir

N 4an\ " (9 4n\ "'
7C(3N) = m-—Nc( 3) }

Hieraus folgt:

» e 22t
Avm =Ny & G
Aus (7):
4v\~"h
K(v):rlogf—l—c( 3> ;
Aus (9):
3c (47
B per s L P g TN Skl (M 5y
log T—=K’—log»=log 2(3> »
B RNy £ )
y PP 22\ "3 ¥ g'
....IIa
Py el 5 v Czc(‘l”“) Sl st nign
2 3
Aus (11) und (12):
P I, = s:%m. LG Srasy
Fiir die Anndherung an die magnetische Sattigung finden wir:
a:l—ZWmZI——ZCT”e. O s I E SR

Das T':-Gesetz ist eben das von Bloch 2) gefundene. Die
Formel bei Bloch lautet aber:

P G g s, 0 I T ST, 1 e S

Wie wir im Paragraphen 5 zeigen werden riihrt der Unterschied
von der erwahnten Vernachlassigung bei der Berechnung von s
her. Dort werden wir sehen, dass (27) die richtigere Formel ist und
dass die Terme 2—":, 3—': u.s.w. davon stammen, dass bei den
Verschiebungen 2, 3, u.s.w. Linksspins ihre Platze wechseln. Erst
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durch diese Vervollstandigung wird auch unsere Methode den
Beweis des Bloch'schen Resultats erbracht haben, dass ein
Raumgitter wirklich ferromagnetisch ist, ein Flachengitter und
lineares Gitter aber nicht. Der wesentliche Unterschied der zwei
letzteren Falle mit dem ersteren besteht ndmlich darin, dass der
Exponent 3/, iiberall durch 2/,, bzw. 1/, zu ersetzen ist. Nach der
Formel (26) wiirde man also noch immer Ferromagnetismus erwar-
ten kénnen, nach Formel (27) aber nicht mehr, weil die unendliche
Reihe fiir diese Exponentwerte divergiert.

§ 4. Hohe und tiefe Temperaturen im Magnetfeld. Anstatt
(15) muss jetzt fiir die Energiefunktion

e==Fk) = T "/ 5 SN WS
ki k
geschrieben werden, wo a die Bedeutung
=t

besitzt (uz=B o hr 'sches Magneton, I — Austauschenergie). Der
Umstand, dass ¢ sicher positive Werte annehmen kann, hat keinen
Einfluss auf die Richtigkeit der folgenden Rechnungen. Hatte man
z.B. in (28) noch einen weiteren Term — Nb angesetzt, so wiirde in
den Endformeln E nur um — b verschoben sein.

Wenn m die Anzahl der Linksspins in ¢ ist, so wird jetzt:

(—pp={Ny+ (N—2m)al ¢+ X ¢
und (17) nimmt folgende Form an:

An(n):f(——e)"z > 3{N,+(N—2m)a }"“(7) s;n- - {29)
| e

Mit den Abkiirzungen: :
P bt oSt ine @ Peplad gl —%% .. (30)
wird die Anzahl der Nachbarpaare mit entgegengesetzten Spins in
den durch ein bestimmtes m charakterisierten p-Zustianden im Mit-
tel gleich 3f”N sein, und fiir s{ darf, analog zu (18):

o__ ‘/zf'N) I

A WRIVIS AP 3]
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geschrieben werden. Sodann handelt es sich um den Mittelwert von
{N; +(N—2m)aj*'=(Ny; + Nao)!

in den ¢@'s mit gegebenem m. Nehmen wir an, die Wahrscheinlich-
keit, dass N, Nachbarpaare mit gleichgerichteten Spins vorkom-
men, sei durch

2% (1 4 0" (1 — o™ o)
¢

gegeben, so ist:

(N, F Naop=2-18 3 (1 4+ )% (1—o9 7 (fN)(N + Nao.
Ny N;

Ersetzen wir wiederum die Reihe durch den Maximalterm, so folgt
fir p ({[N, nach einiger Rechnung:

log(N,—{-Zaa)P_plogyf’N—{—?szf,z(l 407 +..
Diese Formel ist aber falsch. Dieselbe Rechenweise fiithrte zwar
im feldlosen Fall zum richtigen Resultat, aber hier ist sie zu grob.
Es wurde ja angenommen, die Wahrscheinlichkeit, dass ein be-
stimmtes Nachbarpaar gleichgerichtete Spins hat, ist unabhangig
davon wie die anderen Nachbarpaare beschaffen sind, und das ist
nicht richtig. Die genauere Rechnung kann man so vornehmen,
dass man die Verteilungsfunktion vom Werte des Ausdruckes
=" 2‘ os, 0z, =2N,— [N bei gegebenem Werte von (= 2‘ o,

——N —2m in geniigender N&herung bestimmt *). Der ausschlag-

*) Folgende Rechnung fithrt zum Ziel, ist aber wohl nicht die einfachste. Man

1446
fithrt einen Parameter n=1/;log l_—*: o ein, und berechnet im Ensemble e—#% die

Mittelwerte und quadratischen Streuungen von 5 und ¢.
fe""c =" +e"N=c

-—c_lf te “*=Ngq p=c ] ,1qe'l‘;=leiz
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gebende Faktor in dieser Verteilungsfunktion ist gegeben durch
__(m—fN7p
e 2fN(I—9*

Mit Hilfe dieses Ausdruckes findet man leicht die richtige Formel:
Y P il . 4
.]Og (N?+Zao) plog 2 + N zflz(l 02) s (31)
Es wird (29) somit:

sz (3) 5 (62" (3) () . o0

und die doppelte Reihe darf durch den Maximalterm ersetzt werden.

Wir wollen die Rechnung so vornehmen, dass wir K(») mittels
(7) und (32) als Funktion von »==n/N, von ¢ und von i=IIN
bestimmen. Wir finden, in geniigender Néherung (4 {{»), nach
einiger Rechnung:

1— 1
Kl a >~ log (1—0)— Jz”’log(1+o)+
SR i 7 Y BT W Ll i
+V1092+V 2[,-12(1 0)+2 gl[’lz 18
e iy 2v2f” R L
0= e l }.f” ’ l_—fT.
K(v,o):logZ—l_z_olog(l—a)—l_;olog(l+o)+
/ 2 /4 1
—{—vlog—l;—-l—;—f,z(fi—dz).
¢ —sP=N(l—a?, G—D0—n=2fNa(l—a.

(h—a2=FN(Q1 - a2 (1+[4f — 1] 63.

Fiir die quadratische Streuung beim festen :-Wert = Na folgt daraus mittels
wohlbekannter Formeln der Korrelationsrechnung :

TR S AR ;_;’T"‘_:_i—fNu a2,
(c— 22

in Uebereinstimmung mit der Formel im Texte.
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uriGoiis] l—e v df’ )
VSipgT BT Jg |
.‘,2 g df/l [:// dfl ) ~ (33)
tim)(F 27 %) ‘“"”“””"s‘s
Mittels (9):
logT:log%,-{—vf—,”z(E)—a’)—logv,
E_ 4
v —T = Z—T + ;1—7.7(3—02) (3‘1)
E:——%(1+oz)—ao—f———(l—(;2)7£3—02)~ . = U9W
Aus (12):
1— B o B
S=log2—1>"log(1—0) +"1og(1+a)—’Lg—%(zi"—). (36)

Es sind dies implizite Formeln. Mittels (33) und (34) finden wir
folgende Formel fiir die Beziehung zwischen ¢ und T:

a—tghyp; *;f" f"(zz;"z)....f. Bl ¥l o

Diese ist die Formel fiir die relative Sattigung. Sie stimmt iiberein
mit was aus dem thermodynamischen Ausdruck —(0F/da)r fiir
diese Grosse folgen wiirde.

Die Ausdriicke (35) bis (37) sind giiltig, wenn der I-Wert des
Maximaltermes in (32) klein ist verglichen mit der Gesamtzahl Nf”
der méglichen Spinverschiebungen. Das heisst, es soll gelten 1 {{[”,
oder » {({}' oder T )} 1. Unter Bezugnahme auf die benutzten Ein-
heiten bedeutet letztere Bedingung, dass kT gross sein soll ver-
glichen mit der Austauschenergie I. Die Grosse » selbst kann aber
sehr wohl )) 1 werden, wenn das Magnetfeld H und daher [’ nur
gross genug ist (vgl. (30)).

Formel (37) ist dieselbe wie die analoge Formel in H eisen-~
berg's erster Arbeit iiber Ferromagnetismus (loc. cit., Formel (22)
auf S. 630), wenn man unsere Konstanten auf die seinigen um-
rechnet. Heisenberg bedient sich bei seinen Rechnungen von
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den Charakteren, die jenen Darstellungen der Permutationsgruppe
entsprechen, welche den stationdren Zustinden mit gegebenem
Gesamtspinvektor zugeordnet sind. Unsere Rechnungen sind sicher
nicht weniger kompliziert; sie beanspruchen nur insofern Interesse,
als der primdre Angriff auf das Problem nicht in der expliziten
Bestimmung der Energieeigenwerte besteht. Ein Vorteil unserer
Methode ist wohl auch, dass sie sowohl bei hohen wie bei tiefen
Temperaturen anwendbar ist. Handelt es sich nur um das soeben
behandelte Problem bei hohen Temperaturen, so ist die einfachste
Methode aber zweifellos die Bestimmung der zu N proportionalen
Gliedern in den ersten drei Gliedern der Reihenentwicklung:

:(e%+e—.?)N31+N(—‘?T+%,...)....§-

Im Fall niedriger Temperatur ist (23) zu ersetzen durch:

AN(n)—( ){([+a) (N—2m)}- 1( )Zf ),cm@,:nz) .

denn N ist, genau so wie frither, gleich f(N—2m) zu setzen,
sodass der Ausdruck in geschweiften Klammern in (29) gleich
(f + a) (N —2m) wird. Wir wollen weiter dhnlich wie bei hoher
Temperatur verfahren, nur mit dem Unterschied, dass wir anstatt o
jetzt die Abweichung u —1—¢ der Séttigung von 1:

2m

w= Ry

einfithren, und also K als Funktion von »=n/N, u und ¢=l/n
berechnen. Man findet, wenn man g als klein annimmt:

K(v.n.e):—-’zi(log-z——1)—veaoge—1)+v(1—e) log (F+a)—
—-W(l—e)+evlogf#+ (log +logﬂ—loggv)

sa®Bl, Los o S BB
Omag_yv vlog (f+a)—vloge 4e+vlogf,u.
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P B
e B g Ty

K@ uw=— %(1097— 1) f—f—a"" +

Is
+vlog(f+a)+37"(log%—log )

f+a
Brdll lelM ) 3c fr
s T ( T I9ET )
f 47‘” _.va
w=2c f+a 3) e [ra,

K@) ="+ log (F-+a)=nlog (+a)+¢(£L “;”) =
f )e f+l'

5], 2a
E——f——a—l-C(-i—FZaT'/w)e_? . . (38

wo C wieder die Bedeutung (24) hat.
Fiir die Entropie gibt {12):

Anwendung von (9) gibt:

log T=K’—logr=log{ 12 — (H{a*;”) ( 3

Mittels (10) findet man leicht:

3) 2a

s=c(5T +2aT"=) o P A

Die relative Magnetisierung wird, sowie es sein soll, gegeben durch:
2a

ginsi Byt TS)% S B o TR o Ol |

{da
Fiir a > 0 (H — 0) geht diese Formel in (26) iiber. Die auf S. 8

diskutierte Vernachlassigung ist natiirlich in den Formeln (38) bis
(40) enthalten.

§ 5. Genauere Berechnung bei tiefen Temperaturen. Wir gehen
wiederum von der Formel fiir Ay(n) auf S. 7 aus, wollen die
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Berechnung von s‘q? aber genauer vornehmen. Das zu l6sen Problem
ist folgendes: Ueber N Gitterpunkte ist eine relativ kleine Anzahl m
von Linksspins in willkiirlicher Weise ausgestreut. In willkiirlicher
Weise wird [-Mal nach einander ein Linksspin um einen Gitter-
punkt verschoben. Gefragt wird die mittlere Wahrscheinlichkeit,
dass zum Schluss genau dieselbe Linksspinverteilung vorliegt wie
am Anfang.

Als Vereinfachung nehmen wir an, jeder individuelle Linksspin
wird beim betrachteten Prozess genau v-—1/m Mal verschoben;
wenn 7 geniigend gross ist gegen 1, wird das Schlussresultat hier-
durch nicht beeintrachtigt. Weiter beschrianken wir uns vorlaufig
auf ein einfaches kubisches Gitter und fithren Koordinaten x,y,z
derart ein, dass die Gitterpunkte ganzzahligen Werten von x,y, z
entsprechen. Nach 7z Verschiebungen eines Linksspins von der
urspriinglichen Lage x,y,z; aus ist die Wahrscheinlichkeit, dass er
in den Gitterpunkt x5y.2, angelangt ist, gegeben durch:

3 r =45 3r12
wa= (22 e T A=l g a4

Fasst man k bestimmte Linksspins ins Auge, so ist die Wahrschein-
lichkeit, dass nach 7 Verschiebungen von jedem der erste an die
Stelle des zweiten, der zweite an der Stelle des dritten, u.s.w.,
schliesslich der kte an die Stelle des ersten gelangt ist, gegeben
durch:

W’ (k):wx,z W23+ Wk-1,k Wk, 1.

Der Mittelwert dieser Grésse iiber alle mogliche willkiirliche Lagen
der Stellen 1, 2, ...... k im Gitter ist gegeben durch

W(k):"vv_’(k—):N-*H(Z”—;”)—m. e 0}

In der Tat, fiir den Mittelwert des Ausdruckes (2l + 35) iiber
alle méglichen Lagen des Gitterpunktes 2 findet man leicht den
Wert

«f

1 i s = ry
W(&%ﬁ)e“'“; (43)

Wendet man diese Formel successiv an zur Mittelung von W’ (k)
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iiber alle Lagen von 2, 3 ...... k, so entsteht eben (42). Wir be-
zeichnen (42) als die Formel fiir die ,,Diffusion eines k-Ringes’.
W (1) entspricht der schon auf S. 8 gegebenen Formel fiir Riick-
diffusion eines [-Spins nach seiner alten Stelle (Irrfahrtproblem).

Ein bestimmter Prozess, wobei nach ! Verschiebungen dieselben
m Gitterpunkte durch Linksspins eingenommen sind wie vor-
her, bestehe aus p, ,,1-Ringen”, py ,,2-Ringen”’, ...... px »k-Ringen”
u.s.w.

Zm'kpk:m. By o or s ey
k=1

Werden die Linksspins genummert und wird genau angegeben
welche Nummern zu den verschiedenen k-Ringen gehoren und
welche Reihenfolge in jedem Ring gemeint ist, so hat das Statt-
finden dieses Prozesses im Mittel die Wahrscheinlichkeit

1 (W (k)|™

o=k
fiir sich. Die Anzahl von verschiedenen Weisen, in der p; ,,1-
Ringe”, py ,,2-Ringe"" u.s.w. bei der Verschiebung von m Linksspins
vorkommen konnen, ist offenbar gegeben durch

m!
DilDal e apalniad® 20 K

wobei die Faktoren krx im Nenner davon herrithren, dass zwei
k-Ringe als nicht verschieden zu betrachten sind, wenn sie sich auf
Linksspins mit denselben Nummern beziehen, und wenn zwei gleich-
genummerte Linksspins nach ihren ¢ Verschiebungen an die alten
Stellen von zwei anderen wiederum gleichgenummerten Linksspins
gelangen (1 2 3 4 und 2 3 4 1 sind z.B. dquivalent).

Die Wahrscheinlichkeit, dass m Linksspins nach 7 Verschiebungen
jedes einzelnen bis auf eine Permutation die alten Stellen wieder
erreicht haben, ist daher im Mittel (d.h. gemittelt iiber alle ¢-
Zustande) gegeben durch

m!
{

Vitr= |20 W= an L (48)

ok k=1 py | k7%

wo die Summation sich auf alle p,-Kombinationen bezieht, die (44)
geniigen.
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Wir befreien uns von der Bedingung (44) indem wir unter
Einfiihrung einer Variabele 5 schreiben:

Vol e 5 NOPn

—0 m! k=1 pp=0 pk[kpk

L. § —exp3 ’”) f(ﬂ);

=Lexp 3 kZ‘ 1 &
wo die analytische Funktion f(7), definiert ist durch

fln)= S,:l;‘z g SeklifEraeaiion Jiee

Mittels einer komplexen Integration iiber eine Kontur, die den
Punkt = 0 umschliesst, den singuléren Punkt » = 1 aber freilasst,
kann man daher schreiben:

e [V

2ni gL ’ , (48)

= (—E)N” exp Ng (2;1)_% f()—uplogn ; %

wo die kleine Zahl y durch
m=Nu
definiert ist. Rechnet man nicht mit dem einfach kubischen, sondern

Wik =
. . (46)

277\~
mit einem allgemeineren Gitter, so ist der Faktor (%t) einfach

s

2nt
durch c( 3 zu ersetzen, wo ¢ der auf S. 8 erwdhnte nume-

rische Faktor ist.

Unsere statistische Rechnung verlangt nur Kenntnis des Limes-
wertes von log V_ (7)/N fiir N - «. Anwendung der Sattelpunkt-
methode auf (48) fithrt daher sofort zum Ziel.

Es sind die folgenden zwei Fille zu unterscheiden:

¥y e
I. pue (2—21) <y II. pe— (%) > y?
r S

=3 k'h=261...
1

(49)



ZUR THEORIE DES FERROMAGNETISMUS. 19

Im Falle I besitzt der Ausdruck
2 =l .
(53] " ton—niog

ein Minimum bei einem 7-Wert #,, der kleiner als oder gleich 1 ist,
und der sich bestimmt aus

2n7\~h 4t
& 0
C( 3 f (770) Mo

SN2 —h ng
”—“(T) T ik
Der Integrationsweg ist durch diesen Punkt senkrecht zur reéllen

Achse zu legen, und fiir das Integral in (48) darf der entsprechende
Minimalwert des Integranden genommen werden:

Y nr\—
__'°91‘:,m()=u(log#—1)+c(23’) fno)—plogne . . . (51)

(50)

Im Falle II ist als Sattelpunkt immer der Wert 5y =1 zu wéhlen
und der Integrationsweg so zu legen, dass er an dieser Stelle einen
Riickkehrpunkt besitzt mit der Spitze gegen =0 gerichtet. Diese
Wahl gibt ein von Null verschiedenes Resultat fiir das Integral in
(48), weil f(#) sich in der N&he von n=1 wie

Fo)=8—y(1—n)+ 27 1 (%) (A= ..
a:lz°'k-%:1,ss.... o B w1, D)

benimmt *). Man bekommt so fiir log V_(7)/N noch immer den
Ausdruck (51); jetzt ist aber immer

B YRR MR 15 SRV SR

*) Dieses erkennt man z.B. mittels der Integraldarstellung:

e
fo)=+r-14) 1J - dx,

e"— Ul

wo das Integral den Grenzen der Verzweigungsschnittes | = 5 < -+ < ent-
lang zu erstrecken ist.
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zu setzen, und es gilt einfach:
log Vai@)is ¥ 2nv\" "
s 33 —u(logu—1)+c 3 & L s

Es besteht log V' (7)/N also aus zwei analytisch verschiedenen
2nr\'

Stiicken, die bei pc—! =y aneinander schliessen.

Fiir 99 ({ 1 reduziert (50) sich zu
2at\
p=c (T) or
und (51) wird zu:
log V., (7)

2 o 5 ~ 3y
N :#(109#—1)+#—#109/4<%) 2#1096( ;”) .

Diese Formel stimmt mit dem auf S. 8 benutzten Ausdruck iiberein.
Im folgenden werden wir aber sehen, dass es sich beim Problem
des Ferromagnetismus nicht um einen kleinen 7,-Wert, sondern
eben um den Wert 7, =1 handelt, und dass die Vernachlassigung
der ,Diffusion in Ringen" also nicht gestattet war.

2nr\"
3

zu sehr grossen Werten von [/, so wird man erwarten, dass (48) in

N =1 “ Npu
den Ausdruck 1 = (?> iibergeht, und also von [ unabhéngig

wird, denn nach sehr viel Verschiebungen wird die Wahrscheinlich-
keit, dass die alte Linksspinverteilung wieder erreicht wird, genau
so gross wie die Wahrscheinlichkeit fiir jede andere Linksspinver-
teilung, und die gesamte Anzahl der moglichen Verteilungen ist

Ist u viele Male grosser als , d.h. geht man bei festem m

N
eben g B Diese Erwartung wird z.B. bestatigt, indem man be-

merkt, dass in diesem Grenzfall praktisch nur die Diffusion in
einem m-Ring von Wichtigkeit ist. Fiir diese findet man aber aus
(45):

m! W (m) /

m!
m N~»*

I

Valr) =

Dieses Resultat ist auch sofort aus (54) ersichtlich.
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Wir greifen jetzt auf die Formeln des Paragraphen 3 zuriick. In
diesen ist der Ausdruck (22) fiir sg’ zu ersetzen durch:

sg)E(Z[m)‘ VEHE o e, A0 S (55)

wo V_ (7) mittels (51), (50), (53) zu bestimmen ist.
Es soll also jetzt das Maximum von (vgl. (23)):

Ani=( N )eN—2mp-1(7 ) by Vo)

bestimmt werden. Bei Vernachldssigung von Termen der Ord-
nungen vu2, lu und A2/y, die sich nachher alle als vernachlassigbar
klein herausstellen, und unter Beniitzung der schon frither einge-
fiihrten Bezeichnungen

LTI PO TR
R N ETN T .t
folgt hieraus:
log An(n)—nlog N 4.
N =K)=
2uve 2\
=vlog f+ilog =5— —2uv+c( =3 [ (o) — nlog g . (56

2wt

. =
mmw{wwwmgh{7jfmﬁm%

und zwar ist das Maximum dieses Ausdruckes in Bezug auf 7 und
2 ¥y

gemeint. Dabei ist 7, eine Funktion von uc—! ? , die im Falle I

durch (50) bestimmt ist, im Falle II aber einfach gleich 1 ist.

Die Bestimmung dieses Maximums ist etwas miihsam, weil die
Falle I und II besonders zu beriicksichtigen sind. Sie ergibt aber
eindeutig, dass, in genauer Uebereinstimmung mit der Formel

o 2_1”\‘]_” auf S 8!

=2
zu setzen ist, und dass

21\ "h
no=1, p=ctes 7

gilt.
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Einsetzen dieser Ausdriicke in (56) gibt:

K()=vlogf+c (4—;'—")—%1’(1) =vlogf+c (4’3”)_%6.

Vergleich mit S. 9 lernt, dass in den Formeln (24), (25) die
Konstante C durch C§ zu ersetzen ist, sodass z.B.: :

F=—f—C(+42*h+43"h+4... )T,

Im Ausdruck (26) fiir die Magnetisierung ist aber C durch Cy
zu ersetzen, und man gelangt eben zur Formel (27). Dazu liefert
(56) noch ein Glied, das sich wie T2 benimmt, und auf dessen
Ableitung wir bei anderer Gelegenheit zuriickkommen werden.
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