UBER DAS GLEICHGEWICHT DER LEBENDIGEN KRAFT
UNTER GASMOLEKULEN *})

1. UBER DIE UMKEHRUNG DER ZUSAMMENSTOSSE

§ 1. In den Betrachtungen des Herrn Boltzmann Uber das
Wérmegleichgewicht unter mehratomigen Gasmolekilen 2) wird
folgender Satz angewandt: Wenn durch einen Zusammenstoss
zwei Molekiile, welche die Bewegungszustdnde A und B besitzen,
die Bewegungen A' und B' annehmen, so kdnnen auch umgekehrt
durch einen Stoss zwei Thelichen von den Bewegungszustanden
A'und B’ zu A und B (bergehen.

Dieser Satz scheint mir nicht allgemein gutig zu sein. Zwar
kann die Bewegung eines Systems, zwischen dessen Thelle nur
von der Entfernung abhéngige Anziehungen oder Abstossungen
wirken, wenn sie in der einen Richtung méglich ist, auch in der
entgegengesetzten Richtung vor sich gehen; man hat sich nur zu
denken, dass pl6tzlich alle Geschwindigkeiten umgekehrt werden.
Demgemass kdnnen wir, wenn wir nach einem Stosse die Ge-
schwindigkeiten der Punkte zweier Molekile umkehren, diese
letzteren wieder gegen einander laufen lassen und einen ,,umge-
kehrten™ Stoss erhalten. Allein dabei nehmen die Molekile nicht
wieder die Bewegungszustande an, welche sie vor dem urspriing-
lichen Stosse besassen, sondern andere, welche sich von jenen
durch die entgegengesetzte Richtung aller Geschwindigkeiten
unterscheiden.

Um dieses kurz auszudriicken, will ich jeden Bewegungs-
zustand durch einen Buchstaben andeuten, und einen Zusammen-
stoss so bezeichnen, dass ich vor und hinter dem Zeichen -*a die

M Sitzungsber. der Kais. Akad. d. Wissensch. zu Wien, 2. abt. 95, 115, 1887. (1 Diese
Arbeit ist mit einigen Ab&nderungen erschienen in ,,Abhandlungen Uber theoreti-

sche Physik” von H. A. Lorentz. Seite 124. Teubner, Leipzig, 1907.

") Sitzungsber. der Kais. Akad. Wien. 58. 517, 1868; 66. 275, 1872, Abschnitt IV;
72, 427, 1875, § 2. !

*) Sitzungsber. der Kais. Akad. Wien. 95, 115, 1887.
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Symbole der Bewegungen schreibe, welche die Theilchen vor und
nach dem Stosse haben.
Ein wirklich stattfindender Stoss sei dann:

[A'B]. ©

Wenn man den Bewegungszustand, der aus A entsteht durch
Umkehrung aller Geschwindigkeiten, mit A (—) bezeichnet,
so wird das Symbol fur den Stoss, den man aus (1) erhalt, indem
man die Bewegungen riicklaufig macht

[A" (), B (D]1-[A().BOI @

In der Abhandlung Gber mehratomige Gasmolekiile ist indess
nicht von diesem Stosse die Rede, sondern von:

[A',B]-+[AIB]. )

Diesen Zusammenstoss werde ich im Folgenden das umge-
kehrte von (1) nennen.

§ 2. Um der Frage nach der Mdglichkeit der Stdsse (3) naher
zu treten 1), betrachte ich einen speciellen Fall. Ich setze ndm-
lich die Molekiile als glatte, starre, vollkommen elastische K&rper
von beliebiger Gestalt voraus. Ein solches Molekiil wird, so lange
es frei ist, neben der fortschreitenden Bewegung des Schwer-
punktes eine rotirende Bewegung um diesen Punkt besitzen,
welche ich kurz eine PoiNSOT’sche Bewegung nennen will. Beide
Bewegungen zusammen buden das, was ich die Bewegungsart des
Molekils nenne; dagegen beziehe ich das Wort Bewegungszu-
stand auf augenblickliche Zustande, so dass bei jeder Bewegungs-
art eine Reihe von Bewegungszustanden durchlaufen wird, wel-
che man auch als Phasen bezeichnen kann.

Wenn von der Lage eines Molekills die Rede ist, meine ich
damit die Weise, wie dasselbe gerichtet ist, abgesehen von dem
Orte des Schwerpunktes.

Die Bewegungsgrdssen der verschiedenen Thele eines oe
kils setze ich, indem ich sie nach dem Schwerpunkte verlege, zu
einer resultirenden Bewegungsgrésse und einem Moment z£sal*
men. Stoss (Momentankraft) nenne ich das Zeitintegral der r
welche ein Molekil wahrend der Begegnung mit einem zwei en

1) Mein College, Herr Kamertingh Onnes, machte mich zuerst auf diese Frage auf

merksam.
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erleidet; indem wir diesen Stoss auch nach dem Schwerpunkte
versetzen, erhalten wir ein Stosspaar mit einem bestimmten Mo-
mente, das wir auch kurz das Moment des Stosses nennen kénnen.
Natdrlich setzt sich der Stoss mit der resultirenden Bewegungs-
grosse, wie sie vor der Begegnung war, und ebenso das Moment
des Stosses mit dem Momente der Bewegungsgrdssen zusammen.

Die PoiNSOT'sche Bewegung eines Molekiils ist durch das Mo-
ment der Bewegungsgréssen und die Kinetische Energie der Ro-
tation bestimmt)).

Der Effect eines Zusammenstosses lasst sich in der Weise be-
stimmen, dass man zunéchst die Intensitat des Stosses als Un-
bekannte einfiihrt, mittelst derselben die neuen Bewegungs-
zustéande berechnet und nachtréglich die Unbekannte bestimmt
aus der Bedingung, dass die gesammte kinetische Energie der
beiden Molekiile durch die Wechselwirkung nicht geédndert wird.

§ 3. Die Frage, ob der umgekehrte Stoss (3) moglich ist, kann
man sich stellen, sowohl wenn man unter A, B, A', B' Bewegungs-
zustande, als wenn man darunter Bewegungsarten versteht. Ich
wahle die letztere Auffassung; erscheint dabei der Stoss unmdg-
lich, so ist er es ebenso, wenn man mit A u.s.w. Bewegungszu-
stdnde meint.

Es moge dann ein Molekil durch einen Stoss von der Bewe-
gungsart A zu der Bewegungsart A' Ubergehen. In dem Mo-
mente, in welchem der Stoss stattfindet, habe dasselbe die in
Fig. ! durch den Durchschnitt P mit der Ebene QZZ' angedeutete

Q sei der getroffene Punkt der Oberflache des Theilchens,

V die Beriihrungsebene in Q, Z der Schwerpunkt, Z' dessen Pro-
jection auf V, F der Stoss, der natiirlich normal zu V ist, mithin
F x QZ das Moment desselben. Wenn es néthig ist, unterscheide
ich die beiden Punkte, den einen auf der Oberflache des Molekilils,
den anderen in der Ebene V, welche in Fig. ! zusammenfallen,
Qm un(l Qv Die Gerade ZZ' wird auch LL genannt werden.

Wir fragen nun, ob es moglich ist, dass das Molekul, wenn es
die neue Bewegungsart A' hat, durch einen Stoss zu der urspring-
lichen Bewegungsart zuriickkehrt. Soll das der Fall sein, so mis-
sen durch diesen Stoss die resultirende Bewegungsgrosse, das

J) Ist namlich E diese Energie, K das Moment der Bewegungsgrdssen, so bestimmt
der Ausdruck -y/2E/K die Entfernung vom Schwerpunkte fiir die Ebene, welche fort-
wahrend durch das Centralellipsoid beriihrt wird.
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Moment der Bewegungsgrdssen und die kinetische Energie gerade
die entgegengesetzten Verdnderungen erleiden, wie durch den
Stoss F. Wir wollen uns mit der Energie vorlaufig nicht beschéf-
tigen. Damit fur die beiden anderen Gréssen die Anderungen ent-
gegengesetzt werden wie in Fig. 1, muss zunéchst bei dem umge-
kehrten VVorgéange der Stoss wieder den Werth F haben, aber ent-
gegengesetzt gerichtet sein, wie in jener Figur. Wenn wir an dem
Punkt der Oberflache, der von dem Stosse — F getroffen wird,
eine Tangentialebene legen, so muss diese die Richtung von V ha-
ben; wir kénnen sogar, da ein Molekil von bestimmtem Bewe-
gungszustande den Stoss —F empfangen kann, wahrend sich
sein Schwerpunkt an jedem beliebigen Orte befindet, annehmen,
dass das Thetchen im Momente des Stosses — F die Ebene V
wieder in dem Punkte Qv bertihrt. Nur muss dann das Molekil an
der anderen (negativen) Seite von V liegen als in Fig. | und soll
nun noch das Moment des Stosses dem Momente in dieser Figur
gleich und entgegengesetzt sein, so muss der Schwerpunkt (Fig.
2) wieder in der némlichen Geraden LL liegen, wie in Fig. 1.

§ 4. Nicht in jeder Lage kann das Molekil die Ebene V an der
negativen Seite in Qv bertihren, so dass gleichzeitig der Schwer-
punkt in LL fallt. Denn der Punkt seiner Oberflache, welcher

Beriuhrungspunkt werden soll, muss der Bedingung genlgen,
dass die Normale in demselben einen bestimmten Abstand

(= QvZ) zu Z hat. Alle Punkte der Oberflache, welche diese
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Eigenschaft besitzen, liegen in einer Curve (oder in einem System
zweier oder mehrerer Curven). Jeden Punkt davon kann man
zum Berihrungspunkt machen; hat man aber einen bestimmten
Punkt gewdhlt, so kann das Molekil nur noch in einer Weise in
die Lage der Fig. 2 gebracht werden. In dem man nach und
nach jeden Punkt der Curve zum Bertihrungspunkt mit V macht,
erhalt man eine ganze Reihe von Lagen, in welchen der Stoss
— Fin der erforderlichen Weise geschehen kann. L&sst man das
Theilchen, wahrend man den Schwerpunkt festhalt, alle diese
Lagen durchlaufen, so wird irgend eine im Molekil durch Z ge-
zogene Gerade, etwa eine der Tragheitsaxen, eine Kegelflache
beschreiben, welche zur Versinnlichung der Reihenfolge der er-
wéhnten Lagen dienen kann. Man muss sich dabei erinnern, dass,
sobald die eine Trégheitsaxe mit einer bestimmten Linie der
Kegelflache zusammenféllt, auch die anderen Axen ganz be-
stimmte Richtungen haben mussen. Wenn zwei oder mehr Cur-
ven der genannten Art auf der Oberflache des Molekiils gezogen
werden kénnen, besteht auch der Kegel aus mehreren Theilen.

Zu den fur den Stoss — F geeigneten Lagen gehdrt in der Re-
gel die Lage P nicht; denn wenn man in Fig. ! das Molekul in der
Richtung von LL nach der negativen Seite von V verschiebt,
wird, besondere Gestalten der Oberfliche ausgenommen, Qv
nicht mehr Berihrungspunkt werden kénnen.

Wohl gehdrt zu den geeigneten Lagen eine andere, welche man
aus P erhélt, wenn man dem Molekil um die Axe QZ' eine Dre-
hung von 180° gibt. Diese neue Lage ist in Fig. 2 gezeichnet und
wird mit P* angedeutet werden.

Welche die Ubrigen fiir den Stoss geeigneten Lagen sind, das
hangt ganz von der Gestalt der Oberflache des Molekiils ab.

85. Bei der PoiNSOT'schen Bewegung A, welche das Theil-
chen vor dem Stosse F ausfuhrt, durchlief es eine bestimmte
Reihe von Lagen; ebenso bei der Bewegung A'. Soll nun das
Molekul durch den Stoss — F von der Bewegungsart A' zu A
zurtickkehren, so muss dieser Stoss bei einer Lage geschehen, wel-
che die beiden Bewegungen mit einander gemein haben; ausser-
dem muss diese Lage zu den oben betrachteten flr den Stoss ge-
eigneten gehodren. Wird diesen verschiedenen Bedingungen ge-
nigt, so lasst sich zeigen, dass der Stoss nicht nur die resultirende
Bewegungsgrosse und das Moment der Bewegungsgrossen in der
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erforderlichen Weise veréndert, sondern auch die kinetische Ener-
gie 1), dass er also wirklich die Bewegungsart A wiederherstellt.

Die Lage P gehdrt den beiden PoiNSOT'schen Bewegungen
A und A' gleichzeitig an, aber sie ist, wie wir sahen, fir den Stoss
nicht geeignet; die Lage P' anderseits ist daswohl, aber sie kommt
in der Regel weder bei A noch bei A' vor. Denn, wenn man bei
einer PoiNSOT’schen Bewegung den Koérper von einer der wirk-
lich vorkommenden Lagen aus um 180° um eine beliebige Axe
dreht, erhdlt man eine Lage, welche der Kdrper bei der Poinsot-
schen Bewegung nie erreicht haben wirde 2). Die Richtung QZ’
(Fig. 1) ist aber, der Bewegungsart A gegeniber, wirklich eine
beliebige Axe.

Ich will jetzt zeigen, dass auch keine andere Lage als P und
P' den gestellten Bedingungen genugen kann. Dieser Beweis
lasst sich am einfachsten fihren, wenn die Bewegungen A und A’
derart sind, dass das Molekil nach bestimmten Zeitintervallen
immer wieder zu den namlichen Lagen zuriickkehrt. Man be-
trachte dann eine der Tragheitsaxen a des Molekils. Dieselbe
beschreibt bei A und A' jedesmal einen geschlossenen Kegel;
eine solche Flache beschreibt sie auch, wenn man dem Thelichen
successive alle fur den Stoss geeigneten Lagen gibt. Drei Kegel
haben aber im Allgemeinen keine beschreibende Linie mit ein-
ander gemein; ein specieller Zusammenhang zwischen den Fl&-
chen ist aber im vorliegenden Falle dadurch ausgeschlossen, dass
der Kegel der geeigneten Lagen durch die Gestalt der Oberflache
des Molekiils bedingt wird, wahrend die beiden anderen Kegel da-
von unabhéngig sind 3).

1) Wie wir § 2 bemerkten, ist eine PoiNSOT’sche Bewegung bestimmt durch das
Moment der Bewegungsgrossen und die Kinetische Energie. Die erstere Grdsse genuigt
aber zur Bestimmung der Bewegung, wenn auch eine der Lagen gegeben ist. Denn die
Richtung des Momentes der Bewegungsgrdssen gibt uns die Richtung der Ebene,
welche das Tragheitsellipsoid fortwahrend beriihren muss, und, da wir eine Lage
dieses Ellipsoides kennen, ist nur eine Entfernung jener Ebene vom Mittelpunkte
moglich. Fir die gegebene Lage kennt man dann auch die Rotationsaxe; die Winkel
geschwindigkeit aber lasst sich aus dem Momente der Bewegungsgrossen ableiten.

Aus dem hier Gesagten geht hervor, dass, wenn ein Molekil in einer Lage, welche
zu der PoiNSOT'schen Bewegung A gehort, ein Moment der Bewegungsgrossen erhalt,
wie es bei dieser Bewegung vorkommt, es letztere nothwendig annehmen muss.

a) Diese Lage kénnte nur erreicht werden, wenn die Achse QZ' senkrecht stehen
wirde zu der bei der Bewegung vom Tréagheitsellipsoid fortwéhrend berthrten

Ebene. (Bemerkun%_des Herausgebers%. ) i . i
a) Man beachte hierbei, dass die Stoffverteilung im Inneren des Molekiils keines-

wegs homogen zu sein braucht; das Tragheitsellipsoid kann also bei einer gegebenen
Oberflache noch jede Gestalt und Lage haben.
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Und nun haben wir nur noch auf die eine Tragheitsaxe a un-
sere Aufmerksamkeit gerichtet. Betrachtet man auch die beiden
anderen Axen R undy, so kann man behaupten, dass sogar, ganz
abgesehen von der Bewegungsart A', keine einzige Lage, welche
bei der Bewegung A vorkommt, fiir den Stoss geeignet sein kann.
Die Kegelflache, welche die Axe a bei der Bewegung A beschreibt,
wird den Kegel, welcher die flr den Stoss geeigneten Lagen vor-
stellt, in bestimmten beschreibenden Linien schneiden. Gibt man
aber der Axe a die Richtung einer dieser Linien L, so muss die
Axe B, wenn man eine fiir den Stoss geeignete Lage erhalten soll,
eine Richtung haben, welche abweicht von derjenigen, welche
sie annimmt, wenn a bei der PoiNSOT'schen Bewegung mit L zu-
sammenfalit.

§ 6. Complicirter verhélt sich die Sache, wenn die Poinsot'-
schen Bewegungen nicht periodisch sind. Die Axe a beschreibt
dann bei jeder derselben nicht eine geschlossene Kegelflache,
sondern sie durchlauft einen Kegelraum (etwa den Raum zwi-
schen zwei Kegeln), innerhalb dessen sie jede Richtung erreichen
kann, wenn nur die Bewegung wahrend hinreichend langer Zeit
fortgesetzt wird. Die beiden zu den Bewegungen A und A' ge-
horigen Kegelrdaume kénnen nun einen gewissen Raum mit ein-
ander gemein haben, welcher alle Richtungen der Axe a ent-
hélt, welche sowohl bei A als bei A" Vorkommen kénnen. Wahit
man fir a eine beliebige Richtung in diesem Raume, so werden
die Richtungen von R, welche bei den Bewegungen A und A’
Vorkommen, nicht zusammenfallen; da aber dieses Zusammen-
fallen nur eine weitere Bedingung liefert, kann es innerhalb des
letzterwdhnten Kegelraumes eine Kegelflache (eigentlich ein
Stiick einer solchen Flache) geben, welche die Richtungen von a
enthélt, bei welchen jenes Zusammenfallen stattfinden kann.
Diese Kegelflache kann nun schliesslich durch den Kegel, der die
fur den Stoss geeigneten Lagen vorstellt, in einzelnen bestimm-
ten beschreibenden Linien geschnitten werden, aber wenn man a
in die Richtung einer dieser letzteren legt, und R in die Richtung,
welche bei den Bewegungen A und A' vorkommt, wird R nicht
so orientirt sein, wie das in einer flr den Stoss geeigneten Lage
der Fall sein muss.

§ 7. Zur weiteren Erléauterung wéhle ich den Fall, dass die Be-
wegungsart A der Ruhezustand ist (auch was die progressive Be-
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wegung betrifft). Durch den Stoss F wird dann das Theilchen
in fortschreitende Bewegung und in Rotation gesetzt und die
Frage nach der Mdglichkeit der umgekehrten Zusammenstdsse
geht darauf hinaus, ob es mdglich ist, das Molekil durch einen
neuen Stoss wieder plotzlich zur Ruhe zu bringen.

In Betreff der Bedingungen, welchen dieser Stoss — F zu ge-
nugen hat, gilt dann wieder das friher Gesagte; auch jetzt kann
man wieder die Reihenfolge der fiir den Stoss geeigneten Lagen
aufsuchen. Da die Lage P, bei welcher das Theilchen den Stoss F
erhielt, nicht zu dieser Reihe gehdrt, ist es unmdglich, dasselbe
wieder in der urspriinglichen Lage zur Ruhe zu bringen. Wir kdn-
nen es aber als gleichgiltig betrachten, in welcher Lage letzteres
geschieht, und dann genigt es, wenn nur eine der fiir den Stoss
geeigneten Lagen bei der Bewegung A" vorkommt.

Das ist nun, wie schon gezeigt wurde, im Allgemeinen unmaog-
lich, wenn diese Bewegung eine periodische ist. Ist sie das nicht,
so kann die Sache mdglich sein, aber braucht es nicht immer zu
sein. Bei der PoiNSOT’schen Bewegung kann dann namlich die
eine Tragheitsaxe a alle Richtungen innerhalb eines bestimmten
Kegelraumes erhalten, und in diesem Raume wird ein Stick der
Kegelflache liegen, welche die fiir den Stoss geeigneten Richtun-
gen von a reprasentirt. Figt man nun noch die Bedingung hinzu,
welche aus der Betrachtung der Axe R hervorgeht, so sieht man
ein, dass in einigen Féllen in dem erwahnten Thetie der Kegel-
flache eine oder mehrere beschreibende Linien allen Bedingungen
geniigen kdnnen, dass aber ebenso gut Féalle denkbar sind, in
welchen jener Thel keine einzige derartige Linie enthalt.

Speziell kénnen wir die Frage verneinen, ob die Lage, welche
ich friher P' genannt habe, bei der PoiNSOT'schen Bewegung A
vorkommt. Nach dem Stosse F (Fig. 1) wird, da das Molekul vor-
her in Ruhe war, die Axe des Momentes seiner Bewegungsgrossen
senkrecht zur Ebene QZZ' gerichtet sein. Es sei R diese Axe, in
einer bestimmten Richtung, etwa in der Figur nach vom, genom-
men; sie ist als die Axe des Kegels zu betrachten, dessen Grundli-
nie Poinsot die Herpolodie nennt. Eine der Tréagheitsaxen des
Molekals, etwa die friiher mit a bezeichnete, ist die Axe des Kegels
welcher Uber jenen ersten rollt. . . ]

Es sind nun Bewegungen mdglich, bei welchen eine der bei en
Richtungen langs dieser Axe (ich will sagen die positive) fortw"

T 6
Lorentz VI
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rend einen spitzen Winkel mit R bildet. Dreht man dann aus
einer der dabei vorkommenden Lagen das Molekil um 180° um
eine Axe, welche mit QZ' (Fig. 1) parallel ist, und also senkrecht
zur Richtung R steht, so wird die positive Richtung von a einen
stumpfen Winkel mit R buden; die neue Lage kann also bei der
Poinsot sehen Bewegung nicht Vorkommen.

§ 8. Beispielsweise betrachte ich den Fall eines Theilchens,
das vor dem Stosse in Ruhe ist, noch unter speziellen Voraus-
setzungen. Ich wéhle in Fig. 3 zur Ebene der Zeichnung die Ebene
welche (Fig. 1) durch F und Z gelegt wird; dieselbe schneide die
Oberfléche des Molekils in der Curve S. Das Molekul sei, was sein

Gestalt betrifft, nicht symmetrisch in Be-

zug auf diese Ebene, wohl aber was die

Tragheitsmomente betrifft. Es sei mithin

die durch Z senkrecht zur Ebene der Zeich-

nung gezogene Gerade eine Hauptaxe.

Durch den Stoss F entsteht dann einfach

eine Rotation um diese Axe (welche wir

) als stabii voraussetzen). Dabei kénnen nun

Fig. 3. keine anderen Punkte der Oberflache mit

einer Vparallelen Ebene in Beriihrung kommen, keine anderen also
denStoss Fempfangenals die Punkte, in welchen das Thelichen
von einer senkrecht zur Ebene der Zeichnung stehenden Cylin-
e lache berthrt wird. Da die Oberflache nicht symmetrisch in
ezug auf jene Ebene ist, wird der geometrische Ort der erwahn-
ten Beriihrungspunkte nicht mit S zusammenfallen, sondern er
wir im Allgemeinen thelweise Uber, thelweise unter dieser
urve liegendes kann der Fall Vorkommen, dass er mit 5 ausser
p nock e'nen einzigen Punkt Q' gemein hat. Kein anderer

u tals Qund Q kann als Beriihrungspunkt beim Stosse — F

enen,"da bei jedem anderen das Moment des Stosses nicht in der

..ne ) "er Zeichnung fiele. Q aber ist desshalb nicht geeignet,
wel ein dort angebrachter Stoss immer die Rotation, welche von

ervorgebracht wurde, beschleunigen wird, und der Punkt Q'
wird, sogar wenn er (wie in der Figur) in letzterer Hinsicht eine
geeignete Lage hat, nicht der Bedingung geniigen, dass die Nor-
male dort ebenso weit von Z entfernt ist als in Q.

gefasst wordtn™ des Stosses h>er geometrisch als Flache mit Umlaufsinn
gefasst worden und nicht als polarer Vektor. (Bemerkung des Herausgebers).
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§9. Wenn nach diesen Betrachtungen die Unmdglichkeit der
»umgekehrten” Zusammenstdsse bei der angenommenen Be-
schaffenheit der Molekiile nachgewiesen ist, wird man diese Stosse
auch bei anderen Voraussetzungen tber die Natur der Molekile
(wenn man letztere z.B. als Systeme sich anziehender Punkte auf-
fasst) wohl nicht ohne Weiteres den Betrachtungen zu Grunde
legen dirfen.

Eine Frage, welche mit der nach den umgekehrten Zusam-
menstdssen zusammenhangt, ist die, ob in einer Gasmasse eine
gewisse Bewegungsart der Theilchen, und eine andere, welche
sich davon nur durch die entgegengesetzten Geschwindigkeiten
unterscheidet, bei welcher also die ndmlichen Lagen und Con-
figurationen in umgekehrter Folge durchlaufen werden, in glei-
chem Masse auftreten, das heisst also, in der Bezeichnungsweise
des § 1, ob die Bewegungsart A (—) ebenso oft vorkommt als die
Bewegungsart A.

Wenn ruhende Molekiile durch einen Stoss ebenso gut die Be-
wegung A (—) als die Bewegung A erhalten kdnnten, wenn weiter
ebenso gut Zusammenstésse der Art:

wie solche der Art
[A.B]-+ [A', B]

stattfanden, so hatte man Grund, diese Frage bejahend zu beant-
worten.

Zunachst aber ist es nicht wahr (wenigstens bei der im Vor-
hergehenden vorausgesetzten Beschaffenheit der Molekiile), dass
die beiden genannten Arten von Stossen gleich mdglich sind.

Denn wenn die Stdsse:
[A,B]-> [A\B]
Vorkommen, bestehen auch die Stdsse:
[4'(—), £()] » m-)>S(-)].
aber dann sind in der Regel, wie wir sahen, die Stdsse:
[*G).B()1™ [MG)»M()]

unmaglich.
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Zweitens kann man auch nicht behaupten, dass ruhende Mole-
kile durch einen Stoss ebenso gut die eine als die andere der Be-
wegungsarten A und A(—) erhalten kénnen. Wenn namlich ein
Molekdl in einer gewissen Lage durch einen Stoss aus dem Ruhe-
zustand in die Bewegung A(—) versetzt wird, so wirde es, wenn
es zuerst die Bewegung A hatte, und dann in der ndmlichen Lage
den gleichen Stoss erhielte, zur Ruhe gebracht werden. Die soeben
ausgesprochene Behauptung ist aber gleichbedeutend mit der oben
als unrichtig hingestellten Aussage, dass ein Theilchen ebenso gut
die Bewegung A durch einen Stoss verlieren, als gewinnen kann.

§ 10. FUr die Annahme, dass die Bewegungsarten oder die Be-
wegungszustande A und A{—) in gleicher Haufigkeit unter den
Molekiilen eines Gases angetroffen werden, scheint mir nach die-
sen Betrachtungen kein hinreichender Grund zu bestehen. Man
kdnnte noch meinen, einen solchen Grund durch Erwagungen
Uber die Gleichheit der Eigenschaften eines Gases in verschiede-
nen Richtungen und dergleichen gewinnen zu kénnen. Allerdings
wird man zugeben, dass, wenn zwei Bewegungsarten betrachtet
werden, bei welchen gleiche Geschwindigkeiten des Schwer-
punktes in verschiedenen Richtungen Vorkommen, und bei wel-
chen die inneren Bewegungen in Bezug auf diese Richtungen die
namlichen sind, ebenso viele Molekiile die eine als die andere Be-
wegungsart zeigen werden. Ebenso dass Bewegungsarten, deren
eine als das Spiegelbild der andern in Bezug auf eine feste Ebene
betrachtet werden kann, in gleicher Haufigkeit Vorkommen. Dass
a r hieraus keineswegs auf das in gleichem Masse Vorkommen
. er Bewegungszustdnde A und A[—) geschlossen werden darf,
ist dcht zu zeigen. Man kann sich vorstellen, dass an jedem
Molekil zwei Endpunkte zu unterscheiden sind, welche durch

ese oder jene Eigentiimlichkeit von einander verschieden sind,
un welche ich als die Pole P und Q bezeichnen will. Es ist nun ein
ewegungszustand A denkbar, bei welchem immer in Bezug auf
die fortschreitende Bewegung der Pol P nach vom gerichtet ist,
un wo ei dennoch den oben ausgesprochenen allgemeinen Be-
ingungen genigt wird. Bei dem entgegengesetzten Bewegungs-
zus an e M( ) wirde aber der Pol Q vorwarts gerichtet sein.
le U er das Auftreten der Bewegungsarten A und A(—) ge-
mac en emerkungen scheinen mir desshalb nicht ohne Inter-
esse, weil sich zeigen lasst, dass die Annahme, dass entgegenge-



KRAFT UNTER GASMOLEKULEN 85

setzte Bewegungszustande in gleichem Masse vertreten sind, ge-
nigt, um den Schliissen des Herrn Boltzmann Uber die Bewegun-
gen mehratomiger Molekile wieder Geltung zu verschaffen. Be-
vor ich aber diesen Beweis mitthelie, mdge eine einleitende Be-
trachtung Uber einatomige Gasmolekile hier Platz finden. Die-
selben betrachte ich der Einfachheit wegen als elastische Kugeln;
es konnen dieselben aber auch materielle Punkte sein, welche
sich, wenn sie einander sehr nahe kommen, mit von der Entfer-
nung abhéngigen Kraften anziehen oder abstossen.

Il. VEREINFACHTER BEWEIS DES SATZES, DASS BEI EINATOMIGEN
GASEN DIE DURCH DAS MAXWELL'SCHE GESETZ BESTIMMTE
GESCHWINDIGKEITSVERTHEILUNG DIE EINZIG MOGLICHE IST

811. Es seien £, y, K die Geschwindigkeitscomponenten eines
Molekuls, und es sei zur Zeit t

Ft 1,7, 0 =<

die Anzahl der Molekiile in der VVolumeneinheit, fir welche die
Geschwindigkeiten zwischen

fund £ + yyund rj + dt\, £ und £ + dX, @

liegen. Die Bewegungsart dieser Theilchen heisse A.

Von den Zusammenstdssen, welche diese Molekiile erleiden,
betrachten wir eine bestimmte Gruppe, jene Stésse ndmlich, bei
welchen die Summen der gleichgerichteten Geschwindigkeits-
componenten der beiden Molekiile zwischen x und % + dx, y und
y + dy, zund z + dz liegen, wéhrend die Richtung der gemein-
schaftlichen Normale innerhalb eines unendlich schmalen Kegels
von bestimmter Richtung im Raume und mit der Offnung dm
liegt. Die Anzahl dieser Zusammenstdsse ist in der VVolumenein-
heit und wahrend der Zeit 8t
dn=a?F(£, yj,QF(x—%,y—r\,z—"?) 7 cos&dxdydzdmd%it\dXiM. (5)

Dabei bedeutet a den Durchmesser der Molekiile, V die relative
Geschwindigkeit, 4 der spitze Winkel, welchen dieselbe mit der
gemeinschaftlichen Normale im Momente des Zusammenstosses
bildet.

Das Fortschreiten mit den Geschwindigkeiten x 2,y  *¢
z— X will ich die Bewegungsart B nennen.
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Durch den Stoss entstehen neue Bewegungsarten A' und B';
wenn bei A' die Geschwindigkeiten ', sind, so sind sie bei
B': x y—y), z—

Bei Molekilen von der angenommenen Beschaffenheit sind

nun auch die umgekehrten Stosse:
[A\B] [AB]

moglich. Die Anzahl derselben, oder, genauer gesagt, der Stdsse,
bei welchen eines der Theilchen nach dem Stdsse Geschwindig-
keiten zwischen den Grenzen (4) besitzt, wahrend die Summen
der Geschwindigkeitscomponenten der beiden Theilchen und die
Richtung der gemeinschaftlichen Normale wieder den angege-

benen Bedingungen gentgen, ist
dn' =a*R(S, 7),K)Fx — y—Vj,*—2)

V cos Mdxdydzd(iid dr\d*tx).  (6)
J) Auf Seite 134 der ,,Abhandlungen” findet man bei dieser Formel die folgende
erklarende Bemerkung:

Nachdem wir in (5) die Anzahl der Zusammenstdsse [AB] —> [A'B'] gefunden ha-

Jpentéi. *°@““en™__uns Frage stellen, was bei denselben aus der Geschwindigkeit

dabei kdnnen wir den Gréssen *, y, z ganz bestimmte Werte zuschreiben

— ., rigemN 1SN ?ftliChen Normale eine bestimmte Richtung, die mit den Koordi-

dann nachdem ** A bilden Die Geschwindigkeitskomponenten sind
Y ="+C00Sa —2f)cosa+ (y—2yj) cos B + (z— 2if) cos y}, u.s.w.

in 1SSt eliie einfache geometrische Deutung zu. Wenn man néamlich
Pund P'v. +7Ur> j6 Wr das Geschwindigkeitsdiagram nennen kdnnen, zwei Punkte
v .. 68 d@ren Koordinaten in Bezug auf Achsen, die den in der Gasmasse
Soievelhiid*rf3 C cn’ bezw-  y)>Z>sind, so ist der eine dieser Punkte das
(Ir I\ 6Sian eren ™ ®ezug anf eine Ebene E, die man durch den Punkt
rKohHind- len“~cCht Richtune  R.Y) legt. Ebenso wie dem Teilchen mit der
wollen or,tc ~ der Punkt P als ,,Geschwindigkeitspunkt™, wie wir sagen
und 1/pncht* so hat auch jedes andere Molekiil seinen Geschwindigkeitspunkt,
stattfind~ndllll c*”Gn> ™~ ™ ™ Anzéhl der unter den festgesetzten Bedingungen
nen GesrhwWr i?5§G’ /1, wllcben vor dem Zusammentreffen das eine Teilchen sei-
rallelpninpdo aVa . _Inneren eines unendlich kleinen rechtwinkligen Pa-
auch dadurch v? ~ at. Wir hatten nun die hervorgehobene Gruppe von Maolekilen
ienem Parallel char"k?ensieren konnen, dass die Geschwindigkeitspunkte, statt in
(ErZ) enthaH!leP1P!dTIn 6me““ beliebie gestalteten Volumenelement dx am Punkte
Da bei den 7Sm ware 2 dem Ausdrucke (5) dd-"dX, durch dx zu ersetzen.
Bezue auf die “>mme“s"bssen jeder Geschwindigkeitspunkt in sein Spiegelbild in
ubergeht, so werden die neuen Geschwindigkeitspunkte alle

in einem Flem “Na-*
die Ge”ehwinri®6-* ®6en> welches das Spiegelbild von dx ist. Umgekehrt werden
n SPUDkte Skh nach dem Stosse in dx befinden, wenn sie vorher in

dJla

iX'iue«efz® n 771" ™ S zuerMt*® * (§) 5, t], ?durch  r,',  und ix durch
. . . . .
IICE)PQI%”ael\P]_PA ?<§£ihlt.wirg. t so kanrgte %rp]nbflLétl'bde%s’ Element dx das rechtwink:
°Icbts gedndert zu werden braucht, und dass bei den jetzt betrach-

teten "téceo«008-
qg?ggygande A, sondern

auch da«; and mC das ene N°lekill zu dem. Bewe
A r—%ts = SS'B zu}ﬂcﬁge?ﬁtrt
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§ 12. Wenn 9 eine Grosse ist, welche von den Geschwindig-
keiten eines Molekils abhangt, also eine Function von 5, p 5
kann man in einem bestimmten Augenblicke fiir jedes Thelichen
den Werth von 9 nehmen, und tiber alle Thelichen der Volumen-
einheit summiren. Ich bezeichne das Resultat mit £9.

Man kann diese Berechnung ausfiihren vor und nach der Zeit
St und die Differenz der beiden Resultate biiden, also 8X9.

Dabei sind zwei Falle zu unterscheiden. Es ist mdglich, dass 9
zu allen Zeiten die namliche Function von 5, ?), £ ist; die Natur der
Function kann sich aber auch mit der Zeit andern, oder 9 kann
von £, y), £ und t abhéngen.

Im ersten Falle wird fur jedes Molekiil, das wéhrend der Zeit
8t seine Bewegung ungeandert behalten hat, auch 9 ungeéndert
bleiben und die Variation von £9 entsteht nur dadurch, dass
einige Thelichen durch Zusammenstdsse andere Geschwindig-
keiten erhalten haben, mithin auch ein anderes 9.

Andert sich die Gestalt der Function mit der Zeit, so wird auch
fur ein Molekil, das keinen Zusammenstoss erleidet, der Werth
von 9 zur Zeit t -j- 8/ von dem Werthe zur Zeit t verschieden.
Man kann dann setzen

8£9 = NEQ +

wo NE£9 von den Zusammenstossen, 8279 von der Gestaltsande-

rung der Function 9 herriihrt.
§ 13. Um ~£9 zu berechnen, betrachte man zunachst einen

der Zusammenstosse

Wir wollen zur Abkiirzung mit y1 und 92 die Werthe der Func-
tion fur die beiden Thelchen vor dem Zusammenstdsse, mit
9l und 92 die Werthe nach dem Zusammenstdsse bezeichnen.
Diese vier Zeichen stehen also an der SteUe von

9(5, V), Q, 9(*—5, y—* Q» (5» V» 5 )»*—E)e

Die beiden Molekiile liefern vor dem Stosse flr £9 den Bei-
trag 9% + 92, nach dem Stosse den Beitrag »™ + 92» es wird “™
durch einen Zusammenstoss £9 um:

9i + 92— 9i 92
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vermehrt, und durch die dn Zusammenstdésse um
(<Pi + 22 —9i “*- 72)dn.
Ebenso findet man, dass Ecp durch die Zusammenstosse

[A\
um:

(Pl + 92 — 9] — 22)~

zunimmt. Die beiden Gruppen von Stdssen liefern also zusammen
fr SjStp den Beitrag

fei + 22— 9i — 92) (dn — dn’),
oder, wenn man (5) und (6) beruicksichtigt,
°2(?i + 22 — 9i — 2 {F(I, 1), QF(x — 5,y —y), " — 7) —
—F®, 1), CYF(*—5¢4, y—1), *—£)}F c0s-9- dxdydzdud”d?l. (7)

Die Zusammenstdsse, welche wir jetzt berlicksichtigt haben,
sind diejenigen, welche der Gruppe von Theilchen, deren Ge-
schwindigkeiten zwischen den Grenzen (4) liegen, und welche ich
die Gruppe P nennen will, entweder ein Molekdl entziehen, oder
ein Molekdl zufiihren, und ausserdem unter den durch x, y, z und
durch die Kegelflache du néher vorgeschriebenen Bedingungen
stattfinden. In dem Ausdrucke (7) sind 5, yj, ?, *, y, zund die zwei

inkel, welche die Richtung der gemeinschaftlichen Normale
bestimmen, und deren Differentiale in du enthalten sind, als die
unabhéngigen Veranderlichen zu betrachten, #, V, %, 73, £' als die
abhéangigen Variabelen.

Wenn man nun den Ausdruck (7) zunéchst nach den beiden
genannten Winkeln integrirt Gber alle Werthe, welche sie bei

estimmten £, v;, £, X, y, Z haben kénnen, und wenn man dann
weiter, wahrend £, 7), £ constant gehalten werden, nach X, y, z
integnrt zwischen 00 und -foo, erhéalt man die Zunahme von

9 urch alle Stdsse ohne Einschrankung, wodurch die Molekil-
zahl der Gruppe P ab- oder zunimmt.

Um daraus die Anderung von durch alle Stdsse abzuleiten,

at man noch nach $, tj, £ zwischen —00 und +00 zu integriren.
ur ist dabei zu bemerken, dass jeder Zusammenstoss zwei

nippen von Thelchen ein Molekil entzieht und zwei anderen
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Gruppen ein Molekil zufihrt, so dass man bei dem angegebenen
Verfahren jeden Zusammenstoss viermal mitzahlt. Deutet man
alle angegebenen Operationen durch ein einziges Integralzeichen
an, so wird schliesslich

AScp = 1 a8t (<p' 4- 9'—<p—92)IF(5> t), tyF{x—5, y—t> 9—
—F(£', r\, X)) F(x——y—))", 2—£"} V cos &dxdydzdtodE,dr\d£. (8)

Was betrifft, bemerke man zunéachst, dass flr jedes
Thelichen, das keinen Zusammenstoss erleidet, die Grosse 9
wahrend der Zeit 8t um

zunimmt, wo, bei Ausfihrung der Differentiation nach t, die
Grossen £, yj, £ als constant zu betrachten sind. Die Gruppe von
Thetichen, deren Geschwindigkeiten zwischen den Grenzen (4)
liegen, liefert also fur 8279 den Beitrag

F&7 ©)

Zwar sollte man eigentlich

89

t
dt8

multipliciren mit der Anzahl derjenigen Theilichen in dieser
Gruppe, welche keinen Zusammenstoss erleiden; da aber die
Anzahl der Molekile, welche mit anderen in Collision gerathen
sind, von der Ordnung 8t ist, hat man im Ausdrucke (9) nur eine

Grésse von der Ordnung 8t2 fortgelassen.
Aus (9) erhdlt man 87, wenn man in Bezug auf 5, 7), X, zwi-

schen —00 und +00 integrirt; es ist also

SIStp = 8tF Ff?,1), Q -~ dUifc- (10)

Naturlich kann man schreiben
£<}>=/F(,r, Q9
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und ergibt sich hieraus
8s<p = 8/ J O('j—f 2 dy-t'dX, + 8t /C F}glf_ dy"dX,.
Aus den mitgetheilten Betrachtungen geht hervor, dass der

Werth des Gliedes
dF
/" odrandr

durch die Gleichung (8) gegeben wird.

§ 14. Wir konnen in Betreff der Function ¢ jede beliebige
Annahme machen, da tiber die Art und Weise, wie sievon £, 0, > t
abhangt, nichts vorausgesetzt wurde. Es wird sogar an unseren
Deductionen nichts geéndert, wenn die Function, welche tber
die verschiedenen Molekille summirt wird, zufallig zusammen-
hangt mit der Function, welche die Geschwindigkeitsvertheilung
vorstellt. Es ist demnach erlaubt zu setzen

9 =log FK, 7), ?).

Dadurch geht zunéchst die Gleichung (10) uber in
S2<?=8i[¥ 81°g F dld-ndX, = st F— A\ =st4- | Fd"dt,.
J ot J dt otj

Da aber
/ FA&flt

die Anzahl der Thelichen in der Volumeneinheit vorstellt, welche
Anzahl sich im Laufe der Zeit nicht &ndert, erhélt man
822cp = 0.
Die ganze Anderung von E<p wird demnach durch (8) gegeben,

und man hat folglich, wenn man zur Abkirzung

- 9. y_>]l Z_Qv F(Ilv Q1 F(X_Z|1 y_t\1 Z_C)
mit

Fli k2, Flt Fz
bezeichnet
& JFlog FdFR.rLX, =
. FijF;
= 1 028t/ log EE {FIF2—FJF2) V cos 8d%dydzd(*dgx\(£(.
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Sobald nicht FIF2 = F\F2 ist, hat der Ausdruck unter dem
Integralzeichen stets das negative Zeichen, und es kann demnach,
wenn wir mit einem willkirlichen Zustande des Gases anfangen,
die Grosse

E = j Flog Fdidrfll
nur abnehmen. Diese Abnahme wird fortdauem, bis ein stationa-

rer Zustand erreicht ist, in welchem E ein Minimum ist.
Es muss dann aber bei jedem Zusammenstoss

FIFt = F[F
sein, woraus in bekannter Weise das MAXWELL'sche Gesetz ab-
geleitet werden kann.

Il1l. BETRACHTUNG MEHRATOMIGER MOLEKULE UNTER EINER
HYPOTHESE

§ 15. Jedes der einander gleichen Gasmolekiile mége aus r Ato-
men bestehen und der Bewegungszustand desselben sei durch die

Grossen
SI, Vh, SI, 52>, « -Kr-V “1- ®1* »1- «e-+ -9r

bestimmt, welche die gleiche Bedeutung haben, wie m der Ab-
handlung des Herrn Bortzmann Uber das Wérmegleichgewicht

unter mehratomigen Gasmolekiilen 2).
Zur Zeit t mogen in der VVolumeneinheit

flt, | H —&—UV..wr)dl1l.. «dXyf !dux...dwr,
Theilchen Vorkommen, fiir welche die Variabelen zwischen den
Grenzen
?lund 5, + i0j,... und C-1 + d”™v «, und % + duv...
...wrund wr 4* dwr (11)
eingeschlossen sind; den Bewegungszustand dieser Molekiile will
ich mit a andeuten.

. . . . . des k-ten Atomsin Bezug
*) Hierbeibedeuten 7]k, dierelativen Koordinaten jis” Komnonenten der to-
auf den Schwerpunkt des Molekils; uk, vk, u>k bedeuten e P er to
talen Geschwindigkeit des k-ten Atoms.
(Bemerkung des Herausgebers).
a) Wiener Sitzungsber. 63, 397, 1871.
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Wie das durch die Aufnahme von t unter die unabhangigen
Variabelen ausgedriickt ist, braucht der Zustand, den wir be-
trachten, vorlaufig nicht station&r zu sein, wobei noch zu bemerken
ist, dass jetzt nicht nur durch die Zusammenstdsse, sondern auch
durch die inneren Bewegungen der Theilchen eine Anderung von
/ mit der Zeit eintreten kann. Bei jedem sich selbst berlassenen
Molekil &ndert sich ja fortwéhrend der Bewegungszustand.

Es sei weiter ¢ eine vorlaufig willkurliche Function von

.wr und t. Man kann dann wieder in jedem Augen-
blicke fur alle Theilchen der Volumeneinheit den Werth dieser
Function nehmen; £9 sei die Summe aller dieser Werthe. Wir
betrachten die Anderung <$£9, welche diese Grosse zwischen den
Augenblicken tundt + Sterleidet.

Es besteht nun wieder 8£9 aus zwei Theilen, beide, wie St, un-
endlich klein. Der erste, den ich mit ~*£9 bezeichne, riihrt davon
her, dass wahrend der Zeit St eine unendlich kleine Zahl von Mole-
kulen einen Zusammenstoss erleiden, und dadurch einen ganz
neuen Bewegungszustand, also auch einen neuen Werth von 9
erhalten. Die zweite Zunahme S2°9 hat zur Ursache die unendlich
kleine Anderung, welche fiir jedes der tibrigen Molekiile in dem
Werthe von 9 auftritt. Wahrend diese Anderung in dem vorher-
gehenden Abschnitte nur dadurch hervorgebracht wurde, dass
sich 9 bei constanten £, 7), £ mit der Zeit dnderte, wird sie jetzt
auch thetiweise verursacht durch die Anderungen, welchen in
einem frei fortfliegenden Molekil .. .r . .».unterworfen
smd.

§ 16. Berechnung von ~£9. Neben den Theilchen mit dem Be-

wegungszustande a betrachten wir eine zweite Gruppe, fur welche
die Variabelen zwischen den Grenzen

und und + d™_vu[undu[ + du',,...

.. Wr,und wr + dw'r (12)

Hegen; dieser Bewegungszustand mége a' heissen.

s kdénnen nun noch zwischen einem Molekil mit dem Zu-
s an e a und einem mit dem Zustande a! Zusammenstdsse unter
se verschiedenen Umstanden stattfinden. Wir wéhlen eine be-
s Immte Art von Stdssen aus, indem wir die Bedingung stellen,
dass zu Anfang der Wechselwirkung die parallel OX und QY lau-
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fenden Coordinaten des einen Schwerpunktes in Bezug auf den
anderen zwischen bestimmten Grenzen liegen.
Wir wollen, wie das auch Herr Boltzmann thut, die Gréssen

mit
Pv Pir—s, ft&r—2,+ + « PS—s
bezeichnen, wobei
& = 6r
ist, und ebenso an die Stelle von

uv VV...Wr, UV...Wr
schreiben
So*** 3> Qsr+1>Frt

Sind weiter die Coordinaten des Schwerpunktes desersten Mole-
kils x, y, z, jene des Schwerpunktes des zweiten Thelichens
X', y’, Z', so bezeichnen wir die relativen Coordinaten

* [—y»2'~12
mit
p8—5> P8—b Ps-3-
Die Anzahl nun der Stdsse, zu deren Anfang pa_5 und p”~-i zwi-
schen den Grenzen
PS-s und ps_5 + dpa_5, Ps—4 und p§_+ - dpa_4
liegen, ist von Herrn Boltzmann berechnet worden (a.a.0. S
410). Man kann flr dieselbe schreiben
dn = /gj,.. wHf[I{, ...w'r)[co]dpidp2... dpa__"dqi... dgfit. (13)
Ich habe hier mit [w] den absoluten Werth *) der Grosse an-
gedeutet, welche Herr Boltzmann cd nennt. Die letztere aber
wird definirt durch die Gleichung

Pi dF/dpl + p2 dF/dp2 4- +++pPa—3 dFRPs-3 (14)
3F/dp”

I) Diese Unterscheidung ist, wie mir scheint, nicht tberfliissig, weil oi nicht po-
sitiv zu sein braucht, dn aber jedenfalls eine positive Zahl ist.
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wenn:
p2..-Ps—3

die Function ist, welche Herr Boltzmann einfihrt um den Be-
ginn oder das Ende der Zusammenstésse zu charakterisiren,
und wenn:

PI> p2>¢ * * Ps—3
die Werthe sind, welche:

dpi  dp2 dps_3
dt di dt

zu Anfang des Stosses haben 1).

1) In den ,,Abhandlungen” befindet sich die folgende Ableitung der Formel (13):
Indem wir die Bewegungszustdnde zweier Molekile durch die Grossen pt.. ePs-t>
?i* « -gs und ihre gegenseitige Lage durch ps-6, ps-t, Ps-3 bestimmen, kénnen wir die
Anzahl der Molekilpaare in den Volumeneinheit, fur welche diese Bestimmungs-
stiicke zwischen den Grenzen
Pi~d pi + dply.............. , ps_s und ps-a + dpS-3
?iundgi + dqu.............. .gs undgs + dgs
eingeschlossen sind, mit

Ndpi-----dps—, dgx ... dgs ®)

bezeichnen, wo N ein Faktor ist, den wir alsbald néher betrachten werden.
Man kan nun aber auch statt der einen Variabelen ps~a die Grosse F(pi, pa, * * -ps-s)
einfuhren. Bei konstanten pu pt......... ps_t ist

und wir finden somit

NdPi dpt ... dps-tdardgt .... dgs 9" (b)

dF/dPs-s
fur die Anzahl der Molekulpaare, bei welchen in einem bestimmten Augenblick

i '’ ** 05 zwisclieu den angegebenen Grenzen liegen und zugleicherzeit
£ zwischen F und F + dF.

npM) 2 wAnNMren Kammern dienen dazu, den absoluten Wert der eingeschlosse-

nen Grosse anzudeuten.

am”Mifa’en,nUXI'7lI"er"7 ~6n bestimmten Wert F0 verstehen, welchen die Funktion

yeirhpn  ®meS Zu.la™menst°sses hat, und unter dF die mit dem negativen Vor-
g mmene Anderung, welche wahrend des Zeitelementes 8t stattfindet. Also:

= (dF ' dF dF
\W.9' + W, 91 + dps-s 8t
wodurch (b) in
Ndpi .... dps-i dqi-----dgs [<0] 8t ~

Ubergeht.

Es ist klar, dass bei allen Molekiilpaaren, fiir welche der Anfangswert von F zwi-
schen den Grenzen

F0 und F0
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§ 17. Nach dem Zusammenstosse liegen die den Bewegungs-
zustand bestimmenden Variabelen fir das erste Molekuil zwischen

Sjund Ej +dEv...Zr_xund Zr_x+ dZr_v Uxund Ul +dUL...
. Wrund Wr + dWr, (15)

fUr das zweite zwischen:
Ejund E'+"E;,.. .Zr_xundZ'r_x+dZ'r_x, U[und U[ +dU'v...
~WTVULE&W'r + dW',.  (16)
Wir wollen aber fur
Hj, Hx...Zr_x S
auch schreiben
PV PS... .P$r—s P*r-2' Ptr-V - Ps->

und fiir
U-i, Vv...Wr, Ui, V{,..W'r

Ql, Qi, - - Qzr> Qsr+1* 23r+2-- - "QS

liegt, die Funktion im Laufe der Zeit & den Wert F0 erreichen fn' u“d d s ™~

ARGl G Ot gesuote Anzahlider BLsaPmEnpsse o, ouwas
andern, und dass sie also beim Stossanfang nicht mehr genaui zwi Bedingung
benen Grenzen liegen, eben weil sie zu Anfang des Zeiteiemen es n
genilgten, kann unbertcksichtigt bleiben, da er in () nur eine n
Ordnung 8ta herbeifihren kann. A,,C/inirk fa)

Wir haben jetzt noch den Wert von N naher zu betrachten, . . Molekilen
zu berechnen. Zu diesem Zwecke fassen wir zunachst die erste  ™PP , . tzt ist
ins Auge, die Gruppe namlich, deren Bewegungszustand urc ( ) Re auf
die Anzahl dieser Teilchen pro Volumeneinheit nennen wir a. anderen
ein Molekil M, welches dieser Gruppe, angehort der Sc Werpu Grenzen
Teilchens eine solche Lage haben, dass * ‘chcn ™~

Ps—j und ps-> + dps-6, ps 4 und ps-< + dps-i, Ps-a und + Py

eingeschlossen sind, dann muss offenbar jener Schwerpunkt in einem mi
kil M festverbundenen Raum von der Grosse
dps-i dps-t dps-s .
hegen. Es gibt nun a derartige Raume in der Voiumenei®wt, und wenn “ be_
falls pro VVolumeneinheit genommene Anzahl der Teilche '
stimmten Gruppe fur einen Augenblick mit a' bezeichnen, er
aa' dps—t dps-i dps—s
fur die Anzahl der Molekilpaare, um die es sich handelt. Das ist der er
und man hat also: ,
Ndpx .... dps-tdgx .... dgs — «a:
Wenn man dies in (e) substituiert und fir a und a die Werte
a=/&, ...Wr)dpx.... dp,r-i dox da,
a' = /i3'If .... tv'r) dpif-s memm dps-i dg,r + §i---m**

einsetzt, ergibt sich der Ausdruck (13).
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Die Differenzen
X' - X! y' - y
werden zu Ende des Zusammenstosses zwischen den Grenzen
-P-5MdPg g+ dPg®, Pg 4UlldPg » £,,,,4

liegen, wahrend mit PB 3 der Endwerth von z'— z bezeichnet
werden mdge.

Man kann nun fir den Schluss des Zusammenstosses eine
Grosse D berechnen, welche der Grésse co analog ist, welche fir
den Anfang betrachtet wurde.

Sind ndmlich

R\> ~2>...R8—3
die zu Ende der Wechselwirkung bestehenden Werthe von

dPi dP? dPs—3
dt dt dt

und versteht man jetzt unter F die Function

F(PV P2.. .Ps_3),
S0 ist

n _ Ri WIdPx + Rz dF/dP2 + . .. Rs"3 dF/dP,_3
SFRP,A

Herr Boltzmann zeigt nun, dass immer
MdPi- -dPa-A dQi- + «dQ, = [co] dp,.. .dp8_4 dgx.. -dg8 (18)
ist.

Herr Boltzmann behauptet eigentlich, dass

O-dPj ... dQs = cadPy .... dgs (@
sei, welche Gleichung aber, wie mir scheint, so lauten muss
udPI ... dQs = — <*dpx ... dgs, ()

wenn man namlich, wie immer in dhnlichen Fallen, die Differentiale:
dPv ¢+ dgv dPx, ... dQs
positiv nimmt.
Ein Beispiel moge dies zunachst klar machen. Die Molekile seien
einzelne materielle Punkte, welche einander abstossen, sobald die Ent-
fernung r kleiner als eine gewisse Grosse wird. Man kann dann einfach:

F =r2=p*5 -f p*_4 f p"-3
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setzen, und es wird fur den Anfang des Zusammenstosses:
0= Ps—s(dx'/dt — dx/dt) + ps—4 (dy'/dt—dy/dt) + p5_z (dz'/dt—dzfdt)
Ps—3

oder, wenn man

Ps 5 =rcosa, ps_ A=rcosB, ps_z = rcosy (mitpositivemr)
setzt, und unter vn die in der Richtung von r genommene relative Ge-
schwindigkeit der Theilchen versteht,

Dabei ist vn positiv zu rechnen, wenn die Molekiile sich von einander

entfernen, also hier negativ.
Desgleichen hat man zu Ende des Zusammenstosses

Q= cos r
wo Vn und r analoge Bedeutungen haben wie vn und y.
Nehmen wir nun an, dass, sobald die Wechselwirkung angefangen
hat, eine sehr energische Abstossung eintritt, so gehen wir zu dem
Fall starrer elastischer Kugeln tber. Wir haben dann aber

r=y
und
Vn = —wn
mithin
= —(0.

Dass auch im Allgemeinen nicht (a), sondern (8) die wahre Gleichung
ist, sieht man ein, wenn man bei der Betrachtung eines Zusammen-
stosses sich von beiden Seiten der Stelle ndhert, wo F sein Maximum
oder Minimum hat. Es sei « die Zeit, wo letzteres geschieht, und es
seien + —8 und « - 8 zwei von dieser Zeit gleich weit entfernte
Augenblicke. Die Variabelen, welche zu Anfang des Zusammenstosses
zwischen .

Pi und pi -fdpj, ... ps_a und ps_4 + dps_4, gx und gr + dqgf, ...
... gsund gs -f dgs
eingeschlossen sind, werden zur Zeit « — 8 etwa zwischen
p\ und p\ + dp\, .11 ¢s undqg's + dgs,
und zur Zeit « + 8 zwischen
Pi und P\ + dP\, ...Q's und Q's + dQ's
liegen. Nennt man weiter fur die genannten Zeitpunkte co' und D die
Groéssen, welche mit co und £2 analog sind, so hat man nach der Beweis-
fuhrung des Herrn Boltzmann
(6dpi ... dgs = ca'dpi ... dgs
und: .
QdP{ ... dQs = WdP'i ... dQ's,
welche Gleichungen giltig bleiben, wie klein man auch die Zeit 8 wahle.
Lorentz VI 7
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Wir wollen nun den Zusammenhang zwischen
<a'dp\ ... dg'sund CI'dP\ ... dQ's

betrachten, indem wir 8 zur Null néhern lassen.

Da sich wahrend der unendlich kleinen Zeit 28 die Gréssen p nur
unendlich wenig &andern, kann man zunachst von der Anderung des
Nenners von

__ PiBF/p\ + ¢++ + Ps—s dF!dps_3
dF/6Ps—3

absehen. Der Zahler aber ist der Werth von dF/dt, und da nun F
zur Zeit t ein Minimum oder Maximum erreicht, wird dieser Diffe-
rentialquotient zu den Zeiten t —8 und t + 8 gleiche Werthe mit
entgegengesetzten Zeichen annehmen. Man hat demnach auch:

Q' = —co,
woraus hervorgeht, dass nur (8) die wahre Gleichung sein kann.
§ 18. Wenn wir die Bewegungszustdnde, welche die beiden

Theilchen nach dem betrachteten Zusammenstosse besitzen, mit
A und A' bezeichnen, kann der Stoss selbst durch das Symbol

o, ari-+[A,Arl
vorgestellt werden.

Umgekehrte Zusammenstosse nach dem Schema
[4, 41-* [« fI]
sind nun in der Regel unmdglich, wohl aber die Zusammenstosse
(1), 14 ()] [«(=), *'()]

welche wir die entgegengesetzten von

[a9a'\-+[A,A(]
nennen kdnnen.

Den Bewegungszustand A (—) haben die Theilchen, fur welche
die Variabelen zwischen

siund Ej + dSlt.. .Zr_xund Zr_x + dZr_x,...

— Uxund —(UL + dUJ... —Wrund —(Wr + dWr)

liegen, ebenso den Bewegungszustand A'(—) die Molekdle, fur
welche die Veranderlichen zwischen

EJund EJ + dEv.. .Z; 'und Zt_x + dZf_wv...
—U[und —(C7i + dUQ,. — W'rund —(W'r + dWi)
eingeschlossen sind.
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Es mussen weiter zu Anfang eines entgegengesetzten Zusam-
menstosses die Grossen %' — x und y' —y zwischen:

P8 5undPa 5+ dP8 5 P8 4undP8 4 + dP§

liegen, wéahrend der Werth von z' — z wieder Pa_3> oder unendiich

wenig davon verschieden ist. ) )
Die Anzahl der entgegengesetzten Zusammenstosse in der Zeit

8/ erhalt man nun aus (13) durch geeigente Anderung der Buch-
staben. Sie ist ndmlich

dN =f(SIf.. .Zr_It-Uwv.. -Wrn)/(Si,.. .Z'_v-Ui ..-W")
[Cl]dP1...dP8_AdQ1...dQ%t. (19)

Da aber zu Anfang der jetzt betrachteten Stdsse die Diffe-
rentialquotienten von Pv... P8 _3 nach der Zeit die Werthe

—R R. R

haben, so findet man, analog mit (14)

px aF/aPi + r2 dFRP2 + + - ap/a”-3
= ap/lapi T
wo P gleichbedeutend ist mit P in (17). Mithin ist
[DJ = [O]

und nach (18)
[DJ dPx...dP8_+ dQx...dQa = [co]#]!.. «dps—4 dgx.. .dg8.
Stellt man den gemeinschaftlichen Werth beider Grdssen durch
dA vor, so wird
dn =/(?1,.. .wr)/fo,.
NV = /(Ej,... — Wy/(3],... — WgiAS/.

§ 19. Bei jedem der  Zusammenstdsse hat nun die Grosse
9 fur die beiden Molekile vor der Wechselwirkung die Werthe

<p(l, 5i,.. .wr) und <p(t, ..K)>

nach der Wechselwirkung die Werthe
<pfc Sj,...PFr) und <p(t, h;,...*F;),
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so dass durch diese Zusammenstdsse die Summe £9 um
{92, SIf... Wr) + y(t, S;,... W) — 9(t, wr) —
-9 (/,

zugenommen ist.
Ebenso ist die Zunahme von £9, welche von den dN Stdssen
herrihrt

A o) + [t 5;,... —K) —2A<mSI>, .. — wr) —
— 9, e —WHHav = rm

Wir wollen nun die Beschrankung einflihren, dass die bis jetzt
unbestimmt gelassene Function 9 der Bedingung

A* Z>ver —b—«i,... —r) =9 o0 Cr_i, «i,*vowr) (20)

genugt. Dann wird
F=—,

und man erhalt fir die Zunahme von £9, welche aus den dn und
den dN Stdssen zusammen hervorgeht

W(Si.- 1) [(?;,. 0 o<) —/(S],... — WNf(E'V.. .—W'r)]dAU.

Wenn man diesen Ausdruck nach dpx...dps x dgx...dg8 in-
tegrirt, erhélt man, wie bei der analogen Integration im vorher-
gehenden Abschnitte das Vierfache von 81£9. Mithin ist

&E9 = i 8//ift/RL,.. wr)/(5j,...1») —
—7 (3If... — PFr)/(Si,..

§ 20. Wir wollen mm die allerdings nicht beweisbare Voraus-
setzung machen, dass in dem Gase, wenn dasselbe seinen statio-
naren Zustand angenommen hat, neben jeder Gruppe von Mole-
kilen, mit dem Bewegungszustande A, eine andere ebenso zahl-
reiche besteht, deren Theuchen gerade die entgegengesetzten
Bewegungszustdnde [A{—u)] haben, wie die der ersten Gruppe.
Wir nehmen also an, dass dieses gleichméssige Auftreten der
Zustdnde A und A(—), wenn es in irgend einem Augenblicke
nicht besteht, durch die Zusammenstdsse von selbst hervor-
gerufen wird.

Wir kdnnen uns weiter Zustéande des Gases denken, welche von
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dem stationdren Zustande abweichen, aber dennoch jenes gleich-
massige Vorkommen zeigen; wir wollen nun annehmen, dass diese
Eigentiimlichkeit fortwahrend bestehen bleibt, wéhrend solch
ein abweichender Zustand in den stationdren Zustand (berge-

fuhrt wird.
Kirzer ausgedrickt, wir nehmen an, dass im stationédren Zu-

stande
()

und dass, wenn in einem nicht stationaren Zustand diese Rela-

tion besteht, dieselbe immerfort bestehen bleibt.
Das Gas befinde sich nun in einem willkirlichen Zustand,

fur welchen die Gleichung (21) gut. Wir kdnnen dann, ohne mit
der Voraussetzung (20) in Widerspruch zu gerathen, den speziel-

len Fall betrachten, dass
9 = log /Ki.- ++ &V)> @2

Dann wird, wenn wir zur Abkiirzung

setzen,
YdA (23)

§ 21. Um Saf<p zu berechnen setzen wir fiir ein frei fortfliegen-
des Molekil

— X3r—3,

Die Anderung, welche fir dasselbe wahrend der Zeit 81 d
Grosse

erleidet, ist dann



102 UBER DAS GLEICHGEWICHT DER LEBENDIGEN

Man erhalt hieraus S2Ecp, indem man mit der Molekilzahl einer
Gruppe

f]t, £i...wr) dIl...dwr

multiplicirt, und nach ~lt.. .wr integrirt.
Betrachten wir gleich den speziellen, durch (22) angegebenen
Fall.

Das erste Glied in (24) fuhrt dann zum Integral

dessen Werth null ist, weil die Zahl der Molekdle sich nicht &ndert.
Das zweite Glied gibt uns

Da die Grosse Xj nicht von %v.. .Kr—i abhangt, kann die In-
tegration nach £i unmittelbar ausgefihrt werden. Weil man nun
annehmen muss, dass die Function / fir die dussersten Werthe,
welche die Grossen £If.. .wr haben kdnnen, verschwindet, wird
auch das jetzt betrachtete Integral gleich null.

Gleiches findet man fir die Integrale, welche aus den Ubrigen
die Grossen x enthaltenden Gliedern von (24) hervorgehen, und
ebenso auch fir die darauf folgenden Glieder. Es sind ja die
Grossen X von ul.. .wr unabhéngig.

Schliesslich erhalten wir

S2Scp = 0,

und wir kénnen dann weiter, da durch die Gleichung (23) der
totale Werth von $E<p gegeben ist, behaupten, dass im stationaren
Zustande fir jede Art von Zusammenstdssen

/il.=m- (»)

§22. Dieses ist, wie auch Herr Bortzmann fand, die noth-
wendige Bedingung fur den stationdren Zustand. Dass die Be-
auch hinreichend ist, geht nach seiner Ansicht hervor

aus der Betrachtung der Anzahl einer gewissen Gruppe von
Stéssen und der Anzahl der umgekehrten Stdsse, welche er

als mdoglich voraussetzt. Diese Zahlen findet er gleich, wenn die
Relation besteht.



KRAFT UNTER GASMOLEKULEN 103

Nach unseren Betrachtungen ist (25) auch die hinreichende Be-
dingung, sobald man nur die Hypothese des § 20 annimmt. Denn
aus (25) folgt, dass die friiher mit dn und dN bezeichneten Zahlen
einander gleich sind, und dass also, wenn in der Zeit eine
gewisse Anzahl von Molekilen den Bewegungszustand A ver-
lieren, ebenso viele &ndere den Zustand A{—) annehmen. Natir-
lich werden dann auch neben Molekiile, welche letzteren Zustand
verlieren, ebenso viele andere gestellt werden konnen, welche
den Zustand A annehmen. Ist nun P die Anzahl der Thelchen,
welche die Bewegung A und Q die Zahl der Molekdile, welche die
Bewegung A(—) besitzen, so ist also

P -f Q = const.
Da aber nach der Voraussetzung des § 20 immer
P=Q
muss auch
P = const;

und der Zustand muss stationar sein.

Herr Boltzmann fand nach Durchsicht der vorliegenden Ab-
handlung, welche ich ihm vor ihrer Publication als Manuscript
Ubersandt hatte, einen neuen Beweis, sowohl dafir, dass eine
Zustandsvertheliung, fir welche allgemein die Gleichung (25)
besteht, durch die Zusammenstésse nicht verdndert wird»
auch dafir, dass, wenn diese Gleichung nicht besteht, die Grosse
£ log nat /, Uber alle Molekule erstreckt, nur abnehmen kann.
Diese neuen Beweise, welche er die Gute hatte, mir bne ¢

mitzutheilen, scheinen mir einwurfsfrei.

IV. UBER DIE BEZIEHUNG ZWISCHEN DEN DIFFERENTIALEN DER
VARIABELN, WELCHE BEGINN UND ENDE EINES ZUSAMMENSTOSSES

CHARAKTERISIREN

§ 23. Damirbeim Beweise, welchen Herr Boltzmanngibt*urdi®

Richtigkeit der Gleichung (19) seiner Abhandlung ” er
Waérmegleichgewicht zwischen mehratomigen Gasmo e »
der Durchgang durch die Stelle, wo F sein Maximum a ||

I) Sitzungsber. der Kais. Akad. Wien, 63, 397, 1871.
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e = 0 wird x), Schwierigkeiten zu bereiten scheint, so gebe ich
hier einen-anderen Beweis dieser Gleichung.

Als Einleitung betrachte ich die Bewegung einer Grupppe von
Molekilen in einem Raume, in welchem irgend welche von festen
Centren ausgehende Kréafte wirken, so dass die auf jedes Atom
wirkende &ussere Kraft blos von den Coordinaten dieses Atoms
abhangt. Wenn der Schwerpunkt eines Molekiils sich zuerst in A,
Fig. 4, befindet, und der Bewegungszustand in diesem Augen-
blicke bekannt ist, wird der Schwerpunkt eine bestimmte Linie
AC beschreiben; ich nenne das eine Bewegungslinie. Indem ich
nun eine unendlich kleine geschlossene Curve BD nehme, welche
um A herumléuft, und von jedem Punkte dieser Curve aus eine
Bewegungslinie ausgehen lasse (dabei immer mit dem namlichen
Bewegungszustande des Molekiils anfangend) erhalte ich eine
,,Bewegungsrohre".

Fig, 4. Fig. 5.

Ich betrachte nun zwei beliebige ebene Querschnitte BD und
EF der Rohre, und lasse nach einander von den Punkten der
Flache BD aus nicht Molekile mit einem ganz bestimmten
Bewegungszustande ausgehen, sondern Molekille, deren Bewe-
gungszustande imendlich wenig von einander verschieden sind,
und zwischen bestimmten Grenzen liegen.

Diese Molekiile werden alle einmal die Ebene EF passiren und
im Momente, wo sie das thun, liegen ihre Zustdnde zwischen an-
deren Grenzen. Es besteht nun eine einfache Beziehung zwischen
den beiden Querschnitten BD und EF und den Grossen, welche
angeben, wie weit bei BD und bei EF die erwahnten Grenzen
auseinander liegen.

Ich lege die x-Axe senkrecht zur Ebene BD und bringe (Fig. 5)

. dF _ dF F
)e bedeutetﬂp—! Pi + dpt p. + + -Bg_s__T Ps-f

(Bemerkung des Herausgebers)
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in der Bewegungsrohre eine ganze Reihe von Querschnitten an,
welche mit BD parallel sind. Es sei B'D' unendlich wenig von BD
entfernt, und zwar sei fir BD x = g, fur B'D' x = a + 8.

Die anderen Coordinaten des Schwerpunktes mégen y und z
heissen, die Geschwindigkeitscomponenten des Schwerpunktes
a, R,y; die relativen Coordinaten von r — | der zusammensetzen-
den Atome in Bezug auf den Schwerpunkt (r ist die Zahl der

Atome) seien
5> £i> M —D

die dazugehdrigen relativen Geschwindigkeiten
Vv Wv «2,¢ ¢ eWr—1>
die aus den dusseren Kraften abzuleitenden Beschleunigungen des

Schwerpunktes
X, (i1, v,
und die relativen Beschleunigungen der erwéhnten Atome gegen
den Schwerpunkt, welche aus den inneren und dusseren Kréften
zu berechnen sind (das heisst die Werthe von tv u.s.w.)
Xv Yv ZIt...Zr_ v
Wenn die Molekiile die Ebene BD passiren, mogen die bestim-
menden Grossen zwischen
aunda + da,..1Yund | + dy,

Ixund 5i + dli,.. *I—iund <™ + Hr-v

ux und «j + duv.. .wr_xund wr_x + <H-i
liegen; ausserdem liegen dann, wenn BD ein Rechteck ist, ode

wenn man nur einen rechteckigen Theil von BD betrac e ,y

z zwischen
yundy + dy, zund z + dz.

Wenn die Molekile (das heisst die Schwerpunkte) die
B'D' erreichen, hegen die genannten Gréssen etwa zwisc

a'unda' + da.',.. Y undy' + dy',
1lund 11 + dH, ...Il-iund C-i +
Wxund ul + du!,..1<_1iund + dwr-J-

y'undy' + dy'. «'und z' + dz'.
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Da ein Molekil die Zeit 8/a braucht, um zu dem Querschnitt
B'D' zu gelangen, hat man

L I +[38 | J— + 8

y =y a_l =1z ya_1
= ate, B =B+ (K- YEY s
a=a+X-, b= - ¥= v

5i-5i + Do V-i= —i+ “V—1a7.

8 8
Ul=ul+ Xlg 5 e Wr_1=Wr_1-\- Zr’\g '

Diese Grossen sind séammthch Funktionen von:
Y, Z, ot, B, Y> £1- « e~r_I>
und es wird das Verhéltniss dK'jdK von
dK = dydzdctdfidy”.. .dX>r_1 dwr_Y
und
= dy'dz'dv.’dpd'i‘d”..

in bekannter Weise durch eine Funktionaldeterminante bestimmt
welche die Gestalt

annimmt. Da nun X, (i, v, Xv.. ,Zr__1 Beschleunigungscomponen-
ten sind, welche nicht abhangen von den Geschwindigkeiten, re-
ducirt sich die Determinante aufl

1 Xa 1 +X8a a+ X8a a''
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Man hat somit
a' dy'dz'dcc'dR'dy'd™.. .dir_1ldul.. .dw'r_x =
= oidydzdadfidydz,!...d*r_1dux... dwr_|

oder, da, wenn man die Flacheninhalte der Querschnitte kurz mit
BD, B'D' andeutet,

dydz : dy'dz' = BD : B'D’,
al X B'D' X da'. ..dwr_x =a X BD X da...dwr_v

Diese Relation muss nun auch gelten, wenn B'D' um eine end-
liche Strecke von BD entfernt ist. An irgend einer Stelle der
Bewegungsrohre ist, wenn V die Geschwindigkeit des Schwer-
punktes der da passirenden Molekiile ist, und & den Winkel vor-
stellt, den diese Geschwindigkeit mit der x-Axebildet, a = VVcos$,

und, wenn dS der senkrechte Querschnitt ist.

mithina X BD = V x dS. Es besteht also die einfache Relation
VdS xd>*...dwr_x = V'dS' X dal.. .dw'r_v

An die Stelle von VdS kann man natlrlich auch das Product
eines beliebig gerichteten Querschnittes in die Geschwindigkeit

des Schwerpunktes senkrecht zu demselben setzen.
Der Satz in dieser Gestalt lasst sich z.B. anwenden, wenn au

ein Gas die Schwerkraft wirkt. . .
Besteht keine &ussere Kraft, so wird die Bewegungsrd e em

Cylinder, und V = V', mithin

da....dwr_1 =dal...dw'r_v

dag bekannte Resultat, . . . .
24. In ahnlicher Weise lasst sich nun die Bewegung zweier

Molekiile behandeln, welche mit einander in Wechselwir ung
treten. Wir wollen dieselben als verschieden von einan er vor
aussetzen. Es mogen fir das erste Molekil die Grdssen

a, B, Y» o -Sr—D Wi'* * -wr—i
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die ndmliche Bedeutung haben, wie oben; fir das zweite Theil-
chen seien die analogen Grossen

«*, %, Y*> 5% i» U* -i>

wobei zu bemerken, dass bei jedem Molekil die relative Bewe-
gung der Bestandthetie in Bezug auf den Schwerpunkt dieses
Molekdils selbst zu nehmen ist.

Es seien weiter X, y, z die relativen Coordinaten des ersten
Schwerpunktes in Bezug auf den zweiten.

In einem Raume, der fest mit dem Schwerpunkte des zweiten
Molekiils verbunden ist, und sich mit diesem Punkte verschiebt,
beschreibt der Schwerpunkt des ersten eine gewisse Linie, welche
man die relative Bewegungslinie nennen kann. Dementsprechend
fuhre ich eine relative Bewegungsréhre ein. Die Fig. 5 stelle jetzt
eine solche Rohre vor, in welcher wir wieder Querschnitte senk-
recht zur x-Axe anbringen.

Man hat nun zu beachten, dass, wéhrend bei der relativen Be-
wegung der Schwerpunkt des ersten Molekiils die Réhre durch-
lauft, sich der Bewegungszustand beider Molekile &ndert.

Wir betrachten nun eine sehr grosse Anzahl von Zusammen-
stdssen, bei welchen die Grossen, welche die Bewegungszustande
der Molekile bestimmen, zwischen bestimmten Grenzen einge-
schlossen sind. Bei allen diesen Stdssen kdnnen wir der relativen
Bewegungsrohre die ndamliche Gestalt geben; fir alle betrachteten
Falle gilt also die Fig. 5.

In den Momenten, wo die Schwerpunkte der ,,ersten” Mole-
kule die Querschnitte BD passiren, hegen

a.. .zev—i, a*.
zwischen den Grenzen
aunda-fda.,.. . wr_lundwr_x + dwr 17
a*unda* + da.*,.. w**_xund w*, x -f- dw** x|
im Momente, wo sie die Querschnitte B'D' durchsetzen, zwischen
a'unda' -fda.,.. undwi t + dw'r_v

a* und a*' -f da.*',...w** xund w**_x + dw*,' v
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Wenn wir wieder rechteckige Theile von BD und B'D"' betrach-
ten, liegen y und z im ersten Falle zwischen

yundy + dy, zund z + dz,
im zweiten Falle zwischen
ytundy' +dy', z'undz' -f >
wahrend x zuerst den Werth a, dann den Werth a -f- 8 hat.
Da der erste Schwerpunkt die Zeit
8
a—er
braucht, um bei der relativen Bewegung von BD nach B'D zu
gelangen, hat man

8 8
y‘:y+(8—8*) """" b :*+(r—r*)a_(fr

a—a
“':a+x'a'"_'---—,""y'=r+v a—*oir
a*‘=a*+X*a_8a", ...¥*': *+V*§“_"él
E T S 7] P—

a—«CC
=M+ Z1—

<=0pH*+*7 —~

wo die Beschleunigungen
X, (6 v, X*, (x*, v*, XIf.. «Zr—D *?»e s

imabhéngig von den Geschwindigkeiten sind.
Man hat

v,z 8 Ry —i* at R* ‘ |
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als die unabhéangig, die Grossen mit Accenten als die abhangig
Variabelen zu betrachten.
Das Verhaltniss von

dydzda. .. dw*._x
und

dy'dz'da...dw*,'_1

wird nun wieder durch eine Functionaldeterminante bestimmt,
welche sich reducirt auf

a

00L

4 =~

X—X*)S a—q* qg—a”*
@—0g*2  (@—g*)-f (X—X*)8/(q—g*)
Da wieder
dy dz BD
dy'dz' = B'D'
ist, wird schliesslich

(a—a*) BD den...dwr_Lden*...dw*. x =
= (g'—g*) B'D da'... dwwrfg*'...

welche Gleichung dann natirlich auch wieder gelten muss, wenn
die beiden Querschnitte BD und B'D' um eine endliche Strecke
von einander entfernt sind. Man kann auch schreiben

VdSda___dwl xda* ... dw*._x —
= V'dS'da’' ... dw* {da*' ...

wenn F (sowie V') die ganze relative Geschwindigkeit des einen
Schwerpunktes in Bezug auf den anderen vorstellt, und dS (wie
dS") einen senkrechten Querschnitt der relativen Bewegungs-
réhre.

Die Gleichung gilt ebenso gut, wenn man unter dS und dS
beliebige schiefe Querschnitte versteht; nur missen dann fur V
und V* die Geschwindigkeiten senkrecht zu diesen Querschnitten
genommen werden.
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Bei dem hier gegebenen Beweise kdnnte eine Schwierigkeit
noch dadurch entstehen, dass die relativen Bewegungslinien
einen Verlauf haben kénnten, wie Fig. 6. Man umgeht dieselbe
durch die in Fig. 7 angegebene Construction der Bewegungsroéhre.

Fig. 6. Fig. 7.

Es ist dort zunéchst eine Bewegungslinie gezeichnet, durch
den Punkt A, wo sie sich am meisten dem Schwerpunkte S des
zweiten Molekils nahert, eine Ebene senkrecht zu der Linie ge-
legt, in dieser die unendlich kleine geschlossene Curve AB ge
wahlt, und dann sind durch alle Punkte der letzteren Bewegungs-
linien gezogen, welche senkrecht zu der Ebene AB stehen.



