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VOORWOORD.

In dit proefschrift wordt aangetoond, dat de vermaarde slingerproef
van Foucault slechts een zeer bizonder geval is van eene geheele groep
van voor het begrip der betrekkelijke beweging zeer leerzame verschijn­
selen, die proefondervindelijk even gemakkelijk en overtuigend do draaiing
der aarde laten bewijzen.

Waarschijnlijk zullen de experimenteele toepassing dier verschijnselen
als bewijs voor de aswenteling der aarde en de behandeling der vraag­
stukken uit de analytische mechanica, die er mede in verband staan, bij
een verschillenden kring van lezers belangstelling wekken. Mot het oog
daarop is het proefondervindelijk gedeelte zoo bewerkt, dat het afge­
scheiden van de hoogere wiskundige ontwikkelingen kan worden gevolgd
en anderzijds in het eerste Stuk van het Wiskundig Gedeelte „over de

betrekkelijke beweging” elke inmenging der proefondervindelijke natuur­
kunde vermeden. Overdrukken van dit stuk uit het Nieuw Archief voor
Wiskunde werden mij goedgunstig door het Genootschap „Een onvermoeide
arbeid komt alles te boven” tot dit gebruik verstrekt. Het onderzoek
van de storingen van de verschijnselen, die de wiskundige ontwikkeling
oplevert, is in het tweede Stuk van het Wiskundig Gedeelte bevat.

Bij het bewerken van dit proefschrift heb ik getracht de les te behar­
tigen, die voor een aankomend beoefenaar der natuurwetenscbap opgesloten

ligt in de volgende woorden van Helmholtz in zijne „Gedachtnissrede
auf Gustav Magnus” :

„Gegenwiirtig scheint es mir, als wenn immer mehr und mit Keoht
die Ueberzcugung Boden gewönnc, dass in dem entwickeltercn Zustandc



(Ier Wissenschaft uur dcrjenige fruclitbar expcrimentiren köuue der eiiie
eiudringende Kenutiiiss der Theorie hat und ihr gemass die rechten
Frageu zu stellen und zn verfolgen weiss; und andererseits dass nur
derjenige fruclitbar theoretisiren könne, der eiiie breite praktische Erfali-
ruiig im Experiment hat ”

Mocht uit de behandeling van dit onderwerp mijn ernstig streven
blijken om mij in deze richting te ontwikkelen, een streven, dat ik het
beste bewijs reken van mijne dankbaarheid jegens U, Hooggeleerde G. KiRcn-
HOPj, die mij uwe hulp zoo ruimschoots geschonken hebt bij mijne eerste
proeven met den slinger van F oucault, waarin ik later de aanleiding
tot dit onderzoek vond — en jegens U, Hooggeleerde R. A. M ees voor

de welwillendheid, waarmede gij mij steeds uwe hulp en ondersteuning
hebt verleend, gedurende de vele jaren, die ik onder uwe leiding werk-
zaam was.



E R R A T A .

pag. 4 , reg. 10 v. o . , moet nu wegvallen.
reg. 11 V. o., moet worden toegevoegd: , terwijl zij voor
het in rust gedachte coördinatenstelsel uit (1 ), met wegla­
ting van  ̂ bij de krachtontbondenen, en (2) moeten wor­
den geëlimineerd.

„ 5 , reg. 3 v. b . , moet dm  wegvallen.
reg. 5 en 6 V. b. moet U in plaats van V staan.

„ 8 , form. (19), lees in plaats van x , .
„ 8 en 9, form. (22) tot form. (28) moet in plaats van p staan.
„ 10, „de H  van het stelsel” cursiveeren.
„ 21, form. (65), in den tweeden term van het 1® lid in D  in

plaats van D.
„ 22, De zin: Voor een cardanisch enz. te lezen als volgt:

Voor een cardanisch opgehangen slinger en ook voor een
stelsel van stoffelijke punten gebonden aan een vlak, maar
vrij daarin bewegelijk, zullen wij echter in Hoofdstuk I I I
zien, dat het niet nul is, maar de levende kracht wanneer
liet stelsel met de ontbondene van de draaiingssnelheid
van het coördinatenstelsel volgens de as, om welke het
stoffelijk stelsel niet draaien kan.

„ 27, reg. 3 v. o., achter (1) te lezen: met weglating van de
bij de krachtontbondenen, d. i. toegepast op een rustend
coördinatenstelsel.

„ 28, lees (68'’) voor (68).
„ 31, reg. 12 en 13 v. b., lees achter (1): met weglating van

 ̂ bij de krachtontbondenen.
„ 33, reg. 12 v. b ., lees (68*’) voor (68).
„ 40, reg. 6 v. b ., lees /i — 2a^ in den noemer van den laatsten

term.



pag. fi8, reg. 2 v. b., lees t), en w^, in plaats van » en w.
reg. 17 V. b,, lees; „onze integralen van Hoofdstuk 11” in
plaats van „elliptische integralen”.
leg. 19 V. b., lees en q ' in plaats van p  en q.
reg. 17 V. o., lees y m y C o «  J/— «,■ & 4 '-
reg. 15 eii 13 v. o., lees p'^ en q'̂  in plaats van p  en q.

„ 75, reg. 18, 15 en 4 v. o., lees in plaats van ,r„.
„ 77^ reg. 7 v. o ., lees 8^ in plaats van S.

79, reg. 10 v. b., lees — in plaats van — .
aPo dp

115, reg. 10 V. b., lees in plaats van

119,

121 ,

122 ,

reg. 2 V. b., lees de toestel in plaats van het geheel.
reg. 17 V. o., lees y in plaats van y, z.
reg. 7 V. o., lees x ^ ,  y ^ ,  in plaats van x^ , y, z en

in plaats van x^, y, z.̂ .
reg. 10 V. o ., 5T in plaats van n .
reg. 7 V. b., lees T , in plaats van T

„ 123, form. (21), tweede term van lees
125, reg. 2 v. b., lees I  in plaats van II.
126, reg. 17 v. b., lees de laatste in plaats van deze.
129, reg. 15 v. b ., toe te voegen; In dit Hoofdstuk wordt echter

ifd- l̂ l®in van de derde orde gesteld. (Zie de uitbreiding
in Hoofdstuk IV.)
aan form. (38) moet worden toegevoegd ~ V '\\.

130, aan form. (40) moet worden toegevoegd — Iff..
132, form. (47*’) moet zijn;

P ̂  i  A^<h —ci)Cospt' , p. '̂ =  \i %B^ciCosqt''.
form. (49) lees in den teller van eersten term 2 C, in

133,
den noemer .
form. (50) lees in het eerste lid;

'2Pl en

136, form. (55), lees in den tweeden term B ' v o o r  5 '^ .
140, reg. 13 v. b., lees achter o>-de: (zie Hoofdstuk IV).

reg. 14 V. b. moet verder wegvallen.
141, form. (68) reg. 1 v. b., lees —2wj  in plaats van — Zm.^ï,.

reg. 2 V. b ., lees in plaats van 2 .



pag. 141 ,

„ 1 4 2 ,

„ 144,

„ 146,

n 149,

„ 150,
„ 151,

n 154,

n 155,
„ 156,

form. (69) laatste vergelijking, lees in plaats van .

aan form. (73) moet worden toegevoegd

li.

form. (77) laatste regel, lees in plaats van

reg. 2 V. b ., moet a wegvallen.
tt-

reg. 1 en 3 v. b ., lees —7^  in plaats van a en b.
\Jm

form. (71*) moet in plaats van A^^l, en Â  ̂ staan

2 A l l  , 2 4 '^  en 2>(4 .o ’ o o
reg. 1 V. b . , eveneens,
reg. 9 V. o., eveneens.
reg. 18 v. o ., lees A’l̂’1 in plaats van A'JI in ’t laatste lid.

reg. 6 V. o., lees ü ' i n  plaats van 77 .̂

form. (7 4 * ) , lees — ^ M “ en — \ M' in plaats van M"
en M '.

„ 157,  reg. 8 v. b ., toe te voegen: De sclieefte der assen is ech­
ter bij onzen slinger van de tweede orde.

„ 158,  reg. 8 v. o ., lees Jiet in plaats van dit.
I, 162,  reg. 3 v. b., lees dezelfde in plaats van de.

reg. 4 V. b ., lees zooals in plaats van die.
reg. 9 V. o ., na brengen moet worden ingevoegd:
In Hoofdstuk II wordt buitendien de werking van eene
wrijving onafhankelijk van de snelheid nagegaan, die bij
mijne proeven ook van invloed bleek te zijn.

reg. 8 en 7 v. o ., lees A 'o \j  en A^B'w.

,! 163,  reg. 6 v. o ., lees kunnen in plaats van kan.
„■ 167,  reg. 7 en 8 v. b ., lees in plaats van

reg. 9 V. b . ,  lees in plaats van A ^ .

176,

178,

180,
183,

1  I I  P . ,  ,  o * -reg. 1 V. 1)., lees -  in plaats van  ̂ r .

reg. 3 V. b ., lees d in plaats van 5.
reg. 4 V. b . , lees £ in plaats van i.
form. (133) in lees S in^  in plaats van Sin'̂  ^ .

in Cd', lees Sin"̂  in plaats van Sin^'.
reg. 18 v. o ., lees Wanneer men, in plaats van Wanneer.
form. (149), lees Coss in plaats van Cos 2.

d iS '



pag. 184, reg. 3 v. b ., lees Sin in plaats van Sn.
II 186, reg. 14 v, b., toe te voegen: of omgekeerd alnaarmate de

normale of abnormale onderperiode voorafgaat,
form. (159), in den noemer van het tweede lid 8 n '  in
plaats van fL '.
reg. 6 V. o.,

— “"y Sin2\Jjji V C'os'*£3'm«4 /'(±  1-f Cos2^).

n 189, reg. 15 v. b ., lees y  in plaats van x  en omgekeerd.

4) \ '  ^  4<
reg. 8 V. o., lees—~—  ̂ in plaats van — .

35t ‘ 3 t

n 195, reg. 7 , v. o., lees negatieve in plaats van positieve,
n 301 , reg. 12 v. b., lees A =  16'.9 in plaats van A IS '.l.

/, 304, reg. 10 v. o., eerste lid ~ (  in plaats van ,
d t \  d t '

tweede lid, lees V li in den noemer in plaats van li.
„ 305, in [^] lees = -0 .0 9 9 4 .

in (176) 'A dP  in plaats van Ap.
„ 339, reg. 28 v. o., lees Hoofdstuk I II  in plaats van Hoofdstuk I.



W I S K U N D I G  G E D E E L T E ,

V STUK.

OVER DE B E T R E K K E L I J K E  BEWEGING.





H O O F D S T U K  I.
TOEPASSING VAN DE METHODEN VAN HAMILTON-JACOBI OP DE

THEORIE DER BETREKKELIJKE BEWEGING.

§ 1. Be ScHERiNG’sc^e kracMfunctie voor de nevenkracMen mm
Coriolis ; de canonisehe differentiaalvergelijkingen en de

karakteristieke functie voor de betrekkelijke beweging.

1. In ’t deel van het Journal van L io u v iil e  série) heeft
Boür de differentiaalvergelijkingen voor de betrekkelijke beweging in
een coördinatenstelsel, dat de meest algemeene beweging van een vast
lichaam heeft, door een kunstgreep in den canonischen vorm gebracht.
Een wezentlijk voordeel boven de gewone vormen van L agrange

heeft deze slechts bij de volgende soort van vraagstukken. De voor-
waardevergelijkingen, waardoor de beweging van een stelsel van stof­
felijke punten beperkt wordt, of de krachten, die op deze werken,
of beide, moeten, ten opzichte van een volstrekt vast coördinatenstelsel
mtgedrukt, den tijd bevatten. Verder moet er zulk een stelsel van
bewegende coördinatenassen kunnen worden aangegeven, dat de uit­
drukking van de voorwaardevergelijkingen ten opzichte daarvan, en
van de krachten, telkens ten opzichte van hetzelfde, maar in zijne
oogenblikkelijke ligging plotseling vastgedachte, coördinatenstelsel ge-



nomen, eenvoudiger en zoo mogelijk van den tijd onafhankelijk
worden.

In  zulk een geval ligt het immers voor de hand, de volstrekte be­
weging van het stoffelijke stelsel door coördinatenherleiding uit de be­
trekkelijke ten opzichte van het bewegende coördinatenstelsel af te leiden.
En in deze zal men meestal slechts daardoor inzicht kunnen krijgen,
dat men haar als g e s to o rd e  beweging opvat, terwijl men als o n g e­
s t o o r d e  beweging, die van hetzelfde stoffelijke stelsel onder dezelfde
voorwaarden en krachten ten opzichte van hetzelfde, maar nu vol­
strekt vast gedachte, coördinatenstelsel beschouwt. Wanneer dit coör­
dinatenstelsel daarentegen op de voorgesohreven wijze beweegt, en de
krachten en voorwaardevergelijkingon overeenkomstig met de beweging
van het laatste veranderen, doet de s t o r i n g  ten gevolge van de be­
weging der coördinatenassen deze o n g e s t o o r d e ,  meer eenvoudige, be­
weging in de betrekkelijke beweging, die wij onderzoeken, overgaan. Wij
willen aannemen, dat voor het ongestoorde vraagstuk de canonische
vorm van de differentiaalvergelijkingen en van de integraalvergelijkin­
gen mogelijk en bekend is

lie t voordeel van de kennis der canonische differentiaalvergelijkin­
gen voor de betrekkelijke beweging ligt nu daarin, dat men de dif­
ferentiaalvergelijkingen voor de gestoorde elementen in den bizonder
eenvoudigen cauonischen vorm brengen, en door differentiatie uit eene
zelfde storingsfunctie afleiden kan. Deze laatste vindt men door het
verschil te nemen van de karakteristieke fnuctien voor de gestoorde
en voor de ongestoorde beweging, beide uitgedrukt in dezelfde coör­
dinaten, en daarbij de grootheden, die met dezelfde coördinaten in de
beide gevallen tot een canonisch stelsel samengevoegd zijn, ofschoon zij
eene verschillende mechanische beteekenis hebben, gelijk te stellen. B our

duidt de vorming van de storingsfunctie in het belangrijkste geval, nl.
wanneer de tijd niet in de voorwaardevergelijkingen en de snelheden niet
in de krachten voorkomen, slechts op deze wijze door eene nog uit
te voeren bewerking aan. Haar eigenlijke aard blijft daardoor ver­
borgen; maar wij zullen in het volgende aantoonen, dat zij uit twee
deelen bestaat, waarvan het eene van uiterst eenvoudigen vorm en
mechanische beteekenis is, en terstond neergeschreven kan worden,
wanneer het stoffelijke stelsel en de beweging van het coördinaten­
stelsel, ten opzichte waarvan men de beweging onderzoekt, gegeven
is; terwijl het andere alleen in het geval, dat er voorwaarde­
vergelijkingen gegeven zijn, moet worden toegevoegd. Tevens zullen
wij den kunstgreep en de beschouwingen van Boue onder het



meer algemeene gezichtspunt van de theorie van I Iamilton- J acobi ,
zooals die door Schering uitgebreid is, brengen, en zijne uitkomsten
uitbreiden.

3. Wanneer , y.-, z , de coördinaten van een stofFelijk punt i met

X \ f ‘ X['> Z 'P
n i i  '  n i l ’ M i

de ontbondenen van de betrekkelijke versnelling zijn, die het ten gevolge
van de werkende krachten en de gegeven beweging van het eoördi-
natenstelsel, wanneer het vrij was, verkrijgen zou; zoo bepalen

de massa ra,, in het bewegend coördinatenstelsel, en ^ ^ ‘
4M  /w> yw.

'1/i

( l x  ^

' ~dt

. dy i
d i

( l ^
d i  ’

• i

• ( 1)

Mi

£p,, =  0
( ^ )

die beweging van het stelsel van stoffelijke punten in het bewegende
coördinatenstelsel, welke buitendien voldoet aan de voorwaarden (3),
waar de Cp, function van x „  y „  z„  en den tijd t  zijn. De A, moeten
uit (1) en (3) worden geëlimineerd.

Laat nu het coördinatenstelsel linksch gekozen zijn, d. w. z. zoo,
dat de as aan de rechter-, de -fy  as aan de linkerhand ligt,
wanneer men aan de zijde van d e + z  as op het y x  vlak staande in
de richting tusschen de -fy  en -j-x as ziet; en noemen wij den

zin van eene draaiing van ^  om de -\-x as, die de -|-y as in den

vroegeren stand van de as brengt, positief. Verder duiden wij
met a ,  |3, 7 de ontbondenen van de draaiingssnelheid van het coör­
dinatenstelsel om zijne oogenblikkelijke as, met m, w, w die van de snel­
heid, niet u', v', w die van de versnelling van zijne voortgaande bewe-
ging, met X ,, X,-, X, die van de kracht, welke op het beschouwde
punt i werkt, aan; allen bij t genomen ten opzichte van het rustende,
op elk oogenblik echter anders liggende stelsel, hetwelk uit dat der
X, y , z ontstaat, wanneer men dit telkens in zijn stand bij t plotse­
ling vast denkt. Dan zijn de ontbondenen van de force d’entraine-
ment van Coriolis volgens dezelfde assen, die wij met X',® >, Y f  \

aangeven zullen,
1 »



X \ — — m^ u-}-mi(3{l33!i— x ^ i )  — m t y  {x z j —  y  a; i)
d y  dfi

+  "•■{’' ‘ 11— ‘ T l

r f  =  — Wj v ' - \ - m i y { y i j i  — ^ Z ; )  —  mi  x { ^ x , —

+  »*i
d x  d y

i ------ ® i T -dt  d t

Z \ =  — « j  w'^  m i X  {x z i - — y  X  i) —  m I (i { y y  i — /3^j) +  |
d^ dx\

(4)

dus volgens de bekende stelling van Coriolis

X ' / ' = X f  X  f 2 m i {y y  i 0  ^ i) >
Y i r ) ^ Y l - \ - Y i - \ - 2 9 n i { x Z i — y X i ) ,  . .

X j’’-' =  Z1 -f-Xj - \-2m i {^3x^ aiy i)>
waar de laatste leden de ontbondenen van de force centrifuge com-
posée van Coriolis zijn.

De bewegingsvergelijkingen (1) gaan dus over in

• dx i d x  1

y '^ - d T t '

■ dz^ dZi
T i ’ ^ ^ T i

• • dcS . ^
=. X \ A ^ X ^ - \ ^ 2 m  i{yy I— (3zi)-\-^^.

=  Y \ - { - T i - \ - 2 m i{ x z i  —  yXi)+\r'Lh',

dx f

dep,X,
dZi

<Pr =  0 ; .............
en de A zijn hierin geaccentueerd, omdat zij nu uit (5) en (2) moeten
worden geëlimineerd.

Stelt men met Bour
K = — u " Z t n i X i — v " E , m ; y i — w ' ^ m . i Z i ,  . . (6)

G = ^ 'Z m ^ [ { y y l  — ( i ^ i y  +  {»^i— 7o;^Y^\-{^x^ — x y i Y ' \ ,  (7)

zoo ziet men, dat de drie eerste termen van X f , F f en Xf tot eene
krachtfunctie, namelijk Z + G , behooreu. Ik heb opgeraerkt, dat men
ook den laatsten term met de samengestelde centrifugaalkracht te zamen
opnemen kan, wanneer men het begrip van krachtfunctie uitbreidt
op de wijze, die door Schering ') ten behoeve van eene meer alge-

’) Alhandlungen der Kgl. Ges. der Wissensch. su Gottingen. Bd. XVIII.

n



meene toepassing van IIamilton- J acobi’s behandelingswijze van
inechanisohe vraagstukken, aangegeven is. Met Schering dus Hi
eene der krachten, Sr/  de virtueele verplaatsing in hare richting,
Ë„ de rechthoekige coördinaten en hunne differentiaalquotienten
naar den tijd noemende, beschouwen wij dus die functie F  als kracht-
functie van het stelsel, welke voldoet aan de vergelijking

Sm
(8 )

waar links over alle krachten, rechts over alle coördinaten gesom­
meerd moet worden.

Vormt men nu

dz.

-a ■ d l
d x ,

) ] • ( 9)

en neemt men de som over alle massa’s, zoo heeft men de ScHERlNa’sche
krachtfunotie van de laatste leden van Xf, Xf, X? en van de samen­
gestelde centrifugaalkracht, en is dus K-\-G-\-L de Schering’scIic
krachtfunotie van de nevenkraohten van Coriolis.

K  is het product van de geheele massa van het stoffelijke stelsel,
van de verbindingslijn van het zwaartepunt er van met den oorsprong
der coördinaten en van de negatieve ontbondene van de versnelling
van den laatste in deze richting.

G is , zooals Boue i) opmerkt, de levende kracht van de draaiing
van het bewegende coördinatenstelsel, wanneer men op het oogenblik,
dat men G beschouwt, de stoffelijke punten er plotseling vast mede
verbonden denkt.

Eindelijk heeft ook L eene zeer eenvoudige beteekenis; het is na­
melijk het moment van de gezamentlijke betrekkelijke bewegingshoeveel-
heden om de oogenblikkelijke as van den oorsprong, vermenigvuldigd met
de draaiingssnelheid van het coördinatenstelsel om deze as; of ook:
het moment van het resulteerend koppel van alle betrekkelijke bewegings-
hoeveelheden, vermenigvuldigd met de ontbondene van de draaiings­
snelheid van het coördinatenstelsel volgens de as van dit koppel.

Zijn ci, (3, y  standvastig, zoo is L de Schering’scIio krachtfiinctie
van de samengestelde centrifugaalkracht alleen.

') Juurn. de Lioiiv.^ 2̂ ’ Série, Tom. 8. p. 10.



In plaats van de stelling van CoKioLis kunnen wij dus de volgende
stellen.

Bij de heliaudelincj van de hetrekkelijke beweging in een coördinaten­
stelsel, dat de meest algemeene beweging van een vast lichaam heeft,
kan men van de beweging er van a f zien, wanneer men aan de xcer-
kende krachten (d. w. z. die de volstrekte beweging bepalen) de Sche-
RiNo’sc^e kracht functie K-\- O L  toevoegt.

3. Wij zullen ons bepalen tot het geval, dat ook de krachten
eene ScHEEiNo’sche krachtfunotie hebben.

Dan zijn de vraagstukken der betrekkelijke beweging zulke, waar de
werkende krachten de ScHEEiNG’sohe krachtfunotie

....................... (10)

hebben. Wij vatten nu de uitkomsten van het onderzoek van Sche­
ring over deze vraagstukken samen.

Is T  de levende kracht van een willekeurig stelsel van stoffelijke
punten, die onderworpen zijn aan eene wdUekeurige ScHERiNG’sche
krachtfunotie U, en bestaan tusschen hunne coördinaten en den tijd
willekeurige voorwaardevergelijkingen; zijn verder de onafhankelijke
coördinaten q i . .  . .  q„ , en drukt men IT en U in deze en in de

gi =  uit; zoo worden de n vergelijkingen
d t

d ^ ■è { T+U) ^  _ ^ { T + U )
dt l  \ .............

de differentiaalvergelijkingen in den tweeden vorm van Lagrange.
Stelt men

......................... ( « )
dqi

E = - \ T J ^ Ü - ^ P t q i - \ ^ , , ...................... (13)

waar [ ] p ,  aanduidt, dat de grootheid tusschen de [ ] in de en
is uitgedrukt; zoo zijn de canonische differentiaalvergelijkingen der
beweging

—  =  —  n A\
^Pi dt ' 'èqi d t ............................................. '  '

De integraalvergelijkingen worden gevonden, wanneer men de vol­
ledige oplossing van de gedeeltelijke differentiaalvergelijking in q ; en t,

= 0 ..................... (15)
??

6



waar in [ /i] , in plaats van pt  gesteld is, volgens de daarin,

buiten de additieve voorkomende n standvastigen tp, , differentieert,
en de uitkomst telkens aan eene nieuwe willekeurige standvastige —ip,

sr
gelijk stelt; de intermediaire integralen volgen uit pi  =  ^—  , wan-

d j ',  ^
neer men in plaats van de p  weer de funotien van de en ([t, die
zij voorstellen, volgens (13) invoert.

Heeft men verder voor eene bepaalde functie E  van de p ; en y '
de canonisolie integralen (p, en p , van de vergelijkingen, die
met (14) overeenkomen, namelijk van

__ d p i
d(  ’ d t  ’

gevonden; zoo zijn de integraalvergelijkingen van het vraagstuk, voor
hetwelk de karakteristieke functie I I  is, of voor het gestoorde vraag­
stuk, dezelfde funotien van de p , en qi,  welke, volgens de 3» inte­
graalvergelijkingen

w  dr
A P I  > ^  S  ) • • • •dq,

(16)

voor het geval, dat de karakteristieke functie E  was, of voor het
ongestoorde vraagstuk, aan de standvastigen p ,  en P,  gelijk waren;
maar nu gelijk gesteld aan functien van den tijd p,  en p,  , die be­
paald worden door

dp,
~  d t

^ { 1 1 — E )
(17)

waar H  — E  met behulp van de integraalvergelijkingen van het on­
gestoorde vraagstuk in cj), J/ en if uitgedrukt is.

Wanneer wij dus de Schering’sche krachtfunctie kennen, kunnen
wij terstond, gebruik makende van Schering’s onderzoek, de diffe­
rentiaalvergelijkingen voor de betrekkelijke beweging in den oanoni-
sehen vorm brengen; wanneer zij dezen vorm voor het geval, dat het
coördinatenstelsel zich werkelijk in rust bevond, aanuemcn kunnen.
Buitendien kan men, de betrekkelijke beweging in het coördinatenstelsel
als door de beweging der coördinatenassen gestoorde, en die, welke
plaats vinden zou, wanneer de laatste denzelfden stand behielden,
als ongestoorde beweging opvattende, de differentiaalvergelijkingen
van de gestoorde elementen opstellen in den oanonischen vorm.



„■■r

Voor wij de toepassing nauwkeuriger nagaan, zullen wij de her­
leiding van H  zoover uitvoeren, als dit in ’t algemeen moge­
lijk is.

Voor de beweging in het coördinatenstelsel der x , y , z is

en in ’t algemeen

dus

^  • , ^X i

wanneer men het symbool {r . s) in de beteekenis

('èxi ~bXi dz i  ^z^

dus
‘ d ,̂. djj dj',. dg-J’

{r. s)  =  { s . r ) , ...............................
in voert, en overeenkomstig

i   ̂ , ■ l ,d# dg,  +  d^ dg,  +  d^ d g j ’

( 0 . 0 ) = 2 « * ,  +  ^
j \di^ d^ ^  d^ d^ ^  d^ d ^ y

stelt. Wanneer men dus p,. bepaalt door

d r

^<1k

/>, =  2 ( . . / ^ ) g ,  +  (0./fc);
r

en wanneer men de determinante der (/ . s)

( l . l ) --------( 1 . ^ )

. , { r . s )

stelt, zoodat volgens (22)
d ü  diJ

d ( r . «) d (« . r) '
volgt

(18)

(19)

T = - ^ 2  2 ( / . * ) g , g , + 2 ( 0 . « ) g ,  - f  f  (0.0),  . . (20)

(21)

( 2 2 )

(23)

• . (24)

(25)



Dus

2  2  2
r  s m k

^y rk )

(r.s) c>jD 9i>

(O . /J)). (26)

?{s .m}d{r . / c)  • »*)) +

of volgens bekende stellingen voor de determinanten

Wij vrillen hier de aandacht er op vestigen, dat T  ten opzichte
van de p ,  afgezien van een term, welke deze niet bevat, steeds
homogeen van de tweede orde is; ofschoon het voor het geval, dat
in de betrekkingen tusschen de q en de coördinaten ook de tijd

voorkomt, deze eigenschap ten opzichte van de g niet meer heeft.
Wanneer echter in de krachtfunctie de snelheden voorkomen, komt
in plaats van (23)

• ?) ÏT
^,, =  2  (r.y?:)^,.+(0./J) +  _ _ ; ..............(28)

I ^  1 djO

dus voor T

+  1 2  2 - —  1 2 2 - 1
I) d (r.«) ( 0 . r ) ( 0 .« )+ >(0.0).

Dan komt het echter voornamelijk op de kennis van de karakteris­
tieke functie aan. Daartoe moet men vormen

V /  /n 7̂  d?7\  1 d iJ- j _ ............ „

^ P r  i r  ------- 2 2 —

zoodat voor

komt

1 d i)  1 d i^

„ . , 1  di) dtt

H — [— T— ü-\- 'Zpr qr}i



1 1 -  ' 2 2  -
r K Pr Pk '

. 1 2 2  l J ^ ( 0 . r ) ( 0 . « ) — ^ ( O . O ) - t / -
' I )^[r .  s)

 ̂5 i.'léi)'’' <»■*'+
. . Z ï ' , . (.30)

r  s D^[r.s)'^

Men vindt dus H ,  wanneer men aan de uitdrukking van H  in
’t geval dat geene krachten werken, dus aan de H  van het stelsel,
I I , ,  toevoegt

1 d D
f 7 + i . 2 2  ------------

en dan in dit deel voor , de uitdrukking er van in de de y en
den tijd stelt, die men door de oplossing van de vergelijkingen (29),

welke ten opzichte van de in ’talgemeen niet lineair zijn, ver­
krijgt. De vergelijking van Scheeing  (13) wordt dus eenvoudiger

d ü  d t7  d t /
/ ƒ = . & , —  2 2 ^ , ,  . . .

[_ r s B  ^ { r . s) qdo,J i
. . . (31)

4. Keeren wij nu terug tot het bizonder geval der betrekkelijke bewe­
ging. Wanneer, in ’t algemeen de kraehtfunctie de snelheden
en de voorwaardevergelijkingen den tijd bevatten, vindt men de
karakteristieke functie der betrekkelijke beweging en de canonische diffe­
rentiaalvergelijkingen weer volgens (10), (11), (12) en (13) of (31).
Gebruikt men E  voor de ongestoorde beweging, waar U —

O, G —  Q, Z =  O, zoo is volgens (31)

- , 1 dZ) d?/(“) dZ/>“)-l
(7(“) +   ̂2  2E = I B

Zr =  2  (fö*— (O./C)
ft \

dff(“)\ 1 dJ5 (32)

en, voor de betrekkelijke beweging schrijvende

e n p = p ’̂ '^,

volgens (10) en (11)

R r ) ^ J J ^ . _ K — G
1 d J  ^d(tfW-fZ)N/d((7M-fZ),̂

d , :  j . (33)



Dan kan men voor de storingsfunctie

H ^ ' ^ ~ E = S ....................................... (34)

in ’talgemeen geene van substitutie vrije uitdrukking aangeven, en
de vorming van de karakteristieke functie voor de betrekkelijke beweging
uit E  laat zich dan eenvoudiger bij (13) aansluiten.

Want wij hebben

en wanneer wij de p„,  die in E  voorkomen, accentueeren, is
dat men in  ̂  ̂ invoeren moet,

' è l
P P' m +

Maar L  is eene lineaire functie van de x , ,  y , ,  'z, ,  dus volgens
(19) ook van de en

d L ■
^  L  A ,

da;, de,)
d^ j  +  ,

Dus

(35)

(36)P 'm ^P \P ~

De grootheid A heeft eene eenvoudige mechanische beteekenis, die
overeenkomt met die van L. Maar de beschouwde bewegingshoeveelheden
zijn niet de betrekkelijke, maar alleen dat deel er van, hetwelk de pun­
ten zouden bezitten, wanneer zij bij onveranderde onafhankelijke coör­
dinaten zich overeenkomstig met de verandering van de voorwaarde-
vergeüjkingen met den tijd verplaatsten.

De vorming van de karakteristieke functie in het algemeen geval,
dat de krachten de snelheden, en de voor waarde vergelijkingen den
tijd bevatten, laat zich dus door de vergelijking (36) of in woorden:
de haraUeriüiehe functie ontstaat uit die bij rustende coördinatenassen,

wanneer men daarin in plaats van p„, p i '^  — ~ ~  schrijft, en er



Jl G 4- A mu aftrekt, door de eenvoudige beteekenis van K , O, L
en A zeer doorzichtig uitdrukken.

Laten wij nu overgaan tot het meer belangrijke geval, dat de
krachtfunotie J7i“) de snelheden niet bevat. Dan neemt (33) den
volgenden vorm aan

1 d i  d z

c*in 1 dz) (37)

dus

d|^^J D 'd { r .k ) ’

1 dj9 dZ dZ
r .  1) d{r.s) d ^ , d ^ ,

of wanneer men met L^' de grootheid aanduidt, die men verkrijgt,

wanneer men in plaats van de g hun uitdrukking in de p', die voor­
de ongestoorde beweging geldt, schrijft.

E - K — G-
^  d j ,  d j

Deze uitdrukking zullen wij in § 3 nog nader beschouwen.
U it (33) volgt terstond, dat zij nog geldig blijft voor het geval,

dat U de snelheden slechts lineair bevat, daar

1 dZ) d Z r d Z  ^ d 771")-j

q,. Ldr/j d ö j ’
[ 77('-)+Z]p,= [77h+i;],(r) +  2 2

D ' ^ i r . s )  d j ,  Ldj, • d̂ ,̂
5. Wij zullen de vergelijkingen nu nog verder sp.cialiseeren en

aannemen, dat de voorwaardevergelijkingen den tijd niet bevatten.
Wij komen zoo tot het geval, dat door B o u b  behandeld is , en ( 3 6 )
gaat over in

,& (> ■ )= [ z ] p ( . ) - A " - ö ,

of, omdat (? de niet bevat,

Z(r) +  z + G ' = Z , ........................... (39)
stellende,

^ 4 l .  ........................ (40)

terwijl de invoering van 1 \  in (11) ,  wanneer deze op de betrekkelijkc



beweging toegepast worden, en dus T=.T'-' '>,  U =  V^’ '> is, deze
volgens (10) in

dt  j dj, dj, ..........  ̂ ^
doet overgaan.

Bour verkrijgt deze vergelijkingen door een kunstgreep, die be­
staat in de invoering van de door

i I I
(42)

bepaalde grootheden in de bewegingsvergelijkingen van
den eersten vorm van L agrange (5), welke daardoor in

cl^:

dvi.

=  (3^, — m,  u ' - \ - X x ' .
d * , ’ i

=  r ,  +  »«,.^2?, — ■ m  ; V  x \  (4 3 )

*>ti =  ^ ,  +  WZ ,  / 3 ? i  —  » 2 ,  iJS V i  —  » « ,  w ' +  2  A ' r  ^ ^ > 1
n t  r ^z,

overgaan, en dan met (2) en (42) samen de bewegingsvergelijkingen
uitmaken.

De vergelijkingen (39), (40), (41) zijn nu juist de einduitkomst van
de twee eerste Hoofdstukken van zijne verhandeling'). B our definieert
namelijk

=  . . (44)

en volgens (7) en (9) ontstaat deze betrekking uit (42).
De l i ,  o ,, zijn de ontbondenen van de snelheid volgens de

assen van een voor elk tijdstip verschillend coördinatenstelsel, welks
oorsprong voortdurend met dien van het bewegende stelsel blijft
samenvallen, terwijl de assen evenwijdig aan zich zelf uit hunnen
stand op dat tijdstip verschuiven; de vergelijkingen (42) kunnen als

Journ, de lAouv.y 2̂  Série, Tom. 8.



onraiddellijke uitdrukking daarvan terstond wordeu ueergeschreven.
is de levende kracht van het stoffelijke stelsel ten opzichte van

hetzelfde hulpcoördinatenstelsel. Deze rol in de vergelijkingen van
L agrange (41) en in de canonische ((40) met (14) samen) speelt zij
echter slechts, wanneer de krachtfunctie de snelheden, en de voor-
waardevergelijkingen den tijd niet bevatten. In ’t geval van vrij be­
wegende stoffelijke punten heeft men

I I ' '■) =  [7 '( '- )_  m '‘) ~ G  —  IC\ p  <1 ’

hetwelk in de coördinaten en de —— =  m , enz. volgens (40)
da;,

moet worden uitgedrukt, omdat de rechthoekige coördinaten tege­
lijkertijd de onafhankelijke coördinaten zijn; dus worden de verge­
lijkingen (14) tot

d /it '-)  _ ( l x ;
d t  ’ da^i ~  d t  ’

de canonische differentiaalvergelijkingen, die B oue opgeeft. Uit deze
ziet men recht duidelijk, hoe de kunstgreep van Bour door het on­
derzoek van Schering in het geval van vrij bewegende stoffelijke
punten juist aangewezen wordt. Toen eens de canonische vorm voor
de bewegingsvergelijkingen van een stelsel van vrije punten gevonden
was, lag het voor de hand hoe de meer algemeene vergelijkingen (43)
behandeld moesten worden,

B our werd er waarschijnlijk toe gebracht door de volgende op­
merking, die men analytisch ingekleed in zijne verhandeling vindt.
Wanneer men in het telkens plotseling vastgedachte stelsel der x,  ,
y i ,  zi  met de coördinaten f f , een punt construeert, zoo is
de snelheid daarvan ten opzichte van het hulpcoördinatenstelsel, dat
wij op de vorige bladzijde ingevoerd hebben, de versnelling van het
punt Xj, yi, Zi in dit stelsel. Hare ontbondenen Si, Hj, Z, hangen
met de verandering van vti, juist zoo samen, als de
zelve met de verandering der coördinaten x i , y ;, z-, van het be­
schouwde punt, dus is



versnellingen n',-, f',- en X'-,, Y'j,

(45)

De volstrekte snelheden en
Z'i zijn

i — V ,

X'j== H ; Yi  =  Hi-j -v,  Z'.— Zi-\-rv.\
Voert men de vergelijkingen (42), die men evenzoo met behulp

van meetkundige aanschouwing terstond neerschrijven kan, in , zoo
vindt men terstond (4 ), (5) en (43).

Dit is inderdaad eene zeer gemakkelijke afleiding van de bewegings­
vergelijkingen; en zij wordt vooral eenvoudig, wanneer men met Boür

de vergelijkingen (43) en (42) als zoodanig opvat; echter geeft zij
niet zulk een helder inzicht in de mechanische beteekenis, als de
stelling van Coriolis in ’t bizonder in verband met het bewijs van
Bertrand.

§ 2. Andere afleiding van de canonische differentiaalvergelijkingen
voor de hetrekkelijke leweging. Voorbeeld van twee Schering’sc/̂ «

krachtfmctien voor dezelfde krachten.

6. Wij willen nu een anderen weg, om tot de differentiaalvergelij­
kingen der betrekkelijke beweging te komen, nagaan, langs welken even­
eens het onderzoek van Schering ons in staat stelt tot den canoni-
schen vorm te komen, omdat de uitkomsten daarvan geldig zijn, hoe
ook de qi van de coördinaten en den tijd afhangen.

Laten wij namelijk de volstrekte beweging in ’toog  vatten, die het
stelsel van stoffelijke punten door hunne betrekkelijke beweging ten op­
zichte van het veranderlijke coördinatenstelsel der x , y , z uitvoert ten
opzichte van een volstrekt vast coördinatenstelsel, dat der z^.
Denken wij verder in (11) tot (14) voor T  en 17 de levende
kracht en de krachtfunctie in de volstrekte beweging en
en voor de y , die functien van a:„', «/„, z^ , t  genomen, welke uit
Ae qi in de betrekkelijke beweging ontstaan, wanneer men in deze de

y i  ■2' uitdrukt door y^,  z„ en t, en die dus de voorwaarde-
vergelijkingen identisch bevredigen, en eindelijk in en ^

deze q i en q t —  in plaats van de x^, , z„ ingevoerd.

Dan zijn die vergelijkingen, omdat zij de q i bepalen, tegelijkertijd
de LAGRANGE’sche, respective de canonische vergelijkingen van de
volstrekte en van de betrekkelijke beweging, alnaarmate daarin de 17, als



functien van de x, y,  z, t of van de x^,  y„, z„, t worden opgevat,
wat echter voor hunne behandeling geen onderscheid maakt.

Door het invoeren van de qi gaat volgens de definitie van
 ̂ in § 1, in het laatste over. Ook den vorm van yc 3 k.m

men gemakkelijk aangeven. Volgens (42) en (45) zijn

'4 'i  =  —  0!.Zi +  V ,

y, Azi
■ (3xi-\-w,

(46)

de ontbondenen van de volstrekte snelheid volgens oogenblikkelijk
vaste assen. Voor de bepaling van de levende kracht is het onver­
schillig, of deze assen op elk oogenblik een anderen stand toege­
schreven moet worden, en dus

y( o) _  2  _  I
2 i i ’ (47)

wanneer hierin (46) wordt gesubstitueerd.
De differentiaalvergelijkingen van de betrekkelijke beweging in den

tweeden vorm van L agrange zijn dus volgens (11)

d /d(y(“)-fo^“))\
<l t  V /

d(7>(«)_|_f/(a))
(48)

Hl ’
Tot op dit punt werd het onderzoek door L ottnee ') gebracht.

Met (12), (13), (14) kan men echter terstond ook de canonische ver­
gelijkingen aangeven. Ter onderscheiding zullen wij schrijven

y r . - t l l T + ö ....................(« ,

//(“) =  — . . . .  (50)
waar [];,(<'3, aanduidt, dat de grootheid tusschen []  in de
en de 5’, moet worden uitgedrukt. De canonische differentiaalverge­
lijkingen zijn dan

dqj _
dt .............. ( 51)

*) Jonrv. V. Crelhy Bd. 54.



dp^t'
(52)dt  ^ QI

7. Wij willen deze vergelijkingen (48), (51), (52) vergelijken
met de overeenkomstige

------  - J = ^ ( 2 ’'’' ( 5 3 )d t  y

3 //('■) d ^
dt

_  dp̂ :~>
■ (54)

V [ ’ d t  ’ “  d t
waaraan nog (33) of (36) toegevoegd moet worden, en die wij in de
vorige § vonden.

Volgens (45)

r w  =  Z I  } +  Z +  +

+  s | ( « »  +  *;-̂  +  «,'^),

en volgens (42), (9), (7), (6) en (10),

TC‘) - y U i ' ^ ) = s T i ' - ) + U d ^ - K + Z m J ^ u - \ - ^ v - \ - — ‘zo] +\  (i t d t d t )
+ 2  -  ( « ' + w ' )  +

-\-'Lm.i{{’y v  —  (Sw)Xi-\-[öiw— 'y u)yi {(3 u —  xv)Zi}.

Past men de verg. (4) toe op den oorsprong der coördinaten,

waarvoor y^:=  z ,= z k  =  yi —  li — Ti  z= Z^z=. is,
zoo komt, gelijk men ook gemakkelijk onmiddellijk inziet,

+ /3« ’ — r»,

/ dv .
V

' dw  , r,

Nu willen wij stellen

K^  =  Y . m X x i U - ^ y i V - y - z ; w ) , ................... (55)

dan wordt met (6)

A', =  S — (w'‘ 4-t>^4-«; = );



y{«) _|_ ï/(“) =  ?’(’■> -)- [/('■' + ^ 4 - Z , .................(57)
<71

Ka heeft ten opzichte van de snelheid van voortgaande beweging
dezelfde beteekenis als de vroeger ingevoerde -  A' (zie (6)) ten op­
zichte van de versnelling van voortgaande beweging. K ,  is voor de
differentiaalvergelijkingen zonder beteekenis, maar heeft ovw jen s ten
opzichte van de snelheid van voortgaande beweging dezelfde brtee-
kenis als O ten opzichte van de draaiingssnelheid van het coördi­

natenstelsel. Uit (57), (49) en (54) volgt

‘'7/ (58)

da' da
want volgens (19) is ^  ~

Eindelijk met (50) en (58)
K , (59)

Wanneer men let op (57), (5 8 ), (59) bij de vergelijking van (48),
(51) en (53) eenerzijds met (53) en (54) anderzijds, zoo zijn eze,

vooral wanneer eene functie der 9 is , schijnbaar verschillend.
Maar dat (48) en (53) volkomen d e z e l f d e  b e t e e k e n i s  hebben,

blijkt terstond uit

Ti Uj, V dt j j  dA-^qi ) V dt )
Zoodra men de aangednide substitntien uitgevoerd heeft, worden

ook de canonische vergelijkingen van geheel dezelfde beteekenis.
Inderdaad ontstaat J7(“) uit door dat men m het laatste

in plaats van / i '  schrijft, en er aan toe-

voegt. Dus is
d / f  ^  _

'^qi
en met (51)

L ^ q i  -J

d 7/9 '̂ d  ̂ TTo ^ 0  _

dH“' _ rdg'’’n
"d L d ? ,

2
k ^qi^qk dt

Ü l h
d 7 d ^ ,



of (52) wordt
cl
d t L J ï>‘“\ • (60)

Idler onderscheidt zich de grootheid tussohen [ ] slechts daardoor
van dezelfde zonder [ ] , dat in plaats van /iM in de eerste overal

?A'

6 ?/
staat.

Maar de vergelijking (5 1 ) i^nt zich schrijven

dcii

d t  ~  L V ; > .................
die eveneens van (54) slechts daardoor verschilt, dat in plaats van

7 ”

overal weder / j W— staat.
‘V i

Met (58) worden dus de formulen, gevonden in § 1 en in deze §
identisch, ofschoon zij sclrijiibaar verschilden.

8.^ De grond hiervan ligt daarin, dat bij dezelfde krachten meer
dan ééne ScHEEiNG’sche kraohtfunotie behooren kan. Want daar deze
alleen aan de vergelijking (8) behoeft te voldoen, mag men bij elke
ScHERiNG’sehe krachtfunctie TJ eene zoodanige J f voegen, dat

l U  ■ =  0 .

voor alle met de voorwaardevergelijkingen bestaanbare verplaatsingen
geldt. Door het invoeren van de in plaats van de opeenvolgend met

aangeduide coördinaten, gaat deze vergelijking in het stelsel van

(62)

voor elke l over. Punctiën, die voldoen aan deze vergelijkingen, zijn
bijv. eene standvastige en eene functie van den tijd alleen, zooals IT,.

De theorie van de betrekkelijke beweging biedt ons, daar volgens

het voorgaande aan (62) voldoet, een eenvoudig en opmerkelijk voor­
beeld van twee ScHEiUNG’sche krachtfunctiën voor dezelfde krachten
aan, wier verschil eene den tijd, de coördinaten en de snelheden be­
vattende functie is.

Als t w e e d e  SciiERiKo’sche k r a c h t f u n c t i e  va n  de  n e v e n ­
k r a c h t e n  van Coriolis vindt men uit deze § dus h e t  v e r s c h i l
v a n  de  l e v e n d e  k r a c h t e n ,  b e r e k e n d  u i t  de s n e l h e d e n  i n

2*



de v o l s t r e k t e  en ixit de s n e l h e d e n  in de b e t r e k k e l i j k e
b e w e g i n g .

En dit is terstond in te zien, omdat men, wegens de symmetrie
van de vergelijkingen van Schf.rikg  ten opzichte van de levende
kracht en de krachtfunctie, willekeurige deelen van de eerste als tot
de tweede behoorende kan beschouw'en.

§ 3. De sforingufnnctie voor de hetrekkelijhe heweging. Uitbreiding
van de storingsvei'gelijkingen van Schering.

9. In § 1 hebben wij voor het geval, dat de krachtfunctie de
snelheden niet, of lineair, bevat voor de storingsfunctie, volgens (38)
en (34), gevonden

r s B
Men kan in de storingsfunctie in plaats van L^, eenvoudig L

schrijven, want L^, verkrijgt men door in L  voor de q hunne waar­
den in de p' van de ongestoorde beweging uitgedrukt te schrijven.

Daar echter de storingsfunctie met behulp van ,de integralen der
ongestoorde beweging moet worden uitgedrukt, is het onverschillig
of men terstond de i/ in Z in de elementen, of de q eerst in de p ',
en deze dan met behulp van de integraalvergelijkingen in de elemen­
ten uitdrukt.

d Z  d Z  1 d z
1 2  2 ___ __________
'  >■ « d j ,  dj , ,  ö

kan, evenals O (zie n°. 2), worden opgevat als eene levende kracht;
namelijk als die, welke behoort bij de snelheidsverdeeling, bepaald
door

dZ
V ~  —  Pr  >

d. i. door
1 d Z

Zd(r.s)

Bij deze snelheidsverdeeling is tevens de levende kracht gelijk de
halve overeenkomstige grootheid Z. Men kan eindelijk aan



I  £ 2 d L  ] ?Z>

qs ^
een anderen merkwaardigen vonn geven. Volgens (9) is

d Z  , d Z
=  m. { ( 3 z i ~ y y ) ,  — ;- =  m. {y x, —  «  z ) ,

dx,

_ _  - (3x,);
^Zj

dus met (7) ook

» ( “ ) ■ + ( » 4 ) + ( ï | ) ’ j .
i m, U d ^ /  \ ^ z /  >

V'anneer men nu die functien der 2,-, welke volgens de voorvvaar-
devergelijkingen standvastig zijn, van deze beperking afziende, aan de
q toevoegt, zoo verkrijgt men een stel onafhankelijke coördinaten,
in aantal gelijk aan dat der rechthoekige; en is geheel algemeen

d ^ ^ d T : ^ ' ^  d - 7 : + d ^ .  d ^ + ^  d ^ j '

Vormen wij nu als in (21) de verdere ( r . s ) ,  waartoe de toevoeging
der nieuwe q aanleiding geeft, en noemen wij eindelijk als in (24)
de determinante, uit a l de { r . s ) ,  D ; dan is

2 i ^  _L ^  I ]
i m i \ ^ x ^  d X j  d^. dy; ' d«. d^j/

zooals wij later bewijzen zullen, en wordt
d J , d Z  1 dD

1 dD
D d [r . s) ’

(64)

G — { Z Z
d J,. d j j  D d (r  .«)

j L D d ( r . « )  Z d ( r . « ) J d ö ^qs
(65)

waar rechts over het geheele aangevulde stelsel der onafhankelijke
coördinaten moet worden gesommeerd, en de subdeterminanten van D
voor alle waarden van r en s, die op de voorwaardevergelijkingen be­
trekking hebben, gelijk O zijn.

Voor een s t e l s e l  v a n  vr i j e  p u n t e n  is D =  Z ,  en is dit deel
van de storingsfunctie dus nul; zoodat alleen het eerste

S =  - { K + L ) ..................................... (66)
overblijft, dat door de eenvoudige meetkundige beteekenis v a n X e n Z
uiterst eenvoudig van vorm en beteekenis is.

lie t tweede gedeelte van de storingsfunctie, dat van de voorwaardc-
vcrgelijkingcu afhangt,  is, zooals wij in Hoofdstuk I II  aan zullen



a 2

tooncn, bijv. ook nul voor het geval van een vast onveerkrachtig
lichaam, dat vrij om een punt kan draaien. Voor een carda-
nisoh opgehangen slinger zullen wij echter in Hoofdstuk III zien,
dat het niet nul, maar onafhankelijk is van de ontbondene der
draaiingssnelheid van het coördinatenstelsel volgens het vaste mes van
den slinger.

Merkt men nog op, dat het eerste deel van de storingsfunctie ten
opzichte van a , (3, 7  van den eersten, het tweede van den tweeden
graad is, zoo blijkt, d at de s t o r i n g e n  van de e e r s t e  orde ,
d i e  de b e w e g i n g  der c o ö r d i n a t e n a s s e n  in de b e w e g i n g
van ee n  g e g e v e n  s t e l s e l  van s t o f f e l  ij ke p u n t e n  t e n  op­
z i c h t e  van d e z e  b r e n g t ,  s t e e d s ,  a l s o f  d i e  p u n t e n  g e h e e l
vrij waren,  b e p a a l d  w o r d e n  d o o r  de u i t e r s t  e e n v o u d i g e
s t o r i n g s f u n c t i e  —  (IT-fZ), en d a t de b e p e r k i n g  van  de
b e w e g i n g  d i er  p u n t e n  d o o r  v o o r w a a r d e v e r g e l i j k i n g e n
s l e c h t s  t o t  de t o e v o e g i n g  van e e n e ,  van d i e  vo o r  waar­
den  a f h a n k e l i j k e ,  s t o r i n g s f u n c t i e  van de t w e e d e  orde
a a n l e i d i n g  gee f t .

10. Wij zullen nu (64) bewijzen, hetgeen met behulp van bekende
stellingen over de determinanten gemakkelijk is.

De 3» coördinaten . . .  .« 3 „, elk vermenigvuldigd met den vier­
kantswortel uit de bijbehoorende massa, duiden wij door f , . . . . |  j „
aan; — zoodat

é*l == •* '1 » ?2 =  V^ i3'i J =  ,
^  3 n V n ^  n )

en de onafhankelijke coördinaten, 3 u funotiën van deze ^ , door
y j .........Verder vormen wij de functionaaldeterminante

Q-

Dan is

d?3„
■ ■

' dys, ,

1 da

d̂ ,.

dus y ^  ̂ 5 _  J_ V d Q d Q



Laat IIu {/'..s) en D in de beteekenis, die wij er bij (65) aan
hechtten, gebezigd worden, zoo is D wat Baltzeii (Determ. 4” Aufl.
pg. 46) de d e t e r  m i n  an t e v a n  h e t  g e c o m p o n e e r d e  s t e l s e l

!

noemt. Zij is het vierkant van de determinants van elk dezer stelsels
afzonderlijk, dus

D =  Q^.
Dus is wegens

i Oq,.
afgezien van het teeken ,

dD
d (r,.«)

de determinaiite uit het gecomponeerde stelsel

‘ S3

^  h 3 n

dqs + l

«’Is

waar in elk stelsel het aantal regels een minder is dan het aantal
kolommen en in elke kolom de wijzers der g van r  -f 1 tot r — \
cyclisch op elkander volgen. Deze determinante is de som van al
die producten

O

^ ? r + i  ’ ^ ? r + l

d f

welke men verkrijgt, wanneer men voor de kolommen wijzers t ....... w,
de verbindingen 3« — 1 aan 3 m —1 uit de 3n mogelijke wijzers



neemt, en die dus in aantal zijn. Het teekeu, dat aan deze som
van producten moet worden gegeven, is +  of —, al naar dat r, r - f  1,
. . . ,  r —1, en s, s - |- l ,  —1, verschikkingen van dezelfde of van
verschillende klasse van de rangnummers van het stelsel zijn. In elk
enkel product, waar het element i niet onder de t, w . . .  . voor­
komt, kan men in elk der beide factoren de kolommen zoo verwis­
selen, dat de kolomnummers cyclisch op elkaar volgen als i - j - l ,
j -f 2 , .  . . . j — 1; dit geeft in het teeken van het product, daar in
beide factoren dezelfde verwisseling plaats grijpt, geene verandering;
daarom kan de som van de producten geschreven worden

ds^ - i
= ‘ (^S’r+i + . ’

d | ; _ , l  ' d | ;  + , d ? i - .
; d j , - ,  ■ 1

Nu is echter de bepaling, dat het teeken van deze som -f of — ge­
nomen worden moet, al naar mate r , r  \  , . . . ?•—1, en s, s- j- l,
......... > s ~ l ,  verschikkingen van dezelfde of velschillende klassen zijn,
hetzelfde als dat aan elke factor van elk product het teeken of —
gegeven wordt, al naar mate i ,  j - f l , . . . ,  * — 1, en r, 1,
respective s , s - | - l ........... « ~ 1 ,  e n i ,  . . . . , i  — 1, verschikkingen
van dezelfde of verschillende klasse zijn. Met dit teeken wordt ech­
ter, volgens de bekende vorming van de subdeterminanten uit Q,

elke factor tot de adjuncte van die
dq,’

voorkomen.
De bovenstaande som wordt dus

d Q d Q

’ d ' j l L  d
dc

waarvan i en r in hem niet

d?.-
dus

■ j M r 1 dD
D d (r . #) ’

d(j

d“^

wat bewezen moest worden.
11. Wij zullen hier nog aangeven, welken vorm de eanonischc

storingsvergelijkingen, die Schering uitgebreid heeft tot het geval,
dat zijne krachtfunctie de snelheden bevat, aannemen, wanneer nog
andere storende krachten (bij de bepaling van de betrekkelijke beweging



bijv.) in aanmerking genomen moeten worden, die men niet in de
ScHERiNG’sche kracbtfunotie V  (zie (8)) opnemen kan, of niet opgenomen
heeft. Laat deze storende krachten op het punt w-, yi*)̂  y{<)
zijn, en hieruit '

Q i f > = 2

gevormd worden. Dan moeten de differentiaalvergelijkingen
Cp, tp deze als functiën van t zoo bepalen, dat aan

d/l,. d t

voldaan wordt, (p en ^  zijn weder de in (16) bepaalde functiën
van ^  en y, d. w. z. de integralen van het ongestoorde vraagstuk K

^qr H - ~ T t

Identisch is

^  ^  d q v  I ^  d ^  .^■■P
d t  d o r  d t  r ^Pr d t

=  2  ( ' l É  ^  I ^  I 2
r V d^r ^J>r ^ P r  ^ 9 ,■ J ^ t  ' T  d«.. ’d^,.

dt  ld y ,.d ;? ,. ' di! d ^ ,  •

Volgens formulen, die ik eenvoudig aan de verhandeling van
Schering zal ontleenen, namelijk die aldaar met [15] aangegeven
zijn '), is echter

dE d p i E \ 1
r V ^ P r iq^ i p j ~  i t

i E ? p i E . i p

r [ < ^ P r iq,. iq,. ^ P r ) " "  J t

i p i { l l — E ) ^■'P\
^Pr i q . ? ■ ï f j

'-d{H— E) iep i { H — E) i p \
. ip,. iq^ i p r )

dus
d\p
d t

d ^  _
d t

Beschouwen wij nu in de som

+  2  ^  QW,

£ QW,

2  ^  ö(«)
r dp^

die uit eene reeks van termen

') L. c. Ahliancll. der math. Classe. Bel. XVIII. S. 45.



26

z w  s  ^
r ^ P r  ^ i r

bestaat, een van deze. Hiervoor kan ook gesclireven worden

Y(') S  i
^ P r J ’

daar ,t onafhankelijk van p  is; of ook

T W v  (v '̂•P>n' '̂Pk\^ î I
r  ^  ^  5^:—  ^  sZT T . r  ■+■

_ l-y  / ' ^ 2
r K ^ P r ^ S r

^■Pm \  ^  \ .
^Pr '  ̂ ’

of, daar, volgens de bij Schering eveneens met [15] aangegeven
vergelijkingen,

^Pm ^Pk '

maar

is,

2

r \ ^ P r

2- l ' ^ n  ^Pk
r [ ? p , .  d ^ , .

j, /tW]m ^Pm
r [ ^ P r

d ? r  ^P.'

^Pm '^Pk
^ i r  ^Pr

^Pm ^P,,

=  O,

^Pr

= O, voor k ' ^ l ,

j  =  —  1, voor h =

X p  2  ^^  P m  ^  i _______ ^ ( s )  1 ' *  l

"‘ W n^Pr
Het overige eveneens behandelende, komt er

I ; (67)
dt   ̂ dp,n I L ' ^Pm ' ‘ '^Pm

en, met eene laatste vergelijking van het stelsel [15] in de verbande-
ling van Schering ,

evenzoo

dPm  ^  .
d t

^ / ̂ _Pm '̂ Pk __ P̂m ^Pk\ _  q
r d ^ , ,  ^ p , .  /

dp„
X(d h i  4 - jw  h l  4 - zp h l

' ^ P m ^  ‘ - ^ P m ^  ‘ ^Pm-i
(68)

Deze uitbreiding van Scherings theorie, die wij toe zullen passen
op de berekening van den invloed der wrijving bij onze slinger­
proeven, levert dus niet de minste moeilijkheid op.

Heeft men de storende krachten, afkomstig van de beweging van
het coördinatenstelsel bij een vraagstuk over betrekkelijke beweging,
waarvoor de karakteristieke functie, afgezien van de beweging der



coördiiiatenasseii, E  zou zijn, niet in de krachtfunotie opgenomen, en
komen ergeene andere storende krachten voor, zoo zijn Z'f>
de ontbondenen van de nevenkrachten van Coriolis ; I I —E  wordt
nul, en de differentiaalvergelijkingen voor de door de beweging van het
coördinatenstelsel gestoorde beweging E , (67) en (68), gaan over in

L ‘ dep,  ̂ ‘(It ~

dt  - t  V̂ ' '̂
Deze vergelijkingen zijn inderdaad door Dumas ') gebruikt om de

beweging van den enkelvoudigen slinger met inachtneming van de
di-aaiing der aarde na te gaan. Daarentegen hebben H ansen en
P oisson op vraagstukken van beweging aan ’t aardoppervlak de ge­
wone theorie van de variatie der standvastigen bij differentiaalverge­
lijkingen toegepast, zonder de vereenvoudiging, die de theorie van
H amilton-Jacobi veroorlooft.

§ 4. Over het beginsel van den laatsten multipUcator in de
betrekhdijke beweging.

12. Het nut van de beginselen van de levende kracht, van de
beweging van het zwaartepunt, en van de perken voor de integratie
van de differentiaalvergelijkingen der betrekkelijke beweging van een
willekeurig stelsel stoffelijke punten in een rechthoekig coördinaten­
stelsel, dat de meest algemeene beweging van een vast, onveerkrachtig
lichaam bezit, heeft Coriolis aangeduid. Van deze beginselen blijft
alleen dat van de levende kracht in het algemeen voor de betrekke­
lijke beweging geldig. In het volgende zal ik aantoonen, dat ook
het beginsel van den laatsten multiplicator, wanneer het, zonder hulp
van de integraalvergelijkingen der beweging, geldt, deze gewichtige
eigenschap bezit.

In  de XVII Vorlesnng über Bynamik heeft J acobi den multiplicator
bepaald voor de differentiaalvergelijkingen (1). Daarbij onderstelt hij
stilzwijgend, dat de in (2) den tijd niet bevatten. Terwijl wij
voorloopig aan de eveneens door hem ingevoerde beperking, dat de

*) Journal von Crelle. Bd. 50.
2) Nene Schriften der Danziger GeseUschafi, Bd. 5.



t -ï M snelheden niet bevatten moeten, vasthouden, willen
wij ons van deze onwezentlijke veronderstelling bevrijden. Noemen
wij de coördinaten op elkaar volgend de krachtontbondenen E;,
de daarbij hoorende massa’s /ui, zoodat

Si =  =  2/|, 3̂ = z ,  , ,

= E , = 7 , ,  « 3 = ^ 2 ,  B 3 „ = Z „ A  (68)
jC43=»2j ,

zoo gaan de vergelijkingen (1) over in

c p , =  0  . . (69)

Het beginsel van den laatsten multiplicator geldt, wanneer

= i ^ = 2 2  ^  (70)

een volledig differentiaalquotient naar den tijd is, en de multiplicator
71/ van (69) wordt dan bepaald door

d ^ g M
dt

2 - - ^ '  +  2 2  ^
‘ ( r  i«'( d f ,  U i J i

+  F = Q (71)

Sa ,
Om F te bepalen moeten wij de vinden. Elk der vergelijkin-

gen Cp, — O geeft, tweemaal achtereenvolgens naar den tijd gedifte-
rentieerd, eene vergelijking van den vorm

cn het symbool

[r.s]
1 d^),. d^).

(73)
( r̂ i d | ,

bij de substitutie van (69) in (72) invoerende, gaan deze over in

i f ’' -2 [r . . ]A , .  +  2 2 ^ ^ ^ ^ , ^ + 2 2 ^ | - . ^ ? , „ + 2 i ^

dus, naar differentieerende.

S 0 ^  i m ' h
^  ̂ =  o . . (75)

I)it zijn dezelfde vergelijkingen als



2  2 ^ ) = 0 , ..............(76)

die J acobi, bl. 137 van zijne Forlesungen, verkrijgt i nde  onderstel­
ling, dat de <p̂  van t vrij zijn. Vormen wij nu met J acobi de
determinante uit de [>’ .« ], A ,

A =

[ 1 . 1 ] ----- [1 .»^]j

• ['••*] ‘ ■ (77)

[m .1]  . . . [m .m] \

die wegens [r . «] =  [s . r] de eigenschap

c> A d A
(78)? [ / .* ]  d [« . r] ’

heeft, en als eene som van vierkanten kan worden voorgesteld; zoo
komt er

en volgens (70)

F  =

. ? A , ,  c>A d /c>0,\
■ A — = 2 2 -------------- ( ~  1 ,

^ 2 Z 2 ^  Oa  dep
A l r s l

_1 OA dcp  ̂ d
f*i d [r .«] d^, d (  \d f ; j

dus, met (78) en (73) de sommatie over alle verschillende verbindin­
gen van r en s uitstrekkende,

F  ---------- 2  2  = ------ =• [/• .« ],A , d [r .«]

F =  — d Ig A

en volgens (71), afgezien van een standvastigen factor,

i f = A ..................................... (79)

Wanneer dus de werkende krachten slechts aan de voorwaarde vol­
doen , dat zij de snelheden niet bevatten, geldt het beginsel van den
laatsten multiplicator ook voor het geval, dat de beweging aan wil­
lekeurige voorwaardevergelijkingen, d ie  ook  d e n  t i jd  b e v a t t e n
m o g e n ,  gebonden is; en is de multiplicator van den eersten ver-
gelijkingsvorm van L agrange de determinante A, gevormd uit die
voorwaarden.



13. Beschouwen wij nu het geval, dat de krachtoutbondenen Si
in ’t algemeen de snelheden bevatten, maar zoo, dat voor de vrije
beweging der punten het beginsel van den laatsten multiplicator
geldt, d. w. z.

1 ? E /  _  d N
~  ................... ( 80 )

een volledig differentlaalqnotient naar den tijd is. Zal men iets over
de geldigheid van het bedoelde beginsel in de aan voorwaarden ge­
bonden beweging vooruit kunnen bepalen, zoo moet (80) onafhan­
kelijk van de integraalvergelijkingen van het vraagstuk, die immers
in de beweging van het onvrije stelsel in ’t algemeen anders worden,
waar zijn, en dus uit de differentiaalvergelijkingen van het vrije stel­
sel volgen. Anders zal in ’t algemeen het beginsel van den laatsten
multiplicator geene toepassing vinden, wanneer de beweging der pun­
ten aan de voorwaarden onderworpen wordt.

Met deze onderstelling verkrijgt men uit (74) in plaats van (75)
de volgende

(Ia ,

en in plaats van (76)

„  -  - - r

+  2
1 ^(Pr

d-'m  ^ S m  d  ^  I

Dus wordt

d Ar d A
■ A - ^  =  2  r r ---- 1

< ^  / ^ \  , 1  ^ 5 ,„1
i d i   ̂ d£m dé ,  I'

Volgens (70) dus weder S' vormende

■ p ^ d N  d l g ^
dl  dt

^ 2 2 2 2   ̂  ̂ d(?),.dcp,dH,„ dA
^  l r s m f^ m  d ' l  ^  d ^ /  d

. (81)

hetgeen in ’t algemeen geen volledig differentiaalquotient naar t is.
Was dus de stelling van den laatsten multiplicator geldig voor de
vrije beweging, zoo is dit in het algemeen niet meer het geval voor
de onvrije.

Heeft men echter
d ___  d

d('( d&„,
voor nlle m, Qx\. dus ook

( 82)



' =  0 ,

zoo is weer volgens (78), (81), (82)
9 £° hm

r, dlg^

d N
en omdat nul is, M —

Een voorbeeld hiervan is de betrekkelijke beweging, wanneer, afgezien
van de beweging van het coördinatenstelsel, voor elke m en l

= 0  *  = ' - 0
9 + 9 +

is, en dus het beginsel van den laatsten multiplieator voor de vrije
beweging der punten onafhankelijk van de integraalvergelijkingen zou
gelden.

14. Voor de meer nauwkeurige beschouwing van den multiplieator
in de betrekkelijke beweging zullen wij echter tot (1) en (5) terug-
keeren. Het bedoelde beginsel gelde weder voor (1) zonder hulp van
hunne integralen, dus zij

2  1 ( ^  4 - ^ '  , ^  1
i '9 2 ’i

_ j _  ^ (83)

een volledig düferentiaalquotient naar den tijd. Dit geval sluit het
vorige als bizonder geval in zich. Zal hetzelfde voor de vergelijkin­
gen (5) het geval zijn, zoo moet

9 2;; -i \è  X ■,

+  2 2  (— (ri;;—( 3 2 ; ) + ^  «J';)l +
' i ry . dZ; I

+ 2  — | 4 - 2 ( a ' ,. —  A, .) —  +  ~  2  (A' ,. —  A , . ) — ^  +
Vi

dus met (83) en omdat Z": de snelheden niet bevatten.



B  =  Z  —  'L
i » i  ,■

r?(//, —A,) Ö4),. , d{A',-.\,)?cp, ,
_ — ^  ;---------------------— ^
da;da; .

+ ?>(A',.— A,) 9 0 , 1

d Z i d Z i
(S4)

een volledig ditterentiaalquotient naar deii tijd zijn. Dit is het geval,
want het is gemakkelijk te bewijzen, dat

5 = 0 ...........................................(85)
Immers wanneer wij de vergelijkingen, die door tweemaal herhaalde

differentiatie der <p,. =  0 naar den tijd ontstaan,

schrijven, waar 4>, de tweede differentiaalquotienten van de coör­
dinaten naar den tijd niet bevat, en weder [>■.«] invoeren, waar­
voor (73) nu tot

■ i nti V9̂ ,̂ da;i 9^; 9?i dz  j

wordt, zoo zijn de vergelijkingen ter bepaling van en A,

< h ,-f  2
i « i i  (daij

1_ J 9 0 ,
i Zï j ' l' rf. j

9 0 ,-j- SA's [ r .« J  + 2 2  (p.y. _  ^ 2 . )  _|_ ^  (aj2.

9 0
+  \  =  O ;

en dus die ter bepaling van A', — A,

Ü =  A

0 , \  • f  9^2), „ 9 0 , \  >
+  r

9 0
9^' i  i - a ,  /  '' d ^ i  V u: I

waar A , de snelheden niet bevat. Dus met (77)

A ( a' , - A , ) = A ' ,  +  2 2 2  +
» i I V 9 ; / i  9 ^ ^ i  /

^ 0 s \ \



waar A ', weder de snelheden niet bevat. Nu kunnen wij .S vormen.
Voor elke i  is

S  |~  ̂ ’• j — ^r )   ̂  ̂ (A',.— A,.) d ij),
èy\ di.  d̂ !, ] =

- 1-

d>̂ ), dA =  0;d ^ i  V dt f - ,  " d y .  y j
dus ook B,  dat uit eene som van zulke leden bestaat; waarmede
(85) bewezen is. De multiplicator voor de betrekkelijke beweging is dus
dezelfde, als wanneer de coördinatenassen in rust waren.

15. Neemt men in plaats van de rechthoekige coördinaten wille­
keurige andere functicn q,  van de a;,-, y , ,  2 , ,  i! in gelijk aantal
als de X , ,  y , ,  in de vergelijkingen, die uit (1) door weglating
van '̂■5 ontstaan, of de in (68), zoo komt voor (69)

d ^ ;  •• • • d ’ t ,  . ] /  d(2) \

en Q' de determinante van de noemende ,

• öQ'
m l

d /  dep. dQ'
Uit Q ' 2 ^ -  =  2 2  — - —  ~  ( S i - f  S A ,  ^

s d^j 5 l d^  ̂ V r

volgt met (83) en met eene bekende eigenschap der functionaaldetermi-
nanten, nl.

—  Idf, ~  Q ‘ dy/
dat ook nu

5 - d l .................... W
een volledig difïerentiaalquotient naar den tijd is; zoodat het beginsel
van den laatsten multiplicator blijft bestaan, wanneer men in de ver­
gelijkingen , waarin (1) door weglating van bij de kraohtontbondenen
overgaan, willekeurige q,  invoert. Nemen wij nu de bewegingsver­
gelijkingen in den vorm

3



+  4  ̂ . . (87)

geschreven aan, waar 4̂  de i , ,  y . ,  niet bevat; substitueert men
in deze de eene keer (1) met weglating van de andere keer
(B), zoo komt men in ’teerste geval op (86), in ’t tweede met (84) op

_  i + B  — -  —  ;

dus volgens (85) op denzelfden vorm; zoodat ook bij deze keuze der
coördinrten de multiplicator in de betrekkelijke beweging dezelfde i s ,
als wanneer men de beweging der coördinatenassen buiten rekening
laat. Zijn de //, zoo gekozen, dat de gezamentlijke funotiën (p,, die
volgens de voorwaardevergelijkingen in de beweging standvastig zijn,
er onder voorkomen en de overige de onalhankelijke coördinaten zijn;
zoo zijn (87) die vergelijkingen, welke men verkrijgt door oplossing
naar de van de vergelijkingen in den tweeden vorm van L agrange

waar men in Q , , bepaald door
d cc i ( 88 )

de waarden van 'x. u it den eersten vergelijkingsvorm van L agrange

substitueeren moet. Ook voor deze blijft dus de multiplicator in de
betrekkelijke beweging dezelfde, alsof de coördinatenassen m rust waren.

Beschouwen wij nu H amilton’s vorm der bewegingsvergelijkingen.

Stelt men
^ T s ' U — T ] , , , ,

dixn ziin . jji

T T "  dt  V ,
waar Q, weer volgens (88) bepaald moet worden, de bewegings-
vero-elijkingen in den vorm van H amilton. Voor het stelsel

d/7' ( ^ d l' Y
' ^p' s

geldt het meer genoemde beginsel, wanneer

^ P s



een volledig differentiaalquotient naar den tijd is. Wij blijven door
Q, de uitkomst van de substitutie van (1), met weglating van
in (88) aauduiden, en geven met dat van de substitutie van (.5)
aan. Dan moet bewezen worden, dat

_ _ d c
7  'i>Ps d t

eene volledige afgeleide naar den tijd is. Nu is

, dl

waar in Q ' , geene snelheden voorkomen.
Volgens (19) dus

^  ̂ (yyi i) ~h (‘̂ î — y ̂ i )  -{-

+  ~ ( / 3 T i — - f

. W s - Q s )
« i r  I \ d  J , .  d j ’ ,5 d ^ ,  d ( 7 „  /7  d / ,  -

omoat

2  2  ^
r \ dj , .  d j j  dj^ ^ i r - '

daar volgens (26) en (25)

-^1- _  —
y »  d;/

is, en voor de leden, met p en a vermenigvuldigd, geheel overeen­
komstige uitdrukkingen komen.

Eindelijk willen wij nog het bizondere geval beschouwen, dat de
vergelijkingen van H amilton afgezien van de beweging van het coör­
dinatenstelsel in den canonischcn vorm kunnen worden gebracht;
dan moet (zien». 8), wanneer in (88) de (1), met weglating van c o ’
ingevoerd worden, ’

^  _  d j /  a  . ^ V \
d A i f J

zijn, en is de functie U, die hieraan voldoet, de ScHEEiNG’sche
krachtftinctie voor de Z , , Z , , Z, .  Deze geeft de canonische
differentiaalvergelijkingen volgens (12), (13), (U ). Ofschoon men
nu de vergelijkingen, die door de invoering van (5) in (88) ontstaan,
ook in den canonischcn vorm kan brengen, willen wij aannemen,’
dat dit niet geschied is; zoodat dus in plaats van ( l l )

d p ,  _  d 2 ’

3»

O,



komen; waar de karakteristieke functie voor de ongestoorde bewe­
ging is. Afgezien van de beweging van het coördinatenstelsel zou
men echter (14) hebben, of

voor welke het beginsel van den laatsten mnltiplicator steeds geldt,
en wanneer m en, gelijk in het vorige geval, Q , Q,  ontwikkelt

en weer opmerkt, dat ook nu =  ^  is , vindt men dat het

ook geldt voor de vergelijkingen (89).
Voor alle vormen van de bewegingsvergelijkingen vinden wij dus,

d a t  h e t b e g i n s e l  v a n  d e n  l a a t s t e n  m n l t i p l i c a t o r  van  t o e ­
p a s s i n g  i s  op de  b e t r e k k e l i j k e  b e w e g i n g ,  w a n n e e r  d i t
a f g e z i e n  v a n  de b e w e g i n g  d e r  c o ö r d i n a t e n a s s e n  z o n d e r
h u l p  der  i n t e g r a l e n  h e t  g e v a l  is.

H O O F D S T U K  II.
DE VERSCHIJNSELEN. DIE VOOR DE BETREKKELIJKE BEWEGING

DE BETEEKENIS HEBBEN VAN DE FIGUREN VAN LISSAJOUS
VOOR DE VOLSTREKTE.

§ 1. D e canoniscke elementen voor de figuren van L issa jo u s . Dijfe-
rentiaal- en Integraalvergelijkingen voor de gestoorde elementen.

16. Een voor natuurkundige toepassingen (zie Hoofdst. I II)  zeer
belangrijk geval van betrekkelijke beweging, is dat van een punt i,
hetwelk bij zijne beweging in een plat vlak , dat om een vast pnnt
draait, moet blijven, en ten opzichte van de oogenblikkelijke ligging
van een rechthoekig, vast met dat vlak verbonden, coördinatenstelsel
der X ,  r j ,  welks oorsprong in het draaipunt valt, aan de werking
van de kraohtfunctie.

=  .......................................(90)

onderworpen is, waar jö" en positieve standvastigen zijn. Wij
zullen dit vraagstuk volgens de methoden , die in het vorige hoofd­
stuk zijn uiteengezet, behandelen.



Wanneer de ar, y-assen in rust waren, zou de karakteristieke
functie E,  daar volgens (13)

h  q-i— yi
gesteld moet worden, volgens (13)

zijn.
De karakteristieke functie der betrekkelijke beweging is

H = E \ S .
Beschouwen wij de beweging, die plaats grijpt, wanneer de r ,

y-assen met hun vlak om den oorsprong draaien, als gestoorde
beweging, en stelten wij de draaiingssnelheid van het ary-vlak on­
eindig klein; zoo blijft van de storingsfunctie, bij verwaarloozing van
oneindig kleinen van hoogere orde, slechts het gedeelte van de eer­
ste orde over; dus, nog —  1 aannemende, alleen

'  \  ' d t  d i (91)

De gedeeltelijke differentiaalvergelijking voor de ongestoorde bewe­
ging wordt tot

en laat zich splitsen in
W

— /z, of F = — / z ü - j - r ,

waar h de standvastige der levende kracht is, en

1 ( ?f J + i =  ■‘ i
deze laatste laat zich weer splitsen in

da*; =  V2 \ / X d / ro tr I—  , ---------------------------------
= V 2

dus wordt

d t  \/ 2iXq y  i ' dy  j ^  2 [h — oc )̂ —jo'^ x d x

waar k en de twee canonisehe standvastigen zijn; en zijn de ca-
nonische integralen

r dy,
dz8, = 7

ƒ■_________^

J  \l2(k--Oin)~V 2 { k  — «o)— p ^ X i  ^  ■

J \ / 2 {A —  X o ) — p ^ Xi ' ^

------ (3 o
( 92)



wanneer (3,, en r  twee nieuwe willekeurige standvastigen aanduiden.
Men kan er ook voor schrijven

=  Sinp{t— T), y , =  ' l ^ ^ S i n q { t ~ r  — l3„y,

waaruit blijkt, dat de beweging van het punt uit twee harmonische
trillingen is samengesteld; of

] ]X! — -  \J Z {k —  x„) Sinpt', z= -  yj 2 X Sinqt",
P  ?

voor r = ̂ /3o ) (93)

terwijl Pi =  2{/i — x„) Cospl', p.  ̂ =  \J 2 x„ Cos q t" .

Dit zijn de vergelijkingen van de figuren van Lissajous voor de
I  • 1 '  • 1 2  ^ 2  7Tslingertiideu — en — .

P ^
Met behulp van deze neemt de storingsfunctie volgens (91) den vorm

2 'Y -----------------
S =  —  \/ {/i —  {P Sinqt" . Cosp t' — q Sinp t' . Cosqt") =

2 r=  —  V (// — « o )« o  I
i

Sin{pt‘—qt")-]- Sin{pi'-{- qt")'j
2,p

(94)

aan, en is dus S  eene kleine grootheid van de eerste orde. Vol­
gens (17)

diS É?/3o djS dr
^Xo dt ’ ~d fi d l ’

i _ S _ d / i
d/3o d f ’ 9 t d t ’

vormende, komen links overal grootheden van de eerste orde, welke
den tijd slechts in periodisohe function bevatten; dus kan de invloed
van de draaiing van het coördinatenstelsel, d ie  wij s ta n d v a s tig
s te lle n  w illen , slechts dan merkbaar worden, wanneer de groot­
heden links, gedurende een, met den slingertijd vergeleken, groot
tijdsverloop, hetzelfde teeken behouden. De termen links, afkomstig
van het gedeelte van S,  dat den factor Sin(pt']-qt") bevat, dragen
niets tot de merkbare verschijnselen bij, en de geheele S  zelf heeft
slechts dan invloed, wanneer

T,  =  q t’- p f ' ................................... (g.*;)
eene langzaam aangroeiiende grootheid, d. w. z. q— eene kleine groot­
heid van de orde van y is.



D u s  ivorden a l l e e n  de f ig u r e n  van Lissajols b e h o o r e n d e
bij zeer w e in ig  v e r s c h i l l e n d e  s l in g e r t i jd e n  in tw ee  lo o d ­
rech t op e lkaar  s ta a n d e  r i c h t in g e n  d oor een e  la n g z a m e
s t a n d v a s t i g e  d r a a i in g  der c o ö r d in a t e n a s s e n ,  en w el  a l l e e n
door  de o n tb o n d e n e  der d r a a i i n g s s n e l h e i d  lo o d r e c h t  op
hun v la k ,  m erkbaar  g e w ijz ig d ;  d ie ,  b e h o o r e n d e  bij an d ere
v e r h o u d in g e n  der  s l in g e r t i j d e n ,  n iet .

Wij behoeven dus verder alleen het geval, dat —  >p van de
orde van y is nategaan; dan wordt

2 y ___________
^ ~  — ......................... (96)

17. Om de door (93) uitgedrukte figuren van L issajous of de
o n g e s t o o r d e  beweging gemakkelijker te overzien, willen wij

371 —. I Sin ^ I —— AI Sin -j- A2 Gos t ^
schrijven, waar

\IJJa -«‘0 ) V 2; V 2 j £ o
SinT„, (97)i« I -----------------, A1 = ----------ï Cos T „ , A

P P ' p
i s , en '1\ gedurende eene slingering slechts onmerkbaar verandert. Er
blijkt uit, dat gedurende eene slingering de baan van het punt slechts
onmerkbaar van eene ellips afwijkt, wier vergelijking

= A 2 V i  ̂ • . (98)
men door eliminatie van uit (97) vindt. Vergelijken wij met deze
ellips eene, wier groote as positief naar links X  van de a;-as afwijkt
(zie fig. 1),  en die ten opzichte van de richting ij der groote (2 e)
en I  der kleine (2 i )  as door

wordt bepaald. Tusschen de coördinaten x^, en bestaan,
tengevolge van deze keuze de volgende betrekkingen.

1) r=  ,ï j Cos X  -)- y  i Sin X ,
% —  —  y i CosX-\- X i Sin X-,

en de vergelijking van de ellips wordt dus

Ui
/ Cos‘‘ X  Siu'̂  X \ /S in^X  , Cos'̂  X \

, „ SinX.CosX,^^ „  ,
+  — J T j T — ( * — « )  =  1

De vergelijking van (98) met (99) geeft

1 _  Cos'^X Sin^X
A.^ ~  +  «2 ’

• ( 99)



Siu^X , CU^X
ÏTÏ »

Hieruit volgt

A| _  (b  ̂-  a‘‘)SinX.CosX
A j  ' f t ,  ö '  4 ' ^

O _  «'■
Â  V , -

en met (97)

T ffZ X z

a' b̂' î '  f t .3 Z ,  -  i t ,Si»2X,

= ^ÏJtAlzJtlïcosT,;
f t , *  — A j ' ^ -  A j ^  /t

of, wanneer men nog voor de verhouding van de kleine as tot de
groote Tgx  in voert, en

tt' =
h

(100)

. . (101)

schrijft,
Cos^X. Cos^x —  1 —3ct', (

Sin 2 X .  Oos%z ='^  V " ^  T„. *
Deze vergelijkingen drukken vorm en ligging van de slingerings-

ellips zeer eenvoudig in de canonische grootheden uit. Om de meet­
kundige beteekenis van a' aan te geven, construeeren wij den omge­
schreven rechthoek van de ellips, wiens zijden met de coördinatenassen
evenwijdig loopen. De hoekpunten daarvan vallen voor elke waarde van
/(z iefig . 1) op den cirkel, met den straal V^/t om den oorsprong
beschreven, en

’ V tt' =  Sin f .
De zin van de beweging in de baan is, overeenkomstig met

fig. 1, links- of rechtsdraaiend, al naarmate ^  ( ^ )

negatief is. Het teeken hiervan, of wat hetzelfde is, van x j dt
dx i

is volgens (91) en (96) het tegengestelde van dat van SinT^. Om den
zin van de beweging in de ellips aan te geven, willen wij ons steeds, als
bij de beschouwing van fig. 1, plaatsen aan die zijde van het x y -\\s k ,
van waaruit gezien de y-as links omgaande op de r-as volgt; bij de
gewone keuze van onze rechthoekige drieassige coördinatenstelsels zou
hier dus de positieve z-as liggen. Van deze zijde van het vlak de bewe­
ging in de baan beschouwende, zullen wij met [+ ] '’ of [—]■■ aanduiden,
dat zij rechts omgaande of links omgaande plaats heeft. De vergelijking

\}^SÜ fï\ .....................................(102)



bepaalt dan of men [ - f ] ’’ of [—j '  moet nemen, en leert dus uit
Sin TQ den zin van de beweging kennen.

18. Gaan wij nu over tot de g e s t o o r d e  beweging. Stelt men (96)
in (94), en merkt men op, dat t in slechts met den oneindig
kleinen factor^ -  y vermenigvuldigd optreedt, zoo wordt tot op kleine
grootheden van de tweede orde

dh
....................................(103)

overeenkomstig met de wet van levende kracht, die geheel streng
voor de betrekkelijke beweging blijft gelden, wanneer y  standvastig
is. Dat hier afwijkingen van de tweede orde voorkomen kunnen , is
te wijten aan het verwaarloozen van grootheden, die op het merk­
bare deel der verschijnselen geen invloed kunnen hebben.

Verder vindt men zoo

dPg y
=  -  -  -T-- S i n T „ , ..................(104)

- j f - = — ^y \! a. {̂h -  a. f i )CosT^, .................(105)d t
d T
d t

__ 7 « ''O

P V(A-UÏ|,)st,
In plaats van (104) willen wij nemen

Sin (106)

wanneer weer de grootheden van de tweede orde

/  N ^ ^ 0  /  , d r

verwaarloosd worden. Heeft men (104) en (105) geïntegreerd, zoo
volgt T door eene quadratuur. Wij zullen nog a', hetwelk wij te
voren (zie (100)) bepaalden, invoeren, waardoor de te integreeren
vergelijkingen, daar h volgens (103) standvastig is .

d t

dT„

—  - Z y  a. '{\-cd)CosT^,

l - 2 a '
=  +  r

worden. Uit beiden volgt

----------- Sin T.
V ^ ' ( i - 0

• (107)

. (108)

d T , _ d T ,  1
du.' d t  du

d t

q - p l - 2 a '
^ 7 ^ ci')CosT^ 2a ' ( l - s j ' j■\TgT,,



dus de integraal r 1 —2-c'
f  1—2«' , , |2 « '(1  — «') da

___________

waar tj' eene willekeurige standvastige is; of

SinT^ —  {ff'—Xa ) ,

wanneer wij stellen

dus

^  ci' ( l - a ' )

Cos T„ —  -------------
\J [1— Ci' )ci

Volgens (107)
da'
d t

V(1 + 3/A)<.'-^'>(1 + A^ )-^  » . (111)

q= ^  v'«'{1 + 2 /A )-^ ^ -< . 'H 1  + A )̂,

da'
h - T ^ ‘ =

=  \/i+y^ f-~=_________________________________

Daar het teeken van CosT^ met den tijd veranderen kan, en dien­
overeenkomstig voor elk tijdselement -f- of — gekozen moet worden,
mag niet geschreven worden

dt.

a! —

Stelt men een oogenblik

> ( l - f . 2 ^  A ) = - / ^ ( l  +  A^) =  / t ^

+  +  A )r r :y ,
zoo komt

— f  ——-^=TT- m  - y - -  -  Arcsin ^  -f standv. [ -
V l + A ' J  V l  +  A' ^ Jo
of

2 ( l - f  A ^ )^ - i l ± } 9  ^ ) . ^111)
V (1-1-2/ A)^—4 /^ (1  + A-) VJo  ̂ '

wanneer g ' de nieuwe willekeurige standvastige is; dus

V ï T a^1 -1-2 /A  V (1 -1 -2 /A )^ -4 /" (1 |A " )

2(1 +  A-') 2 (1 -i-A»)
Sin {<l-p)dt\g"y

( 112)



\! Ci' { l - a ' ) - { g ' - X u . ’YCos T„ =

met (111).
Nu kunnen wij de vergelijkingen opstellen, waarin (101) in de

gestoorde bevfeging overgaan. Met (101) en (107) wordt

3 A du! __
q—p  d t

Sin 3 X . Cos 3

± -----{q -p )d t \g ')  —

Vl + 4 / A -  4 / '
~  Vl  f
Evenzoo volgt uit (101) en (112)

Cos 3 X  . Cos 3 1 —

( q - p ) d t  +g"). (113)

V(l + 3ff'A)‘- 4 / (̂l + A'̂ '

. . . (117)



Cos 3 X . Cos^x  =  Cos i f . Cos s' +  Sin ii .Sin s ' . Cos 3(Z)’- |-^ ') , | fi-ig\
SinX ,X .C os‘i x  —  ± S i n e . 8 i n ' i { D ' ^ l ' ) .  ( '■ ‘

Volgens (111) en (101), en omdat de wortelteekens hier overal de
positieve wortels aanduiden, moet het teeken +  gekozen worden

gelijk aan dat van . Verandert in verloop van tijd het
\JSm'‘2X

teeken van S m ilX ,  dan gaat Sin’i X  en dus, volgens (118), Sin,2{D' +  ̂ ')
gelijktijdig door nul; dus bereikt 3 (D '-fS ')  dan O of 180°. Van
hieraf wordt de integratie in D ' (zie 117) met tegengesteld teeken
voortgezet. Voor de waarden van Co« 2 (D '-f-J') op een later tijdstip
is het echter onverschillig, of men van die waarden van 3 (i) '- |-^ ')
uit de toename positief of negatief neemt, en de cosinus doorloopt
dus verder dezelfde waarde, als wanneer het teeken onveranderd bleef;
hetzelfde geldt van + /Si» 2 (D '-f V ), daar Sin2(I)  4 ^’) op ziek zelf
aan weerszijden van het p im t, waar het teeken verandert, symmetrisch
ten opzichte daarvan dezelfde waarden met tegengesteld voorteeken
doorloopt. Men kan dus vooreerst, daar deze redeneering voor elk vol­
gend tijdstip, waarbij het teeken van S in 2 X  verandert, eveneens geldt,

± 8 i n 2 { I ) '  + S ' ) = : ± S m  d t  + iS '

schrijven, waar het +  teeken nu in ’t  verloop van tijd niet verandert,
en dus alleen van den begintoestand afhangt. Daar nu ±  V eene
uit den begintoestand te bepalen willekeurige standvastige is, kan
men daarvoor eenvoudig S schrijven, zoodat, met

(120)

.............................
Cos2 X . Cos 2 x  =  Cos ip ■ Coss' 4  Sin4 . Sin s . Cos2 (D , 4  ^)> \
Sin 2X . Cos 2 x  —  S in s '.Sin 2 (73, 4  )̂- ^

Om den zin van de beweging in de baan te bepalen, moeten wij
(102) en (109) samen nemen. Volgens (116), (120) en (101) is
echter

2 ff '— 2 A a' =  (— A -f Cose' \ / l  +  -^^4'^'f'^ Cosp. Coss' -{-

4- A/Sj«4/ .Sin e '. Cos2{I) 4  J) —  Coss'. Sini> —Cos^ . Sins' .Cos 2(1), 4  )̂-

Dus is

A  =  Coss'. Sin 4 — Cos 4 .S in s '. Cos 2 ( D , 4  5) =  [ i ]  V (121)



de vergelijking, die bij de bepaling van S en e' in (120) gebruikt
moet worden. Is voor een gegeven tijd < = 0 ,  Z  =  Xd,  x  —  Za
en [+ ]S  gegeven, zoo bepalen (120) en (121) X ,  x  en [ ± ] ’’ voor
elk ander tijdstip; d. w. z. de ligging en den vorm van de baan, en
den zin van de beweging in deze, zoodra men s' en S voor t =  O
bepaald heeft.

19. Het overzicht over deze verschijnselen wordt vergemakkelijkt
door de volgende algemeene opmerkingen.

De ligging en vorm van de slingeringsellips zoowel als de zin van
de beweging in deze, dien wij kortweg het teeken van de ellips zul­

len noemen, veranderen periodisch; want bij de substitutie ( +

waarin 1 een geheel getal voorstelt, in plaats van t , verandert (120) niet.
Vergelijkt men met het beschouwde geval, dat, waar 4- de waarde

4 " = 1 8 0 ° — 4-, en dus Cos4 'het tegengestelde teeken heeft; noemt
men de standvastige e daar e'"; en voert men dan in plaats van 4/'"
en 4̂  en £ =  180° —e'" in; zoo krijgt men (120) onveranderd in
vorm terug; maar in (121) is het teeken omgekeerd, d. w. z. dezelfde
ligging en vorm der ellipsen vertonnen zich, doch het teeken is het
tegengestelde geworden. Wij kunnen dus, beide gevallen samenvat­
tende, door

Coss - -  Coss' O < £ < 1 8 0 ° , ..............(122)

voor (120) en (121) de volgende stellen.

Cos2Z. Cos'ix =  V Cos"^^. C o s e S in - i^ . fine.  Cos2 (D , -j-4), |
S m 2 X .  Cos2x =  S in s . Sin2 (D , S), /

( B )-d — Coss.Sin^/— V Cos^4'-Sins.fos'ilD,A-i)= T + l  — ^  A ‘‘-.
L J Cos 4

S in ^ X  en S i»2 (2 ) ,-j-4) worden gelijktijdig nul; bij twee tijdstip­
pen, die ten opzichte van een nulpunt van S i»2 (D ,- f  4) symmetrisch
liggen, belmoren dezelfde waarden van Cos2 (2 ) ,-f 4), de tegengestelde

van Si» 2 ( 2 ) , 4 ) ;  dus dezelfde van 2;^ en r + 1  —— • maar
L J VCoŝ 4

waarden van 2 Z , die symmetrisch zijn ten opzichte van het bij het
nulpunt van Si» 2 (D , -j-4) behoorend nulpunt van S in 2 X ,  m. a. w.
de groote assen van de slingeringskrommen, liggen symmetrisch ten
opzichte van de coördinatenassen der x  en y. Men kan dus de
periode, na welke de slingeringen weer hun oorspronkelijken vorm,
ligging en teeken hebben, in twee o n d e r p e r i o d e n  verdeelen, die in



’t algemeen verschillend van duur zijn. In de eerste helft van de
eerste onderperiode verlaat de groote as hare oorspronkelijke ligging
{B , O, 2(Z>, -f ^) — 3 J), tot zij met eene coördinatenas samenvalt

-|-J) =  O, ro s2 (D ,-f i)  r = + 1 ) ;  gedurende de tweede helft
worden dezelfde ellipsen met hetzelfde teeken in omgekeerde volg­
orde en symmetrische ligging ten opzichte van de coördinatenassen
doorloopen, totdat de groote as de ligging bereikt, die met de oor­
spronkelijke symmetrisch is {Sin 2 (D , -j- S) -  Siti 2 1, Cos 2 (Z>, J)
=  Cos2S); dan begint de tweede onderperiode, gedurende welke in
’t algemeen andere vormen dan in de eerste doorloopen worden, maar
die door het tijdstip (Sin 2 (D , -h J) =  O, Cos 2 (Z), -|- ^) =  +  1) weder
in symmetrische helften verdeeld wordt, en bij wier einde {B, —  +  t )
men de oorspronkelijk gegeven slingering terugziet.

In de formulen (A) en (B) is eene standvastige, die afhangt
van de gegeven krachtfunctie en van de gegeven beweging van het
vlak, waarin het punt zich moet bewegen, i omvat eene groep van
elliptische bewegingsvormen, die bij onveranderde in ’t verloop van
tijd allen in elkaar overgaan, doordat B ,+ S  achtereenvolgens alle
waarden doorloopt. S eindelijk bepaalt, welke ellips uit zulk eene
groep als begintoestand genomen werd, of w. h. z. i. bepaalt het be­
ginpunt van telling van den tijd in elke kring van opvolgende ver­
schijnselen gekenmerkt door eene zekere waarde van c.

§ 2. Constructie der slingerhanen. Plaats van het
punt in de haan.

20. Wij zullen nu de vergelijkingen (A) en (B) eonstrueeren. In
de eerste plaats moeten daartoe g en J uit den begintoestand bepaald
worden; daarbij mogen wij altijd als tusschen — t en - \-7 t lig­
gende aannemen. Daar (A) en (B) voor t = . O

Cosi Xg. Cosi Xa —  V ios'^ . Cose -j- Sin 4̂ . S in s . Cos2S,
Sin 2 Aq . Cos 2 Xo — Sin e . Sin 2 S,

Cos 4
Cos s . Sin4 — V t os  ̂4 ■ Sin s . Cos 2 S = w ; -

}.(123)

,___ _ V I ^ ( 1 3 4 )
V Cos ’4

worden, kiezen wij (zie Hg. 2) op een bol twee, elkaar in den pool P onder­
den hoek 90 (^ 4  snijdende, groote cirkels; waarbij wij met tv; aandui­
den, dat men de volstrekte waarde van het verschil moet nemen. In
de richting P L  tellen wij op den lengtecirkel, L, de lengten positief,
in de tegengestelde negatief, evenzoo op den tijdcirkel, PZ, 2J positief
in de richting PZ. Overeenkomstig met het teeken van 2X„ meten
wij dit op den lengtecirkel van P uit af, en leggen door het uiteinde



47

van dit stuk een nieuwen groeten cirkel, den karakteristieken, K,
die met den lengtecirkel den hoek 90"'±  naar de zijde van P
en den tijdcirkel, insluit. Volgens (130) is dan in den bolvormigen
driehoek P L Z  de zijde tegenover 90'’± ^ ;^ ;„ , 3J, en de hoek tegen-
0''®!’ ^ X o ’ -̂ Wij vinden dus twee aan (123) voldoende stelsels
van S en e, zoodra eene ellips gegeven is, en derhalve Xo ''an nul
verschilt. Inderdaad' heeft men dan volgens (121) te onderscheiden
tussohen ellipsen met positief en negatief teeken, en het criterium
(131), of wat hetzelfde is (124), laat zich gemakkelijk terug bren­
gen tot de keuze van ziz Xo- In P L Z  is namelijk

=F Si/ i2xo  =  Cos2S. Sine \ j U ö ^ - C o s e .  S in ^ , . . (125)

dus met (121)
Cosv[/

V Coslp

Men moet dus de zijden i? j ,  C, en de hoeken n , ,  i , ,  c,
van een bolvormigen driehoek zoo kiezen, dat

( 'os lp

+  1 =

:2 V „ , c, =  J ,= 9 0 » - ) -

dan is
V Cos^ -p

a, —  e, B i  —  2 J.

Neemt men nog den grooten cirkel P P  loodrecht op den lengte­
cirkel, zoo vindt men, daar volgens (101)

Cos 2 X . Cos 2 x  Cos 2 ƒ ,

(met 123) bij P den hoek 2/, waardoor de ligging van de hoekpunten van
den rechthoek, die aan de slingeringsellips met de zijden evenwijdig aan
de coördinatenassen omsohreren is, op den cirkel met den straal \ jY h '

bepaald wordt, terwijl P P  volgens (101) 90“ 1 +  1 ■■ T„
L J  V Cos'‘ p

voorstelt.
D e v e rs c h ijn s e le n , d ie  u i t  de g eg e v en  s l in g e r in g  o n t­

s ta a n ,  v e r k r i jg t  m en n u , d o o r d a t  m en bij g e l i jk b li jv e n d e
h e l l in g  e van  den  k a r a k te r is t i e k e n  c irk e l  K op d e n  t i jd ­
c i rk e l ,  h e t k n o o p p u n t  v an  b e id e n  o v er d en  l a a ts te  m et

de g e l i jk m a tig e  sn e lh e id  — ve r s c hui f t ;  in  den  te l-

k en s  d o o r  deze c i rk e ls  g e v o rm d e n  d r ie h o e k ,



is =  3.Y, , 90"

2 (D ,  4-^),

±
 ̂ Cos J/

V Cos-̂  4̂ ^  ’
(C)

d. w. z. de l e n g t e  van  d i e  k n o o p  van den  k a r a k t e r i s t i e k e n
c i r k e l  m e t  den  l e n g t e c i r k e l ,  d i e  m e n ,  van  den  t i j d c i r k e l
n i t  l a n g s  den k a r a k t e r i s t i e k e n  c i r k e l  en door  den  s c h e r ­
pen h o e k  der  v l a k k e n  van den  t i jd c i rk e l  en d e n  l e n g t e c i r ­
ke l  g a a n d e ,  h e t  e e r s t  b e r e i k t ,  en d i e  wij de  o p s t i j g e n d e
k n o o p  z u l l e n  n o e m e n ,  i s  de d u b b e l e  h oe k  van  de gr o o te
as der  s l i n g e r i n g s b a a n  met  de »-as ;  en de o ve rm aa t  van
de h e l l i n g  d i e r  v l a k k e n ,  v o o r t d u r e n d  aan d e z e l f d e  z ijde
van  b e i d e n  g e n o m e n ,  b o v e n  90“ b e p a a l t  d o or  hare  g r o o t t e
de d u b b e l e  a s s e n v e r h o u d i n g s h o e k  door  haar tee-
k e n ,  d a t  van de baan.

Dat dit geldt voor —? r < 2 ( D , - t - 5 ) < w  valt terstond door de keuze
van den bolvormigen driehoek in het oog. Overschrijdt 2 (D , -f-1) de — w
of -|-!7, zoo snijden twee der zijden van den bolvormigen driehoek
elkaar in het punt diametraal tegenover P, wat echter zonder invloed
is op de geldigheid van de formulen, wanneer men de hoeken van
twee vlakken maar voortdurend aan dezelfde zijde van beiden kiest.
Gemakkelijker ziet men misschien nog volgens de vooropgestelde op­
merkingen, n°. 19, over de symmetrie in de halve onderperioden in ,
dat men het knooppunt Z bij onveranderlijke helling van het karak­
teristieke vlak op het tijd vlak maar steeds verder kan laten gaan, als
men er slechts op le t , dat de helling van den karakteristieken cir­
kel op den lengtecirkel steeds aan dezelfde zijde van lengtecirkel en
karakteristieken cirkel bepaald moet worden.

De periode van de verandering van vorm, ligging en teeken der
slingerbanen is geëindigd wanneer dat knooppunt weer op zijne oor­
spronkelijke plaats is aangekomen. Zij is

Sin 4-'
(126)

dus korter dan de periode van
korter dan de tijd in welke het x
om de 2 -as volbrengt; want

n 2 TT V (  o s ^  ip

\ ' q -
<

het ongestoorde vraagstuk, en ook
y  stelsel eene draaiing van 180°

en n  <  -

volgens (110),  (115) en (126).



21. Voordat wij tot eene onderscheiding der belangrijkste gevallen
overgaan, willen wij nu nog, vooral met het oog op de uitbreiding van
de slingerproef van B kavais, volgens (106), r  algemeen uitdrukken.

I  p \ / ~ u ( l - c c ’ )

-Xct'
7  ƒ  (fif _  y A i f  +  y ( / - A )  T —

volgens (109). * Ci

Wanneer men de waarde van x bij  ̂=  O met x„ aanduidt, en let
op (115) en (116)

/ > ( r - T „ ) = a ^ _ ^ £ £ i l ± £ f l i '  r  d t
 ̂ S in^

Volgens (101) en (A)

en volgens (119)
1 -f f os il/ Cos6-j-Sm>l/.Sme.Cos2 '^Z>,-f-S'i

__ rHO+ó)7J2,

(127)

^  J 2 d in,-\-nÜosu’

m czz. 1 Cos  ̂lp Coss, 1
^ —  ^in p . Sin s. ƒ ..............

m en n zijn twee positieve grootheden; en m - n  =  l^C os(P 'p -e}> 0 ,
stöllcndc *

\/ Cos^P =  CosP', en O < 4, '< 9 0 ° ..................(123)

f  2(ü+ (T)

Cos U m- — n

" ' - ' • ) = ) . a » .

of met (112)
Cosp___r  V ' 0^^4 +ro^g]

\! Cos 4L '< ^m --n‘- J  ^  \mCosB, ^ n '  o«(i>7+^^
De beteekenis van r  volgt uit (93). Het is de tijd, die na eenig

veelvoud van sedert .  =  O „og verloopen moet, voor het punt

met positieve ^-snelheid de y-as overschrijdt; bij t =  x„ vindt dif
voor de eerste maal plaats, dan in de ongestoorde bewe^ng „a elk

4

/  S inB .



veelvoud van den slingertijd — , in de gestoorde beweging echtei

T - T „  l at er .  Men kan t -  t „ ontbinden in twee deelen. Daar na­
melijk de tangens in (130), wanneer B ,  oin +  Z r̂, waar /  een geheel
getal voorstelt, toeneemt, weer dezelfde waarde aanneemt, en dus pe-
riodiseh en wel met de periode n  (zie 136) verandert, kunnen wij
schrijven

r-T„ =rir„/T-t- ir , ,

\/ ( —
V C bs’ J ' - ( - T o s t i  p — q

/ r .

I p \ / [ p - q y
r  vTÖT^+rostl  ̂ , / \j m - - n - S i u D ^ ___ )
L - I   ̂[mCosB,-\-n(.os{D

waar /  het aantal in t bevatte geheele perioden, en 0 < ^ r c / y < 1 8 0  ,
in den zin tegengesteld aan y, is. Immers volgens (115) is

TosJ/

P L

V y

( o s ^ ___P ~ f\

\l i ’os‘‘ 4/ V(i>-</)''
en de arctg gToeit aan in den zin tegengesteld aan y. Heeft men
gedurende eene periode n  voor elk tijdstip t bepaald, dus de
ligging van het punt in de door (A) en (B) of door (C) bepaalde baan,
zoo vindt men de overeenkomstige plaats I  perioden later, wan­
neer men het punt uit de eerste plaats zoover over zijne baan terug-
schuift, dat het in de voorgeschreven beweging den tijd / tt noo-
dig heeft, om die plaats weder te bereiken.

De waarde van Toss, die men in (D) noodig heeft, volgt mt den
bolvormigen driehoek (C)

Cosji
Cos£-= \j Cos^^ Cos2 XfiCosi xo-\' o V Tos'̂ 4/

Sin2 (i ̂ 1)

§ 8. OnderHchtiding der lelangr'ijkste gevallen.

22. Wij beschouwen nu de gewichtigste gevallen, welke onder (A) en
(B), of, wat hetzelfde is , in de beweging van den karakteristieken cirkel
volgens de constructie (G) voorkomen.

Is een slingerellips op eenig oogenblik gegeven, zoo laten zich ten
opzichte van de daaruit ontstaande ellipsen drie gevallen onderschei­
den , al naarmate er cirkels, rechte lijnen of alleen ellipsen onder
vooHomen. De beschouwing van den driehoek (C), welke den karak­
teristieken cirkel bepaalt, toont nu terstond aan, dat het optreden van



cirkels het samenvallen van den karakteristieken- en lengtecirkel vor­
dert, d. w. z.

Cos- £ — Sin-lp.
Wij stellen geval A : Cos-e = . Sin^ P> Cos’̂ p,

en zullen zien, dat dan geen rechtlijnige slingeringen voorkomen,
terwijl in

Geval D : Cos^ s =  Sin^ P <  Cos-p,

zich zoowel rechtlijnige als cirkelvormige slingeringen vertoonen.
Zullen rechtlijnige slingeringen optreden, dan moet bij verschui­

ving van den karakteristieken cirkel zijne helling op den lengte-

Deze helling is echter een hoek in dencirkel -  kunnen worden.

driehoek (C), wiens andere hoeken 90°—4'̂  en g zijn, wanneer p' als
in (>.28) bepaald wordt; tevens moet in den supplementairen drie­
hoek van (C) de eene hoek recht zijn. Dus moet g > 4 '  voor

TT
en 180"’—g >  4' voor ^  zijn; en is

= -  Al

fieval B : Cos-£<Cos^p.
Daarentegen zijn voor het

Geval O: Cos‘‘ Cos-p,

geene rechtlijnige slingeringen onder die, welke achtereenvolgens uit
de gegeven ellips ontstaan; en deze houden dus steeds hetzelfde teeken.

Ook blijkt dit uit den rechthoekigen bolvormigen driehoek, door
toepassing van den regel van Neper, die, wanneer de rechtlijnige
slingeringen in het azimuth Z ,  liggen,

Cos£ CosZX,  .C o s p ' .................  ('132')
geeft. ■  ̂ ''

Eindelijk kan men deze discussie der vormen ook aansluiten bij de
uitdrukking van Si/ i2x ,  die men overeenkomstig met (125) uit den
bolvormigen driehoek vindt, nl.

Cosp
— 4  ̂̂  ~  ^ (-® ( +  'Si» s . Cos 4 ' — Cos £ .Sin p' (133)

Het oogenblik, waarop de slingeringen, zoo dit mogelijk is, recht-
lijnig worden, vindt men met (119) uit de waarde van D , , die be­
paald wordt door

(os2 D , p  a).Sïn£. Cosp'—Cos£.Smp'— 0 ..............(134)
23. De gevallen B en C laten zich elk in tweëen splitsen, l e n l l ;

al naarmate het knooppunt van den karakteristieken- en den lengte-

4 -



cirkel zich steeds in denzelfden zin beweegt (dus ook de groote as
van de slingerbaan de coördinatenassen x,  y  opeenvolgend over­
schrijdt), of niet, (zoodat de groote as van de slingeringskromme om
een der coördinatenassen heen en weer slingert). Wanneer de scherpe
hoek, dien de karakteristieke- met den tijdcirkel vormt, grooteris dan
de scherpe hoek van den tijd- en den lengteoirkel, zoo kan het knoop­
punt van den karakteristieken- en van den lengteoirkel zoowel in 1 ,
als in het diametraal tegenoverliggend punt P , vallen. Is dus aan

Geval I: >|/,

voldaan, dan gaat de groote as der slingeringskromme achtereen­
volgens over de 4 * ,  de 4 y , de - l ,  de - / / ,  de 4a'-as enz., of
omgekeerd. Bij en .Y„ positief gaat het knooppunt van den ka­
rakteristieken- en den lengteoirkel het eerst over P, hetwelk met
de X-&S  overeenkomt; dan volgt eene overschrijding van het in
onze constructie diametraal tegenover P liggende punt P , , dat op
deze wijze bereikt, de lengte -180^  heeft, en dus overeenkomt met

de coördinatenas, waarvan de lengte — -  is, d. i. met de -^ -a s ,

enz. De coördinatenassen worden dus in de aan y  tegengestelde
richting opeenvolgend overschreden. Het heen en weer zweven van
de groote as om een der coördinatenassen vordert, dat het knoop­
punt van den karakteristieken- en van den lengtecirkel een der beide
punten, P of P , , nooit bereikt. Zal dit het geval zijn, dan
moet de scherpe hoek van den karakteristieken- en van den tijdcirkel
kleiner zijn dan die van den laatste en den lengtecirkel, en de
scherpe, als £ of 180’ - £  te nemen, opening afgekeerd zijn van dat
der beide punten P en P ., hetwelk niet overschreden wordt.

Dus is
Geval II: «Si»’ £ <  vl-
De beweging van het vlak van den karakteristieken cirkel is eene

draaiing om zijn middelpunt. Wij kunnen deze ontbinden in eene
om eene as loodrecht op het vlak, en die voor ons niet in aanmerking
komt, daar wij alleen met den stand van het vlak en met met de
ligging van punten in het vlak te maken hebben; en in eene andere
draaiing, wier as in het vlak valt. Deze as staat op elk oogenblik
loodrecht op de knooplijn van het karakteristieke vlak met het tijd-
cirkelvlak. Van den tijdcirkel uit langs den karakteristieken boog
(die in den scherpen hoek van tijd- en lengtevlak valt) gaande,
ontmoet men het knooppunt van dezen boog met den lengtecir-



kei eerder of later dan het punt, dat met die oogenblikkelijke
as overeenkomt, en na 90 ' bereikt wordt, al naarmate de karak­
teristieke boog of >  90’ is. Dus bewegen zich de knooppun­
ten van het karakteristieke vlak met den lengte- en den tijdoir-
kel in denzelfden, of in tegengestelden, zin, al naarmate de ka­
rakteristieke boog, die beiden verbindt, kleiner of grooter dan een
quadrant is. Daaruit volgt echter onmiddellijk, dat dit knooppunt
van het punt P of P , (diametraal tegenover P), waarheen zich de
scherpe hoek van den karakteristieken- en den tijdcirkel bij de con­

structie op het tijdstip t —  O keert, nooit meer dan — kan afwij-
2

ken; d. w. z. de groote as der slingeringsbanen zweeft om de oor­
spronkelijk het naast bij haar gelegen coördinatenas heen en weer.
Voor de twee symmetrisch liggende keerpunten vindt men, uit den
bolvormigen driehoek met een quadrant tot zijde,

±&2.y,„ =  ^  =
Cos

1
CoS)p ■[1 -  Co32Xg.Cos2x,^.Cos\p'-\-\r 1 J

(135)
In de onmiddellijke nabijheid der richtingen, voor welke de slin­

geringen rechtlijnig worden, grijpt de beweging van de groote as, hier
even als in ’t geval I, in den zin tegengesteld aan dien van y
plaats.

24. Het vorige samenvattende kunnen wij dus onderscheiden:

A. Sin'̂  — Cos' £ >  f OS' 4i.

E l  treden onder de ontstaande sliugering’en cirkels op, maar geen
rechte lijnen (alleen mogelijk bij 7 'y ' i l /> l \

B. I. Sin-4^^ Cos‘‘ £ <̂ Cos'̂  4'-

Er komen rechtlijnige slingeringen voor; de groote as van de slin-
geringskromme beweegt zich steeds in den zin tegengesteld aan y.
(Voor Tff"-4>> 1 is dit een noodzakelijk gevolg daarvan, dat aan de
eerste voorwaarde is voldaan).

B. II. Sin  ̂ 4̂ <4̂ Cos  ̂e <4 Cos'4̂ •

Er treden rechtlijnige slingeringen op; de groote as der banen
slingert om de oorspronkelijk naastbijgelegen coördinatenas heen en
weer. (Dit geval kan slechts voorkomen bij ?V^''J/<1).



C. II. /S'iVi’ J/<  Cos’ e >  Cos’ 4“-

Slingeringen, die niet rechtlijnig worden kunnen, en wier groote
as om eene coördinatenas (de naastbij gelegene) slingert; wat bij
Tg < \ een onmiddellijk gevolg daarvan is, dat aan de eerste voor­
waarde is voldaan.

C. I. Sin‘‘' C o s ' C o s " -

Slingeringen, die niet rechtlijnig worden kunnen, en wier as steeds
in dezelfde, aan y  tegengestelde, richting verder gaat. (Is alleen
bij Ty’ 4/ >  I mogelijk).

D. Sin'  ̂4> == Cos’ £ <  Cos " 4<.

Dan kunnen zoowel cirkels als rechte lijnen optreden. (Alleen
mogelijk bij < I ) .

Eindelijk zullen wij in § 4 nog eenige grensgevallen behandelen.
Volgens (131) speelt het teeken van de gegeven ellips eene wezentlijke

rol in de bepaling van Cos’ £, dus in de bepaling van de klasse, waartoe
zij behoort. Daar echter voor deze bepaling het teeken van f os £ niet in
aanmerking komt, zou men in elke klasse nog twee onderafdeelingen kun­
nen maken, al naarmate Coss —  -(- V C'os’ £ of Cos£ =  — \/ Cos’ £ is.
In beide worden dezelfde krommen met tegengesteld teeken in de­
zelfde volgorde doorloopen; maar hunne ligging is in het eene geval
dezelfde ten opzichte van de y-as als in het andere ten opzichte van
de .r-as. Immers het supplement van e en de tegengestelde waarde
van X komen overeen met de hoeken van den supplementairen drie­
hoek van (C), waarvan het hoekpunt P , de y-as aanduidt.

35. Om de gelijktijdig met die van X  plaats grijpende verande­
ring van X gaan, kunnen wij gebruik maken van de bekende
differentiaalvergelijking voor een bolvormigen driehoek (C) met eene
veranderlijke zijde en twee standvastige hoeken, en c,.

Sinc, . Sin A ,,dB ̂
^  ' ^ I — Cos A
dB'-,

welke hier den volgenden vorm aannemen

CoSiJj

V Cos’ 4/'
A — Sin'iX. \J Cos "-

— =  [ ± ] > & 3  A’.Co/y4,

(186)



d- ±
Cos \p
( os‘‘ J/

of

= . VTo.s’-4-.ror2.Y

dt '^
_  r , 1 r r  . o V

[rf2(iJ,+̂ )]
d[%X]

( 136)

dx steeds hetzelfde teeken behoudt; enUit de eerste volgt, dat - -

dus vnii uit den oorspronkelijken toestand steeds de verhouding T y x
van de kleine as der slingeringsellips tot de groote toe of afueemt;
totdat de groote as dien stand bereikt, waar de slingeringen recht-
lijnig worden en dus [ + ] ’’ omkeert, of wel hunne groote as met
eene coördinatenas samenvalt, en dus het teeken van S in i  X  omkeei-t.
Verder bevestigt zij, dat van het oogenblik, dat de groote as eene
coördinatenas bereikt, zooals vroeger reeds aangetoond werd, af x
den tegengestelden gang neemt.

Wil men zich bij de discussie der veranderingen van x  den
bolvormigen drielioek houden, zoo kan men opmerken , dat de helling
van den karakteristieken- op den lengteoirkel voortdurend toe- of
voortdurend afneemt, wanneer men het knooppunt van den karakte­
ristieken- met den tijdcirkel tusschen P en P , voortdurend in dcn-
zelfden zin beweegt. Immers dan neemt het spherisch exces voort­
durend toe of af, omdat dit met het oppervlak van den bolvormigen
driehoek het geval is. Dit laatste ziet men onmiddellijk in , wanneer
de beweging van beide knooppunten in denzelfdcn zin plaats grijpt.
Het is echter ook het geval, wanneer de karakteristieke boog langer
dan een cjundrant is, omdat het langste stuk daarvan (het quadrant
van den tijdcirkel uit genomen) zi li toch in denzelfden zin beweegt
(zie n . 23) als de knoop met den tijdcirkel.

Laten wij eerst B. I nemen, en de verschijnselen in de twee on-
dcrperiodcu verdeden, die door twee symmetrische reclitlijnige slin­
geringen begrensd w'orden; gedurende elk van deze onderperioden

( os lp
standvastig, in beide onderperiodenblijft het teeken +

V Cos lp

is het verschillend. In dit geval is verder d X
altijd, zooals

in het punt P, positief; e en Q O^-J/', of ISO’- s  cn OO’ -iJ/' zijn
in de klasse B samen grooter dan 90°; dus geldt bij de overschrij­
ding van de .r-as (waarbij de bolvormigo driehoek (C) oneindig klein
wordt) het teeken



Cos 4<
V Cos 4/

daar dan ook C osiX  positief is, volgt, dat de volstrekte waarde
van X, een maximnm is ten opzichte van de waarden, die het in die
onderperiode aannemen kan. Bij het overschrijden van de y-as door
de groote as der baan (waarbij de supplementaire driehoek van (C)
oneindig klein wordt) is Cos2X negatief, maar tevens is volgens

Tos ü/ r  d ’■ — Cos J/
— ' ' ' =  +  l  . (137)Klasse B ,

V  Cos‘‘

[db]’' omgekeerd; zoodat weder x  een maximum is ten opzichte van de
waarden gedurende deze onderperiode.

Gaan wij nu over tot B. II. Wanneer de baanas om de x - , of
om de y-as slingert, wordt deze gedurende eene geheele periode n
twee malen overschreden; de eene overschrijding komt in plaats van
de y-, respectievelijk de a:-overgang in B. I; wij zullen haar dus,
in tegenstelling met de andere of normale ,  de abnormale  noemen;

^  Y '

bij eene normale overschrijding is ; ^ ’-p rr positief, bij eene abnormale

negatief.
In de onmiddellijke nabijheid der normale overgangen verkrijgen

wij, geheel als bij B. I., voor (C) of voor zijn supplementairen drie­
hoek tusschen het tijd- en lengtevlak oneindig kleine driehoekjes; het
teeken der ellipsen wordt daarbij dus weder volgens (137) bepaald,
en of x^y een maximum ten opzichte van de waarden van x
in de overeenkomstige onderperiode. Daar het teeken in de abnor­
male onderperiode het tegengestelde moet zijn van dat in de normale,
heeft men

[’  ' ] ' ■  Cos J/ r  , n Cos 4>Klasse B .
V 6’os '̂  4' L J  } y/ Cos

en vindt men gemakkelijk, dat ook x^^ ®n x^j maxima zijn ten
opzichte van de waarden van x  io de overeenkomstige onderperioden.

In ’t geval C verandert het teeken niet, en moeten dus de beide
overgangen met elkaar vergeleken worden. Volgens (136) is

w—  Costp
V Cos‘‘ lp

een maximum voor de normale x- of dc abnormale y-overgang, een
minimum voor de normale y- of de abnormale ^-overschrijding. Stemt



dus het teeken van de ellips bij een normale ot abnormale overschrijding
van eene coördinatenas overeen met dat, ’t welk zich vertoonen zou
bij de overeenkomstige overschrijding door uit rechte lijnen ontstaande
ellipsen, zoo is de verhouding der assen een maximum; is het tegen­
deel het geval, zoo is het een minimum.

Wat de grootte van x  betreft, volgt uit de genoemde oneindig
kleine driehoekjes bij de normale overschrijdingen

Cosil/90“-p
w : , \/ l'os^ \p

■ = w : .

180“- v- ( 9 0 “--(P');

Cos\p

\ / T ö ^

en evenzoo ' = Ï ± YL J « i  \l C'rto'̂  A, V

. . . (139)

v / r o a ' ' ‘ V " “ 3
Daarentegen vindt men uit de oneindig kleine supplementaire drie­

hoekjes van (C) tusschen het karakteristieke- en tijdvlak bij de abnor­
male overgangen

'  +  * '  1

‘ ■ ’ = W ’

V  Cos ’ \p
— Cos\p /

V ('os^ vf/ .
90“

2 I'

. . . (140)

§ 4. Grensgevallen.

26. Geval E. & '» e =  0, o n v e r a n d e r l i jk e  e l l ipsen.

Tot een bizonder opmerkelijk geval met het oog op eene slin­
gerproef, waarvan die van B r.vvais een bizonder geval is, geeft
Sin £ =  O aanleiding. Dan is

Cos2 .Y„. Cos2x„ =  Cos^/'. Coss,

Sin2 Xo ,Cos2xo =  O,

Cos 41Coss yCos'^ê, \JCos’̂ £ =  l ,
\J Cos"

en Cos2X.Cos2x =  Cos^P'.Cose, Si»2 X.Cos2 x =  0.

Heeft men oorspronkelijk als slingeringskromme eene ellips, wier
assen met de coördinatenassen samenvallen, en in de verhoudino-, be­
paald door ° ’

Xe — H ' , ..................................(141)



tüt elkaar staan, en valt de groote as met die coörJinateuas samen,
waarvoor

Coi 2 A' r  . 1 "■ Cos ^

Cos^ 2 A' = M V (os '̂ ^

is; zoo blijft het punt zich voortdurend in de oorspronkelijke baan
bewegen, of m. a. w. de e l l ip s  is  o n v e ra n d e r l i jk .

Dit blijkt ook duidelijk uit onze consiruotie; immers bij e =  0 of
£ =  180'’ valt het karakteristieke vlak samen met het tijdvlak; het
knooppunt met het lengtevlak, dat voor £ =  O in P, voor £ =  180”
in P , ligt, en de helling blijven voortdurend dezelfde. Wij hebben
bij P, 90=+ 2% = : 90 ’ +  +' en bij P , ,  90= - 2 x  —  90’ - + ' ;  waaruit
volgt, dat het teeken van de ellipsen bepaald moet zijn door

- f l ±
+0S +

V Cos'‘ +
bij P en door — 1 = : ± ] '

tos  +

V Cos’ +
=  bij 1 \

Om den samenhang van het teeken der onveranderlijke ellipsen
met de coördinatenas, waarin hare groote as valt, scherper aan te
geven, verwijzen wij op n°. 25, waar bewezen wordt, dat de boven­
staande definitie, die voor het teeken van ellipsen, welke a b n o r­
m aal P of P , overschrijden, is. En de onveranderlijke ellips heeft
dus hetzelfde teeken als de ellipsen, die abnormaal de coördinatenas,
waarmede hare groote as samenvalt, overschrijden.

Het geval Cosb =  0 komt overeen met Cos2X„ = 0 ,  A'„ =  ± 4 5  ',
terwijl %, en bepaald worden door

CosJy'=■ Sin2 X , % = 4 5 ° —-|+' ;

de twee onderperioden zijn dan, afgezien van het teeken der ellipsen,
in zooverre dezelfde, dat de eene ten opzichte van de a’-as evenzoo
doorloopen wordt als de andere ten opzichte van de (/-as.

27. De grens tusschen de gevallen B. II  en C. II  vormt

Geval F. II. Cos’ £ =  Cos’ + en Sm"- + <  Cos’ +.

Dan liggen de slingeringen oorspronkelijk in een van de symmetrie-
assen; terwijl de kleine as van de slingeringen toeneemt, beweegt de
groote as zich in den zin van - y  naar een van de keerpunten, die
volgens (135) bepaald worden door

±  Sm  2 X„ ;

keert dan zich weer naar dezelfde coördinatenas toe, die met ellipsen

...............................



overschreden wordt; bereikt het tweede keerpunt

q= Sin 3 r=  Tff J/'

ami de andere zijde van de coördinaten- of symmetrie-as; bij steeds
afnemende kleine as keert de groote as zich dan weer naar de­

zelfde symmetrie-as en , wanneer deze, na  ̂ bereikt wordt

zijn de slingeringen weder rechtlijnig geworden.
Een dergelijk grensgeval P. I heeft men tusschen B. I en C I

bij
28. Het geval A, dat de verklaring van eenige afwijkingen bevat, die

B bavais bij zijne proeven over het bewijs van de aswenteling der
aarde met behulp van den cpnischen slinger heeft opgemerkt, kan
men als de grens tusschen C. I en C. If  beschouwen; welk laatste in
A overgaat, wanneer bij s juist de waarde heeft, bepaald
door

S i n ' ^  >)/ =  T o s ’  f .

Is dit het geval, zoo kan men even goed zeggen, dat de groote
as der slingeringsellipsen steeds in dezelfde aan 7 tegengestelde ricli-
ting verder gaat, (A gedurende het oogenblik, dat de slingeringen
cirkelvormig zijn, beschouwende als behoorende tot C. II); als dat”zij
om eene coördinatenas slingert, (A beschouwende als behoorende tot
C. I). Immers dan hebben het karakteristieke vlak en het lengtevlak
dezelfde helling op het tijdvlak, en verkrijgt men het eerste door het
tweede bij onveranderlijke helling op het laatste te laten draaien.
De tusschen den tijd- en den lengteoirkel ingesloten karakteristieke
boog kan alleen, wanneer het karakteristieke- en lengtevlak samenval­
len, en dus de knooppunten van den karakteristieken- met den tijd-
cirkel de lengte O of +  ^  hebben, d. w. z. de groote as der slinge-

ringsellips met eene ooördinateuas samenvalt, tot ^  worden; alleen op

dit oogenblik mag dus de beweging van de groote as als abnormaal wor­
den beschouwd. Vallen de heidevlakken echter samen, zoo is hunne on­

derlinge helling O of ir, dus en de beweging cirkelvorraig.

H ij moeten onderzoeken, wat er bij dit punt verder gebeurt. Wan­
neer het knooppunt van den karakteristieken- en den tijdcu'kel over
een coördinatenaspunt (P of P ,)  heenbeweegt, en beide vlakken sa­
menvallen, ligt de oogenblikkelijke as van die draaiing van het ka­
rakteristieke vlak, welke overblijft wanneer men afziet van de draaiing
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om eeiie as loodrecht op dit vlak, die het slechts iii zich zelf ver­

plaatst , op de lengte ^  of — ^ . al naarmate van den zin der bewe-
A Z

ging in den cirkel; onmiddellijk daarna ligt zij op de lengte —

respective -f ^ , want de karakteristieke boog moet steeds door den

scherpen tweevlakshoek genomen worden. Of men nu aanneeint, dat

de plotselinge overgang van -  tot — ^ of omgekeerd, die op het

oogenblik plaats heeft, dat de slingeringen cirkelvormig zijn, in
positieven of in negatieven zin geschiedt, m. a. w. de denk­
beeldige groote as van den cirkel in positieven of negatieven zin
rondloopt, doet aan de bepaling van den vorm van de slingerings-
baan niet af; zoodra echter de slingeringskromme niet meer cir-

7T
keivormig is, wordt de karakteristieke boog < - ,  en heeft dus

de beweging in den zin tegengesteld aan die van 7 plaats. De
groote as der ellips duikt volgens het vorige, en omdat de lengte
van de knoop van het karakteristieke en het lengtevlak het dubbele
azimuth X  voorstelt, uit den cirkel op bij het azimuth + 4 5 ’ van
de groote as der slingeringskromme, wanneer het knooppunt van den

lengtecirkel en den karakteristieken cirkel bij ligt; en verdwijnt

er weder in , terwijl zij een hoek van —|— 45 met de coöidinaten-
assen maakt. Wij hebben dan den oorspronkelijken toestand terug­
gekregen, namelijk een cirkel van denzelfden zin. Om de keuze van
het teeken voor dit azimuth uit het teeken van den enkel te bepa­
len, heeft men op te merken, dat het overeen moet komen met dat
van de maximumellips in ’t geval C. De willekeurige groote as van
den cirkel moet men dus, wanneer men aanneemt dat zij rondloopt
in den zin tegengesteld aan 7, in die coördinatenas leggen, bij wier
normale overschrijding ellipsen, die uit rechte lijnen ontstaan, hetzelfde
teeken hebben als de cirkel. Van deze as ligt het azimuth, waarbij
de groote as zich het eerst vertoont, 45 in de richting tegengesteld
aan 7 af. Tot dezelfde uitkomst komt men, wanneer men de groote
as van den cirkel in de as legt, bij wier abnormale overschrijding
ellipsen, die uit rechte lijnen ontstaan, hetzelfde teeken hebben als
de cirkels, en het azimuth, waarbij de slingeringen weder elliptisch
worden, overeenkomstig de opvatting als abnormale periode, in don
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zin van y, 45’ verder neemt. Dit azimuth wijkt 180® van het in
de vorige beschouwing gevondene af, en de ligging van de groote as
is dus dezelfde.

Van hieruit beweegt zich de groote as tegen y  in verder, en wordt
bij het overschrijden van de naastvolgende coördinatenas een maxi­
mum. Dan is de ligging van het karakteristieke vlak juist de sym­
metrische van het lengtevlak ten opzichte van het tijdvlak, dus
90’ +  2 =  ISO’ — 3\J/, +  2% 9 0 " - - 2 vj/, en de verhouding der
beide assen wordt dan bepaald door

Cos- 34/ =  24-', \
X ,  =  45’ ro  4-'. / ‘ '

Van hieraf worden dezelfde vormen in omgekeerde volgorde en in
symmetrische ligging doorloopen, tot de groote as van de ellips in
den cirkel verdwijnt bij een azimuth, dat symmetrisch is met dat,
waar zij het eerst verscheen; en met oneindige snelheid in den cir­
kel rond loopend, treedt zij weder in het oorspronkelijk azimuth er uit
te voorschijn. De beweging van het karakteristieke vlak geeft hiervan
eene zeer duidelijke voorstelling.

lie t oogenblik van cirkelvormige slingeringen geeft in ’t  geval D
tot geheel dezelfde beschouwingen aanleiding, als die wij voor ’t  ge­
val A uitvoerig behandelden.

29. Zooals A de grens tusschen C. I  en C. I I  is, is het geval D
een grensgeval van B en wel de grens, die B. I  en B. I I  scheidt.
Is eene slingeringswijze gegeven, en uitgemaakt, door volgens
(131) E te bepalen, dat zij behoort tot het geval B , dan kan
men volgens (134) en (132) bepalen, wanneer en in welke richting
de slingeringen rechtlijnig worden.

Elk geval behoorende tot de klasse B kan men zoo terugbrengen tot
een met oorspronkelijk rechtlijnige slingeringen in een azimuth X, ;
en om uit te maken, of eene slingering tot de klasse B. I  of B. II
behoort, behoeft men dus slechts het gebied van X , ,  dat tot B. I
en dat tot B. II  behoort, voor elke waarde van 4', te kennen. Deze
onderscheiding van B. I en B. I I  naar X , is in ’t  bizonder van be­
lang .met ’t  oog op onze slingerproeven (zie Iloofdst. III).

In  ’t geval B. I is Cos’ g 4';
In ’t geval B. II is Cos’ £ >  4'-
Dus hoort volgens (132) bij

Cos’ 2X,. <  ?V?’ 4' de klasse B. I ,
Cos’ 2 A'. >  7>’4- de klasse B. II. ( 144 )



In (Ie fig. 3 zijn de geschaduwde deeleii het gebied van die
waarden van X  , die aanleiding geven tot verschijnselen van de
klasse ï?. I I , de anderen het gebied van B. I; de grenslijnen van
beide vormen het gebied van D , voor de waarde van J/ (3 0 '), die
aan de constructie ten grondslag werd gelegd. Neemt J/ to e ,
dan breidt zich het gebied van B. I, aan weerszijden v a n + 4 5 " ,  sym­
metrisch uit. De waarde van A’, , die aanleiding geeft tot een ge­
val van de klasse D, en die wij A','* zullen noemen, nadert meer

en meer tot zulk een waarde O of wel die met eene coördina­

tenas overeenkomt; want-
Coi* Z A '/ r r :  .............................. (^45)

Bij 'J' —  1 is het gebied van B. II geheel verdwenen, en valt
het samen met dat van D; en voor Tg- 1 heeft men noch het
geval B. II , noeh D.

Neemt Tg - 4( af, dan krimpt daarentegen het gebied van B, I
steeds meer in , tot het voor Tg‘‘‘ 4̂  —  O in twee rechte lijnen, met
het azimuth + 4 5 " ,  overgaat; zooals uit de theorie van de figuren
van L iss.ijous bekend is.

Wij kunnen de onderscheiding van het gebied van B. I en B. II
gemakkelijk aangeven in de constructie op den bol. Bij de gege­
ven waarde van 4  berekenen wij volgens (145) X ^^, en zetten
-t-SA', ® en —2X, ^ ,  van P en van P , uit, op den lengtecirkel af.
Legt men door deze vier g r e n s p u n t e n  vlakken loodrecht op het
lengtevlak, dan zijn dit de karakteristieke vlakken van vier slinge-
ringsvormen, die behooren tot D. Verder berekenen wij voor een
gegeven slingeringsvorra, die tot B behoort volgens (132) X, ;  en
zetten eveneens -j- 2 X^  en — 2 X , op den lengtecirkel van uit P af.
Wanneer het zoo verkregen punt valt tusschen een coördinatenpunt P of
P 1 en het naastbij gelegen grenspunt, behoort het geval tot de klasse
B. I I ; valt het tusschen de grenspunten, zoo behoort het geval tot de
klasse B. I. Van dit punt X,  gaat in de normale periode het knooppunt
van den karakteristieken- en den lengtecirkel steeds in denzelfden zin
verder; de abnormale periode bevat de keerpunten 2A’’„ (zie 135),
en deze liggen van de coördinatenas gerekend buiten de punten
2X^.  Eene rechtlijnige slingering uit de klasse B. II , gaat dus in
de abnormale periode in eene elliptische over, wier groote as zich
van de naastbij gelegen coördinatenas, terwijl de kleine as toeneemt,
verwijdert; maar, voordat zij met die coördinatenas een hoek van 45"
maakt, omkeert en , terwijl de kleine as steeds toeneemt, er eindelijk



mede samenvalt. Van hieraf neemt de kleine as voortdurend af; de
groote as blijft zich in denzelfden zin bewegen, en verwijdert zich
dus van de coördinatenas; zij bereikt de symmetrische ligging van
de oorspronkelijk rechtlijnige slingering, terwijl de steeds afnemende
kleine as nog niet nul is geworden; overschrijdt deze ligging nog
steeds in denzelfden zin; keert later om en wendt zich, terwijl de
kleine as steeds verder afneemt, wedér naar de coördinatenas toe;
om eindelijk voor de tweede maal de symmetrische lijn van de oor­
spronkelijke slingering te bereiken. Op dit oogenblik zijn de slinge­
ringen echter weder rechtlijnig geworden. De figuren 4, 5 , 6  zijn
geconstrueerd met 4- =  150°; de geheele periode is daarbij in 8 gelijke
deelen verdeeld; tig. 5 en fig. 6 stellen de normale en abnormale
onderperiode voor van een geval, behoorende tot de klasse B. I I ;
fig. 4 stelt bij dezelfde waarde van >p een geval van de klasse B. I
voor; eindelijk geeft fig. 7 een overzicht van de klasse B. I bij Tg^ 1,
waar alleen het geval I  van de Klasse B voorkomt.

§ 5. Betrekking tot de ongestoorde beweging.

30. Construeert men verder (fig. 8) voor een geval, dat tot de
klasse B behoort, de omgeschreven rechthoeken met aan de coördi­
natenassen evenwijdige zijden van de ellips; zoo neemt de waarde van

f  —  Arcsin a!, die volgens n°. 17 deze rechthoeken bepaalt, (zie
(101), vergeleken met de grondformule (A)), een maximum en mi­
nimum aan bij 3 ( i)- |-J )  =  +  1 , d. i. in het midden der onder-
perioden. Deze waarden met ƒ)/ en ƒ„ aanduidende, zijn

Ô'S 2 Cos (ê -  4-'), Cos =  Cos (f 4 4/').

Daar in het beschouwde geval £ -4 /' en £ 4 4.' beide positief en kleiner
dan 180“ zijn, is

/ „  =  | ( £ —4-') de minimum y
en ƒ ) /— i(£ - j-4 ')  de maximumwaarde van ƒ  ƒ

Wij zullen nu aantoonen, d a t, terwijl £ het gemiddelde van f„
en f} i  is , ook A,. of — A,. tusschen ƒ„ en ƒ« valt, en in een zeer
eenvoudig verband tot deze staat.

Uit (133; volgt
Cos^'-

(146)

Tĝ  A\

of met (146)

■ Co s £
( os 4 ’ 4  t  o«£

Tg^ X \  =  Tgf„. Tg f,,

r=7>>(4'4-£) .71 / | (£ ' -4’), (147)

(148)



In ’t geval B. II bij zwevingen om de ®-as, is ƒ„ en ƒ,/ respectie­
velijk en
en / i ; — 90“ - X

en bij
dus

iwevingen om de y-as / ,„ = z 9 0 " -a j .

, ■Tg"- X ,  =  Cot gx .y .  Co t gx , , .

In deze klasse heeft dus de maximumellips, die zich in de normale
onderperiode vertoont, eene kleinere; die, welke zich in de abnormale
onderperiode vertoont, eene grootere verhouding van de kleine tot de
groote as, dan die zich in de ongestoorde beweging (y — 0), dus in de
LissAJous'sche figuren (die tot de klasse B. II behooren) zou vertoonen;
maar de meetkundig middenevenredige van beide eerste verhoudingen
is gelijk aan de laatste. Wordt echter de invloed van de draaiing van
het coördinatenstelsel zoo sterk, dat de gestoorde verschijnselen tot
de klasse B. I behooren, en dus een geheel ander karakter dan de
ongestoorde figuren van Lissajous krijgen, dan is

f m = X .  en f M = i  90“ -

Tg"̂  Xr =  .
TffXy

In  de k lasse  B. I ,  waar de symmetrie-as van wat bij B. II  de
abnormale periode was, als ’t ware 90“ verspringt, lev e rt dus het
q u o tie n t der m ax im u m v erh o u d in g en  van k le ine  to t  g roo te
as h e t  v i e r k a n t  van  de m a x i m u m a s s e n v e r h o u d i n g ,  d ie
z i ch  in ’t onges toorde  vraags tuk  zou vertoonen;  terwij l  in
de klasse  B. II  he t  p ro d u c t  van die v e r ho ud in gen  di t  doet.



H O O F D S T U K  III.
t o e p a s s in g e n  v a n  h o o f d s t u k  II  EN BEHANDELING VAN EENIGE

VRAAGSTUKKEN OVER SLINGERS VOLGENS DE METHODE VAN

HAMILTON-JACOBI.

§ 1. Troeven van F oucault over de trillimjen van een staaf, waarvan
het eeue uiteinde aan een draaiende as bevestigd is.

31. W ij zullen nu  eenige versoliijnselen bespreken , in welke men
door de voorafgaande beschouwingen een helder inzicht verkrijgt.

In de eerste plaats vestigen wij de aandaolit op de proeven, die in
de Fortschnlte der Thysik in 1850-51  als volgt beschreven irórden:

,,Iir. F oucault macht einige neue Mittheilungen über den Ver-
such mit einom schwingenden Stabe, welolier auf der Welle einer
Drebbank befestigt ist. Er zeigt dass iin Allgemeinen die Stahl-
driihte, die man im Handel findet, weder homogen genug noch
genau genug cylmdnsoh sind, urn schwingende Stiibe bilden zu kön-
nen, welche ihre Schwlngungsebene unverandert beibehalten. Wenn
diese Stabe an einem Ende befestigt sind und nachdem man sie aus
ihrer Gleichgewichtslage abgelenkt hat, sich selbst überlassen werden,
so geben sie eine Ileihe von Sohwingungen, deren Figur urn zwei
besondere, auf einander senkrechte Eichtungen herum unaufhörlich
der (jestalt und der Lage nach sich verandert,

Wenn aber der haltende Apparat oder die Welle der Drehbank
vorher in eine rotirende Bewegung versetzt ist, so treten ganz an­
dere Erscheinungen ein. Welche auch die Eiobtung des dem Stabe
mitgetheilten ersten Impulses und welche die daraus entstandene

5
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Schwingungsart ist, mag diese elliptiscli, kreisformig reclitsdrehend
Oder linksdreliend sein, jedesmal verliarrt die Schwingung in ihrer
Gestalt und in ihrer Eiohtung; sie ist so zu sagen im Eaume durch
die Eotation des haltenden Apparats fixirt, welche den dünnen Me-
tallstab von den Fehlern in der Homogenitilt oder in der oylindri-
schen Gestalt frei macht. Hr. F oücault schloss friiher, dass beim
Pendel ahnlioh die Scliwingungsebene von der Eotation des Aufhiiugs-
punkts unabhangig sein müsse.”

Wij nemen aan, dat de as van den staaf met de as van draaing
samenvalt; noemen de draaingssnelheid om deze y; en duiden met
X j,  de afwijkingen van een punt i op de as van den staaf aan,
in een vlak loodrecht op deze en ten opzichte van een linksch, (zie
n°. 3), rechthoekig coördinatensysteem, waarvan de oorsprong in de
draaiingsas, en de assen voortdurend in de door F oücault aaiige-
duide hoofdrichtingen van den staaf vallen. Verder nemen wij aan,
dat de afwijkingen oneindig klein zijn; dat de verdeeling der massa’s
om de as symmetrisch is; en dat het verschil van de trillingsduur
in twee verschillende richtingen alleen het gevolg is van verschillende
veerkracht. Dan is in de ongestoorde beweging de krnchtfunctie
weer van den vorm (90), en de levende kracht

T = v ( x ^ - \ - ‘y ^ ) ,
waar v eene standvastige is, die van de verdeeling der massa’s af­
hangt. Volgens n“. 9 wordt de storingsfunctie, afkomstig van de
beweging der coördinatenassen, wanneer wij het gedeelte dat van de

c) -Z/ L
— —r- 'als in n°. 16 verwaarloozen,

en omdat K — Q is, gelijk aan —Z. Volgens (9) is

L — v y { x , y i ~ y , x , ) i
en wanneer wij het punt, welks coördinaten x  i , ij i worden, nog
zoo op de as van den staaf kiezen, dat p =  1, verkrijgen wij
juist dezelfde karakteristieke functie en storingsfunctie als die, welke
wij in Hoofdstuk II , § 1 behandelden. Daar men mag aannemen,
dat y  klein is tegenover het aantal trillingen van den staaf in eene
seconde, en bij deze proeven — ̂  wederom zeer klein ten opzichte
van y  was, wordt dus ten opzichte van de draaiende coördinaten­
assen de beweging van het waargenomen punt bepaald door de con­
structie (0) in Hoofdstuk II , § 3. De bewegingsvormen in de
volstrekte beweging volgen elkaar juist zoo op als in de betrekke­
lijke; maar zij hebben ten opzichte van het volstrekte rustend coör-

tweede orde is, nl. (? —



dinatenstelsel eene andere ligging. Men vindt deze, wanneer men
de lengten in de constructie (C) niet van nit het punt P meet, maar
van uit een punt, dat zich uit P over den lengteoii'kel met de gelijk­
matige snelheid — 2 y  voortbeweegt. Is nu, gelijk in de bedoelde
proeven, q - p  zeer klein ten opzichte van 7, dus volgens (115)

zeer groot, zoo is de hoek 90 .-xj4' in de constructie (C)
zeer klein, en vallen de lengte- en de tijdcirkel nagenoeg samen; bij
de verschuiving van den karakteristieken cirkel verandert de hoek

^ die den vorm der slingeringskromme be­

paalt, slechts zeer weinig; en ' verschuift het knooppunt van den ka­

rakteristieken- en den lengteeirkel nagenoeg met de snelheid---- .
Sin lp ’

de afstand van dit knooppunt tot het denkbeeldig pun t, dat uit P
met de snelheid —2y  over den lengteeirkel loopt, (en de ligging
van de vaste coördinatenas ten opziclite van de bewegende voorstelt),
verandert derhalve slechts zeer weinig. Dus blijven vorm en ligging
der volstrekte slingeringen tamelijk onveranderd.

Wanneer de verdeeling van de massa’s om de as niet gelijkmatig
I S ,  zijn er twee richtingen loodrecht op elkaar, waarin bij dezelfde
snelheid van afwijking de levende kracht een maximum of een inini-
miim is; en wanneer men deze richtingen als a;y-asscn neemt,
heeft zij in ’t algemeen den vorm

waar m, en van de verdeeling der massa’s afhankelijke standvasti-
gen zijn, wier verschil bij P ouc.a.ult’s proeven met 7 vergeleken
slechts eenc kleine grootheid was. Wanneer de hoofdrichtingen voor­
de veerkracht met die voor de verdeeling der massa’s samenvallen,
wordt de kraohtfunctie

de storingsfunctie blijft

i =  «,
Men brengt dit geval tot het vorige terug door de substitutie

w ,

, j !  2= ? ;

dus vindt men de bewegingen in dit geval uit die in het vorige,

wanneer men voor q ~ p ,  p { ^ \ j  neemt, en elke slingerings-

5*
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kromme met het oogenblikkelijk coördinatenstelsel der x ,  y in de ver­
houding \/ü j: richting van de y-as uitrekt. Omdat deze
verhouding slechts zeer weinig van 1 afwijkt, heeft dit slechts eene
zeer kleine verandering in vorm en ligging der slingeringskromme
ten gevolge. Dus blijven weer vorm en ligging der slingeringskrom-
men in de volstrekte beweging nagenoeg onveranderd.

Terwijl in het vorige de juiste verklaring der proeven van Poü-
CAULT over slingerende staven gezocht moet worden in de, nagenoeg
met de proeven overeenstemmende, onderstelling dat de hoofdrich­
tingen voor levende kracht en veerkracht samenvallen, blijkt er
tevens u it, dat eene menigte andere opmerkelijke verschijnselen zich
bij andere waarden van y en q — p vertoond zouden hebben.

33. Eindelijk kan het meest algemeene geval, dat nl. de verdee-
ling der massa’s zoowel als de weerstand der veerkracht tegen buiging
in verschillende richtingen verschillend is , en de hoofdrichtingen voor
de veerkracht en voor de verdeeling der massa s niet samenvallen,
tot elliptische integralen worden teruggebracht. Noemen wij de hoofd­
richtingen voor de levende kracht weder x, y , die voor de veerkracht
x', y', zoodat

is; nemen wij verder tusschen de Xi, y i  en de Xj', y

Xi' =-Xi  Cos4̂  -\-y I Sin^ , y^ = y  i -j- «,•

als vergelijking aan; dan wordt

- 3
waar o. « ,

= p C o s‘̂ ^^qSin'^ =z qCos^ ->r p  Sin^ V-
Neemt men weer aan, dat het punt, welks eoördinaten x ,  exi y ,

wij nagaan, zoo op de as van den staaf gekozen is, dat o =  1; en
maakt men weer gebruik van de substitutie

 ̂ Wi

zoo wordt de karakteristieke functie voor ons vraagstuk

‘  ̂ ^p'  ̂Xt  ̂ +  ï  2" ’ y i" *  +  ï  (i*” ?) Sin%^.x, y ,• L,
Wij moeten dus nu , om dezelfde ongestoorde beweging als in

n®. 31 te verkrijgen,
i ( p  — q)Si>i2^.X/y, — Z =  S,

als storingsfunctie beschouwen. Volgens (93) en (96), en omdat men
van 2Smp't ' .Smq"Ü'  slechts CosT^ in aanmerking behoeft te nemen,
wordt
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Siu2^.CosT,+ ^  SinT,~^

P ^ Q
l —  —~  SinZ-]i stellende, weer met (100)

-  2 V « '( ! - « ')  (y Cos -  ISin T^),
d t
_ „ 1 - 2ci'

d t (y &in T^-\-lCos T. )̂.

Wij voeren nu nieuwe coördinaten >)", in , door

—  Cos^o—yiS in ^u ,  y\"i^yiCoS'^n-^-Xi Sin^o,
met de x , ,  y ,  verbonden, en brengen en v\", in den vorm

—  V 2^(1  —a') Cospt”, =  '^%lid Cos{pt”
zoodat de elementen «' en 9- in plaats van a.' en 7), komen.

Met a' —  { \ - d )  Cos^ + d  Sin^ 4,„ -  Sin 2 if-o Cos T„ V « ' ( l - a ' ) ,

en \J a '( l -a ')C o s  — 9 { l ~ 2 d )  Sin.2 Cos2^t, Cos T^,
volgt dan uit de gevonden differentiaalquotienten van et' en 7),

—  z = -  2 y  \Ja '( l-d )C os9-S inT „  V ci'{l-ct'){(,g‘- p )  Sin 2 1 CosiJ-d)-

De laatste term valt weg, wanneer wij de nieuwe assen zoo kiezen,

dat 7> 2 4-u =  ; met ƒ  =

en omdat volgens zijne meetkundige beteekenis

2 V ( i - « ' K  =  3 V ( ! - « ') « '  ‘S w ^
is, wordt verder

( V ( I -  o' )a' Sin 9) ,_________
------------y / ---------- = ^ a - 2 c t ' ) l + 2 y J ( l - e t ' ) c t ' C o s T , ( q " - p )  =

=  2 ƒ  V « ( 1 - a ')  Cos 5-.

Hieruit blijkt, dat de veranderingen der nieuwe elementen door
vergelijkingen van geheel denzelfden vorm bepaald worden, als wan­
neer Z =  O was en dat dus de bewegingsverschijnselen ten opzichte
van deze nieuwe assen weder die van Hoofdstuk I I ,  maar met de
standvastige ƒ  in plaats van q —p zijn, tot dezelfde uitkomst zou
men gekomen zijn door terstond de coördinaten en vj", in de
karakteristieke functie in te voeren; wij hebben echter deze afleiding
gekozen om uit te laten komen dat de differentiaalvergelijkingen voor
et en ook wanneer men voor de coördinatenassen niet de symme-
trieassen kiest, denzelfden vorm behouden.



§ 2. Oneindig kleine bewegingen van een lichaam, dat zich vrij om
een punt bewegen kan, wanneer het aan de zwaartekracht

onderworpen is, en men van de draaiing der aarde a f  ziet.
38. Dit vraagstuk levert eene tweede toepassing. Voor het geval,

(lat het lichaam een omwentelingslichaam is, welks zwaartepunt in
zijne as valt, is de beweging ook voor eindige amplituden bekend, en
reeds door L ageange behandeld en door L ottner *) tot elliptische
functiën teruggebracht. Ligt het zwaartepunt wel op een der traag­
heidsassen, maar zijn de drie traagheidsmomenten allen ongelijk,
zoo is om het vraagstuk in eindigen vorm te kunnen oplossen reeds
de onderstelling noodig, dat de snelheden oneindig klein blijven
(zie echter § 6). Dan geven § 1 en § 2 van Hoofdst. I I  weder een
helder inzicht in de wetten der beweging; dit blijft ook bij wille­
keurige ligging van het zwaartepunt het geval; het beginsel dier toe­
passing blijkt echter voldoende uit het gestelde meer eenvoudig geval.

Nemen wij twee coördinatenstelsels met den oorsprong in het op-
hangpunt van den slinger aan, een vast in de ruimte, dat der «, v,
w, en een vast met den slinger verbonden, dat der %, », Laat
beide linksoh (zie n°. 2), en verder zoo gekozen zijn, dat de -fw-as de
naar beneden gerichte verticaal is, de | ,  tt, , -̂assen de hoofdtraag-
lieidsasscn voor het ophangpunt zijn, en dat zij in den evenwichts-
stand van den slinger met de u, v, w-assen samenvallen. De lig­
ging van den slinger willen wij dan als volgt bepalen: men draaie
het I ,  >), ^ systeem links om de ^-as, totdat de |-as met zijne oor­
spronkelijke ligging den hoek p insluit, dan om den nieuwen stand
van de |-as wederom (p naar links, en eindelijk om de n-as, in den
stand, welke zij nu verkregen heeft, eveneens 6 naar links. Dan is

« = P i I  +  (32>i - } - |3 3 ? , | ......................... (151)

wanneer
ccj CosLCosp-SinCp .SinLSinp, c i ^ = ~  Cos^ .Sinp ,\

« 3  =3 Sin^. Cosp -f Sin^.CosL Sinp,
(3j =  Simp. Sin ê. Cos p-l-Cos i. Sin p, (3 =  Cosp.Cosp, 1 (152)

(3 3  —  — Sin p . Cos S. Cos p -)- Sin 3. Sin p,
7 i —  — Cosp.SinS, y^ —  Sinp, ys Cosp.CosL

Hieruit volgen de ontbondenen p', q', r' der draaiingssnelheid van
den slinger, volgens de oogenblikkelijke richtingen van de t ,

■) Crelle, Bd. 50,
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p' =■ Cos 6 ^  — Sin ö. CosCp
at  at

' 1 c- A
( 153)

r ' : Sin ö ^  +  Cosö .Cos Cp •
d v  c i t

Verder wordt de uitdrukking van de levende kracht T, volgens
(20), wanneer P, Q, R  de traagheidsmomenten om die assen zijn,

‘ /c79\^T =  i{Pp'^- \ -Qq'^^Rr '^)  =  y

+  ( 3 . 3 ) ( g ) V 2 ( 1 . 3 ) ^ - f | f + 2 ( 2 . 3 ) j ; g ] , . . ( 1 5 4 )

waar (1 .1) r=  P  Cos’- ö +  RSin-^,  |
( 2 . 2 ) ^  (3,
( 3 . 3 )  — (P  Sin- 6 -k R Cos ' ^  6) Cos  ̂$ Q  Sin"̂  ( p . (155)
(1 .3 )  =  ( 3 .1) =  (7 1 -P ) Cos 6. Sin i . Cosp,
{2.3) — {3.2) =  QSinp.  )

Volgens (24) is

l ( l - l ) , 0 , ( 1 . 3 ) j
P = | o ,  (2.2),(2.3) = ( l . l ) [ (2 .2 ) (3 .3 ) - (2 .3 ) ’-]-(1.3)^(2.2);(156)

l(3.1),(3.2),(3.3)i
B =  PQRCos‘'-p,

?'(1.])
d ü

il(1.2)

d ü
^{2.2)

d ( 3 . 3)  '

^7)
d ( 1 . 3 ) ^

PD
P{2.3)'- . . .  ^

en wordt de karakteristieke functie van het stelsel (zie n". 4) vol­
gens (30)

=  Q (PS?V ö - f  R  Cos^ ê) Cos-Cp,

: ( 2 .3 ) ( 3 . ] ) - ( 2 .1 ) ( 3 .3 )  =

— Q{R  — P) Sin Cp. Cos (p. Sin ö . Cos 6,

= Q S i n ^ p { P C o s H - \ - R  Sin - ö) P R  Cos  ̂p ,

Q i P C o s ^ ó + R S h P ó ) ,

Q.(P— R)Cosó.Sinö.Cosp,

~ Q { P  Cos- ó - f  RSin-  ö) Sin p.

(157)



/>C'o«̂6 + -K'S'm’6 . 5

2Q ‘ '2FR

{B-r)CosLSin^
Tu4>-Pi p A

, i _ Z C o ^ R S ^ H
+  l . FCos(p FCos(p4-  ~ CosLSM.p^ j'i- ■('“>

Pi —
y p (>T

>Pi =  ~ ^ , P i — Zp-
î S d p

De krachtfunctie is , wanneer met 3£ het product van de massa van
den slinger, den afstand van het zwaartepunt tot het ophangpunt en
de versnelling der zwaartekracht aangeduid wordt, U =  MCosip .Cosè',
dus is voor oneindig kleine waarden van , P i , P s ,  <p en ö, en
wanneer geen der traag h e id sm o m en ten  o n e in d ig  k le in  ten
opzich te  van de heide anderen  is , — welk geval wij in deze §
uitzonderen; — de karakteristieke functie van het stelsel, tot op groot­
heden van de derde orde,

R\— J’l l  4. P—
2P  2Q

en de karakteristieke functie voor dit vraagstuk (zie n“. 4)

H  =  I l , - U — EAr S, ,

en met
' d é ’

R

(159)

(160)

S'j mag, ofschoon van de derde orde zijnde, niet altijd tegen de
grootheden van de tweede orde verwaarloosd worden, daar het in
sommige gevallen in verloop van tijd eene merkbare verandering ge­
ven kan; wij zullen het dus als storingsfunctie beschouwen. De ge­
deeltelijke ditfereiitiaalvergelijking, die met E  overeenkomt, behande­
len wij nu als in § 1, lloofdst. II; wij nemen

?F
---  P o  :

eene nieuwe willekeurige standvastige, zoodat dus — en
schrijven



h' — h -  ; (161)

dan I S ,  bij invoering van overeenkomstige (3„, t  en van eene
nieuwe willekeurige standvastige p j,

dF=^-hdi-^f,d(4r \!Yq \ / ïP \ / 'A ^~ ^ M rd< p
en het stelsel van canonisohe integralen

' 2 i ;
■ S mq f ,

(162)

p _ - p ,  +  ( 2 - r ) ^  met =

Pi =  \ j 2 P ( k ' - c i J C o s p t ' ,  P i =  s jT q T ', Cosgt , =
stellende

_  jH
P y  P > !7 —  y  ^  . t' — t —T, t " =  ^

De storingsfunctie , in de elementen uitgedrukt, wordt dus
2 P
p  ~  -Cospt'— Qq S inp t' ,Cosqt"'\ \l\li' —

In S.  ̂ komt pj niet voor, en daar volgens (17)

^ P jt _
d t  dpj ’

blijft in de gestoorde beweging p „ ,  en dus ook ^  , standvastig.
CL t

Ter bepaling van p, als functie van den tijd dient

^8^    dp^
‘'Po d t

Bij deze differentiatie verkrijgt men grootheden van de tweede orde,
zoüdat men ook p ,  als standvastige beschouwen mag; dan echter
hebben p „  en p ,  voor de oplossing van het vraagstuk geene andere
beteekenis meer, als dat zij de ligging van het coördinatenstelsel be­
palen, ten opzichte waarvan op elk tijdstip de 0  en 6 door de an­
dere vergelijkingen worden bepaald.

Dergelijke beschouwingen als in § 1, Hoofdst. I I  bewijzen, dat
van S j slechts ’



waar
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Om de volstrekte beweging te kennen, waarin dezelfde slingerings-
vormen, maar anders gelegen, voorkomen, moet men in de over­
eenkomstige constructie (C) de lengte van het knooppunt van den
karakteristieken- en den lengtecirkel meten van uit het punt, dat zich

. d>
met de gelijkmatige lengtesnelheid — 2 — uit P over den lengteoir-

cl V
kei voortbeweegt.

34. jDii aezeiiae waaraen van en « - yBij dezelfde waarden van - -  en p
a t

val y' —  O, wanneer %I>-R
nadert y' tot het grensge-

kleiner wordt, of wat hetzelfde is, de

gedaante van het draaiend lichaam meer en meer tot die van eene
c irk e lv o rm ig e  sc h ijf  nadert.

Beschouwen wij eerst dit grensgeval.
Men neemt dan ten opzichte van de a;y-assen de figuren van

Liss.vjous waar. In de volstrekte beweging zou men dus dezelfde
slingeringsvormcn elkaar zien opvolgen, maar de groote as van die

krommen zou op elk oogenblik in den zin van de beweging
W t

verschoven zijn, wanneer men bij het begin der waarneming t =  O
stelt; de vorm der ellipsen wordt bij aanvankelijk vlakke slingerin­
gen bepaald door , het azimuth der beginslingering ten opzichte
van de gelijktijdige projectie van de traagheidsassen van het ophang-
punt, (de «y-asscn in hunne ligging bij t —  (>)■, en de maximum-
verhouding van de kleine as tot de groote is Tgx„ of Cotgx„, al
naarmate de figuren zweven om de «-as of om de y-as. Het ge­

bied , dat de groote der ellipsen in den zin van ^  doorloopt,
( l  V

wordt dus uitgebreid; en de hoek, wiens tangens de maximumassen-
verhouding aangeeft, is in deze onderperiode kleiner dan de halve
hoek tussohen de oorspronkelijke en de eerstvolgende regtlijnige slin­
gering. Het gebied, dat in tegengestelden zin wordt doorloopen,
krimpt in; de ellipticiteitshoek is in deze onderperiode kleiner dan de
halve hoek tusschen de oorspronkelijke en de eerstvolgende rechtlij­
nige slingering; zij is dus gedurende deze onderperiode kleiner dan
volgen zoude uit den hoek van hare begin- en eindslingering. Ja ,

wanneer d f '

d t , < V(j» - < i ) - is , ligt dit gebied geheel aan

de tegengestelde zijde van de beginslingering, als waar het gebied,
dat met deze onderperiode in de figuren van L issajoüs overeenkomt,
vallen zoude.



Zooals in dit onbereikbaar grensgeval de opvatting van de be­
wegingsverschijnselen als draaiende figuren van L issajous het hel­
derste inzicht er in zou geven, zal men in ’t algemeen, en in
’t bizonder voor ’t  geval, dat R  ten opzichte van _P klein en

dus 7 ' nagenoeg ^  is, de bewegingsverschijnselen het best overzien
(t t

door ze op te vatten als ontstaan door draaiing der in § 1 en § 2
door mij beschreven figuren om eene as loodrecht op hun vlak.

Komen bijv. abnormale perioden voor, zoo wordt hun gebied groo-
ter; terwijl het gebied der normale perioden, die immers met eene

snelheid grooter dan ^  doorloopen worden, geheel valt aan de
(l t

zijde tegengesteld aan
df
d t '

den weder in den zin van

ligt het gebied van de abnormale perio-

dp hier overheen, en eindigt aan die

dp
zijde van de oorspronkelijke slingering, waarheen gericht is.

eindslingering is dan (zie (126))
dp 2 71

n = ■CosV,
dt  yj ^  ^yi

van uit de oorspronkelijke ligging verschoven, of, omdat volgens
(165) en (115)

2 P —R  dp

2 P - R

— { q - p )T g ^ '

Sin y ,is,

in den zin van ^ .
dt

Komen geen abnormale perioden voor en beweegt dus de groote
as steeds in dezelfde richting verder, zoo valt ook aan het einde van
de geheele periode de slingering in het azimuth

van de oorspronkelijke slingering uit in den zin , die aan —

tegengesteld is, gemeten.

§ 3. Behandeling van hetzelfde vraagstuk met inachtneming van
de draaiing der aarde.

35. Deze levert eene derde toepassing. De karakteristieke functie
is daarbij samengesteld uit die van het stelsel, uit de negatieve



krachtfunctie der algemeens aantrekkingskraclit ten opzichte van het
in de aarde vaste stelsel der u, v,  w in zijne oogenblikkelijke lig­
ging, en volgens (63) uit

In n°. 36 zullen wij bewijzen, dat dit eenvoudig —(Z'-fX ) is. K,
G en X moeten volgens (6), (7), (9) bepaald worden uit de bewe­
ging van het ophangpunt, « =  0, w— O, w z=zQ, met de aarde, en
uit de draaiing der u, v, w-assen met de aarde om het ophangpunt.
De in n°. 2 aangegeven beteekenis van G en L  stelt ons in staat
hunne uitdrukkingen voor dit geval terstond neer te schrijven. Zijn
Cl, y  de componenten van de draaiingssnelheid der aarde volgens
de § , >), ^-assen in den stand, die zij op het beschouwde tijdstip
innemen, zoo is namelijk

L =  P / a - \ - Q g '^ + R r 'y , \ ^
2G =  P«  ̂+ Q(3H^y^ I ................ ^

Is verder de krachtfunctie van de algemeene a a n tr e k k in g s ­
kracht op den slinger, zoo is de ScHERiNo’sche krachtfunctie in de
betrekkelijke beweging ten opzichte van het in de aarde vaste stelsel
der u, V ,  w, K  G L , volgens (10). Voor elke ligging
van den betrekkelijk in rust verkeerenden slinger wordt de kracht,
die er op werkt, bepaald door de krachtfunctie K-\- G-, dit
is dus de krachtfunctie der zw aartekracht. Beschouwt men de zeer
geringe draaiingssnelheid der aarde als klein van de eerste orde, en
kiest men als w-as den evenwichtsstand van de verbindingslijn van
zwaartepunt en ophangpunt; zoo wordt deze krachtfunctie, tot op
grootheden van de tweede orde, nauwkeurig door M  Cos <p. Cos ö uit­
gedrukt. Ook G kan als grootheid van de tweede orde verwaarloosd
worden. Dus blijft voor de karakteristieke functie

P+S -L -M C o sC p .C o sL
Hierin is bij oneindig kleine amplituden, en de ontbondenen der

draaiingssnelheid van de aarde volgens de assen der u, v,  w,  met
*w> Pvs 7w aanduidende,

Cosp-f (3«/S7»p-Sy,(,} -f-

- « „ 5 m p - l - ( 3 „  (7 o « p - f  -|-



Wij schrijven dit in den vorm:

X T  X T
d t^ — ^ 0  1 Z  + - ^ 0 2  ^ + - ^ »  = + ^ r j 4> ^  +

, I 7- , T

dj_
dt

rfiï ' d t
waar de Z j j  enz. geene andere veranderlijke dan p bevatten,
en van de orde van de draaiingssnelheid der aarde zijn; en ontbinden
de karakteristieke functie in

F = = E - ^ - ^ p , Pi P̂ ,

S ‘ =  I j

R  d p

S ' = S i  — I i , c p

d(h

R

1 S i
R  dp

cU
d t

dö

■ -Z/j, ^

_  ^ ^ R q
R  ? p.

PsP,

d(p

■Ps0-
]

d t  ’

dp .dp

Pi Z  In I /+, I ^  - ^ D  2

“ x r d 7 ^  +  ^ dp

(168)

zoodat I I = T J \ S - h , " .

De oplossing van de gedeeltelijke differentiaalvergelijking, die met
F  (168) overeenkomt, kan men tot op grootheden van de tweede orde
ten opzichte van de draaiingssnelheid der aarde, zooals door uitvoe­
ring der differentiatie blijkt, terugbrengen tot de bepaling van V  door
(159), wanneer men de overeenkomstige functie hier V' en

V ‘—  V  -f X j j 6 -l-Zojp
stelt. Deze functie levert weer dezelfde canonische eindintegralen;
voor de j»j, p^,  p^, die wij hier een oogenblik met p / ,  p^', p^'
aanduiden zullen, terwijl wij voor de vroegere waarden dezelfde
schrijfwijze behouden, vindt men echter

P i ' — P l ^ I o i }  Pi '  — Pi ' \ - I o i ’

Pi — Pi  +-Z'03 +

dp
 ̂- ^ 0   ̂ p ^

dp dp

overeenkomstig de beteekenis, iP\e p^ , p ^ ', p .^  (zie 36) nu hebben;

w ant, terwijl P i =  —r  is, wordt P i  =  —  -\------------r- •

d<j) dcj) dcj)



Voor de storingsfunotie komen, daar wij overal de tweede machten
van de draaiingssnelheid der aarde verwaarloozen, deze verschillen
niet in aanmerking. Behalve S.j zijn de termen, die Z ,2 en L.^^
bevatten, de eenige van S  en S", die gedurende langen tijd het­
zelfde teeken vertoonen, en blijft dus alleen S  in aanmerking te

nemen. In de Z„ , enz. (vergel. 167) komt p —  -  p, ^  (i(- t)

voor, maar niet in Z j j  en Z j j .  Daar echter deze alleen in de
storingsfunotie overblijven, en, volgens n“. 33,

blijft, wegens

volgens (17) ook

dus Po en pj standvastig. Volgens (167) is

- ^ 1 2  — - ^ 2 1 =  (—F - \ ' R ) y w y

en deze grootheid onderscheidt zich van de in het vorige vraagstuk
(zie (160)) slechts daardoor, dat in plaats van

df  dp
T t '

optreedt.

Voeren wij weer het x , y stelsel van het vorige vraagstuk in , zoo
wordt de beweging van het snijpunt van de ^-as met het xy-YÏiik,
ten opzichte van het x , y  stelsel, door de constructie (C) gevonden,
wanneer men voor y  de waarde

d S  _nv;—  =  U en
^Po '^Pi ~

?S'n

dp^  „ dPt ,  _
d t  ~

Z F - B  (  , dp \
(169)V ’^ d t ,

(vergelijk 163) neemt. Om nu de betrekkelijke beweging ten opzichte van
de aarde te vinden, moet men opmerken, dat de a;, y  om de loodrecht
op hen staande w-as, ten opzichte van het u,  v, w stelsel, met de

snelheid ^  draaien; men verki-ijgt haar dus, wanneer men in de met

y ’ uitgevoerde constructie de lengten telt van uit een punt, dat

met de snelheid -  3 —  over den lengtecirkel van uit F  voortbeweegt.



36. Wij zullen nu zien, hoe bij een lichaam, dat vrij om een
punt draaien kan, de storingsfunctie van de tweede orde voor de
betiekkelijke beweging, die van de voorwaardevergelijkingen van het
bewegende stelsel afhangt,

^L è L  \  ?D

80

i  2 ~ G .

wordt (zie n”. 9).

Volgens (166) is L = i  Pp'u-^ Q g ' p R r ' y ,
en volgens (153)

d Z

d(?)
: P Cos O X E Sin 6 y ,

dö

d z
_  =  RCosó .Cosóy ~  P Sin ö , C o s : p x Q  (3 Sin 0
dp

Vormen wij nu, met behulp van (157) en (156),

^E  __ 1 I / d Z
r s  J^ (̂rs~) i>/ r  ~  d 7 ï7 iy  +

+  2
dz  d z ;  dz  / d i

t) d i )  ^^(1 . 2 )
'

? 0  di) ^ ( 1 .2 )  f ( 2 . 2 )  +  9'  d ( l  .3)

?zdz d j  .?zy ? z  .
"^d(j  d^ 9 ( 2 . 3 ) d ( 3 . 3 ) r

De coëfficiënt van «* tusschen de haakjes wordt

P'CosH(PSin-6i-RCosH)QCos^<p+P^SÜP6.Cos^4>(PCosH+RSin‘S)Q-{-
+  2 ( R - P ) Q p i  Sin^S. Cos  ̂L Cos  ̂(p — QRCos^ 0 .

de coëfficiënt van |3*

Q'^{QSm'^<p{PCos'^^-\-RSin  ̂ö) -\PRCos^0) ̂ {PCosH\RSin'‘ ̂ )Q^Sm'^0~
— 3Q® Sin'^<piPCos‘̂ -̂\-RSin'  ̂ i) =  P R  Cos  ̂(p-,

de coëfficiënt van y®

R^Sm'^LQ{PSm^^+RCos‘̂ 6)Cos'‘0-^Q{PCosH-\-RSin^i)R'^Cos^LCos^p-\-
+  2(P-7e)/?2  Si tPLCosH.Cos^0z= PQR^ Cos‘̂ 0;

de coëfficiënt van «|3

dZ  dZ d Z
■ +



SI

- ^ I ’Q'Sird.Co.f^.Sm:p[PCosH+BSinH)i2Q^PSit4ijR-l^}CosH.Smi.Cos:p+
+ 2 PQ^ Sin (() .C o sU iF -n ) Sin 6. Cos Cp-\-

+ 2 P Q S in L  Cos Cp. Sin(p(^P Cos‘‘ i-\-RSin^  6) =  0,

de coefficient van |3y

^Q-JiCosi.Cos(p.Shp{PCosHJrJiSinH)-\-2RQ-^SmH.Smp{R-l>)CosLCosp-^
■\r2Q - R  Sin(p. Sin- è{P—R) Co«fl. Cos<p —

- 2  Q2 7} ip _ sin(p{P Cos"̂  6 +  5m’ Ö) =  0 ,

de coefficient van a y

2PQ RSin LCosi{P Sin^ è RCosH)Cos'^ <p~
- 2  P Q R Cos 6 .SinL CosCpiP Cos  ̂fl +  RSin' S) +

-I-2 p /{ Cos  ̂4> (Cos  ̂ê -  Sm ‘ S )(P -R )Q  Sin 6. Cos S =  0.
Dus komt voor

D c>(r.s)

_  P'^(JRCos-^Cp.a^+PQ^RCos^0.(3^ +  PQ2jl Cos^p
^PQRCos"^ <p

=  i ( P » 6 ’ +  G/3’ + i J y 2 ) = r  G,

met (166) en zooals onmiddelijk uit de beteekenis van G (zie n". 2)
volgt, waarmede het bovenstaande bewezen is.

37. Het voorgaande geeft aanleiding tot eene

Opmerking over de betrekkelijke beweging aan het aardoppervlak van
een lichaam, dat om, zijn zwaartepunt vrij draaien kan, terwijl

dit door de aarde in hare beweging wordt medegevoerd.

Volgens n°. 36 wordt de storingsfunotie bij zulk een lichaam — Z;
en is de oplossing van I I ,  = h ,  d. i. de ongestoorde beweging geheel
bekend; onder de integralen behoort p ,  =  standvastig =  en met
(153) en (155) vindt men gemakkelijk, dat

Pi =  P p 'v i  +  Qq' 7 i +  R r ' y^ z= p„ ,

de bekende integraal der perken om de w-as is. Neemt men nu
de w-as aan ’t aardoppervlak evenwijdig aan de aardas, zoo kan men
volgens de beteekenis van L  (zie n°. 2) terstond neerschryven

— Z =  —y,„p^ —

Deze hoogst eenvoudige storingsfunotie bewijst, dat alleen het met
6



p„ tot een canonisch stelsel samengevoegde element nl. — p, eene

functie van den tijd  wordt; en wel, dat

d J - ‘
f 1 —  [P i ] / =n +  yw i-

~?iV ■ 1 ^
Daar de integraal —  =  — p,,  wegens de in te g ra a l-^  — —

r  p O r

=  Pg, noodzakelijk den vorm
— p I =  p +  functie der andere elementen en van den tijd

aannemen moet; en daar eene verandering van p eene draaiing van

het u ,  V ,  ?«-stelsel om de w-as aanduidt, is de beteekenis van deze

vergelijking, dat de beweging ten opzichte van d it « , v,  w-stelsel,
met de snelheid -  om de w-as draaiiende gedacht, geheel als in

een vast stelsel plaats heeft. Aan B our >), die deze uitkomst op eene
weinig van de onze verschillende wijze vond, was zeker ontgaan,

dat zij vroeger reeds in meer sierlijken vorm door B a e h r  was mede­

gedeeld^), nl. als volgt.
Alors d’après ce qui precede Ie mouvement dn corps peut se

définir de la manière suivante:
„Autour du centre de rotation placez rd llpsoïde central dans sa

position initiale et par ce centre menez une ligne paiallèle a l ’a.\e
de la terre. Ayant pris denx longneurs dans Ie rapport de la vitesse
angulaire de la terre a celle de la rotation in itia le , portez les, a

partlr du centre de rotation, la  première sur cette ligne, dans un

sens tel qu’elle soit 1’axe d ’uue rotation de mêrae sens que celle de
la terre, la seconde sur 1’axe de la rotation relative initiale; ensuite

achevez Ie parallélogramme dont ces denx lignes sont les cótés. Par
Ie point de rencontre de la diagonale de ce parallelogramme et de

la surface de l ’ellipsoïde, menez un plan tangent a Fellipsoïde, et
du centre de la rotation abaissez une perpendiculaire sur ce plan.
Supposez que Ie plan tangent soit invariablement fixé au plan, qui

passe par cette perpendiculaire et la lign e , qui est parallèle a 1 axe

de la terre; alors l ’ellipsoïde roulera sans glisser, sur Ie plan tangent,
avec une vitesse angulaire autour du rayon vecteur du point de
contact, proportionelle m6me a la  longueur de ce rayon, tandis qu’en
même temps Ie second p lan , qui entraine Ie plan tangent, tourne

autour de la ligne parallèle a 1’axe de la terre , en sens contraire de

la rotation diurne, et avec la vitesse angulaire même de cette rotation.

*) L io u v ii.l e , 2e Sér., Vol. 8.
Sj Grunert, ArchiVj Band 2 t  (1855).



Le rapport de la longueur, qui représentera la vitesse angulaire
de 1 ellipsoïde, autour du rayon vecteur du point de contact a la
longueur meme de ee rayon est constant, et sa valeur est déterminée
au commencement du mouvement par le rapport de la diagonale du
parallélogramme au rayon vecteur avec laquelle elle coincide.”

Hoe eenvoudig nu de analytische afleiding van deze uitkomst in
het voorgaande is geworden, uitgaande van de betrekkelijke beweging
in het d ra a ie n d  coördinatenstelsel, schijnt mij volgens de opmerkingen
n n , 1 toch, dat beide geleerden een onnoodigen omweg gemaakt

hebben, door deze als uitgangspunt voor de oplossing van dit vraag­
stuk te nemen. Immers, wanneer men begint met zich de volstrekte
beweging als gevraagd voor te stellen, ziet men onmiddellijk, dat
de voorwaardevergelijkingen voor de beweging van het stelsel we-
zentlijk vereenvoudigd worden, door, in plaats van een vast stelsel,
een te nemen, waarvan bij evenwijdig verschuivende assen de oorsprong
steeds in het ophangpunt blijft, omdat de voorwaardevergelijkingen van
de plaats van dit punt wezentlijk afhangen; van de beweging dezer nieuwe
coördinatenassen kan men (volgens n°. 2) steeds afzien , wanneer men
de krachtfunctie K  in rekening brengt, die echter voor een lichaam,
welks zwaartepunt en ophangpunt samenvallen, tot O (zie (6)) wordt.
Daardoor heeft men het vraagstuk der volstrekte beweging terugge­
bracht tot dat van een lichaam, hetwelk in een volstrekt vast coör­
dinatenstelsel om een vast punt draait; en vindt men de betrekkelijke
beweging door coördinatenherleiding, terwijl men daarbij onmiddellijk
de meetkundige voorstelling van B.a,ehii aansluiten kan.

Daaraan heeft B.vehr eene andere opmerkelijke gevolgtrekking
geknoopt, nl. „il suit encore du rcsultat trouvé, que si 1’on n’im-
prime auoune vitesse a un corps dont le centre de gravité est le
seul point qui reste fixe par rapport a la terre, ce corps ne resterait
en repos relatif que lorsqiie 1’un de ses axes principaux d ’iiiertie
coincide avec la ligne parallöle a 1’aXe terrestre.” Nog eenvoudiger
volgt dit terstond uit n". 2 , waar voor de krachtfunctie voor zulk
een lichaam slechts G overblijft, wanneer men in aanmerking neemt,
dat de krachtfunctie voor een evenwichtsstand aan het kenmerk voor
maxima en minima moet voldoen, en dat G volgens n°. 2 bij ver­
schillende standen van het lichaam telkens evenredig is aan het
kwadraat van het stuk, dat door de centraalellipsoïde van het lichaam
afgesneden wordt op de lijn, die door het ophangpunt er van even­
wijdig aan de draaiingsas van het coördinatenstelsel getrokken wordt.
Verder kan men terstond aan de stelling van B.^ehe toevoegen, d a t’

6»



wanneer de as van ’t kleinste of die van ’t grootste traagheidsmoraent
aan de draaiingsas van het coördinatenstelsel (de aardas) evenwijdig
is, dit evenwicht s t a n d v a s t i g  is; maar dat het wa nke l e nd  is, wan­
neer de as van het middelste der traagheidsmomenten de richting van de
aardas heeft; daar de rusttoestand in de hetrekkelijke beweging over­
eenkomt met eene draaiing om de traagheidsas, die in de aardas
valt, in de volstrekte beweging, en de assen van ’t kleinste en
grootste traagheidsmoment standvastige, die van ’t gemiddelde traag-
heidsmoment eene wankelende draaiingsas is.

Terwijl dit vraagstuk bij de aanname, dat de verandering in de
aantrekkingskracht der zwaarte in richting en grootte binnen de grenzen
van het lichaam verwaarloosd mag worden, de toepassing van de leer
der betrekkelijke beweging in een draaiiend coördinatenstelsel niet
vordert, wordt dit wel het geval, zoodra men overeenkomstig met
de werkelijkheid die verandering in aanmerking neemt.

38. De berekeningen in n°. 35 voeren eindelijk tot de belangrijk­
ste toepassing van Hoofdst. I I , nl. tot

§ 4. Nieuwe hewijzen voor de afwenteling der aarde.

Stelt men namelijk p =  O, ^  O, zoodat de vi-as alleen om

ééne bepaalde lijn in het horizontale vlak door het ophangpunt
draaien kan, en, wanneer de slinger in rnst is, even als de ^-as hori­
zontaal lig t; zoo komt dit overeen met het geval van een slinger,
die cardanisoh aan twee messen opgehangen is , van welke er een vast
met de aarde verbonden is; en blijven de uitkomsten van n". 35,
zooals wij in § 5 zullen zien, ook gelden voor oneindig kleine waar­
den van Tl ten opzichte van P  Q, welk geval wij in § 3, en dus
ook in § 3, uitzonderden.

Met zulk een slinger heb ik de in Hoofdst. II  beschreven ver­
schijnselen proefondervindelijk nagegaan; de uitkomsten van dit on­
derzoek benevens eene meer elementaire afleiding der vergelijkin­
gen (A) en (B) Hoofdst. I I ,  worden in het proefondervindelijk ge­
deelte van mijne dissertatie beschreven. Was de aarde in rust, en
het verschil der traagheidsmomenten om de § en de ;i-as zeer gering,
zoo zou het snijpunt van de verbindingslijn van zwaarte- en ophang­
punt, of der ^-as, met het x, y-vlak, bij oneindig kleine slinge­
ringen in dit vlak, de figuren van L issajous voor twee nagenoeg
gelijke slingertijden beschrijven; en men kan door gepaste nieuwe
massa’s aan den slinger toe te voegen, het verschil der slingertijden



ill de belde ricliting-en , dus de periode n  dezer figuren, wijzigen en
bijv. tot twee uren maken.

Stellen wij ons nu voor, dat de slinger zoo in beweging gebracht
is, dat dit snijpunt van de ^-as met het x,  y-vlak aanvankelijk eene
rechtlijnige slingering maakt, voor welke de volgens Hoofdst. II, § 1 ge­
nomen hoek i j  ten opzichte van de .r-as binnen de in n°. 29 besproken
grenzen valt; zoodat de beweging van het waargenomen punt
(de draaiing der aarde in aanmerking nemende) tot de klas.se B. II
behoort. De ongestoorde beweging zou dan twee onderperioden ver-
toonen vaii gelijken d u u r, begrensd door de rechtlijnige slingeringen,
die in de diagonalen van den rechthoek ƒ  =  (zie n°. 30) vallen; de
slingeringskrommen zouden dezen rechthoek voortdurend aanrakeu; cn
de tweede periode in het omgekeerd doorloopen van de eerste bestaan.
De beweging, die men aan het aardoppervlak waarneemt, onderscheidt
.zich van deze ongestoorde in het bizonder daardoor, dat de onder­
perioden verschillend van duur zijn, dat de e'éne eene normale en
de andere eene abnormale is, eu dat geheel verschillende den rechthoek

f  — ü meer rakende ellipsen zich in beide perioden vertoo-
nen. Met een slinger van 1 meter lengte laat zich in twee uren de
draaiing der aarde door deze proef duidelijk aantoonen. Ook kan
men uit de waargenomen verschijnselen met behulp van de for-
mulen van het vorige Hoofdstuk de draaiingssnelheid der aarde be­
rekenen. Ik zal hier echter slechts het beginsel aangeven, daar
ik later de quantitative zijde van de proef, met nauwkeuriger in­
achtneming der proefondervindelijke omstandigheden, volgens de ver­
gelijkingen (67) en (68) uitvoeriger behandelen zal. De methode,
die het meest voor de hand lig t, is den duur van eene geheelc
periode n  te meten; waaruit met (126), als men nog ip' kent,

, —  2 P  - ' 77 ___
volgt, die hier de waarde — heeft.

2 Jr
Ter bepaling van p' kan men dan in de eerste plaats gebruik ma­

ken van (139) en (140); bepaalt men de hoeken, wier tangenten
met de maximumassenverhoudingen in de beide onderperioden over­
eenkomen, zoo is het verschil van beiden 4-'. Eene andere bepaling
levert de volgende opmerking.

Voor aanvankelijk rechtlijnige slingeringen is de bol vormige drie­
hoek van n . 20 bij i =  O rechthoekig; dus is volgens den regrd
van Mepkr

S inP '— C o (ff2 S ........................... (170)

Daar de onderperioden in de verhouding van t —2^ en 2J tot
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elkaar staan in een der beide eerste quadranteu nemende), kan
men ip' vinden door, behalve den duur van de geheele periode den
tijd, vraarna oorspronkelijk rechtlijnige slingeringen voor de eerste
maal weder rechtlijnig worden, — dus den duur van de eerste on-
derperiode, — en den hoek tusschen de oorspronkelijke slin­
gering en hare symmetrische, aan ’t einde der eerste onderperiode,
— dus het gebied der eerste onderperiode — te meten, en (170) toe
te passen.

Het teeken van 7 " is tegengesteld aan dat van — in de normale
at

periode; want dan is 2 P —
positief (zie n”. 25). Uit y" —  7m

 ̂ ~  2 P
volgt nu terstond y,„, d. i. de ontbondene van de draaiingssnelheid
der aarde volgens de naar beneden gerichte verticaal van het op-
hangpunt.

39. Naast dit bewijs voor de aswenteling der aarde uit de gestoorde
figuren van L issajoüs kan men een ander stellen, dat er wel als
bizonder geval in bevat is, maar toch een geheel ander karakter
vertoont, en eene merkwaardige tegenstelling met de proef van F ou­
cault vormt.

Wanneer men den slinger, nadat Tg‘‘’ -p <^\ is gemaakt, aanvan­
kelijk in de x  of de ^-as in slingering brengt, zou hij, wanneer de
aarde zich in rust bevond, steeds in hetzelfde vlak blijven slingeren.
Maar, daar de aarde draait, ontstaan uit de vlakke slingeringen ellip­
tische, wier groote as, terwijl de kleine as toe- en afneemt, om de
oorspronkelijke slingering heen en weer zweeft, en die ten slotte
weder in de oorspronkelijke vlakke slingeringen overgaan (klasse F. II).

40. Een derde eigenaardig bewijs levert de klasse C, de mogelijk­
heid van ellipsen, die niet in rechte lijnen overgaan. Want wanneer
men uit de andere bewegingsverschijnselen van den slinger weet, dat
Tg niet 00 is , zou men, afgezien van de draaiing der aarde, uit
de theorie der figuren van L issajoüs afleiden, dat elke slingerings-
ellips zich voortdurend veranderen, en daarbij steeds op bepaalde
oogenblikkeu in eene rechte lijn overgaan moest. In de klasse E der
o n v e r a n d e r l i jk e  ellipsen komt dit bewijs op het fraaist uit.

41. Eindelijk kan men als vierde bewijs de wet aan voeren, volgens
welke de ellipsen, die als storingen in de proef van F oucault op­
treden, ontstaan en zich veranderen (klasse B. I.)

43. Zooals in n°. 36 voor een slinger, die vrij om een punt
draaien kan, zidlen wij nu voor den cardanisoh opgehangen slinger



van 11°. 37 liet deel van de storingsfunctie, dat van de voorwaarde-
verg-elijkingen afhangt, berekenen.

In dit geval is

L  =  {Px Cosö +  I lyS in  ö) ^  +  Q/3

1 ?/d

fit
1

d t ’

en

i ld ( l  . 1) ■

1

PCos'  ̂ l)D{:l.-Z) q > “ “

4 [
11 il

3 (2 .2 . r i ' ) ’ ]

Cos^ ö -|- R* y ̂  Sin^ S -\-Z P  R x y  Sin ó . Cos 6 , ^
" "  P C o s ^  6 +  R S i n ^  S ' '  '

Verder
d L  dL  _ „ P R { x S i n ö  — yC osöy

~  r  .  ~~PCos  ̂ ö+RSin'^ó ’

onafhankelijk van de draaiingssnelheid van het coördinatenstelsel om
het bewegelijke mes;

en daar x  ~  C o s è S i n 0 .  S in i— yui Cos:p. S iu i,

y  — Sin 9 — (3r Sinfp. Cos 9 -|- y,„ Cos (p .Cosi,

PIi(IS„ Sifip-y,„Cosp)^
“  - j a . - H J 5 . v i

voor, zoodat het ook onafhankelijk blijkt te zijn van de draaiingssnelheid
van het coördinatenstelsel om het vasts mes, en van het traagheids-
moment van den slinger om het bewegelijke.

Wanneer men de draaiingssnelheid van het coördinatenstelsel om
de as loodrecht op de beide messen op elk oogenblik ü. noemt, en
het traagheidsmoment van den slinger om dezelfde as F ji ,  zoo is

1
~  Cos-‘ 9. SiiP 9

R  " ■*' ~ P ~

SI —  Sin p  — yi(, Cosp,

zoodat 1 1>D2 (j -> V ̂  —
“ T n  7){r.s)

^ 4 -  =  2PnSl^-  ;

of de s t o r i n g s f u n c t i e  v a n  de  t w e e d e  o r d e  is a l l e e n  af ­
h a n k e l i j k  v a n  de  o n t b o n d e n e  d e r  d r a a i i n g s s n e l h e i d
v a n  h e t  c o ö r d i n a t e n s t e l s e l  v o l g e n s  d i e  as ,  om wel ke de
v o o r w a a r d e v e r g e l i j k i n g e n  e e n e  d r a a i i n g  van  h e t  s t o f -
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fel  ij k s t e l s e l  i n  de  b e t r e k k e l i j k e  b e w e g i n g  o n m o g e l i j k
ma k e n .

MecJianische heteekenis van het tweede gedeelte van de storings-
functie voor de betrekkelijke beweging.

(Vervolg van Hoofdstuk I ,  n”. 3 en n ’. 9.)

Wij zullen nu een overzicht geven van de waarden der storings-
functie van de tweede orde voor de betrekkelijke beweging in de
door ons beschouwde gevallen.

In  aansluiting aan n°. 9 moeten wij hier echter eerst duidelijker
in ’t  licht stellen, dat dit gedeelte eene eigene mechanische beteeke-
nis heeft, of m. a. w. dezelfde waarde behoudt, wanneer men de be­
trekkelijke beweging door andere onafhankelijke coördinaten, y' in
plaats van j ,  uitdrukt. Voor G zagen wij dit reeds in n“. 2, en
wij behoeven dus slechts aan te toonen, dat

d Z  ? ü  1 d ü '
S  2  ■■

d //  d i  1 d i ;
»' d^ ' q \ ,  ^  d (r . « ) , r d d ^

waar de {r'.s') en B ' ten opzichte van de y' , , ,  q' e v e n z o o
gevormd zijn, als de ( r .s )  en B  ten opzichte van de q.. en q ,.
Dit nu is slechts een bizonder geval van de stelling, dat in (31)

2  S  — ^  l _ _ d ^
« d ,̂, B  ^{r.s) r‘ s ' 7 ) q ' ^ , B  ^(r . s)

of m. a. vv., dat de grootheid, die aan de karakteristieke functie voor
een aan willekeurige voorwaarden onderworpen stoffelijk stelsel moet
worden toegevoegd, om die voor de beweging van het stelsel onder
de werking van krachten met eene SciiERiNa’sche kraohtfunctie te
verkrijgen, eene eigene mechanische heteekenis heeft.

Om dit te bewijzen, merke men op, dat

»•' dg’,. r' V gr

d ?  , d Twanneer p ^ = - ^  en p \ , =  - —
dg,. d g ',,

en T de levende kracht van het stelsel is. Men zal T volgens
(27) uitdrukkende in de p' en q' dus vinden

.. 2  2  1  2  2  ^  ^
r j B ^ { r  , S )  r' s' dg,, dg^. p ' r ' P s ‘ functie van g' en f;
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terwijl men uitgaande van (18) en terstond de y', ( / .« ')  ,Z»' en p
invoerende, gevonden zou hebben

1 dZ»'T  — t V Z _________
" .. B ' ?(/.«■) P r'P functie van </' en t.

Daar nu voor alle waarden van de p' de vergelijking

T  = z T ,

r' s' V \r ,S  ^

gelden moet, blijkt
1_ d B '

B' d {r'. s')
dus

z z  ILIIL
s ‘ r' B ’ d(r'.s')

= 1 2 2 / ,
r' s'

^ B
dcfs Bd(r.s)

-f functie van y' en t

q̂'T < '̂ q\< 1 B̂
dj, ,  d j j  B'd{r .a)’

= Z 2 -  d ï 7

1
22  -

— —— ^  ̂ ___ - ~ ________ _
B ^{r.s)  d j,, d j^  ? j % , d j ' ^ , “
d Z  d(7 d(7

"  B-d[r. s)

te zijn. In t geval van de betrekkelijke beweging onder de werking
van krachten, die de snelheden niet bevatten, is

dCf d Z

^qr ^ q , ’
en dan heeft dus

i ^ B

^  *■ * ^q,- ^qs ^  ^

ecne eigene mechanische beteekenis.
Is de draaiing in de betrekkelijke beweging om e l k e  as mogelijk,

zoo vonden wij (vrije punten, en ’t geval van n^  36) dat de van
de voorwaardevergelijkingen afhankelijke storingsfunctie nul was. In
het geval van n°. 42 was die draaiing om eene as onmogelijk; de
storingsfunctie van de tweede orde was toen d e  l e v e n d e  k r a c h t
v a n  de d r a a i i n g  van  h e t  b e w e g e n d e  coördinatenstelsel om
d ie  a s ,  wanneer men op het beschouwde tijdstip de stoffelijke pun­
ten er plotseling onwrikbaar mede verbonden denkt. Het in Hoofd­
stuk I I  behandelde geval levert een voorbeeld van de onmogelijkheid
der draaiing om twee loodrecht op elkaar staande assen; hier is voor
een stelsel vrij in het vlak bewegende punten



r . D  d(r.s)  i

de storingsfunctie, die van de voorwaardevergelijkingen afhangt, is
dus de som der levende k rach t van de d ra a iin g e n  van het
s te lse l om de beide assen , om welke de v oo rw aardeverge­
lijk in g en  eene d ra a iin g  in  de b e trek k e lijk e  bew eging on­
m ogelijk  m aken.

Is eindelijk de draaiing om g e e n e  as in de betrekkelijke bewe­
ging mogelijk, zoo wordt het tweede deel der storingsfunctie een­
voudig G, de g e h e e le  le v e n d e  k r a c h t  van de draaiing van het
stoffelijke stelsel met het coördinatenstelsel.

Het zoude ons te ver van ons onderwerp verwijderen, de vereen­
voudiging, die het bestaan van de wet der perken voor de vrije be­
weging van een stelsel om een of twee assen in de, van de voor­
waardevergelijkingen afhangende storingsfunctie geeft, hier in ’t alge­
meen na te gaan.

§ 5. Eindige, maar toch kleine bewegingen van den cardanüch
opgehangen dinger.

43, Mogen bij den slinger van de vorige § de a m p l i tu d e n
\/2a(| en y  —u. )̂ n ie t, hunne k w ad ra ten  2ctj en 2(/t —a,,)
ech ter wel a ls o n e in d ig  k le in  beschouw d w orden , zoo moet

volgens (154), en omdat — =  0 e n p = p ,  =  0 blijft, om

te verkrijgen, aan T  bij oneindig kleine amplituden
(d(p̂ ^

» * - « • ’ (h )
worden toegevoegd; en verkrijgt men uit de karakteristieke functie
van het stelsel voor oneindig kleine amplituden — daar in ’t algemeen

2>=:(1 . 1)(2 . 2),

en dus H , =  T = +2 (1 . 1) ^  2 (2 . 2)

is, — die voor ons geval, door daarin in plaats van



aan toe tete stellen; of, wat hetzelfde is, er - ^ 1 — — -
%P %P L>

voegen.
Verder wordt nu

U=M.CosCp.Co»^z=.M i  1 - ^  - ü  +  —  -{■ +  — 'l ■
^ V 3 2 ^  24 ^  4 ^  24 j  ’

zoodat tengevolge van de eindige amplituden in de krachtfunctie nog

M

bij de karakteristieke functie komt.

Sluit men de berekeningen voor dit geval aan bij die in n'’. 85
en bij de ongestoorde beweging (162) door in (168), overeenkomstig
df
^  =  0 . i ' 3 = P o  =  0 te stellen; en voert men de waarden van <p

en 6, door (162) in de elementen uitgedrukt, in; zoo moet dus aan
de storingsfunctie S  van (168), waarin volgens (163) =  O is,
om de eindige amplituden in rekening te brengen, voor het geval dat
P  en Q oneindig weinig verschillen, toegevoegd worden

 ̂R  1
Cos"^pi!.Sin}qt’\  [12(A'-;j„)a„ Cos^pd.Sin^qt'-

— {h'—x.„y Sin'‘p t '—x.^^Sm'^qf-^{li,'-ci^)ci„ Sin-qt".Sin'^pif].

Ontbindt men q t ’ —  p H \  T ,

en merkt men op, dat in plaats van de producten van Cospt' en
Sinpt',  daar volgens (94) de verandering der elementen gedurende
eene slingering slechts oneindig klein is , hunne middel waarden

Cos’' p t ' = : l ,  S i n ' ^ p t ' . C o s ^ p t ' S i n ' ' p t ' ~ \ ,

Cos p t  .8in<- q f =  > (1 +  2 Sin'  ̂1 \) ,  Sin'^pt'. Sin'‘  ̂ P  —  i j l  2 Cos'T„),

Sin qt ’ I ,

gesteld mogen worden; zoo komt men tot

e  _  ^  ,1, V , ^ P - i R  ,

De storingsfunctie voor dit vraagstuk is dus, wanneer men de aarde
in rust denkt, S  ̂ =  Sa -, en , wanneer men let op de draaiing der
aarde, S 5  —  -|-8'.i; waar «S'j daardoor ontstaat, dat in Ŝ  bepaald



door (163), y,(, in plaats van ^  geschreven wordt. Daar verder

R  nergens in den noemer voorkomt, b lijk t ook de onderstelling van
§ 3 en 3, dat R  niet oneindig klein ten opzichte van P  en Q is ,
in d it geval onnoodig te zijn.

Even als in het vorige geval (n°. 35) en omdat hier h '= z h ,
is weder,

dh'
—  =  0 .

Voor en vindt men u it iS-' de volgende differentiaalverge­
lijkingen

dT(i Rp
d t '

- 2 R

d t
Z P - % R

p i l l  x,^')Sin ’ yo

{ h ' - i x . , ) -

%MP
wanneer nu

/) ( / /— SinT„. CosTi)—iy-y'CoaTfj'^ {Ji'-  ,

, 3 P - R
y  1 o 73 /iv (173)

Met (100) komt

— - 2 y ^ '  CosT, V ( T ^ a > '  | l  -b — , \ / ( ï ^ x ) x ‘ SinTo | , (173)

d j \
d t

Tl
l - 2 x ‘

:2 -p - /^ , ( l -2 x ' )+ y , 'S in T „  - = 4 f = , { l + . 7 ^  \/(l^cc'jic SinT, ,

S P - 2 R  li
i“ i = Pt =■

n/i ' (174)
\ / M P  ■ 4,P\Jm P

De integralen van deze differentiaalvergelijkingen kan men door
elliptische function uitdrukken. Daartoe voere men namelijk als nieuwe
veranderlijke

,? Sin sj u i l - x ! ) .......................... (175)

in. Deze grootheid s staat tot het hoekoppervlak O van de oogen-
blikkelijke slingeringsellips in de standvastige verhouding

(176)

want u it (99) volgt gemakkelijk Co«“ 3 % =  1 — 4 (1 —a ')a '& ’» , T q ,

s = i S in x - C o s x =  waar a en h (als in n». 17) de halve
a- o-



groote en kleine assen der slingeringsellips zijn; terwijl de wet van
de levende kracht

.................................. (177)

geeft. De vergelijkingen (171) worden dan, met

+  (i“ 3 +  2;«2a') \1 cc' -(178)

<̂3 =
da   +  da

da! 2 (y j' -f i“ i* ) ' dt
Uit de eerste volgt

7 +  3 7 /  « +  « 2  — — fc^a! -  fi^a ! \

waar l eene willekeurige standvastige is. Door de substitutie

* = / i y + A ..................................... (179)

kan men aan a! een der volgende vormen geven

( L - ) .................o! =  j

(M. I.) . . . . a' — M + f ± ) ^ ^ \ / l 4 y \  ■ • ■ (180)
(M. II.) . . . .  a ' M + ( ± ) N \ / P ~ 1 ’ )

waar M,  TV en y reëel zijn; (L) geldt voor ft, positief, (M) voor ft,
negatief; het teeken van ft, echter wordt bepaald door S P —2 7?,

en dus heeft men (L) of (M) al naarmate 3 P  ^  2 7?.
De verdere substitutien

(1^-)...........................=  Sm 4> ,\

( M . i . ) ............................. .....................................................................

(M. I I .) ................... ^  =  Sec :p , , ]
voeren tot

(2 ̂  __________________________ _________________ _____ _
± Y f — ^o  V f" iCoa,(p ,4^V,Cos:p ,iF ,Sm :p ,-^F ,SM :p ,.Coap,Jrr , ,

en eindelijk de substitutie

tot
ƒ " " = ƒ ■

, (182)

. (183)\J  f F „ x ' ‘ +  I F ^  4 x"^
eene elliptische integraal.

Het teeken +  in (183) moet voor elk tijdstip in overeenstem­
ming met dat CoaT^  ̂ gekozen worden.

Met het oog op de bepaling van r  merken w4j op, dat de substitutien

^ _ J ».3 +  7 3 / 3

1 + / 3  ’



.f f.=‘-dEZ.
of eindelijk ƒ 3 =

( 184)

waar j»3 , q^, m,, k standvastigen zijn, en vervolgens van

z =z. Sin g ,
voeren tot de vier vormen

__-r n^S inam {J'+ n^d,t') \
1 +n., Sinami J '+  dt) ’

__MI 4  » 2  Cos a m ( ƒ  +  d t)
\  n ^ S in a m i jp ^ n ^ d t

__«, S inam iJ ' +n ^ d t )  -\-n^ Cosam,[J'-¥n^ df)
S i n a m i J '+  «f f) 4 » 1  Cos am. i j '+  «■> df)

_»j 4  ( ƒ  ±  n^df)
1 4  1 A a w ( ƒ  ±  n < i d t )  ’  I

waar n ,, » 2 , jïj, Mj voor elk geval te bepalen standvastigen zijn.
Wij zullen dit onderzoek hier niet verder voortzetten; maar wijzen

er op, dat de oplossing van het vraagstuk van kleine slingeringen,
die men echter niet als oneindig klein beschouwen mag, van een
willekeurig aan een horizontaal messenpaar op het aardoppervlak
opgehangen lichaam, welks zwaartepunt op eene traagheidsas van
het ophangpunt of, wat hetzelfde is, van het snijpunt der messen
ligt, dezelfde vorm en om vat, of men de d ra a iin g  der aarde
al dan n ie t in  aan m erk in g  neem t; en d a t in  beide geval­
len s lech ts  de s ta n d v a s tig e n  en de b izondere  vorm ver­
sch illen .

Om nog T voor het geval, dat P — Q als oneindig klein be­
schouwd mag worden, uit te drukken, heeft men volgens (171),
(100) en (106)

;^ '& - m2’„ ( 'i 4 ^ ' , s) . (185)
' P V y. /

d r  __ K ^  Rh' ,
dt ~~ 9,M \/(1 -  a')a' P

Men vindt r  dus door eene kwadratuur, waarbij onder het inte-
graalteeken eene rationeele stelkundige functie van Cos am. Sin am
en A ara van het argument +  n, d t  komt. Voert men dus als
integratie-veranderlijke a m j '+ n ^ d t  in, zoo laat zich deze quadra-
tuur tot elliptische integralen terngbrengen, en kan men ten slotte



aan de g eh eele  o p lo s s in g  d o o r de th e ta f u n c t ie n ,  behalve
in eenige bizondere gevallen, een uiterst convergenten vorm geven.

44. Nu moet nog het geval behandeld worden, dat P en Q wille­
keurige waarden hebben; de oplossing van het vraagstuk is dan ,
evenals in n". 33, waar voor het geval van oneindig kleine ampli-
tuden de figuren van L issajods overeenkomstig met de verschillende
verhoudingen der slingertijden gevonden werden, eenvoudiger dan
wanneer P — Q als oneindig klein moet worden beschouwd. Ook
wanneer de amplituden eindig zijn, kan men namelijk blijven ver-
waarloozen; zoodat de draaiing der messen met de aarde geene ver­
andering in de beweging van den slinger ten opzichte van deze brengt.
De wijziging der figuren van Lissajous door de eindige amplituden
wordt door de storingsfunctie Sa alleen bepaald; of door

1 — -  j  Cos^pt'.Sin'^ ?2 '— {(/«' —cifiY Sin''pl'  -\-

cc„ Sin ' q t '  -\- 6 (/i — a .^S in ’'p  i'.Sin'' qt").

De middelwaarden van S in ''q t’ en Sin ''p t' blijven dezelfde als die
wij te voren vonden; maar daar de teller en noemer van de meetbare

breuk —  , waarmede — % -^pt’ tot eene dergelijke langzaam ver­

anderende grootheid als wordt, nu verschillende geheele getallen
zijn, wordt

C o s^p t'.S in ''q t'=  C os'ipt'— Cos2qt’ Cos'ipt'.Cos‘iq t")-= .

en dus
„ _  /l', , 3 P - 4 i 2

~ ïë li + " s W  ’̂
d oi! ,

li —  standvastig, — O, a ' standvastig,

S P M
(186)

d r k '

Bij eindige amplituden worden dus geheel dezelfde figuren van
L issajous als bij oneindig kleine slingeringen doorloopen; maar de
verschillende vormen volgen met eene andere snelheid elkaar op.



45. Wat den hier beschouwden slinger betreft, willen wij nog op­
merken, dat zijne beweging afgezien van de draaiing der aarde alge­
meen bepaald kan worden in het geval, dat alle d r i e  hoofdtraag-
heidsmomenten van het ophangpunt gelijk zijn; zooals dit voor den
vrij om een punt bewegelijken slinger (zie n”. 33) geschieden kan,
wanneer deze een omwentelingslichaam om de as, waarop het zwaarte­
punt ligt, is, en dus t wee  hoofdtraagheidsmomenten van het op­
hangpunt gelijk zijn. Immers de gedeeltelijke differentiaalvergelijking
wordt dan

p ’ W )  + ( t>t )  \ = i t  +  iB C o ,q , .C o , l  =

=  2h  +  DCos{(p-\-&)-^DCos (Cp— Ö),

j  1 = 2 ^ - } " ^  u D Cos V,

(̂ =  (p -4- S ,  V =  (p —  ó ,

d ïF
d V

d }F

, 2 ) / d ,
7 K > -

stellende

eii dus y jD Cos v) ,

d u  ̂B  Cos u),

d W = J ' \ j P [ K , - \ - ^ B  Cos v)dv -j- ƒ  V -7”
en de integralen

d w  [  s j T d v  r  \ j p d u
2 \ / l

d J F
d/i.

« -j- I  ü  Cos u) d u ;

2 V x-j-^BCos V

\] P  du

j B  Cos u
=  - / 3 c

2 \lIi— (x,-\-^BCosu

die dus in den vorm van elliptische funotiën zijn gebracht, nl.

/  2 ^
V 3(/i -£4)TD II {p-4-^) —  Arc8in-^SinAm \J ^  {t—T), Mod-^, Xzzz

J {p~d)=.ArcSin -^S in A in \j  — , A 'r=  \ J  ^

(187)

§ 6. Eindige, maar toch kleine bewegingen van den vrij
om een punt bewegelijken slinger.

46. Gaan wij nu over tot de overeenkomstige uitbreiding van het
vraagstuk in § 3, waarvan dat in § 3 een bizonder geval is, — dus



tot de beweging van een lichaam, welks zwaartepunt op eene traag­
heidsas van het ophangpunt ligt, maar dat overigens geheel wille­
keurig is, en om het laatste vrij draaien kan, — voor zulke amplitu-
den, dat wel niet \]h' — cc,, en maar toch h' en als oneindig
klein mogen worden beschouwd; en laten wij weder de draaiing der
aarde in acht nemen.

Dan verkrijgt men uit (158)

V

^C. =
P - R
% PR 2 i i + { R -P ) -

. (188)

wanneer wij weer als in § § 3 en 3 het geval, dat een  d e r  tra a g -
h e i d s m o m e n t e n  ze e r  k l e i n  t en o pz i c h t e  van  de a n d e r e n
i s , uitzonderen, oneindig kleine grootheden van de derde en hoogere
orde verwaarloozen, en blijven onderstellen, dat of zooals men

met n°. 33 dan gemakkelijk aantoonen kan, ^  oneindig is. Bij de
d t

storingsfunctie S' van n®. 35 komt derhalve'(zie § 5), als

p,p 0̂6
JvL

is. Drukt men nu <p, 6, p ^ , p^ in de elementen volgens (163) uit,
zoo verkrijgt men

2 P
*0 ( ^ ' - -  ^ o )  Sin"^ - f

-----(2 Cos p t ' . Cos q f ' .S in p t f  . Sin g t ' - S i n ^  qt" .Cos^pt")-,

wanneer weder P —Q zeer klein aangenomen wordt. Ontwikkelt
men naar pC  en en merkt men weer op, dat de termen, die
Cos^ p t ' . S inpt' en S in^p t' .CospC bevatten, als in § 5 wegvallen bij
het vormen van J  dt-, dan blijft van i  Cospt' .C o sq f .S inp t' .Sinqt"
slechts ^{C os'^T^- S,in-^T^)Cos"- p t '  .S in '^p t'-S in ' p t ' .Cos'  ̂p t'.C os'^T^-
— Cos'"p t . Sin^ Tf) over; of met de middelwaarden, die in § 5 werden
gebruikt
dus wordt

i  I  Sin* T Q ;

=  (. -  3 T,) ^  Sin*

7



Voor .S'" vonden wij bij de behandeling van ’t vorige vraagstuk (§ 5)

= -  r a - +èu “ “

Dus is de storingsfunctie S,,

s. =  s- + s-. + y  =  - j j ^ + - j j f ^ - Sin T^{h' -  a„)ci  ̂ +

+  Sin I ’d V {h' -  cĉ )cî ,

waar
2 P  R  f  p„

( ^ + 7 . ) ,

en y,„ =  O is , wanneer men de aarde in rust denkt.

Nu wordt ^  z= — - St oPg V(A '-«‘o ) s ;at öPd ' I r R p
Pj komt wel is waar ook in 7«' voor, maar de differentiatie voert
overal tot grootheden, die oneindig klein van de tweede orde zijn,
en dus tegenover dezen term van de eerste orde verwaarloosd mogen

worden. Daarentegen blijkt uit de differentratie — ^ , dat p̂  stand-
dPi

vastig is. De grootheden en T ,̂ die de ligging en den vorm
van de baan bepalen, hebben dus even als t , dat de plaats van het
zwaartepunt in zijne baan aangeeft, betrekking op een coördinaten­
stelsel, dat met de snelheid

om de -}- w-as draait, daarbij eene links omgaande draaiingssnelheid
positief stellende.

Voor deze snelheid kan men bij invoering van s (173) ook schrijven

2 P - P  , .  „  .

«j en Pj ten opzichte van het zoo bewegende coördinatenstelsel,
of d  volgens (100) invoerende; d  en 2),, worden bepaald door de
vergelijkingen (171), wanneer men daarin voor,y', y"  in de plaats
stelt (zie (169)) en voor p«j = 0 ,

, _ 8 P - 5 P ^ ,  /  P
4 P   ̂ y  M '

neemt.
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De integralen worden geleverd door (176) nl.

7-)- j *2 —
ds
~  =  ± { s ~ p ) \ J Z d  +  £s-\ -Cs^+Ds^ +  i ; s \

p - g  \  p - q )  p —p  — q \  p

C =  +
p - q  { p - q Y - 1 ,  B = z -

p - q

4y"

( p -q Y '-

27

E  = zYjiY
{ p - q Y

Als m § 5 komen voor s nu de vier vormen, die uit (182) ont­
staan,. wanneer men voor « , s schrijft; met deze hangt a! echter
door eenvoudiger betrekkingen samen. Dan vindt men p, volgens
(183) door eene quadratuur; evenzoo x , welke nu in plaats van
door (170), door

d T  __ h ' a! y" ' /

«  “  ï “ ( ^ +  Y ) - - -
bepaald wordt. In deze beide quadraturen komt weer eene rationeele
stelkundige functie van Cos am . Sin am en Aam van het argument
cT ± « '3<77, waar « j nu eene andere waarde n \  heeft; en dus kan
ten slotte de geheele oplossing van het vraagstuk weer tot theta-
functiën worden teruggebracht. Deze oplossing omvat weder d ez e lfd e
v o rm e n , o f m en de d r a a i in g  d e r  a a rd e  al d an  n ie t  in
a a n m e rk in g  n eem t.

Heeft het verschil van P en Q eene eindige waarde, zoo vereen­
voudigt zich dit vraagstuk weder even als dat van §5. S' valt weg;

S“' wordt -  i ü -  _  1 .
1 6 if  8 M

S" evenzoo

dus de storingsfunctie

P + Q - 3 R
r  1

P + Q - R
2R (^ '-a„ )ii!j;

1 6 M ' ^  2R U  — “ Ï 6 ^ + <“’2 ^ ' ( 1 - « ' ) « ' •

De integralen (162) blijven voor dit vraagstuk gelden met

Pj = r standvastig, p„ =  standvastig, —  standvastig.

Wij hebben dus weer dezelfde draaiiende figuren van L issajous

1*
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I "

als bij oneindig kleine amplituden, maar zij worden met eene andere
snelheid doorloopen.

Werpen wij nu een blik terug op het behandelde vraagstuk, zoo
zien wij, dat de beweging van dezen slinger juist zoo plaats vindt,
alsof si„=.Q  en (3„ =  O waren. Dit volgt reeds terstond uit (168),
of met

< 1 ^ 0  1 ___  A T ^ -^ 0  2i , , - - — O, Zj

d(p
i -TT +  -^2 2 ö

9P
=  O,

d t ' “  d t ’
draaiingssnelheid der aarde eenerzijds, hetimmers zoolang men de

vierkant der amplituden anderzijds, als oneindig klein mag beschou­
wen, heeft 8 '\  waar alleen (3„ en voorkomen, geene beteekenis
voor ons vraagstuk. De beweging grijpt dus plaats alsof de slinger
zich aan de pool bevond, en dat de zwaartekracht daar dezelfde
grootte had als op de plaats van waarneming, terwijl de omwente-
llngssnelheid der aarde was. Daardoor springt in het oog, dat die
draaiing alleen eene m e e t k u n d i g e ,  geene m echa n is che  betee­
kenis binnen de door ons gestelde grenzen voor dit vraagstuk heeft').

Voor de oplossing er van is echter deze opmerking niet als bij
’t vraagstuk van n°. 37 van wezentlijk nut; daar de volstrekte be­
weging juist het eenvoudigst uitgedrukt kan worden als eene betrek­
kelijke beweging ten opzichte van een om de «-as met de (in

df
’t algemeen veranderlijke) snelheid ^  draaiend, coördinatenstelsel.

ü t

§ 7. Behandeling der vorige vraagstukken voor P  — Q.

47. Dit bizonder geval veroorlooft eene vergelijking met door an­
deren reeds verkregen uitkomsten.

Bij het vraagstuk, in § 5 behandeld, geeft deze onderstelling geene
bizondere vereenvoudiging, tenzij men gelijktijdig iJ — O stelt, waar­
door de slinger tot eene slingerende lijn, of tot een enkelvoudigen
slinger wordt. Dan geeft (178), wegens — Q,

s =  standvastig.
Uit (173) volgt dan, dat ten opzichte van het a:y-stelsel de ver­

schijnselen dezelfde zijn als bij oneindig kleine amplituden, wanneer
men in plaats van y ', y'-t-j^i* neemt. iSu heeft y ' eene draaiing

')  Vergelijk voor het geval van den mathematischen slinger, Ba ehb , Notice
sur Ie mouvement du pendule, Middelbourg, 1853.
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van de ellips met de gelijkmatige snelheid — y ' ten gevolge, terwijl
de assen van de ellips onveranderd blijven. De invloed der eindige
amplituden is dus geene andere dan dat z ich  bij d ie  d r a a i in g
met de snelheid —y", eene v o eg t m et de s n e lh e id  — Deze
draaiing grijpt, — omdat de beweging in de ellips, van de zijde van
de +  «’-as gezien, volgens (102) rechts- of linksomgaande is, alnaar-
mate s positief of negatief is; en omdat de draaiingen linksomgaande
om de -f- w-as positief genomen moeten worden —  in  d e n z e lfd e n
zin  plaats, a ls  de b e w e g in g  in  de baan.- Zij is uitgedrukt in
deelen van den straal; en men kan er volgens (175) en (176) ook
voor schrijven

8a- V P

en, nog t ,  den halven slingertijd van den slinger, l de slingerlengte
en tevens den afstand van het ophangpunt, waarop men de halve
assen a' en h’ van de slingeringsellips meet, noemende,

3 a- a' V
_

of in  b o o g m a a t  en  p e r  u u r
185.1800 a 'b '

l y ....................
Deze uitdrukking stemt volkomen overeen met die, welke B ravais ‘)

en G albraight en H aughton gegeven hebben. A ir t  )̂ vond deze
formule alleen voor de bizondere gevallen van nagenoeg cirkelvormige
en nagenoeg rechtlijnige bewegingen van een enkelvoudigen slinger,
en stelt hare geldigheid voor eene willekeurige verhouding van de
groote en kleine as alleen waarschijnlijk (1. c.).

Nemen wij nu in het vraagstuk van § 6 , F  =z Q of p  =  g.
Wij komen zoo tot het door H ansen )̂ behandelde geval. Dan is

=  O; s =  standvastig;

en draait de ellips dus bij onveranderden vorm met de snelheid

^>* * = 87:

(192)

8

>) Liouville, T. 19, p. 48.
-) Fhil. Magaz. , (4) TI. 134.
3) Memoirs o f  Jstr. Soc., 1851.
*) Neueste Schriften der naturf. Ges. zu Danzig, Bd. 5 (1853).



10-3

ten opzichte van het stelsel der x,  y, dat zelve met de snelheid

R \ j M P  ^
om de -|- 2»-as draait. Dit geeft voor de draaiingssnelheid van de
groote as der ellips, ten opzichte van een vast met de aarde verbon­
den stelsel der xy ,

1 h's % p - n  , P o

7  w — —  T4 y jM P
Merkt men nog op, dat

3P

1»
3 / '

R d p
¥ p  ~di

Ka
\! M P

zoo komt ten slotte voor die draaiingssnelheid
'^P — R R  dp

o ö "1* o  D 377 1—J Q  ± 72 (193)3 P  ' ’i P  d t  <è>t, P
Wij zullen in n®. 49 zien, dat deze uitkomst overeenstemt met die

van H ansen, tot op den coëfficiënt |  na, waarvoor hij foutievelijk j'f
vindt.

48. In dit geval is ook de uit § 6 overgenomen onderstelling, dat
R  n ie t  zeer k le in  ten  opz ich te  van P m Q is, overbodig.

Dan immers ligt het voor de hand, de termen, die R  in den noe­
mer bevatten, met elkaar te vereenigen. Uit (158) volgt, dat zij, voor
zoover zij in H ,  voorkomen, samen gevat kunnen worden tot

Nu vindt men echter volgens (33), (155) en (153) gemakkelijk, dat
CosiSinKp^-CosLTy(p.J}^+P3 =  Rr'

^  Cos Cp'
is; en verder blijkt door differentiatie, dat, ook voor den aan de
zwaartekracht onderworpen slinger, waarvoor 1 1 =  H , — U,

'b ll'd r ' ^ H ' d r '  . d / /  ? ƒ / d /  , d H 'd r '  d 'H ^r ' ^
'dCp'dpi dpj  dS dp ^P3

^  d l l  d /

i
=  O

wordt, hetgeen de bekende voorwaarde
d J I
d j’j dpi

daarvoor is, dat / = :  standvastig eene integraal is, behoorende bij
de karakteristieke functie H. Zoo vinden wij de bekende integraal,
dat de draaiingssnelheid om de omwentelingsas van den LAORANGE’schen
slinger standvastig is, terug.
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De storingen in de elementen u,^, h', T^, ten gevolge van de
eindige amplituden verkrijgt men, voor zoover zij R  tot noemer
hebben, door differentiatie van S r -, maar hierin is steeds r ' als factor
bevat; daar wij nu aangenomen hebben, dat r ’ oorspronkelijk oneindig
klein was, blijft volgens de genoemde integraal r ' dit steeds; en
blijven voor amplituden, wier vierkant oneindig klein is, de ont­
wikkelingen van § 6, in ’t bizonder de omvormingen van S '", (voor
een oogenblik afziende van de draaiing der aarde) ook voor zeer kleine
waarden van 7? gelden; terwijl de storingen ten gevolge van de
draaiing der aarde (volgens de opmerking aan ’t slot van n°. 46)
en die ten gevolge der eindige amplituden, daar beide oneindig klein
zijn, eenvoudig als in § 6 samengesteld behoeven te worden om den
invloed van het gelijktijdig optreden van beide te kennen.

§ 8. Over eene fo u t van H ansen.

49. Om in te zien, waar H ansen de fout gemaakt heeft, die hem
voor den coëfficiënt in plaats van |  deed vinden, en eenige § §
van zijne verhandeling, waarin dezelfde fout haren invloed op andere
uitkomsten laat gelden, daarvan te bevrijden, willen wij de ontwik­
kelingen volgens zijne methode volgen.

Daarbij zullen wij gemakshalve zijne schrijfwijze gebruiken, die in
deze § dus onafhankelijk is van de overigens door ons gevolgde, be­
halve wanneer daarop verwezen wordt.

Wanneer men bij een slinger, die een omwentelingslichaam is,
waarvan het zwaartepunt en ophangpunt op de omwentelingsas liggen,
6 de afwijking van deze as van de verticaal noemt; en door J/ van het
zuiden naar het westen geteld den hoek, dien het verticaal vlak van
de as van den slinger met den meridiaan maakt, aanduidt; (H ansen,
Neuede Schriften der N a tu rf or schenden Oesellsckaft in Ranzig, V.
1833, S. 19) zoo zijn (1. c. § 4 Art. 21) de intermediaire integralen
voor de beweging van den slinger aan het aardoppervlak

\ d t '
dj .  ' ' 1 ■

Sin'^ $ —  =z fi Sin^ 6 -f |m' (1 — Cos S) -f x'.

g ' is eene standvastige, die afhangt van de massaverdeeling in den
slinger (§3, Art. 13); g  is het product van de draaiingssnelheid der
aarde en de sinus van de poolshoogte (§ 3, Art. 13 en §1 , Art. 4);
g ' eene standvastige, die afhangt van de oorspronkelijk aan den slinger

■ Sin'^ 61 ■ 2 (g' — g g') (1 — Cos ö) -f k ,
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gegeven draaiingssnellieid om zijne as (p. 24); x en x' zijn groot­
heden , die men in eerste benadering als standvastigen mag beschouwen.

N u heeft H ansen in § 3 gevonden, dat voor eerste benadering,
nl. voor oneindig kleine amplituden en standvastig gedachte x en z',
de integralen zijn

6» =  Cos’- ( a t +  7,) +  £'2 Sin^ i

ff' _  , . . ,1 ( . . (195)
4* = + 4- i  i“')  ̂ (fci if 4- v))|,

Deze duiden eene ellips met de grootste en kleinste uitwijking
f en s' van de verticaal als baan van het zwaartepunt aan; de

omloopstijd is en dit punt gaat op den tijd - -  door de groote
60

as, die zich met de snelheid ^ jx' in den zin van den uurwqzer
beweegt.

Daar /x = . k Sin <p de ontbondene van de draaiingssnelheid der
aarde, n, (in den zin van de beweging van den uurwijzer genomen)
volgens de richting van de naar beneden gaande verticaal van het
ophangpunt met de poolshoogte (p is , hebben wij / z ~  — Om
de beteekenis van /x' duidelijk te maken, moeten wij teruggaan tot
de integraalvergelijking (A) door H ansen voor dit bizondere geval
(-P =  Q) gevonden, namelijk (vergelijk n”. 48)

r  = :n '  n y  Cos -f » 7 ” Sin

Hier is r  onze r', (153) 7  onze 7 , vooreen stelsel dat eene bizondere
ligging heeft, waarvoor nl. (3„ —  O is ,  7 " onze 73 (in de formule 152),

eene willekeurige integratie standvastige, welke overeenkomstig
deze vergelijking door de beginwaarde van r' wordt bepaald. Voor
oneindig kleine amplituden wordt H ansen’s

n 7 Cos 4) •=  O en
d t '

Omdat onze 7 , oneindig klein wordt, dus y,„ dit eveneens is ,
zooals ook tp en ê, vereenvoudigt deze vergelijking zich tot

» = j - ^  + 7a.

Daar H ans en fx' z=.n' , hetgeen

wordt, stelt, vinden wij dus
d( R

onze schrijfwijze fx' = z n

en is dc draaiingssnelheid van de ellips volgens H anses



+  i  i«' —  '

]Ü5

( % P - R  ̂ R

lu  het bizonder geval nu, dat {q —p) =  O is, verkrijgen wij volgens
n°. 35 voor de snelheid, waarmede het knooppunt van den karak­
teristieken cirkel over den lengtecirkel loopt.

d t ) '
en daar de lengte van dit knooppunt geteld moet worden van uit

een punt, dat met de snelheid — 3 ^  rondloopt, draait de groote

as van de slingeringsellips, van boven (d. i. van de zijde der -  w-as)
gezien, in den zin van den uurwijzer met de snelheid

_  a P - i t  . R df
3 P  % P d t '

Dit stemt dus overeen met de uitkomst, die H ansen voor dit bizon­
der geval verkreeg.

R
Dat in p. ook voorkomt, schijnt mij in het verder verloop

van H ansen’s verhandeling niet genoegzaam op den voorgrond gesteld.
Overgaande tot het geval van eindige amplituden wil H ansen de

differentiaalvergelijkingen voor e, e', vi, a vinden, die deze groot­
heden als functien van den tijd zoo bepalen, dat de integralen (195)
voldoen aan (194).

Door differentiatie van (194) vindt men

3 Sin- S. Cos 6
d t \ d t )  ^  d t  df^ ^  d t d f ‘‘

a t  dt

+

3 Sin S .Cosö ^  ^  -f Si»’ ödt dt  ' dt-
Hieruit

: %i/.Sin Ö.CosS —  -|- fp Sinè —  -|- -  “ .
d t  d t ^  dt

j J  - ( f ‘ + l i “ ' ) ' ‘ ) S m 5 + ‘Sw 5 .0osö (^— j  ‘ -2 / . iSM .C osi~  -  1

dt ' ^ d h  -J* ’
dt

d t  di
dt

2Cos>) d i / d ^  _ , 1
Sinê d t [ d t  Sinê d t  ' ' '  Siti^ 6 U t '

( 196)
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Wij hebben hierin met H ansen gebruik gemaakt van
g ' - f i f i '  ......................... (197)

H ansen substitueert verder
d4> , 1 — Cos fl
dt  +

(198)
S i n ^  i  ' S i n ^

welke laatste substitutie wij, met het oog op het volgende, niet uit
zullen voeren. Deze beide substitutien zijn geoorloofd; immers Art.
15 gaf voor de waarde van de standvastige d ie  geen e lem en t
is, eene die voor oneindig kleine amplituden (197) levert; en zulk
eene standvastige mag men onveranderd aan het ongestoorde vraag­
stuk, (dat van oneindig kleine amplituden en standvastige x en x')
ontkenen. Maar niet mag men, zooals H ansen vervolgens in (198)
doet, voor x ,  uiee stellen, wat in het ongestoorde vraagstuk waar
is; want. terwijl hij immers juist e en e' in funotiën van den tijd
zoeken wil, neemt hij hiermede reeds vooraf eene integraal aan van
de differentiaalvergelijkingen, die hij volgens de gewone theorie van
de variatie der standvastigen verder voor deze functlën opstelt en
behandelt. Hier ligt de fout, die tot de verkeerde waarden van
D en E  voert, op welke de uitkomsten van Art. 24 berusten.

Volgens de theorie van de variatie der standvastigen moet men
de onmiddellijke difïerentlatien van (195) in (194) substitueeren, om
de differentiaalvergelijkingen voor s, u, e', n te vinden. Volgens
haar kan men stellen (S. ih), p  z= a t  x schrijvende,

, d^6 — = r — a[e^ —e' Sinp .Cosp,

d t  — s'* ^
deo =  -— eCos^p-\-
dt

ds'
' . (199)

e' Sm'*

met H ansen (S. 45) vindt men verder
<7*6 „ . . <e * e * e ' *

J F

‘ —e' *) Sinj). Cosp

= - 01* 6 - 1- 6*
d x  w ( e* — e'*

^ ^ ^ ,< 7 e' <7e 'j£o Sinp.Cos p  _

6
[Cos'‘’ p  —Sin'^p),

Z a i £  di
6*

de'
( 200)

dt ' V" dt
'iase' dx

dt ! V
( e * Cos'p  — e'* Sin'^p) -f-1

+ 6‘
( e* —e' ■)SUp .Cosp.



Door in (196) voor ê, ip, y j  , , - j T i , hunne waarden
d t  ’ d t  ’ d t^  ’ d P

uit (199), (200) en (195) te substitueeren, vindt men volgens de
theorie van de variatie der standvastigen de differentiaalvergelijkii
gen voor de elementen e, s', ci, Door vergelijking van (196)
en (200) komt, met behulp van (199),

—  ' i / i S M . C o s ^

dn
dt

en
2Cosfl
Sin^ d t

stellende,
.de'

dn'
d t  d-p
dh d t

d t  d t
( . , , i>iee' \  %oiee' d^

6= d t ^  S i n U t ^  Sin^ d t  6*

de' de \  ^ dvi T)
- - e - j S t n p . C o s p - ~ ( e ^ - e ' ^ X C o s ^ p - S i n ^ p ) = ^ ,

6 ^  ^  /  (ji} £  s '

1 ] 4 f  1 1  /  , A
+  +  + - j r j 7 j  «•

+  26e' — (e- —e'^)Smp J'osp =z
n.r.

Deze vergelijkingen zijn het, waartoe H ansen (S. 46) komt, maar
zijne waarden van B  en E  zijn tengevolge van de vroeger gemaakte
fout geheel andere.

\Mj zullen de onze naar machten van 5 ontwikkelen. Dan komt

ase'
t f  ' ö ■ /  O'*

dx.

-2^«(1-?6^)(a‘+ 1 ^ ^ ' + ~ ) -
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Evenzoo

— e e \ e ‘’- — s' ■) S i n p .C o s p — — — e' *)  S in p .C o sp  -{■

+ ( i +  ! < = ) - •

. (303)

=.e’).

d x  d x '
Men vergelijke deze met die, waartoe Hansen atgezien van — en

komt, namelijk (S. 38, Art. 34)

d^
Tt"

ïiu  gaan wij, even als Hansen , den invloed bepalen van die termen

van J) en E ,  waarin ^  en ^  niet voorkomen. Daaruit nemen wij
d l  d l

vooreerst die termen, die ook ft en ft' niet bevatten, want Hansen

verwaarloost deze ook (S. 48); dan is

D = :  y  (6*- 4 e* e'^), E = ^ ~ \ a ' ^ e £ ' { e - - s ' ^ ) S i n p . C o s p  (304)

Verder uit (199)

dx,
d t

Dus wordt (303)

£ ^  Co»' p  +  e'  ^  &ïn'-p
d V d  tl

(ê* — e'*) S i n p . Cosp

de ^  „ . ,de
e '  Co»^p—c"‘’ Sin'-p')\%{^ Cos‘-p \e ’ Sm''p 'jes'-

( e y  Cos-p-\-e'^ Sin'‘p'\
^(de ,de’\ ^ .  ^  \  dé d t '  J

Té ----------- -----------------------

(305)

_
—  J(a

[Cos''p— Sin ' 'p )—  — ,

, de  de    E
^ d t  ^ d t  Hl ’

-E ^  Cos' p +  e' 4 t, Sw * p  --
d t  jdt

-  S i n p .C o s p ,
u

dx
Tt

de' Ee Cos''p .^De'Sinp. ( osp
d t ~ ~  £0 5* ’

de Es  Sin''p—EeSinp.Cosp
H i~ ~  iTs* ’

E  e 'C o s 'p —e ' 'S in ' 'p  %Eee'Cosp.Sinp

~ Je* ^ 7 *  ’’’ £o6*(£*-E'*r ’

(306)

(307)
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_  ^ 2  ^  _  - g ( g '  Cos'^p-s' '^Sin‘‘p)Sinp Cosp-\.’iI)ee Sin"p-Cos"p

J g g '  Cos"^p--e 'S in '^p   ̂ 'iEe'^ e"^Cosp.Sinp
(£>-£' 2 )

+

_  * roS >  +  e' ‘ S2 » 2  p  + j 2 f' 2 ) .Cosjs
w 6 2 ( g 2 _ £ ' 2 )  —  +

-P^^' ( ( i^ - s '^ )S in ‘̂ p.Cos'p-e '‘ Cos'‘p+e"‘ Sin^ p)
« 5 2  g2 _  j ' 2

^ «• r  j  in -d t  &i42(sS _ j ' 2) ^ (7 2 T I7 F ) p-&in'‘p). . (208)

Dit zijn de vergelijkingen van Hansen in Art. 23. In deze moet
men (204) substitneeren.

«  - 4 g 2 g '(g  2 2 3̂  ^ t  _ 4 ^ 2 g/ 2  ̂5 g-̂  ^

dt  6 ~ p  --------—

=  ‘̂ B’h ' ' -Sm pE oip- '^“-l^{[i'i-d-^)CoH'^p\d-)Si,ip.CoHp,

ds' cj
^  S inp .C osp-I  a£‘‘ s'Sinp.Cosp, . . . ( 209)

^  “ - 4Eg'2(g2_ g '2)^^-^3̂ _^^^^_^^4_^^2 e' 2 ) g CoSj».Sinp
dt  6 " p   ̂ —

=  -  -  . 4 2 8mp.C0,p\  2 „ g  ^ 2 ) y 2 » 2 y  + g 2 , >  2 ) ^

de bi j
Siiip .Cosp^ltüss-Sinp.Cosp, . . . (210)

^  “ f71^£llH £:-E '*)PoE 2js.Sw2jB -4 E’ £'2(g'2 Sinp-e"^ Cos^p)
" 6  > (£2 Cos■ 'p +  g'2 S in ' jt;)(g 2 _ g ' 2 ) "

£2 Cos^P — g' 2 .SjVi 2̂
g2 — g '2 4 =

_ _ "  / .<  g ' M P 0 s 2 ; j .  S m 2 j , . | . g ' 2  r 0 ^ 2 ^ ' | ^ 2 ^ ' 2

6 t  tg2  r , 'n .« 2 „ i = '2  , « „ 2 .„ ' , , ' . ,2 _ . , '2 ',  "f-

+

( f 2  6 '0 « 2^ ^ g ' 2 5 j ^ 2j , J | ' g 2 _ j ^ 2 ^

g 2  C o « 2 ^  —  g ' 2  Sin 'p
g 2 _ g ' 2  / •

^  “  ( 4 ' s 2 g ' 2  ( S 2 » 2 ^ _ C o^ 2 ^ )  g2  Cos^p—e '  Sin' p
d t  6 \  g 2 - g ' 2  +  g _ g ' 2

Eindelijk

42 ^  ~  ^  |4 ( s 2  +  g'2 ) S j „ 2 p ^ o j , ^ ^  (Cos 'p-Sm'p) j  =
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6£'— -  —----— {4((s' — g '') Sin^p.Cos'‘- p — s- s (Cos'^p — Sin'‘p))-{-

-f 6* (Cos^p — Sin'‘-p)^ = .

~  ^  i ^^ /2 {4i{s‘‘ Cos'‘p  — £"‘Sin'‘p —e'^l'^{Cos^p — Sin^p) —

— (g' Cos'^p — g'* Sin‘‘p)) -f ö* (Coŝ  p — Sin^p) },

^  Sin^p ~  Cos^p) — e^) Sin'^p. Coŝ  p -\-

+ iH'os'‘p - i '^ S in '‘p } . . . (212)
Bij integratie vindt men

S s '=  "t" Sin'‘p  — 8 ĝ  Sin'^p),

Se =  ^  g(g’ Cos^p — e'  ̂Sm'^p-\- 8 e'^Sin^p),

Sn
= ï (

2g2g'^
r n :? ^ Sin 2jo — I  (ĝ  +  e'')j» —

SinHp
8(g^-g'^)*

*(ros-jB +  | )  +  g'‘ (5*»’- ;> + |) )} . \  -(313)

Scc =  — ^ ^ [ - i e ^ + e '^ ) S m 2 p + 2 { e ^ - s '^ ) p + l (e ^ - e '^ ) p - ^

+ Cos^P + I )  +  {Sin^ P + i ) - W ^ - ^ ^ )  +

waarbij gebruikt werd

J'cos'pdp =  ^  jC o s ^  +  l̂  Cosp\ +  ^p,

J" Sin^pdp {Sin  ̂p ^  S i n p ' \ \ \ p ,

I
I

CosP-pAp =  Cosp + 1 ,

, 7 __ Cosp.Sinp pSin^pdp  = -------- ------- 4- g-

Deze formulen (213) komen voor die op S. 49 in de plaats,
wanneer men alleen let op de door ons genomen termen van B.

Wanneer wij vervolgens de periodische termen weglaten, komt
Se =  0,
5 g ' = 0 ,

5a =  I oiee't.

( 214)



De drie eerste viudt H ansen ook, maar het juiste bewijs er van
is eerst op deze wijze geleverd. Voor de laatste formule vindt H an-
SEN ase  i;  en het was deze waarde, die mij opmerkzaam maakte
op de fout op S. 44 gemaakt, die zoowel aan het oog van H ansen

als van den beoordeelaar van zijne prijsvraag is ontsnapt, en die
eindelijk ook door W. L ehmann ‘) in zijne bewerking van H ansen’s
prijsvraag, —  ofschoon hij lezers onderstelt
Preissohrift nicht nur zur Hand sondern auch gründlich studirt ha-
ben” —  over ’t hoofd is gezien.

Wij zullen nu nog de termen, die en bevatten, beschouwen.
Dan moet men volgens (203)

E  = .  — ^  a P  —s '■) Sinp .Cosp

nemen.
Van p  is afhankelijk

hetgeen met (206), (207), (208) geeft
d e '_ e' Sinp.Cosp

eSinp.Cosp

/s^Cos^p  —  s  ̂ Sm ‘‘‘p \  6̂
l ------- -----------------J a

p^ee'6^
(Cos^ p  — Sin" p ) ,

S e = 0 ,
l o w  ö w

*•=». »̂= n T =-|5
Verder blijven van D en E  nog over

') Astron. Nachr. n . 925 u. s. w. Bd. 39 und 40.

2 « ( e^ - £ '^ )

en dus bij verwaarloozing van de periodische termen

l e ' =  O ' -----

en deze kan men, daar p ‘‘’ inderdaad uiterst klein is, verwaarloozen.
Evenzoo geeft de term van B



i i a

— — ~  {s‘̂ — s''^)Smp.Cosp,

die met (306), (307), (308) geven
ds' |tt'

6
((gï _ g'ï) Sinp .Cos^pe +  See' - Smp.Cosp),

—  =  — ^  ({e' —e'^) Sin^ p .Cospi'—Se^ £ Sinp.Cosp),ut D
dtf
dt

p is ' I —3 [i^ Cos'‘p  — £"‘ Sin- p) +  3 (e ^—é ' )Sin^ p.C os’’-p \
6 l e^ - e'^ j ’

du,   p / —{i‘‘' — e ,\ - i“')Sin''-p .Cos" p ■^3i' e"̂  [Coa'^p—Sin'‘'p)\
d t  6 (

En dus met (315)
i _ e ' ï

2 e O, IE O ,

(316)5 » — - —  ei'p't-\-  1  ^ ( £ ^ 6 '“) ^ !

Hieruit ziet men, dat wanneer p' niet zeer klein gesteld wordt,
in den slingertijd en de draaiing van de groote as der slingerings-
ellipsen, voor de draaiing van' den slinger om zijne as, nog eene ver­
betering moet worden aangebracht, die door (316) wordt bepaald.

Bij eene andere gelegenheid zal ik ook de storingen in de elemen­
ten, ten gevolge daarvan, dat q—p niet juist nul is, langs den door
Hansen gevolgden weg bepalen, en daardoor de uitkomsten van
Hoofdst. II  en van § 6 van dit Hoofdstuk onmiddellijk bij de for-
mulen van H ansen aansluiten.

§ 9. Over de formule van Bravais.

50. Wij wiUen hier nog de formulen afleiden, die Bravais ‘) ter
berekening van zijne proeven gebruikte, en die in de onze als bizonder
geval natuurlijk bevat zijn. Verwaarloozen wij dus Jï in § 5 en
stellen wij jo — O in § 6 , zonder iets over B, te onderstellen,
zoo hebben wij respectievelijk het geval van den enkelvoudigen of
van den samengestelden slinger, wanneer deze een omwentelings­
lichaam om de verbindingslijn van ophangpunt en zwaartepunt is,
en om het eerste vrij draaiien kan. De slingeringsellips blijft, we-

■) Liouvim.k, T. 19.
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gens s =: standvastig, voortdurend dezelfde, en draait met de snel­
heid —  Neemt men als slingertijd dien, welke verloopt
tussohen twee opeenvolgende overgangen van het bewegende punt
over dezelfde helft van de groote as van zijne baan, dan laat zich
het verschil van den slingertijd in de gestoorde en in de ongestoorde

d r
— 3 7  geeft aan , om hoeveel hetp  a t

beweging als volgt berekenen.

punt in zijne baan ten opzichte van de y-as in elke slingering ach-
terblijft. Het achterblijven ten opzichte van de groote as van de
ellips verschilt hiervan tengevolge van de gelijktijdig plaats grijpende
draaiing van de ellips over de coördinatenassen, om den tijd, waarin
het punt in de ellips van het snijpunt met de y-as bij het begin
der slingering tot haar snijpunt bij het einde van de slingering loopt.

. .  3  5T
Deze tijd staat tot —  in dezelfde verhouding als de kleine ellipti­

sche sector, die gedurende eene slingering over de eene helft van
de y-as heen beweegt, tot het geheele oppervlak der ellips. Vatten
wij die helft van de y-as in het oog, welke met positieve snelheid
in de richting van de a;-as overschreden wordt, zoo vindt men voor
deze verhouding gemakkelijk

. , C l'h 'S in '^  T „
................... (217)

Want de inhoud van den elliptisohen sector, die in

y-as beweegt, is

P
1 d X
2 d t Vi

waar y ,"  de waarde van y , is, wanneer het punt met positieve snel­
heid deze as overschrijdt. Nu is volgens (164)

daar volgens dezelfde formulen en wegens = 0 ,

S i n p t '= Q ,  en dus 8in^ qt" =z Sin> T^

is bij het overschrijden van de y-as, en verder

d X

gegeven was, verkrijgen wij



X y  0  ̂ _  ----_ y '+ i“ i «
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V
T^.

Voor de hoekoppervlakte O van de ellips vonden w ij, afgezien van
het teeken,

2 TrJt

M ■SinT, V « '( ! - « ') •

(Zie (178) en (174)). Het «y-stelsel is genomen in een horizontaal
vlak op den afstand V P  van het ophangpunt; dus ’t  oppervlak van
de ellips, beschreven door het snijpunt van de slingeras met dit ho­
rizontaal vlak,

3 ?r—  SinTo V s { ^ ' - “ o)>
met vj Y dus komt voor de verhouding van het oppervlak van

den sector, die over de y ,-as beweegt, tot het geheele oppervlak van
de ellips

, , , , ci' \j S i n 3 T
- ( y  s ) ---------

3;t Vc' - ' — a!) P

deze grootheid is, afgezien van het teeken, de verhouding van wat
a 77aan t moet worden toegevoegd in eene volledige slingering tot — ;

d r  ^
en dus moet aan y —, afgezien van het teeken, worden toegevoegd

P \ ' < • ( ! - « ')
Is de beweging in de ellips, als in de fig. 9 , negatief, zoo moet

deze tijd afgetrokken worden; en moet dus — V plaats vau

\JSi?i^T^ worden genomen, terwijl dan is volgens (103) SinT^ zelf
=  -(- \l Sift‘d T^. Is de beweging positief, als in fig. 10, dan moet die

tijd bij T worden opgeteld, maar dan is SinT^ zelf — sj'Sin'^T^-, zoa­
dat men steeds moet nemen

( r ' + ^ , . ) - 5 i ^ 4 = .
p y c f j c d )

als correctie in — om ten opzichte van de groote as te vinden.

Dan vindt men echter
f d r \  a ‘‘‘

- ^ T T - .................................. (318)Cl)



eene bekende fo.imule voor den enkelvoudigen slinger, die men reeds
bij L agrange ‘) en voor het geval van L agrange’s samengestelden
sKnger (zie (214)) bij H ansen (1. c. S. 49) vindt; en die uitdrnkt.
dat de slingertijd in de verhouding

^  16

vergroot wordt. Bij cirkelvormige slingeringen moet men den slin­
gertijd nemen ten opzichte van eene as, die in den cirkel met de
snelheid — (y'-f s) rondloopt. Is /  =  O, zoo blijft alleen de
beweging van de groote as tengevolge van de eindige amplituden

TT q!  h '
over, die met de snelheid |  ^  |  ^  j  (zie n°. 47) plaats vindt;

deze as doorloopt dus in 2il, den hoek \ %ah,  die tot den geheelen
omtrek in de verhouding l a b  staat. Trekt men derhalve in de baan
van een punt, dat op de verbindingslijn van ophangpunt en zwaar­
tepunt van den slinger ligt, uit het middelpunt in willekeurige richting
een straal; en verstaat men onder slingertijd den tijd , die tusschen
twee opeenvolgende overschrijdingen van dienzelfden vasten straal
verloopt, zoo is deze in de verhouding

1 : 1 — l a b

gewijzigd; of de slingertijd, zoo opgevat, staat bij kleine maar ein­
dige cirkelvormige slingeringen, tot die bij oneindig kleine amplituden
in de verhouding

4

Dezelfde opvatting van den slingertijd legt Bravais )̂ klaarblijkelijk
ten grondslag aan zijne gevolgtrekking, dat de slingertijd in ’t alge­
meen zonder nadere aanwijzing over den straal, ten opzichte waarvan
men hem bepaalt, voorgesteld kan worden als f u n c t i e  v a n  de
a s s e n  d e r  e l l i p s  a l l e e n ;  en wel door

(219)ff \ ' 16
waar g de versnelling van de zwaartekracht aanduidt.

Het valt echter terstond in het oog, dat dit niet het geval is:
want de zoo opgevatte slingertijd is afhankelijk niet alleen van den
vorm van de ellips, maar ook (170) van hare ligging ten opzichte

‘) Méc. II. 177, Ed. Bertrand.
2) Liouvilie, T. 19, p. 11.
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van den gekozen vasten straal (het gekozen verticaal vlak). Ofschoon
er nu op dit punt eene verwarring in de bewijsvoering van Bravais

l)estaat, past hij de formule toch juist toe; want hij brengt in den
waargenomen tijd van overgang van het bewegend punt over een
zekeren straal van zijne baan eene verbetering aan, nl. het verschil
van den tijd, waarin het van daar tot aan de groote as loopt, en
van den tijd, waarin het, in een cirkel met gelijkmatige snelheid
rondloopende, hetzelfde punt van de groote as zou bereiken. Deze
laatste tijd bevat den tijd, waarin de hoek van de groote assen der
ellips bij het begin en bij het einde van de slingering door het,
met eenparige snelheid in den cirkel rondloopende, punt afgelegd
wordt. De beteekenis van den door Bravais in de formule (319)
bedoelden slingertijd i s ‘) dus d ie ,  welke men na he t  aan ­
br e n g e n  van de besc h re ve n  v e rb e t e r in g  u i t  den s l ing er t i jd
ten  opz ich te  van een va s t en  s t ra a l  vindt .  En wanneer y 'niet,
zooals wij tot nog toe aannamen, O is, is de weg, die dat denkbeel­
dige punt over den cirkel in eene slingering aflegt, samengesteld uit
— i y / ' t ,  en uit de laatste in den zin van de beweging in
de ellips; men vindt dan den slingertijd, nadat de correctie voor de
afwijking van de groote as van den gekozen straal is aangebracht.

^ S h ‘ '■  ̂ V 16 0' ^

(230)

waar het teeken +  genomen moet worden, al naar mate y' en de zin
van de beweging in de ellips dezelfde of tegengesteld zijn. Dit is
de formule, volgens welke Bravais na het aanbrengen van de meer
genoemde verbetering voor de groote as uit den tijd, die tusschen
opeenvolgende doorgangen van zijn slinger door een zelfde verticaal-
vlak (dat van de as van zijn theodoliet) verloopt, de draaiingssnelheid
der aarde, y ', berekent.

Bravais stelde bij zijne afleidingen R  —  0 ,  dus y '= y , ( , ;  uit de
gegeven afleiding blijkt echter, dat ook voor Lagrange’s geval van
een samengestelden slinger dezelfde formulen gelden, en dat hierbij
slechts

///__ 2 P  — R  (  . Po )
~  2 P  V  R  / ’

voor y,(, in de plaats komt.

') Zooals ook blijkt uit de slotzinnen van zijne Note sur une formule ie
I .AGBANGE, relative au mouvement pendulaire, 1. c. p. 49 et 50.
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H O O F D S T U K  I.
AFLEIDING VAK DE FORMULEN.

In het experimenteel gedeelte van dit proefschrift wordt een slin­
ger beschreven, waarmede de verschijnselen, afgeleid in Hoofdst. I I
en I I I  van het Stuk „Over de betrekkelijke beweging,” proefon­
dervindelijk door mij zijn nagegaan. Bij de vergelijking van de
waarnemingen en van de theorie in haar eenvoudigsten vorm, d. i.
bij de eenvoudigste onderstellingen over den slinger, vertoonden zich
regelmatige afwijkingen, die mij tot tweeerlei theoretische ontwikke­
lingen voerden. Zij zijn in deze afdeeling te zamen gevoegd en
vormen het wiskundig betoog der uitkomsten, die in het proefonder­
vindelijk gedeelte zonder verder bewijs worden gebruikt.

Bij deze ontwikkelingen heb ik slechts die afwijkingen van de een­
voudigste onderstellingen over den slinger in aanmerking genomen,
welke men bij de proeven moeilijk vermijden kan; eii ben ik van
de behandeling van overeenkomstige vraagstukken, wier algemeene
oplossing evenmin gevonden kon worden, zooals b. v. die van H ansen

en Dumas (zie l®Stuk, n°. 11), vooral daarin afgeweken, dat de benade­
ring steeds slechts zoover voortgezet wordt, als de waarneming dit
vordert; zoo staat deze afdeeling in het nauwste verband met het
experimenteel gedeelte, en moet het bewijs, dat de achtereenvolgens
gemaakte onderstellingen op mijn slinger toepasselijk zijn, ook in
het laatste gezocht worden.

De verkregen formulen zijn verder toegepast op de verklaring van
de afwijkingen, die bij de proeven van F oucault en Bravais werden
waargenomen.

‘I1
i . J
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§ 1. Vorming van de karakteristieke functie. Splitsing in eene
ongestoorde beweging en eene storingsfunctie.

Wij nemen vast in de aarde een linksch coördinatenstelsel der
®o> Vsn ^0 ‘isn. Den oorsprong plaatsen wij in de scherpe kant van
het naar boven gerichte vaste mes en wel in het ophangpunt van
den slinger. Als 0„-as nemen wij de naar beneden gerichte verbindings­
lijn van het ophangpunt en het zwaartepunt van het slingerlichaam,
wanneer dit zich in zijn evenwichtsstand (in rust) bevindt. Wan­
neer de. slinger een mathematische was, zou dit de naar beneden
gerichte verticaal op de plaats van de slingerende massa zijn; n«
wij een samengestelden slinger hebben wijkt de 2„-as iets, maar uiterst
weinig, af van de verticaal, zooals wij bij formule (85) nader uiteen
zullen zetten. Het .T„2„-vlak leggen wij door de 2„-as en de scherpe
kant van het vaste mes. Eene kleipe draaiing ra, van dit coördinaten­
stelsel om de^Q-as, links omgaande positief gerekend, moge de «„-as
in de scherpe kant van het vaste mes brengen. De coördinaten van
het punt ten opzichte van dit nieuwe coördinatenstelsel
zullen wij x , g , z noemen;.dan is

z ■=. Cosm, 4  *0 Sinm^, ]
w zrzz X ̂  CosMy— z Sinm.^, > .................................... (1)

y = y o -  )

Op het vaste mes leggen wij een lichaam, dat er om draaien kan,
den drager; en hieraan wordt het slingerlichaam met een tweede mes
zoo opgehangen, dat de naar beneden gerichte scherpe kant van het
laatste, de scherpe kant van het eerste mes juist in den oorsprong
van de x^, z„ coördinaten snijdt. Wanneer nu het geheel zich
in zijn evenwichtsstand (in rust) bevindt, moge eene links omgaande
positief gerekende draaiing van het « , y , z-stelsel om de «-as
het «y-vlak in het vlak van de scherpe kanten van beide messen
brengen. Noemen wij de coördinaten ten opzichte van het ry  z-stelsel
in zijn nieuwen stand y ‘, z', dan is dus

x' — X, j
y' ■=. y Cosm^ \  zSinm^, ! ..........................(3)
z' =  z Cosm^—ySinm^. )

Eindelijk willen wij aannemen, dat eene nieuwe draaiing van
het x', y ‘, z'-stelsel, om de z'-as, links omgaande positief gerekend,
de y'-as in de scherpe kant van het bovenmes doet vallen.
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Wij kunnen er nu toe overgaaii om de plaats van ^Ik punt van
den drager en van het slingerliohaam, wanneer het geheel in een
willekeurigen anderen stand gebracht is, uit te drukken door de
draaiingen, die om elk der messen plaats gevonden hebben, en door
de coördinaten dier punten ten opzichte van coördinatenstelsels, die
respective met beide deelen van den toestel vast verbonden zijn.

Tot coördinatenstelsel vast met den drager verbonden kiezen wij
dat, hetwelk in den evenwichtsstand van den toestel met dat der
X , y , z' samenvalt; heeft dus eene draaiing om het vaste mes,

linksom gaande positief gerekend, van uit den evenwichtsstand
plaats gegrepen, zoo staan de coördinaten ten opzichte van het vast
met de aarde verbonden stelsel der i ' ,  z ' , tot de onveranderlijke
coördinaten van de punten van den drager ien opzichte van het

!/i, «i-stels'1 en tot de draaiing fz in de volgende betrekking

y I —  y ‘ Cos 14 z' Silt f i ,

(a>z, =  z' Cosfi—y' Sinf4,
X ,  —  x ’.

(

Dezelfde vergelijkingen bepalen de coördinaten van de punten van
het slingerlichaam ten opzichte van het met de aarde vast verbonden
stelsel der x , y  , z , wanneer f4 en de coördinaten dier punten ten
opzichte van het met den drager vast verbonden stelsel gegeven zijn.
In plaats hiervan willen wij echter eerst een ander stelsel, dat even­
eens vast met den drager verbonden is , invoeren door het x ,  , y  , z -
stelsel om de ^,-as te draaien om een linksomgaande positief getelde
hoek w. de y ,-as in de scherpe kant van het tweede mes te
brengen. De coördinaten ten opzichte van dit stelsel x ^ , y  , z,
worden bepaald door

—  x^ Cosm, y^ Sinm^ , 'l
y i =  y 1 Cosm.  ̂ — X ,  S inm ^ , ..........................(4)
Z . — Z t  )

Heeft nu om het tweede mes eene draaiing v plaats gevonden en
kiest men als stelsel, dat vast met het slingerlichaam verbonden is,
X. i y  ï  ̂ > datgene, hetwelk met dat der x ^ ,  y  , 2  ̂ samenvalt,
zoolang het slingerlichaam ten opzichte van den drager dezelfde lig­
ging behoudt als in den evenwichtsstand van den slinger, zoo is dit
coördinatenstelsel nu v om de y^ en ys-as gedraaid, en

X3 ■=. x.  ̂ Cosv- z^  Sinv, I
ys =y2.

Cosv-j-x2 Sinv.

J
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Hiermede ook de ligging viin elk punt van het slingerlichaam
uitgedrukt in de onveranderlijke * 3 , ^ 3 , 23 en in de draaiingen

en V .

Volgens het vorige kan men schrijven (3 , 4 , 5)

«1 ®'4 /3| y + 7 , 2', a?' =  £{, .T, +  -f 5^3^3,
ys =  « 2  a;' +  (33y'-t-72 j ' ,  y'

2 j —  a ,x '  i - y  , z , z

wanneer

= 4  / 3 3 2 3 .

■ 7 l 3 - ' 3  4 - 7 2 y 3  4 -  7 3  2 3 .

( 6)

CC 1 =  Cosm^ Cos •- /31 =  Cos y. Sin m ̂  Cos v -f Sin (z. Sin v,
7 , =  Sin fz Sin Cos v — Cos ft Sin v,

a ^ —  — Sinm^, — Cos (z. Cosm^, — Sin/A Cosm. ,̂
ctj = :  Cosm  ̂ Sinv, (3̂  —  Sin v Cos/a Sinm^ — Sinft Cosa,

7 3  =  CosfzCosv 4- Sinv SinnSinm^.

Evenzoo met (1) en (2 )

x' —  4- 4- =  « i,'.'''4  (3, > ' 4 .7 ,''2'.
y' =  (3 /y o  -f (3j"y3 +  (33"2», y„ =  ct2"a;'+ 4  7 /'2 ',

2' =  7 j " ï „  4 7 2 > o 4 - 7 3 ' 2 „ ,  2„ =  c i 3 " a : ' 4 P 3 " y ' 4  73"2' ,
als
a^"— Cosm^, t t ," r : :0 ,  ee — Sin m , ,
^ Sin m I Sinm 3 , fi^"z=iCosm^, =  Cosm  ̂ Sinm.  ̂ , i

y  i"=z Sin m, I Cosm^, y ^ " =  — Sinm^, y  —  Cosm ^Cosm.  ̂ .

(7)

( 8)

(9)

Om de beweging van den slinger te leeren kennen, is het nu in
de eerste plaats noodig zijne levende kracht uit te drukken. Daartoe
willen wij nog een coördinatenstelsel invoeren, namelijk dat van de
hoofdtraagheidsassen van het slingerlichaam in den oorsprong der

De coördinaten van het punt^3: 2 3 om welken het draait.
®3, y 3 , ten opzichte hiervan zullen wij met v , v , w  aanduiden en

u  —  ai'®3 4/3i'y3 4 7 , ' 2 3 , 1

V =  x,  +  p . / +  y^' Z3 A ......................... (10)

w =  £t3'a;3 4  ^3'y3 4 7 3 ' 2 3 , )

stellen. De negen cosinus tz, ' . . . .  7 3 ' kan men als volgt door drie
hoeken Cpg, 9„, \p„ uitdrukken. Men draaie het stelsel der y^, 23
linksomgaande positief tellende ij'o de 23-as, dan evenzoo (p̂  om
de a;3-as in hare nieuwe ligging en eindelijk evenzoo om de
yj-as in den stand, dien zij nu inneemt; dan is
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j£i' =  CosSq fosiJ/ij —
— Sin (p o Sin fl „ Sin p „,

ci^' —  ~ CosCpQ Simpel,

a 3 ' =  Sin 6 „ Cos 4< q -f"
- f  Sinp>fi C o s Öq Sin ipQ ,

(3/ —  SintpD SinÉQ Cos\p„ -}-
- f  C o s ö j  Sinypf),

=  Cos(po Cos4>„,

/3s' =  — Sin!p„ Cos6„ Cost'd +
+ Sin^d Sin^g,

y , '  Cos4>dSin6d,

7% =  Sinipid,
y j '  Cos4>„ 6’osöj.

( 11)

Noemen wij P,  Q, B  de traagheidsmomenten van het slinger-
lichaam om de assen der « , v, w,  en p ,  q, r  de onthondenen van
zijne oogenblikkelijke draaiingssnelheid volgens de richtingen die de
u,  V, ïc-assen gelijktijdig hebben, zoo is de levende kracht Tp van
de beweging van het slingerlichaam, volgens bekende eigenschappen,

\ { P p ^ \ ( l q ^ \ - R r ' ^ )  —  T p ........................... (13)

Om de p ,  q, r  uit te drukken in v, ^  en 4 ^ , merke men
d t  - d t

op, dat
P =  “i ' ^  + l ^ i ' z  + 7i'p>
g =  a ^ " ^ - i - l 3 / x  + 72'p>
r =  ct, '̂ T +  +  ys'p .

(13)

is , wanneer IT, %, p de componenten van de draaiingssnelheid vol­
gens de oogenblikkelijke richtingen van de assen der y^,  Z3 zijn,
en deze worden bepaald door

dy-3
^  7 7  +  7 7  + T T ’

dPs d ys
^  ‘ d t  d (  d i  ’

TT +
d(3,

zoodat

+  7-z

df/.
d l ’

dv dn
^  - d t ’

d 7j

(14)

7T —  Cosm., Cosv

( 15)

p =  Cos m j Sin v
d n
77’

en als men nog het symbool
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=  ^ « ,'1 3 ,' +  0 ^ /  + -K « //3 3 '
'*««> */?■/?> ®«y> O'fiy lïiet analoge beteekenis invoert, wordt

H  +  ® / ? / ï + ® r y  f H  3 w;ï  +  2 a„y T p +  2 a^y;C p} .  (17)

De levende kracht van den drager T ,,  hangt alleen af van — ;d V
(dfi\  ̂^
\ d t )

wij stellen T,  .................................... (18)
\Clt /

De levende kracht van den geheelen toestel wordt dan (15 , 17, 18)

dt  d l • (19)
waar

—  W 4 - « a a  Cos^»»2 Cos^v -{a^pSin^m^  4  «•yy Cos'^m.  ̂Sin^ v 4  '|

4  2a„j, Dos’ OTj SinvCosv—2a„pCosm^ Sinm^ Cosv —

■%ap^ Cosm^ Sinm^ Sinv . ( 20)

% A ^ ^ ^ a p p

3 ^ “*’ =  — 2a^^ aSjwWj 4 3 «„^CosMjDosv4  3 o!j,^Dos»« Sin-i.

Neemt men aan, dat het zwaartepunt van den drager slechts om
eene kleine grootheid van de eerste orde afwijkt van het ophangpunt
van den slinger, en dat zijne massa ten opzichte van de massa van
den laatste eveneens van de eerste orde klein is, met dien verstande,
dat eene kleine grootheid van de tweede orde niet meer waargenomen
kan worden, zoo zal de vertieaal in het zwaartepunt van het slinger-
lichaam alleen slechts onmerkbaar weinig van de ^„-as afwijken, in
allen gevalle laat de krachtfunctie der op den slinger werkende krachten
zieh dan zeer eenvoudig uitdrukken door de coördinaten van een
punt, waarvoor deze in den evenwichtsstand nul zijn. Eindelijk zijn het
juist deze grootheden, die waargenomen worden, daar men de afwij­
kingen van de kruisdraden uit den evenwichtsstand in den kijker
nagaat, en wij zullen ze dus in p« en v uitdrukken. In den even­
wichtsstand zij dus

^* • 0=9 ,  y „ = 0 , ^„ =  1 ;

dit punt heeft in het y^, 2j-stelsel, wanneer de slinger zich in
den evenwichtsstand bevindt, en dus voortdurend in het * 3, y^, z^-
stelsel, volgens (4 ,  5 , 8) de coördinaten

ajj =  Cosm^ 4  ^3’Sinm.^,

IJ3 —  ^3"Cosm^ ■

^3 = 7 3 ’

I3’Sinm^ ,
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Hieruit vindt men die in het x ,  y \  /-stelsel en ten slotte die
in het 2 „-stelsel van hetzelfde punt (met 6 en 8) bij andere
waarden van ;« en v

I  =  (a , a /- j-  (3j (3,"-}- 7, y , " )(a /ro « ra  . -f ^
-f («2  a , "-h ^2  P i '-(-72 7, ")(P„" rosro2 — S im n > ) \  j
-(-(«, a i ' - l - p 3 P r ”- ( -737 i ' ) 73" .

II =  (« , fl!2'-^ P i p2"+ 7 , y / ) ( i i 3 ’ (?0S»Ï2-f p3''S*»»2) -(-
-(-(«2 «2'-|- P2 Pz'-I- 72 7i" )  d^s" Oosm^— ci^" Sit iMj)  -|-
f ( « 3 « 2 ' - ( - p 3 p 2 ' - | - 7 3  72' )73"-

Uit deze vergelijkingen (21) kan men jw en v vinden uitgedrukt in
I  en n; en wanneer men deze uitdrukkingen in y (19) in voert neemt
deze den vorm

. (2^1

\ d t )  \ d t

aan. Stelt men zich , A ^ ^ , A'^l voor als ontwikkeld volgens
de machten van § en >i, zoo zal men stellen kunnen:

a '^ = A f  + A f ^  + -h ^ S ; i » -k + ......... (23)

en even zulke vormen kan men aan A^'> en A^^  geven. Dan willen
wij nieuwe coördinaten invoeren, Cp en i , zoodat

11 —  fl Cos î i) -(- 4> 4'fl))
^ -=z (p Cos pp — ê Sin p p , i

is, en die ten opzichte van de krachtfunctie en de waarneming dezelfde
voordeelen hebben (zie onmiddelijk bij 20) als de 11, en verder
P d zoo kiezen, dat bij oneindig kleine amplituden de levende kracht,
die in ’t algemeen den vorm

(24)

, , -  - / / d t  dt
neeit, den vorm

I z

aanneemt. Dan is

Coŝ  'J'D -(- A '̂' Sin  ̂ ’j'D •(- A'^ Sin pp Cos pp,
1
1

(25)

—  -d"  Sin^ pg A'^’f Cos^ Pp — A ’ ^ Sinpg Cos p p ,

C =  2 (— A "  - h  A ^ ’̂ )Sinpp Cos pp-\-A^’!{Cos‘̂ pp—Sm'‘ pp), ]

• (26)

A , B , C zijn functiën van (p en ê , die men volgens machten van
deze veranderlijken ontwikkeld, als
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+  + ............. ( 27'0
voorstellen kan. Even zulke vormen kan men voor B exi C nemen,
maar dan is 6'„ =  0.

Zullen <p en 6 deze eigenschap hebben van C„ =  O te maken, dan moet

T f f 2 ^ ,=  ................................ (27)

zijn. Den expliciten vorm van deze verschillende coëfficiënten en
hulpgrootheden zullen wij eerst later geven, wanneer wij uit den
vorm van de karakteristieke functie voor de beweging van den slin­
ger de nauwkeurigheid afgeleid hebben, welke bij hunne berekening
in acht genomen moet worden.

 ̂T   ̂T
stelt men .—  — Bi > — Vï ........................... (^®)

~d<P 96

6 =1= —  is , en noemt men de krachtfunctie vanwaar ij) en
d t

de algemeene aantrekkingskracht op onzen slinger U, en denkt men
zich de aarde een oogenblik in rust, zoo zou volgens (13) van Hoofd­
stuk I  van ’t 1® Stuk de karakteristieke functie E  voor de beweging
van onzen slinger zijn

[-
d<b dA

waar beteekent, dat E  ra. p^, <p &a. 6 moet worden uitge­
drukt. Dus volgen ((27) 1® Stuk Hoofdstuk I) en (25)

E — T - U z
^ \_ A B -

Zijn de ontbondenen van de draaiingssnelheid der aarde volgens
de hoofdtraagheidsassen van den slinger in hunne oogenblikkelijke
ligging en volgens de scherpe kant van het vaste mes
en Sx',  de versnelling van het ophangpunt in zijne beweging met de
aarde f l , de hoek tusschen deze en de verbindingslijn van ophang­
punt en zwaartepunt ƒ ,  het product van de massa van het slinger-

M
lichaam en den afstand van het zwaartepunt tot het ophangpunt — ,

waar p de versnelling van de zwaartekracht i s , en
M

K  z= .------ Cos/SI .

: „ -f- § r /  w „ -f  BrZ,„ - f

2 0  — P ü J  /  ( Ja , /  +  .

d f i

(30)

(31)

(32)
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zoo is volgens de theorie der betrekkelijke beweging (1« Stuk Hoofd­
stuk I I ,  63) de karakteristieke functie van den slinger op de draai-
iende aarde

H = M - K ~ L ^ , - G +

waar Z^, uit L ontstaat wanneer men voor en —  hunne uit-
dt  dt

drukkingen in en die voor de ongestoorde beweging (Z) gelden,
schrijft, of

^ L A B ~ C l . A B ~ 2

- V - K - L „
'^ '^ ^ A B ^ C ■ ^ ) \% l) +^(ï)

(83)
en de krachtfunctie der zwaartekracht voor den slinger in een be­
paalden stand in rust gedacht

U’ = U - ^ K - \ - G ................................(34)

De bewegingen bepaald door H  volgens (83) kunnen wij niet
algemeen, maar slechts door ontwikkeling in reeksen tot een wille-
keurigen graad van nauwkeurigheid aangeven. In dit geheele onder­
zoek, hetwelk ten doel heeft de bewegingen van den slinger met de
nauwkeurigheid aan te geven, die in de waarneming bereikt kan
worden, is de orde van de voorkomende kleine grootheden van het
meeste belang. H'ij zullen de draaiingssnelheid der aarde steeds als
eene kleine gi-ootheid van de tweede orde beschouwen. Deze is
ongeveer van de eerste orde is dus eene grootheid die van
ïJ(j slechts door een kleinen factor verschilt. Herinneren wij ons
nu het eenvoudige theoretische geval, dat in § 4 van Hoofdst. I l l
van ’t 1" Stuk besproken werd, waarbij aangenomen wordt, dat de
traagheidsassen met de messen en deze in den evenwichtsstand met de
^ 0  cn^Q-assen van dit Hoofdstuk samenvallen. Daarbij kwamen veran­
deringen in den vorm en de ligging der slingeringsfiguren voor, die
met eene snelheid van de orde der draaiingssnelheid van de aarde plaats
vinden; gedurende een tijd (den duur van de daar geschetste proef),
die van de tweede orde groot is (b. v. 10000") worden deze veranderin­
gen eindig; nemen wij bijvoorbeeld aan, dat het verschil tussohen de
ligging van de groote as der slingeringskrommen, die op de in rust
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gedachte aarde zich vertoonen zou, en die zich werkelijk vertoont,
aan het einde van een proef 180“ is, wat zeer veel is. Het tien­
duizendste deel hiervan ontsnapt aan de waarneming, want de nauw­
keurigheid van de bepaling der hoeken is hoogstens 4 '. De nauw­
keurigheid van de bepaling der assen verhouding in de slingerellips
met den oculairmicrometer blijft in ’t gunstigste geval beneden
een verschil van de assenverhouding aan ’t einde van de proef in
de gestoorde en ongestoorde beweging van 1, — zoodat bijv. cirkels in
plaats van rechte lijnen optreden, of positieve ellipsen met Tgx — \
plaats van negatieve ellipsen met Tg 5 > moet even als het te
voren aangenomen verschil in azimuth als zeer groot worden beschouwd;
en het is dus duidelijk, dat ook in zijne uitwerking op den vorm
der ellipsen een deel van de geheele storende werking, dat van de
tweede orde klein is, aan de waarneming ontsnapt, terwijl een deel
van de eerste orde klein, bv. , zeer goed waar te nemen is. Men
kan dus met het oog op onze proeven en de gegeven definitie van
eene kleine grootheid van de tweede orde, deze als oneindig klein
beschouwen.

De amplitude der slingeringen werd door mij van de eerste orde
klein genomen, omdat bij kleinere amplituden toevallige schuddingen
en trillingen van den toestel, die ik niet kon voorkomen noch in
rekening brengen, op de verschijnselen een merkbaren invloed konden
uitoefenen.

Wij ontwikkelen nu

Ï 7 ' ^  f 7 ' „ - l - f / ; ,  CPH +
+  +  ........................... (S5)

4> +  4  . . . ( 36 )

Z  =  +  +  +  • • • ( ^ 7 )

volgens machten van <p, 6, <p en S, en ontbinden de karakteristieke
functie H  (zie 33) in een hoofdlid van de tweede en een storings-

functie van hoogere orde. De coëfficiënten in Z, Z ^ , z f  enz. zijn
standvastigen van de tweede orde (zie 31), die van G van de vierde
orde. Het is echter niet doelmatig de karakteristieke functie zoo in
een hoofdlid en eene storingsfunctie te ontbinden, dat in de laatste

de grootheden Z'Jcj), z f f i ,  G^cp, G ^i  als storende termen voorko­

men, omdat deze ten opzichte van de amplituden alleen van de eerste
orde zijn. Ten gevolge van de bizondere keuze van do ir„-as.ziju
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de zesde orde, waarin minstens de tweede macht van de amplituden
<P en ö voorkomt, en zulke grootheden van de vijfde orde, die ten
opzichte van de amplituden van de derde orde zijn; terwijl de coëffi­
ciënten en standvastige grootheden van de tweede

-orde zijn. Want afgezien van grootheden, die de tweede macht van
de draaiingssnelheid der aarde bevatten en ten opzichte van de am-
plitnden van <p en è van hoogere orde dan de eerste zijn, zou de
krachtfunctie van het slingeilichaam

ü 'a  =  M  6 ^ ............................
zijn, wanneer het zwaartepunt van den drager in de scherpe kant
van het vaste mes viel.

Immers wanneer wij voor een oogenblik als r-as van een rechthoekig
coördinatenstelsel de naar beneden gerichte verticaal van het ophang-
punt, dit zelf als oorsprong en het verticaalvlak van het vaste mes
als xz-vlak  kiezen, verder de zwaartekracht als on veranderlijk in
richting en grootte aannemen en zji, Xts, ya  de coördinaten van een
punt noemen, voor hetwelk in den evenwichtsstand van den slinger
2 yi =  1 , a-M =  O, yji =  O is , zou de krachtfunctie van de zwaarte­
kracht Mzfi  zijn, of

Wij kunnen dit ontwikkelen volgens evene opklimmende machten
van «M en y»,

X
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\  2 2 8 “ . T  • ■ • I ■8

Proefondervindelijk is het echter gebleken, dat de zwaartekracht
niet onveranderlijk in richting en grootte is, maar dat zij bij ver­
plaatsing van haar aangrijpingspunt verandert om eene grootheid van
de tweede orde ten opzichte van de draaiingssnelheid der aarde.
Daardoor komen bij de ontwikkeling van de krachtfunctie in eene
reeks in ’t algemeen termen van dezen vorm

« 0 + + -f ea^MyMp/a-^-fenz., . . . (35»)

waar echter de standvastige coëfficiënten a„, a, b enz. van de tweede
orde ten opzichte van de draaiingssnelheid der aarde, dus volgens onze
definitie van de vierde orde zijn. Uit dezen vorm van de krachtfunctie

TT =  M\a^-YaXy,-\-hyyi-\-x‘'^{- {M-\-d)-\-xtiyme-\- . . (SS"*)
volgt, wegens
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d U '
d x

d U '

'■ " f  * j i  ( ~ - ^ +  +  ■ • • • t

=  H yii  ( -^ + 3 (? )  + +Tty

dat de slinger zich in ’t algemeen niet meer in evenwicht bevindt,
wanneer aiM en yyi nul zijn, zoodat de verbindingslijn van zwaarte­
punt en ophangpunt in de verticaal van het laatste valt, maar
wanneer

x m  —  a-\- 2 c t m  \ y t t e \  . . . .

— 5 -I- 2 -I- Xm e 4 ------

of in eerste benadering Xj, — a, y^^ —  b is. De verbindingslijn
van zwaartepunt en ophangpunt in den evenwiehtsstand wijkt dus
om eene grootheid van de vierde orde af van de verticaal van het
ophangpunt. Namen wij voor de richting van de s-as oorspronkelijk
die van de verticaal op de plaats van het zwaartepunt van den slin­
ger, zoo zouden wij op dezelfde wijze tot de slotsom komen, dat de
verbindingslijn van het ophangpunt en het zwaartepunt ook van deze
om eene grootheid van de vierde orde afwijkt. Plerinneren wij ons
nu, dat het x ^ ,  , Zg-stelsel zoo aangenomen werd, dat de Zg-as
in die verbindingslijn valt, zoodat dit stelsel slechts om grootheden
van de vierde orde van het hier ingevoerde verschilt, zoo kan men

en !/m nis functie van § en >i in dergelijke reeksen als {35<̂ ) ont­
wikkelen, waar de standvastigen «g, a ,  b . . .  van de vierde orde
zijn; eu deze in (35'*) invoerende zien wij, dat men in plaats van
de xm en yj,\ in de krachtfunctie 1 /  overal |  -f a en yi -{-b mag
schrijven zonder fouten van lagere orde dan de achtste te maken;
dan wordt

■ ^  1 - V - 4 r2 2 8 + . . . ) +

(35^)

waar c', d  , e' enz. allen van de vierde of hoogere orde zijn. Hier­
mede en met (24) is bewezen, dat bij deze onderstelling over den
drager in (35*') slechts grootheden verwaarloosd zijn, die in ’t ge­
heel van de zesde en ten opzichte van de amplitude van de tweede
orde zijn.

Wanneer men nu in aanmerking neemt, dat het draaiingsmoment
van den drager niet nul maar klein van de tweede orde is, zal men
de krachtfunctie van den drager 17';) in ’t algemeen in eene reeks
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van tlenzelfden vorm als (35") kunnen ontwikkelen en met U'  ̂ samen­
vatten tot

U '—  U ' s ^  U'ü,

eene reeks van denzelfden vorm als (35'*), waar echter de kleine
standvastigen a ,  b . . . .  van de tweede orde zijn. Daaruit volgt
weder eene afwijking van het a:,, 0 ,,-stelsel van het zoo even
aangenomen x,  y ,  «-stelsel, in dier voege, dat nu kleine grootheden
van de tweede orde de afwijking van de «^-as van dit x,  y ,  «-stelsel
bepalen; en dat men in de reeksen

=  I -f a, § + «2 » -f « 3 -f «i I » 4 «5 o** -f . . .
=  >* + ̂  1 ? + ĵ 1 ^3 -h  ̂1 ? n 4 5̂ + • • •

nu voor a ^ ........, b  ̂ enz., grootheden van de tweede orde heeft.
In (35'*) gesubstitueerd, geven deze weder (35*“) , maar nu met c'
enz., van de tweede orde; en hiermede is onze bewering omtrent
U'ii, en U'q,^— bewezen.

Grootheden in I I  (zie 38), die van de vijfde orde, dus ten opzichte
van het hoofdlid van de derde orde zijn, zullen de veranderingen
van 0  en 6 tengevolge van het laatste alleen in ’t algemeen om
grootheden wijzigen, die ten hunnen opzichte eveneens van de derde
orde klein zijn. Maar in een tijdsverloop, dat van de tweede orde
groot is , zuUen die ■ wijzigingen zich kunnen samenvoegen tot eene
grootheid van de eerste orde ten opzichte van de veranderingen, die

en ö door het hoofdlid ondergaan. Dus kunnen grootheden in II ,
die van de vijfde orde klein zijn, nog een merkbaren invloed op de
verschijnselen uitoefenen; en moeten wij deze in de ontwikkeling van
H  nog opnemen. Maar wanneer men dezelfde redeneering op de
grootheden toepast, die van de zesde orde klein zijn, en zich herinnert,
dat wij grootheden van de tweede orde als oneindig klein mochten
beschouwen; ziet men terstond in , dat deze geen merkbaren invloed
op de bewegingen van den slinger kunnen uitoefenen en dus ver­
waarloosd mogen worden.

Voor de karakteristieke functie I I  komt dus (87 vlg.)

. H f  I

 ̂(fl )■'+-̂ (vi) [ ( 38)

- 4  «- ■ ƒ / (J) 6 -  X  ̂  ö cp -  (?) -  Z'®'S ö,
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waar het verschil van M, M"  en M'  eene kleine grootheid van de tweede
orde is, en in L  volgens Hoofdstuk I van ’t Stuk in plaats
van (p en 6 nog hunne uitdrukkingen in j», en die voor de
ongestoorde beweging zouden gelden, geschreven moeten worden;
dit zijn

dep__ JBp I —  Cp^
dt

__Ap^
A B - C ^  ^  ~  A B - C ^ (38>>)

Dan wordt wegens

ÖX ^  . -r 9^ .

I (89)

35 +

hetgeen tot op eerste machten nauwkeurig is,

B  =
Bp^^ \Ap^'^ — 'iOp p^ M'

%{AB-C^)

— standvastige —
(S p i -O p ,) - \ r  L^{Ap^ -C p , )

+

+

A B - C P

[ ^ ^ { ^ P i - O p i ) ^ l { ^ P i - C p i ) ] ‘P - [ L ^ { - ^ P i - C p , )  + L l ( B p i - C p i ) ] i

+

A B - C ^

B(Zl+Liep + 1^6)'-+ A iL f  + Z^(P + Llè)

+  / ( 4

2 { A B - Ü ‘)

C(Ll + Ll<p + LlmL^+i^cp + zl )
( A B - C ' )

Wij ontbinden dus de karakteristieke functie H in

B=zJEr-\-S ............................................ (41)

^  r= . +  —  0 ‘ +  f  «^-standvastige-]

[I'l{^i>Pi-(^oPz) +  ^^{^oPi - CoP, ) ]

+i-

+ 1(42)
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r  ^  j o { j j i _ c ,  A , B , - C Y )

_  e ( A p ^ - O p ,  _ A^p ^ - C ^ p Y\

^ « \ A B - C ,  A „ B , - C Y r

+  \
A L ^   ̂+ B L I  ̂-267,'^ i f  A .L^^^+B^  Z,'̂  ^ - ' iC J A L ^V A L"

L - - A B - C ‘<- A , B , - C Y

' ^ / / l
«__ 0 _

(43)

_  - Z J )  _ ^ ,B ip , - L l ) - C [p . , - L ^ ^ ) \

«. A B - C ‘‘ A B - C ^  J

 ̂ ^ , B [ p , - L l ) - 0 { p , - L ^ ^ ) - ]

 ̂ A B - C -  ■*■■'■'» A B - C ^  - I'

Om nu de bewegingen van den slinger te vinden, moeten w ij
beginnen met eene volledige oplossing te zoeken van de gedeeltelijke
differentiaalvergelijking, waarin X ' door

^ j r

V ( p ’
I K
?5 '

overgaat. Wanneer w ij echter

j r =  W  \  T/cp  + j / s .
O ^ ' O

, , ? JT'
P '  -  ’ P - ^ = ~ U  ’

(44)

(45)

stellen en de willekeurige standvastige in E '  met h aanduiden,
wordt z ij, daar Cq O is , tot

9. J  ^  9 Tf ~  O ^  ' O ---
M'

.(4 6 )

waaruit de oplossing met eene nieuwe standvastige a. bepaald
w ordt, door

d W =L \'J b '̂ VÖ"” !!/'6 V ö + \1Ta  ̂' i h - d < ^ ,

\ K L
?flS

en met -/3,
3 /i

het reeds meermalen gebruikte stelsel van canonische integralen (zie
§ 1 van Hoofdstuk I I  van ’t  H  Stuk)

9
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0  = M'
Sinp t , ö = :

3;c
Sinqt",

t' — t T ,  p = \ / J ' .  » =  \ /
M'
B '

(47“)

P i ' = Pi

M'

t” —  t — T  —

^  V 2 ^  . . . .  (47'')

zou volgen. Volgens (45) en omdat lJ‘' en L zuivere standvastigen

zijn vindt men dus uit E ', als voren

9  ci

stellende, waardoor dan (3 en t weder de willekeurige standvastigen
der canonische eindintegralen worden, weder hetzelfde stelsel van ca-
nonische eindintegralen als (47“). Maar in plaats van (47'*) vin­
den wij

/ ’ i = 7 ’i'+ ^o >  ............. (48)

w a a r^ i ' en uit (47*‘) genomen moeten worden, voor het stelsel
der intermediaire integralen. Voert men deze integralen (47“ en 48)
in de storingsfunotie in, zoo wordt zij tot

' = U
B p ‘^^Ap ^' ^ - Cp , ' p ^ '  p

A B - C
'2 M

- U '
^ B , ^  f  A„

l > P i  <r P , (49)

In het laatste gedeelte van S  is in plaats van A ,  B , C eenvoudig
Af^, B„, Cq geschreven. Dat wij dit mogen doen volgt uit eene
opmerking, die ons tevens de orde van de storingsfunotie leert kennen.
Wanneer de hoeken m , (p„, 6̂ , nul zijn komen in A ,  B ,  C
behalve standvastigen alleen grootheden van de tweede en hoogere
orde ten opzichte van en 6 voor, of wat hetzelfde is A^  en A(^,
B^  en B q., 0^ en Cq. (zie 37’’) zijn nul. Dan kunnen dus in S
slechts grootheden van de vierde of hoogere orde voorkomen. Het
bewijs voor deze bewering leveren eerst de formules (74) die in ver­
band met (34) aantoonen, dat Cp en 6 slechts lineair in A , B ,  C

op kunnen treden, wanneer A^^, a \ ^ , A'"’̂ , A^^  niet allen^ l  v  ̂ V n
nul zijn; volgens (73) en (66^) zijn deze echter nul wanneer w ,, m,̂

Pu en Sq nul zijn. Zoolang verder m^, m.,, iWj,
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volgens (73) en (66'') van de orde van
van de eerste orde klein is.
van m m^, m^, S„, die
geene bizondere zorg aan
komen dus in A —A . ,  B-

de eerste orde klein zijn komen wel is waar grootheden, die ten
opzichte van (p ea è alleen van de eerste orde zijn in A ,  B ,  C (bijv.

^  'l'is grootheden, die ten opzichte van cp, en^ 2  alleen van

de derde orde klein zijn (^bijv. — _  ^ 2 )  ’ storingsfunctie

voor; maar zij bevatten tegelijkertijd een coëfficiënt (A^ bijv.), die

m,,  « 2 , Wj, (pg, dus
In deze onderstelling over de waarde

wij veilig maken kunnen wanneer ook
ophangen van den slinger is besteed,

C„ geene grootheden van lagere
orde dan de tweede en in S geene grootheden van lagere orde dan
de vierde voor. Daar verder in de ontwikkeling van A ,  B ,  C
volgens machten van Cp en é de termen, die op A„, B„, C„ volgen,
(zie 37'*), zooals wij aantoonden, ten opzichte van de laatste van
de tweede orde zijn en de twee laatste termen der storingsfunctie (die

bevatten), wanneer men van /?, C alleen A„, B^,

in rekening brengt reeds van de vierde orde zijn, kan men in
dit gedeelte van de storingsfunctie de verschillen A — A^, B —B^,
C — Cf) , als slechts grootheden van de zesde orde in S leverende,
verwaarloozen. En wanneer men verder voor de quotiënten der coëf­
ficiënten in de ontwikkeling van A ,  B ,  C (zie 27'>)

■-B„, C-

A if<
: A'u if  ="o

3 =  ...............(49")

schiijft en onder An^ Bi\, Cr grootheden van de derde orde ten
opzichte van de amplituden samenvat, wordt

^C P jW  _  ^ 0  _

-   ̂ ^  ^ ö + sv. -h I
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§ 2. Omvorrniny von de üoriwjHjunctie.

Op de storingsfunctie moet men de formules (94) van Hoofd­
stuk II van ’t I® Stuk

I S _  «7(3 ? 8 d r

d t  ’ d/« “ ~ d l’

~è8 d a ? 8  _ d h

d j3 ~  d t  ' S t T t ’

l51)

toepassen om de differentiaalvergelijkingen voor de gestoorde elementen
a ,  (3, T,  te vinden; eerst echter moet men 8  in de elementen
uitdrukken met behulp van de integralen der ongestoorde beweging
(47“ en 48); daar echter in 8  reeds overal js ,' en ingevoerd zijn,
kan men de waarde van deze terstond aan (47'’) ontleenen. Dan
wordt

' C 4 ) ' + ^ « } -  ^

-  J .  B
cl(pd  ̂^

M

dd) d flwaar N ' een aggregaat is van termen, die Ó --- en ö —  met stand-
u i d t

vastige coëfficiënten van de tweede orde vermenigvuldigd bevatten
en van termen, die in ’t geheel van de vijfde orde zijn, ten opzichte

depvan <p en 6 alleen echter van de derde orde, als bijv. 6* en
d  V

eenige termen uit U’n.
Daar de storingsfunctie, volgens onze onderstelling over de grootte

van ?»,, m , m^, Cp̂ ,̂ van de vierde orde is, kan er in hare
behandeling eene vereenvoudiging worden aangebracht, ter wille

waarvan wij juist deze onderstelling gemaakt hebben. ^  en —
d t d t

zijn volgens (51) en (47“) van dezelfde orde als 8, d. i. van de

vierde, « en li zelve van de tweede orde. Daarentegen zijn ^ e n ^
( X t  u t
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volgens (31) en (47“) van de tweede orde, maar tevens (3 en t zelve
van de orde nul, d. w. z. eindig. De verandering van de elementen
of oanonisehe standvastigen gedurende eene slingering overeenkomende
met het ongestoorde vraagstuk is dus steeds eene kleine grootheid
van de tweede orde ten hunnen opzichte, die wij volgens eene vroe­
gere opmerking oneindig klein mogen stellen. Deze verandering
ontsnapt dus aan de waarneming, wanneer niet over een zeer groote
reeks van slingeringen het teeken van een der differentiaalquotienten
der elementen naar den tijd hetzelfde blijft. Voor de berekening van
deze merkbaar wordende veranderingen der elementen kan men dus,
zonder een grootere fout dan van de tweede orde ten opzichte van
het beschouwde element te maken, bijv.

2 ;r

<f(3 _ _  p  ƒ  ^  _ _  P  ̂ i
2 >c

+  —

S d t ,

als standvastig mogen

de periode van den in tp optredenden

schrijven, waar onder het ƒ  de elementen

worden beschouwd en —
P

sinus is. Bij een slinger, die niet al te zeer van den enkelvoudige
afwijkt, zal p  slechts weinig van y verschillen, en wij willen aan­
nemen, dat p  — q, dus met (47“) ook A ^ — B^  eene kleine grootheid
van de tweede orde, d. i'. van de orde van de draaiingssnelheid der
aarde is; verder stelten wij

q f — p t ‘ \ T ^ .
De invoering van

Cosq f  =  Cosp t' Cos Tf, —Sm p t' Sin 1 \  ,

Sin q t" = . Sinp t' Cos -)- Cosp i' Sin T g ,

veroorlooft ook T„ voor het integraalteeken te brengen, zoodat in

2  TTir 1' S d t ,

slechts Cospt' en S inp t' onder het ƒ  blijven. Daar deze integratie
over de geheele periode van Cospt en S in p t  uitgestrekt wordt,
kan men terstond de termen, die volgens p  en 9 van de derde of
vijfde orde zijn weglaten, immers zij geven slechts zulke producten
van de grootheden Cospt en S in p t ,  die over hunne geheele periode
geïntegreerd nul worden.

Dus blijft slechts (.53)
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. ( 54)

M_
8 -

in aanmerking te nemen. Merkt men verder op, dat
d t d t '

L
2 TT

r  4- —
■ I P Cos  ̂pt'Sinpt'dt'z=iO, l ^ Cospt'Sin^pt'dt'— O ,

— I P p i  Sin} p i '  d i
J r

C x - \ -  —  r  4-
;> CbsVi''«?i!'=|. £ ; J  '/> S in ^ p t 'd t '=  1,

en dat in 8  gesteld mag worden; M" — M' — M-,
zoo komt (zie 47®)

*5 =  -  —  (̂  -  )̂* + (1 +  2 &■»* r„ ) (/i -  ;«) + !

+ ^ -«)Cosy(| I —

+ a \/ a (/4 -  Cos y„ I -

4 C^^cc{h-cd)Cos%

■V —  {U h -c iy - ^ lc , ' ^ ^ \ { l - ^ % C o s - -T , ) c c [ h - : c ) ] ^

(55)

^  V  « s ( ^  —  « ) Sin T, -  ?/' V ci{h — ci)

M'ij moeten nu de hierin voorkomende coëfficiënten explicite uit­
drukken en denken daartoe de coëfficiënten A ' enz., die
functien van de kleine grootheden van de eerste orde nl^, ni^,
zijn, volgens de opklimmende machten van deze ontwikkeld. Daar
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die coëfficiënten volgens (54) s.leolits met grootheden van de vierde

orde, bijv. j  vermenigvuldigd in de storingsfunctie voor­

komen, is het voldoende deze ontwikkeling tot op de eerste machten
voort te zetten. Want die termen van deze ontwikkeling, welke hoo-
gere machten van bevatten, geven, daar zij slechts met
grootheden van de 4“ orde vermenigvuldigd in 8  voorkomen, daarin
slechts grootheden van de B*-’ en hoogere orde, die men verwaaiioozen
mag. Maar de term, die afkomstig is van de eerste macht van
«2 , enz. in de ontwikkeling van A ' enz. is slechts van de 5' orde

en moet dus opgenomen worden. Eindelijk bevatten / /  en L*’ , die
f f ' Ö"

eveneens functien van m, zijn, als factor de draaiings-
snelheid der aarde, die van de tweede orde is , en komen in S slechts
met grootheden van de tweede orde vermenigvuldigd voor. Hunne
ontwikkeling volgens w ,,  m^, m, kan dus eveneens tot de eerste
machten beperkt worden, daar slechts deze met eene grootheid van
de 4® orde vermenigvuldigd van lagere dan de zesde orde zijn.

In de eerste plaats moet dus de levende kracht T  tot op groot­
heden van de 4« orde in en v en tot op grootheden van de eerste orde
in en uitgedrukt worden. Daarbij schrijven wij nog voor (20)

A'"' =  A''

waar dus volgens (20)

(50)

2 —  2 Cos' — Cos Sin ,

2 •  ( 5 7 )' “a« f’O'S Cosm.  ̂ Sinm^,

^Af^' 'z=~a^^Cosm.^.

Dan voeren wij de |  en in volgens (21). Zal de levende kracht tot
op grootheden van de vierde orde in deze worden uitgedrukt, wat (53)

2Ai^J z= 'ia^^Cosm,^ ,

eischt, zoo moet de uitdrukking van ^ —  in ^  en —  in de
d t  d t  riti t  d t

coëfficiënten van de laatste tot op grootheden van de tweede orde
volgens I  en )i nauwkeurig zijn; dus moeten de vergelijkingen tus-
schen f<, v en tj zoo worden opgelost, dat de uitdrukking van

en V in I  en tot op grootheden van de derde orde ten opzichte
van deze nauwkeurig is.
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Nu is volgens (9)

Pj ^ ^ 0 ,  (3j 1) 1̂3 — f^3t

yj" = - » » 3 .  7s" =  1-

Verder wordt (7)

— 1 «2 = — >«2 ,

|“ V ,
, /
1 ,  =  W j  1

^ 2  2  j

/  V | U ^  v ’ '

^ 3  =  » 2  1

l  M V ®

7 i  =  > » 2
r  T “ T

(32 =  1-

dus (31)

i“ ’ 1 I
=  7 3 =  1 - y - y  + wa^^'';

£  > » .  J  >'3

(59)

VI = - A <  +  Wj V-M,|Mv4- 4- — ~ y T ^ ^ ' ' ’ “ y  (®®)

Eerste benadering I  =  v, vj =  — |U.

Tweede benadering

V) =  — f3 +  V»2 1  +  W |  I  * ) +  -J » * 3  .

: |  + -1 MÏ .

Nu komt voor de derde benadering

* ) = - f 3  +  ?»2V +  W, |v) +  | » 3 3 ? * - — + y H * | - y | H

+  ---*)'f*®2?) 9 ’>2?>

wier oplossing
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( 61)

is; dus

d/i
dt

dt

^  =  (»»! +™3? +W», •->+ | ®2 l ’ — +
11

(62)

Nu wordt

n  X  £ 2 1  A. 9

z=z-2m,-^^  +

/<?;2\ /<?v\
Uj +

+ [-i-ï. + . , l - X - ] § ^ (63)

Nu moeten noch en A '’>̂ tot op grootheden van de tweede
orde ten opzichte van de amplitude ontwikkeld worden.

Volgens (56) en (61)

Hierin is volgens (57)

2 A —  2 ^,ly~  >

 ̂^ 2 ~  ®«« + «yj, — *'

i(64)

(65)

^ ^ 2 ^ ” ---

Wij voeren nu onze bij (53) gemaakte onderstelling, dat cj),, en
6o klein van de eerste orde zijn, (vergelijk (11) en de opraerkin-

é



110

gen bij (31)) in , onderstellen echter niets omtrent de waarde van
J/|). Dan komt volgens (11) tot op grootheden van de eerste orde

a , ' =  fosipi,, =  7 , ' — ,

« 2 ' = >  P2 ' =  Cos>)/j , , ( (66)

« 3' — + (33' =  ,, 73 '= ! ,

en volgens (16 j

< " o « - + < 2 'J'o.

V/J ~ ’ ay.y~ R, I

«yj, = -  f’K Sm'Po 4- Q:p„rosiP^ -  R(p^Cos]ia + 1'iS„ 5i» J/„,
«„y “  <3^o'S*«'f'o +-^(5o''o«'f'„ + <?>„

(6 6'')

Bij onzen slinger is ook R  eene kleine grootheid van de eerste
orde. Zal verder de draaiing der aarde een merkbaren invloed op de
beweging van den slinger hebben, zoo moet ook P — Q van de
tweede orde klein zijn. Want wij hebben reeds daarvoor aangenomen
dat van de tweede orde is , en wanneer W,  )» j , m^,
Cp ,̂ klein zijn, kan A ^ —B^  slechts om eene kleine grootheid
van dezelfde orde afwijken van P — Q, zooals wij in § 3 zullen
zien. Men kan dus tot op eerste machten van m^,  m^, (pg, 6,,
nauwkeurig stellen

V y ’ =  I
Deze nauwkeurigheid is ten opzichte van m , , voldoende

zooals bij (55) werd betoogd; geheel dezelfde redeneering ten opzichte
van (p„ en Ö5 toont aan, dat ook hier de ontwikkeling tot de eerste
macht kan worden beperkt.

Dus wordt T  (met (19) en (63)) tot

(i ) [-2«2X?]+^7 [1 + +
-{-A>*J[m  ̂ +  jm 3|4- » ï , > ) + 2 w 2 | “ - ■X?]} +

+ \ d t j  I o
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+ a y ; » , , +  ! _ > , » ) _

“  ( ® y y  ■ ï  ^

rangschikkende en lettende op (70) komt

(68)

: 0 , Jn

rj O ' ' (i

^'?'? =  0 ,
n

^ p = 0 .  > - ( 6 9 )

^  _  4 _  «„ J  p . ,

A i^ — % A>-'̂ '', A  ^ =  -m .. Af't' - 1i »7 o 77* - o 2 o ’

Nu is volgens (20)

' ^ r = ^ i K „ + n .  ^ 7 ' = -

en zullen wij W  (zie ook bij form. 20) van de tweede orde klein
stellen, wat bij een drager van middelmatige afmetingen geoorloofd
is. Daar verder (68)

j t -  — A '"  , A ’t’>=iA'^^\ CTM
O O o o o o 0 *  '* '̂ '

en

Â [  ̂ =  I  P , A'‘'' = ^ P ,  Â '̂ =  - P  m,O o o ^
volgens onze onderstellingen kan worden gesteld, komt

: O , = :  — P m

+ V -

V ;- A''i=^Q,
n

=  +««;,> A'>^Z=0,
1

^  =  ^P,  A ^  =  0,  A ^  =  0,4‘
(73)

4 1

Verder (26)

;0 ,  A : 1 = P ,  A^1 — 0.
47 >P
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. Cos ’ 4,,, +  4,,, 4- A ' '> Sin 4-d ( 'os-Pi:, j

I  —  A^’ Sin^4'i)-i- Sin>Pi>('os4'i), (74)

I A .

dus
C =  2( -A ^ ‘ 4- A^1)Sin-J.^Cos^D + ^J'HOos^.li>-yin^4'L>}; I

zJ^Cos^ipD-j-JiSin^ipD, ^ i ^ — 2 PSintpi)Cosi>D, A ^  — PSin’tI'D,

: — PSm^ipf,-}-JlCos'-\p[), = — 2 P r o « 4' [ ) 'S 7» 4' | ) )  B^^^zriiPCosiin,

en
A =  . / j j  Cos"- 4'[) +  B S i n "  '4/n 4- A .^Sin  4/„ Cos .J/y, |

' ” •* 4" 2 ■'̂ ï« 4'd o* 4*0 " l " C b * 2 4'n!
=  Ai^ Sin"̂  4-n 4- A^., CW  i)-„ -  A^^Sin 4/p Cos 4/^.

(77)

Met dergelijke formules voor de B en C’ coëfficiënten komt

A
RSitP^i^,

A^^^ —  P \  R SitP 4'd Coŝ  4'm ,̂9. — -377Si«^4'r) Cos4'n. )

B^^ =  R C os'‘4,^, 3^q. ^  — 2R  Cos * 4'd Sin 4'd j

B q.q.^ ^  P -f 77 Si»’ 4'd Cos’4'D!
(78)

C =  77 Si» 4'd Cos* 4'd. C^.fy—  P — 2 R  Sï»’4' d Cos’ 4-d .

; RSin^ 4'd Cos\pD.

de tweede orde), die welke met A^^ vermenigvuldigd zijn.

dat m . m , i. ^ o en 5„

Noemen wij 5 ,;,, w,, 3 ,

:(76)

C,2=(77-/')Si»4'DCos4'D, C , ^ — PCos2^n,  f y  — /’SiV^dCosT'd,

Volgens (55) zijn de t ermen,  die a f k o ms t i g  zijn van de e in­
d i ge  a m p l i t u d e n  (en die O zouden worden bij amplituden van

Wij zien uit (78), dat in  deze w, ,  ;»j, (po, 6 „, iP" expl i c i t e
n i e t  voor komen en s l echt s  t e n g e v o l g e  hebben ,  d a t  in
p l a a t s  van 4' d een a n d e r e  wa a r de  4'd t r e ed t ,  die door (27)
als functie van 4' o en de vorige grootheden >»,, m , 4 >o. ®o>
W  bepaald wordt. Eveneens zullen wij zien, dat tengevolge daarvan.

en W  niet nul zijn, de symmetrieassen
van de beweging van het waargenomen punt van den slinger bij
oneindig kleine amplituden ten opzichte van het vaste mes het azimuth
4'D hebben in plaats van 4' o . hetwelk bij Wj — m,  ̂ =  « 3  — 0 o —
=  6 3 = 0  behoort.

Om de storingsfunotie geheel te kennen moet nog Z ontwikkeld
worden.

de ontbondenen van de draaiings-



snelheid der aarde volgens de assen der x^,  zoo is (volgens
de meetkundige beteekenis van Z als gegeven in n”. 2 van ’t 1'̂  Stuk,
volgens 31, 16, en overeenkomstig 17)

+  a „ ^ ( ^ « . 3  +  P " . 3 )  +  0 ^ j , ( % “  = 3 +  p S , 3 ) - f  . . (7 9 )

Hierin moet volgens (6) worden ingevoerd

",v3 ««1 Pi " , '  + yi j

“ j 3 —  “ 2 +  Pa "  j ' +  72 “ = j .................... (80)

“ = 3  =  «3 p 3 " , '  + 7 3 “ = '. '

of tot op grootheden van de 4" orde (59), die van de eerste orde
ten opzichte van ,« en v en van de m zijn, — en tot welke wij ons
bepalen mogen, omdat tweede machten van f« en v in S, j ,  53, 3 ,
tot grootheden van de vijfde orde en voortdurend afwisselend teeken
in L  aanleiding geven — nauwkeurig;

“ a-3 =  ;« - v ) ,  j

“ j3^— ®2 "h “ j ' +  , / ..............(®1)

"=3 =  " a' ' ' +  (“ 2 ' ' “ P«)"j' +  "=:'; '

en eveneens tot op grootheden van de tweede orde (15)

A (J. dv du. du
^  =  T t '   ̂ =  .............

of in I  en ii uitgedrukt (62)

" a3 =  3 ^ , 4 - iöj,—Mij — J

" ,3  = - “ 2 +  -f Mij ..............(83),

“ a3 )

^  r=  (m, 4- Mj ? + » i, „) ^ - | +  ( - 1 +  I )  — , I

;, =  ^  +  ( « , . + » j ) ^ ,  , . . . . ( 8 4 )

 ̂ d t ^ d t '

Verwaarloost men bij deze substitutie weer die coëfficiënten van
6? ̂  d

producten van welke van de tweede orde zijn.

143
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als producten van m^, m^, onderling of

met a^y en rangschikt men, zoo komt met eene schrijf­

wijze volgens het gewone beginsel:
uit

=  '^+«1 ? )(“ . /+ < » 2 " ,'-»»•> " .' X - S .

+ V (-(3» /  + 3wl + S,/>i)-

en evenzoo uit Z’ ,

1 }

■ (85)

P ( « ,  S;,/ —«=/)-!-

Wij hebben slechts deze coëfficiënten noodig, want volgens (24) is

Z®' =  ( - Z H  L'') Cos^oSinh^Jr L'^ Oos  ̂iJ'd - Z -  Sm' io ,IP t Pj i 'I

Z'^ ( -  Z’ -1- Z^) Cos -Id 6w 4'd -  ^  &m' J-d + Z-̂  Cos ' 4-„,

en deze komen in (55) alleen voor in de verbinding

■L“ =  L I - -
it i t]

—  — [(2 P —P ) -f -1- 2 «„j, “ i(] ( 86)

Noemt men de ontbondenen van de draaiingsnelheid der aarde
volgens de 2 „-as, de verbindingslijn van ophangpimt en zwaartepunt,
of binnen de grenzen der waarneming tevens de ontbondene van de
draaiingssnelheid der aarde volgens de naar beneden gerichte verticaal
van het ophangpunt, zoo is volgens (8) en (9)

W„.|, — ,

W y --  Pi y 0 m 3 Pi z Q I

3 , /  =  5 ,0  — W3 3 j„  -f w ,„;

L I  - L ^  = .2  a '  P,
V (/- (87)dus wordt

stellende
2 Z t ' P 2 = ( 2 P - Z ) 3 , o - 2 a y ^ 3 j o - 2 a „ j , 3 , „ - l - 2 P ( M , 3 , o - » » : ) W , „ )  . (88)

Verder voeren wij in de storingsfunotie de enz. volgens (78)

in. Die termen welke S in ’po niet bevatten, vatten wij samen tot

l / .  2 Qp_ op  Jl

Sa =  - t H "V xrn  - a); . (89)16 dZ ' 4 d /P

dan blijft nog overig
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’i/oC os'^ J'D ~  8 !i{k — c c )  Ü in ‘- 4'n C os‘‘ J-n +

-f 4 Sin^ T q a  (/i — o.) Sin} J/d Cos'  4/0 +

}rCosT^\lci{h-u.){h-'ici)Cos'>iHSin'ih^\  ■ • • ■ ( 90 )

en wordt

als

S  —r 5a -f 5  ̂-f '8/i "l"

s , ,  =  2 a ' Sin V n \ l i - a )

(91)

(92)

(vergelijk (70), (71) en (66'’) wat betreft de substitutie van voorP).
De storingsfunotie 5,̂  -f 5^ bij eindige amplituden vindt men dus

uit die, waarbij \4d =  O of 4 ^ 0 = 9 0 ’ is, door in plaats van

T p I / ^“ ^'''■"‘‘) +  ‘̂ 'f}•

Maar deze laatste grootheid kan men in den volgenden opinerke-
lijken vorm brengen

-   ̂ -  4 =4 (A -  a) -  4 a (/j -  a) Cos-‘ ] Sin 2 4<d +

+  4a(A — z) -|- 4 Cos Tf, \/ — — % u.) Cos 2 4'b Sin 2 4'q, } ,

=  — {A’5w’2 4 dt 4a(/«- a)Cos‘‘- 2 4'n~4a(A — a) Cus^Tg Sin^ 2 4'n+

-f 4 ( ^ —2a)  ct[h -ii)CosTg  fo.s’ 4'D'*'*4^'f'i)} >

~  ~  7 tTïT- ((^ ■“ 44) Cos'̂  4'n -f ciSin'^ 2 4'n — Sin 2 4'n Cos Tg \j cc[h- a ) )x4 P  Jz

X ((A — a) Sin'  ̂4'n +  «4 Cos'̂  4'n +  Sin 2 iĴd Cos Tg \j ct{k — a)).

Sierlijker kan men deze uitkomst uitdrukken door gebruik te ma-

2, A — a) / 2 a
V F

zijn de amplituden van de enkelvoudige slingeringen volgens de J
assen der cp, 6 in welke men de elliptische beweging van het waar­
genomen punt op een bepaald oogenblik ontbinden kan en bij 4'd —  O
vallen deze assen samen met de >)-assen. Volgens de formulen
(93") en (94), die wij later ontwikkelen zullen, zijn echter

ken van eene meetkundige beschouwing, y /
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a \J ̂  4* — Sin 2 ij/u ct.[k— cc) Cos T̂ |
en

/~~2 ______
b ■= y  4 'd +  « Cos' J/p 4- 2 4 /d ' j  Cl [h — ci) Cos T„ | ,

de ainplituden van de enkelvoudige slingeringen volgens de assen
der § (projectie van het vaste mes) en >), in welke men dezelfde
elliptische bevveging ontbinden kan. Wanneer wij om de gegeven
slingeringsellips dus een rechthoek met zijden evenwijdig aan en
loodrecht op het vaste mes en vervolgens om deze rechthoek een
cirkel (vergelijk 1= Stuk n". 17 en PI. I ,  lig. 1) beschrijven; zoo is
de s t o r i n g s f u n c t i e  voor e ind ig e  a m p l i t u d e n ,  ook wann ee r
de s l i n g e r  op a lle  beschr eve n  wijzen, maa r  b i n n e n  de
g e s t e ld e  gre nzen ,  a fwi jkt  van he t  t h e o r e t i s c h  eenvou­
d i g s t e  geva l ,  de som van de v ie r k a n te n  van dr ie opper­
v la kken  elk met een b iz ond e re n  coëf f ic iën t  v er m e n ig v u l ­
d ig d ,  nl. van da t  van den c i rke l ,  van de s l i n g e r in g se l l i p s
en van den  omschreven  rech tho ek ,  en is de m ee tk und ig e
b e te ek en is  van de s tor ingsfunc t ie  in het  be hande lde
s am eng es t e ld e  geva l  dezel fde  a ls  in he t  e e nv oud igs t e .
Bij den enkelvoudigen slinger komt van deze drie oppervlakken alleen
de omgeschreven rechthoek niet in de storingsfunctie voor.

§ 3. Invloed van de iurichUng van den slinger op de
ongestoorde beweging.

Zoowel in de ligging van de assen, ten opzichte waarvan (47“) de
Liss.uous’sche figuren bij nagenoeg gelijke slingertijden in twee
richtingen loodrecht op elkaar (de (p en fl-assen) voorstellen (zie ook
n'̂ . 16 van ’t 1® Stuk, dus in die beweging van den slinger, welke
wij als ongestoorde aan dit onderzoek ten grondslag hebben gelegd,
als in de storingsfunctie (91) van dit Hoofdstuk speelt de hoek J/n
eene belangrijke rol. Wij zullen daarom in deze § nauwkeuriger

nagaan hoe en x /  —----
1

, hetwelk p  — q en daardoor den

aard der ongestoorde beweging bepaalt, en in in de storings­
functie optreedt, samenhangen met de inrichting van den slinger.
Bij dit onderzoek kunnen wij de amplituden oneindig klein stellen,
ox'er de grootte van , m.,, m .,  Op, zullen wij geen voor-
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. (10*)

afgaande onderstelling maken; evenmin zullen wij nu daarvan uitgaan,
dat P - Q  en W  van de tweede orde klein zijn. Wij drukken nu
de u, V, w (zie 10) uit in de door

« — «‘ /® o +  /3,Vo +  y . ‘’2o.

tc =  cc,"x„ + /3 j»y ,+

dan zijn ook, de ontbondenen van de draaiingssnelheid van het
slingerlichaam volgens de x„, y^ ,  ^„-assen met » aan-
-1 • - | *1 ^  V * • “duidende,

p  =  “ >°’̂ o + ^i°Xo + y i \ o ,  j
? =  «2"^o +  (32'’a:o +  y2°Po> ...................... (13*)
r= « 3 » T „ -l - |3 3 « X o  +  y3"Po- !

Voert men nu weder het symbool in , dat uit ontstaat, door

voor «s'i-----y j ' overal te schrijven a j -------y j ,  dan wordt

2  ̂P«H 2 Kfi ="0 +  2 2T, p. +  2 «o ̂

Stel nu verder ( '̂  ̂ )

•'^3'h i ' ' y 3 7 1"'^3 > j
3 P 0 = « 2 '"* 3 + /3 2 '"y 3 + 7 2 '"^ 3 . -------
0̂ — 3̂ ' ̂ 3 +  ^s" V3 +  7 i"  ̂ 3 I !

dan is volgens (6) en (8)

® 3  ■ = ■ ^ 3  “ i +  / 3 j - | - y 3 " y i ,

(3 /" = a ," « j+ P ," ^ 3 - f .y ," y .,  ^2" '= a3"«3+ /3 ./'|3 ,4 .y ,/'y2 ,
P s  = ^ 3  “2 "h 0s" 1̂3 -i-73"72 i

y*”' — “ l"^3+|3,"(33-|-y,"y3. 72"' =  «2"«3+(32"^3-Fy2"y3.
73 =  “ 3 ^«3 +  -f y3"y3.

Bij oneindig kleine amplituden is volgens (15)

(6*)

(9*)

!T = ;  Cosm^ dy
d t '

verder met (6*)

d V
d t

p =  O,
-  =  i f .

(15*)
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7T„ =  a /"  TT 13,'" x>
Zi =  z>

Po =  “ 3 ” ' ^  +  ^ s ' "  X -

( 14*)

(59*)

( 21* )

dÊ df)
Om nu T- uit te drukken in en — , merke men op, dat

 ̂ d t  d t
5T en % deze snelheden lineair bevatten en dat men dus bij de ont­
wikkeling van ;to in de coëfficiënten a /"  enz. de amplituden O mag
stellen; dan wordt volgens (9) en (7) en (9*)

a,̂  , '̂"-=.CosmiCosm -̂\-Sinm,Sin,m.^Sinm. ,̂ =iCosm.^Sinm, ,̂ 'j
a 3 f,'"':=i — Sinmy Cosm.  ̂ Cos Wj Sinm-  ̂Sinm^ ,

j3, — — Cosm ,Sinm^ \Sinm,^Sinm^('o3m^, (3.̂  „'"^rCosWjCosWj, j
— Sinm, Sinm.  ̂ -|- tosm^ Sinm^ Cosm^,

wanneer men deze waarden van a,"' enz. door « l o”  enz. aangeeft.
Om jtt en V in I  en () uit te drukken vergelijke men (21) met (9*);

§ = : £Sj'" (kj" Cosm.  ̂ ^3" Sinm^)
-|- Kj'" ((Bs" Cosm^ — « 3" Sinm^) « 3'" 73",

n =  (3 ,'"(«3" Cosj»2 (Bj" Sinm.^) +
-1- P3'" ((B3" CosMj - X j ' S i n m ^ )  p / "y 3"-

Tot op eerste machten van de amplituden is

a,'" =  Cosm^ Cosm  ̂ Sinm iSin m, ^S i n mS i n m,  Cosm ,

—  ^Cosm ySinm ^ \  Sinnn^ Sinm^Cosm^, SinniiCosm^Cosm^iJ.,

y Cosm,, CosTOj V -|- Smrti, Sinm^ {ySinm^ ~ i “ )  +  Sinm, Cosm^,
« j ' "  —  Cosm,;, Sinm.;̂  —  Sinm-, (jtSinm^ —  v ) ,

(3j"' = : Cosm,, Cosm, —Sinm, Cosm, [i,

y.3'" — CosOT (ySinm, — fi) —Sinm,,
jtj'" —  — Sinm, Cosm,\Cosm,Sdnni,&vn,m,\Cosm, Cosm,{i^Sinm, v),

jSj'" — Sinm, 8inm, Cosm, Sinm, Cosm, -h Cosm, Cosm, Cosm, |0 ,
yj'" = z  — Sinm, Cosm,v -f- Cosm, Sinm, {vSinm, —1«) + Cosm, Cosm,.

Met deze en (9) vindt men

% =  Cosm,Cosm,, \  (60*)
V) —  — IJ. Cosm, -h v(Cos«i Sinm, —Sinm, Sinm, Cosm,), I

en hunne oplossing is

Cosm,Cosm, i“  =
— <1

Cosm, +  ?
Cosm j Sinm, —Sinm, Sinm, Cosm

Cosm, Cosm, Cosm,
(61*)
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Hiermede vindt men volgens (14*)

7!-̂  — Cosm ̂  —(Cosm, Sinm — Sinm ̂  Sinni 3 Coim, ) ^  ^ ,
(84*)

C osm ^ Cosm^

gelijk men tengevolge van de beteekenis van en g ter­
stond voor oneindig kleine amplituden kon opschrijven, en

p ,  =  — Sinnti Sinm^  - f  Cosm^ Sinm^ ,1
0/v u- V

Sin m ,iv i  S i n m ^

d t Cosnif d t Cosm^ Cosm

(84*)

Met (17*) komt dus
(dvi

\J t“«« { ^ f  ) %’/ï \ d t  /  ‘‘y ï  (

+
d ^ \^  Sin’̂ m^ , Sinm, Sinm^

m Cos'̂ m̂  Cos'̂ m - +  2 t .3 d td t  Cos^m  ̂ Cosm^

Sin m ,

CoS^Mi

"■YWdtJ Cosm,
2,0  ( ( ^  V ^  4.

d t d t Cosm^ Cosm.̂
(d^dvi Sinm^ V

d t Cos mi \  d t)

- 2 « "  ^ ^ 4 -
“«/ï d t d t ^
Sinm,

Cosm, Cosm ) +

-f  TF
r  1 (dyi-)

l_ros ’ m, \ d t )
^  f  Cosm ,Sinm^—Sinm, Cosm^Sinm^\^

\ d t  j  \  Cosm, Cosm^ Cosm^ )

- 2 -d^ dvi Cosm, Sinm^—Sinm, Cosm,^Sinm.
d t dt Cos‘‘ m, Cosm^ Cosm^ ]•

of met (23)

a" A-a’' Tg '^m ,— 2a ’' Tnm.A-O a a  YY ^   ̂ a y   ̂ '

t £  „ ^  ̂ Tqm^
o yy Cos^m, dy Cosm,

W

Cos‘‘- i

+

+  W
Cosm, Sinm^ — Sinm, Cosm^ Sinm,

Cosm^ Cosm^ Cosm^ (71*)

^ „ T q m ,T q m ,  „ Tqm„
—  2 a ’' — — ^ ^ — * - 2 aO — 2 a \  +

0 YY Cosm, '’■Y Cosm, “d

+  T g m , - 2 j r { ^

Cosm, "Y Cosm,

Cosm, Sinm, — Sinm, Cosm^ Sinm3'
Cosm, Cosm,, Cosm^ )

Beschouwen wij eerst het geval, dat m, — m, =r TOj =  0; dan
wordt

10*
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de bepaling van ij/n is dezelfde als die van de ligging der assen
van de ellips

„2 +  A ’̂ ' I* +  d- '̂l ? n =  1 ......................... (e)

Was ook W = .Q ,  dan zou deze ellips volgens de beteekenis van
®«a’ wanneer het traagheids-
ellipsoid van het ophangpunt gesneden wordt door het horizontale

/ ~ ï
vlak der x„, Zoekt men de hoofdassen y  ^  en y / —  van

deze doorsnede, zoo vindt men if-n, wanneer men den hoek van de
projectie van het vaste mes op het horizontale vlak der >i, dus
van de ^-as met de naastbijgelegen as van de ellips (e) links om­
gaande positief neemt. Waren ook en ö„ beide nul, zoo zou
deze hoek 4̂ 0 zijn, immers dan valt eene hoofdsnede van het traag-
heidsellipsoid in het horizontale vlak. In het algemeen zal echter
>J/D van ipo afwijken, wanneer <p„ en 6,, van nul verschillend zijn,
en deze afwijking is bij kleine waarden van (p„ en Öq des te sterker
naarmate de doorsnede van bet traagheidsellipsoid met het horizontale

vlak minder van een cirkel verschilt, d. i. \ en \ / ^  minder
V V ^0

verschillen.
Om dit te verduidelijken zullen wij (11) tot op tweede machten

van <pg en 6» ontwikkelen.

Cl,' =  -  Cosif/, —4)o6i)-Sw4/j,

a /  =  -

Ct̂ ' =  6o f’o«4'0-f l^s' =  — '̂o Oo*4'ü 4-

Hiermede wordt de teller van T//2\l/o (zie (37)),

— =  —2P(1 —6^) Cosi)/o-Si»4<:i+ 'f'o +  ^̂ oöo Cos^ipo-h
4- 2 Q(1 -  (po )Sm4'oOos\po— 3 P[(fl.i^ —<Pô ) C'o«\J/o'Sï» 4,) +

-t-c/).,9„(&V4o-Coa^4o)],

I
■7 ^

*) Over te t  geheele slingerlichaani sommeerende is namelijk

; 7
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of, P — Q klein van de eerste orde stellende,

-  2 =  - ( P -  Q) Sin 2 4/0 +  (P - P ) [ ( ö /  )Sin 2 4/„ - 2  4)o«„C'o«24'o].

Evenzoo vindt men voor den noemer

- (a „ „ -« ;^ ,)  =  -(P -® C os24 'o+ (P  P)[(öo»-<J)o )̂(7o«34'o+2(4)o9„Sj»24'„]^

2(P-P)(J)afl„

Sin 'i{Pa-g)

■Tg’ig ^

stellende, TgZp\i —
Cos 2 (Po—g ) ’

P u  =  P o — g-
Is P  — Q, dus van de tweede orde, p„ en Öq van de eerste orde

klein, zoo kan men voor J/o een geheel anderen hoek dan p„ vinden.
Gaan wij na deze uitweiding terug tot de ellips (e) en stellen wij

fF niet langer nul. Om dan aan J/d en A o —B^  eene mechanische
beteekenis te hechten stellen wij ons voor, dat het oppervlak van de
ellips, die wij voor het geval, dat W  — Vt was construeerden, met
massa bedekt wordt (bijv. gelijkmatig of alleen in de richting van
de groote en kleine as), zoodat daardoor de hoofdtraagheidsmomenten
van de ellips en de ligging van hunne assen dezelfde worden als die,
welke uit het traagheidsellipsoid van het slingerlichaam volgen.

Dan brenge men in de as, die met het traagheidsmoment
overeenkomt, de y ,-a s , eene massa aan die om de andere as,
Xo, W  iui traagheidsmoment heeft; de hoofdassen van deze nieuwe
massaverdeeling bepalen door hunne ligging po,  door hun verschil

Nemen wij nu aan, dat niet langer nul is; volgens (71*)
wordt dan

-5- =  4/i  +  (As+
In  dit geval behoeft men dus slechts de massa, die TF tot traag­

heidsmoment heeft, evenwijdig aan de jj^-as te verschuiven tot hare ver­
bindingslijn met den oorsprong den hoek met de yo-as insluit,
om verder als in het vorige te werk te kunnen gaan. Nu kunnen
wij overgaan tot het algemeene geval, dat ook over ?», en OTj geene
bizondere veronderstelling wordt gemaakt. Volgens (71*) en (27)
zal men dan in ’t  algemeen weer geheel andere waarden voor po en

---- \ l  vinden. Om ook in dit geval aan de afleiding van
■^0 V Bo
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beide eene meetkunstige beteekeniste hechten, willen wij de w, w
uitdrukken door de x ', y ' , z ' . Dit laatste stelsel is volgens (1) en
(2), dat, waarvan de 2' -as loodrecht staat op het vlak van de beide
scherpe kanten der messen in hun evenwichtsstand, en waarvan de
x' in de scherpe kant van het vaste mes valt. Stellen wij

u =  a j'' d  -|- y' -h 71' z , j
v —  y^lz', .................. (10**)
w =  «i'v x' -h y' -h y'^z , )

zoo laten zich a '* '. . .  . y '^  uit (6) en (10) bepalen, vormen wij dan
de symbolen a}^^, a'J^, a'J^, juist zoo als

enz. en a" ^ enz., zoodat dus
( t / 9

=  P  x Y  (37 - 1-  Q «7 (37 - 1-  X uY  (37

wordt, en noemt men d , x ' , p' de ontbondenen van de draaiings-
snelheid van het slingerlichaam volgens de assen der x ' , y ' , z ', dan
vindt men (zie (17*)) voor de levende kracht van het slingerlichaam

HTj, +  2 ''Cy’r'p'-h 2«Jj, %'p'.
(17**)

Wij zullen nu f ' ,  11' invoeren, die eene overeenkomstige beteekenis
hebben als | ,  ij. Daartoe kiezen wij op de 2' -as een punt met de
coördinaten

x' •— %, — 0 , 2' =  1 ,

wanneer de slinger in den evenwichtstoestand is; de x ' en y ' coör­
dinaten van dit punt wanneer de slinger zich in een anderen stand
bevindt noemen wij en d . Wanneer wij ons nu de ontwikke­
lingen herinneren, die tot (71*) voerden; blijkt, dat men T  kan
brengen in den vorm

(A%'\j i ' i '
d t

4 ’ ’ V/? \ W T g ‘̂

Op de ellips

Tg m,).

a \ ^ '  r ' - I- a \ ' i ■ ■ ■ (e*)
geheel dezelfde redeneering toepassende als -op de ellips (e), blijkt,
dat ligging en grootte van hare hoofdassen gevonden worden, wan-
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neer men het traagheidsellipsoid van het slingerliohaam snijdt door
het vlak, dat door de scherpe kanten der heide messen in den
evenwichtsstand is gelegd; over dit vlak massa’s zoo uithreidt, dat
zij dezelfde hoofdtraagheidsmoraenten en dezelfde ligging der assen
opleveren, als uit het traagheidsellipsoid volgen; vervolgens eene
massa, die in een punt van de ƒ -as liggende ten opzichte van de
«'-as het traagheidsmoraent W  heeft, evenwijdig aan de «'-as verschuift,
tot zij ten opzichte van de y'-as het azimuth heeft (d. i. in de
scherpe kant van het tweede mes valt); en ten slotte de grootte en
ligging der hoofdtraagheidsassen van de geheele massaverdeeling over
het snijvlak bepaalt. Met de ligging en grootte van deze hoofdassen
hangen die van de ellips

= 1 ................................ (e)

eenvoudig samen. Om dit in te zien voere men in beiden in plaats
van 5 ', en in plaats van v) nieuwe coördinatenstelsels, die der
f " ,  n '  en die der in, door eenvoudig het «', y ' , z’ en het
^ 0 ) ^o"®telsel respective om de z en 2 |,-as te draaien, tot de
«'-as en de «„-as in de knooplijn van het vlak der x ' , y
«o. Va vallen; de ellips (e*) moge dan den vorm

' = 1 ,

der

de ellips (e) den vorm

aannemen. Beide ellipsen zijn echter dezelfde gebleven. Nu is bij
oneindig kleine amplituden — t)" zoowel als (zie 84*) de draaiing
van het slingerliohaam om de knooplijn van het vlak der messen mot
het horizontaal vlak; maar terwijl de draaiing van den slinger
om een lijn in het horizontale vlak en loodrecht op de knooplijn
gelegen aangeeft, is bij eene helling i van het vlak der messen op
het horizontale vlak “ Cosi; de ellips («) is dus die, welke
ontstaat wanneer men de massaverdeeling behoorende bij (e*) en in
het vlak der messen gelegen, projecteert op het horizontale vlak, en
dan de traagheidsellips voor deze nieuwe massaverdeeling bepaalt.

Deze redeneering samenvattende vindt men J 'd en p  — q als volgt.
Zoek, wanneer de slinger in den evenwichtsstand is, de hoofdassen
van de elliptische snede van het traagheidsellipsoid van het slinger-
lichaam voor het ophangpunt met het vlak der scherpe kanten van
beide messen. Leg in elk dier assen de massa 1 op een afstand
van het ophangpunt gelijk aan het omgekeerd kwadraat van de lengte
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vau de andere as, verder in die lijn van het vlak, welke met de
scherpe kant van het bovenmes overeenkomt, op den afstand 1 van
de lijn, die met het benedenmes overeenkomt, eene massa gelijk
aan het traagheidsmoment van den drager om het vaste mes. Pro­
jecteer deze massaverdeeling op het horizontale vlak en bepaal ligging
en grootte der hoofdassen van de traagheidsellips dezer nieuwe massa­
verdeeling. J/o is de hoek, die linksomgaande positief geteld, uit
de projectie van het vaste mes op hetzelfde vlak naar de naastbij-

gelegen hoofdas voert, de lengte van deze hoofdas is \ / — , die
_  • V . ^ 0

andere y  ^  > en j» — 5 is , wanneer het zwaartepunt van
V

den drager in het vaste mes valt, de wortel uit het draaiingsmoment
van den slinger vermenigvuldigd met hun verschil.

Zoo hebben wij op vrij eenvoudige wijze een inzicht gekregen in
den samenhang van 4*0 en p — q met de inrichting van den slinger.
Voor de berekening van beiden zal men echter liever (7l* j, niet
(27) en (26), volgens welke laatste

is, gebruiken.

Wanneer het zwaartepunt van den drager niet in de scherpe kant

I M
V ifjvan het vaste mes valt, wordt volgens (47“) p -  n — \

V
Wij zullen derhalve M"  en M' ontwikkelen, waarbij tevens de waarde

^ b e p a a l d  kan worden. Daartoe moeten wij de krachtfunctie
der zwaarte vormen. Zij is

wanneer men over alle massa’s, w, van het slingerlichaam en van
den drager sommeert en laat zich splitsen in twee andere sommen.
Voor de eerste, die alleen van den drager afkomstig is, vindt men
gemakkelijk

standvastige -|- Mg, Cos (mg h) • Cosm,,

wanneer men het product van het gewicht van den drager en van
den loodrechten afstand van het zwaartepunt er van tot de scherpe
kant van het vaste mes Mg en de hoek van deze loodlijn met eene
loodlijn op het steunvlak van het bewegelijke mes neergelaten mg
noemt, welke laatste hoek men van de z’-as naar de ^’-as moet meten.

I



Om het gedeelte, dat afkomstig is van het slingerlichaam uit te
drukken, leggen wij door het bewegelijke mes in zijn evenwichtsstand
als >i-as een verticaal vlak en in dit vlak de ^-as van een linksch
coördinatenstelsel der ^ D e  coördinaten van het zwaartepunt
ten opzichte van dit stelsel worden bepaald door m , ,  den hoek, die
linksomgaande van de ^-as naar de verbindingslijn van het zwaarte­
punt met het ophangpunt voert; en wel zijn de coördinaten van een
punt op den afstand 1 van *t ophangpunt op die verbindingslijn
gelegen

Cosm, , >iM = — Sinm , ,

Nu kan men dit stelsel verkrijgen door het y ^ ,  23-stelsel in
den evenwichtsstand om de y^ of w. h. i. om de ys-as te draaien.
Den draaiingshoek, die dit laatste stelsel samen doet vallen met dat

>1) ?> zullen wij d noemen en verder als hulpboek gebruiken.
Voor de * 3 ,^ 3 ,  coördinaten van het zooeven beschouwde punt
vindt men zoo

M =  | m Cos d  i^ji Sin d,

yjM =  ».vi,
=  fvi Cosd—^MSiud.

Dus over het geheele slingerlichaam sommeerende

SwïiTj =  MCosm, Sind,
^ m z ^  =  MCosm, Cosd,
‘Z iny^ =  — M S in m ,.

Uit deze onveranderlijke grootheden volgen nu terstond met (6*)

W =  Xmz„=z: s ta n d v a s tig e Ma Cos(ma + fz) +
M [ z / "  Sinm, S i n d Ü o s m , S i n m ,  Cosd),

de coëfficiënten in de ontwikkeling

U'o +  V* -h enz.

Wegens den evenwichtsstand van den slinger bij — O en v =  0 is

U , =  0, U'  ̂=  0,

welke laatste vergelijking, volgens de ontwikkelingen van « /" e n z .
naar machten van en v, uitvoeriger geschreven

O =z — M  Sinm^ Sind Cosm^ Coam^-\-MSinm, Cosdi^—Sinm^ Cosm.,\
■\-Cos/z, Sinm^Sinm^)

wordt, en den hulpboek d bepaalt door
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__  Cos «1  Sin ï»3 Sin — Sin m , CoBm̂
Cosm.1 Cosm^

Verder met (9*), (7) en (9)

U' i  \M{Cosm, Sind Cosm^ Sinni^ Sinm.^ —
— Sinm, ]Cosmi Sinm^ Cosm^ +  Cosm, Cosd Cosm  ̂ (osm^) \ -

+  Mil Cos m, Tos ()»rf 4 “  :t)} >
U ' M c o s m ,  {Sin d Cosm^ Sinm^ 4  Cosm, Sinm ),
Z7'  ̂j r = —  ̂ MCosm, I Sind{Cosm^ Sinm-j Sinm.^ —

—Siam, Cosm^)-{- cosd Cosm, .Cosm^y

Hieruit volgt met (dl*), stellende

( 3 4 * )

7 / ' = C r ' „ 4 - 7 7 '

j j \  —
Cos^m Cos"-m.

/ Cosm, Sinm^—Sinm, Sinm^ Cosirn̂  '
1'̂  \  Cosm, Cosm.  ̂ Cosm^ U' , 4 -

Cosm, Sinm. — Sinm, Sinm^ Cosm.^
( osm,Cos'‘‘ (os'^m.^

( 3 5 * )

IA' '  ---- -̂---
'  cos‘ m .

U'

V \  = - 2  V'
Cosm, Sinm., -  Sinm, Sinm, Cosm"J

( 7 4 » )

i»? " Al* Cos'^m, Cosm.,(osm,

En eindelijk als in (74)

M" ~ U ' Cos"̂  ■^vr\rU\.2Sin'^-i'i,\U' E^Si«4n fos4n,
= 7 7 't j  Sin'  ̂ 4'd 4'^^,j1 4 ü — Cos^n.

,^ =  ( 77' , ^ ,  -  tA', J  Sin 2 4 d +  t/' E/  os 3 4 d.

Aan deze ontwikkelingen laat zich evenwel niet als bij die ten op­
zichte der y^7-grootheden eene eenvoudige mechanische beteekenis
hechten. Ten slotte willen wij echter nog opmerken, dat in de in
deze § behandelde ongestoorde beweging van den slinger door ons
de term 1) (zie (35)) niet opgenomen is, en dat men haar dus
niet moet verwarren met de beweging van den slinger bij oneindig
kleine amplituden en afgezien van de wrijving en van de draaiing
der aarde. Want deze wordt bepaald door (zie 71* en 35*)

r y  j n d J d j ^  ^
! /  d t  d t



en geeft in ’t  algemeen aanleiding tot verschijnselen, die men Lis-
SAJOUs’ figuren in scheefihoekige coördinaten zou kunnen noemen,
veranderlijke slingerbanen, die voortdurend een scheefhoekig paral­
lelogram aanraken, welks zijden zulk eene richting hebben, dat zij
tegelijkertijd de geconjungeerde assen van de ellips (e) en van de
ellips

zijn.

§ 4. Be oneindig kleine hewegingen zonder wrijving temggehracM tot
die welke m  Hoofdstuk I I  van het Stuk zijn heschreven.

Als ongestoorde beweging legden wij aan dit onderzoek ten
grondslag, die de LissAJOUs’sche figuren bij de nagenoeg gelijke

2 t
slingertijden y  en -— in de door >J/d bepaalde richtingen voorstellen.

Laten wij nu met deze 8^^ samenvatten, dat van 8 alleen overblijft,

wanneer men de amplituden zoo klein neemt, dat zij van de tweede
orde, dus oneindig klein gesteld kunnen worden , en onderstelt, dat het
zwaartepunt van den drager in het vaste mes valt. Immers ;46, 47'’en 92)

^  fen opzichte van de amplituden^ y /  en \ J  — 'j

van dezelfde orde, hunne verhouding blijft dus dezelfde wanneer men
de amplituden kleiner en kleiner neemt, maar de orde van 8^-{-Sj^
(89 en 90) ten opzichte van de amplitude is de dubbele van die
van H  en de verhouding van 8^  + Sx tot E ' neemt dus af wanneer
de amplituden kleiner worden. Bij amplituden, die van de tweede
orde klein zijn is 4 - ten opzichte van E ' van de vierde orde,
en mag volgens de aan (38) voorafgaande redeneering verwaarloosd
worden, terwijl S ji ,  dat steeds van de tweede orde ten opzichte van
E ' is, op de ongestoorde beweging eenen invloed uitoefent, die van
de grootte der amplituden onafhankelijk is. Wij komen dus evenals
in n°. 33 en 38 van ’t 1« Stuk terug tot (81) en (82j van het 1® Stuk,
of met andere woorden onder den invloed van S ji  worden de bewe­
gingen van het waargenomen punt van den slinger, tot die, welke
voor de betrekkelijke beweging dezelfde beteekenis hebben als de
figuren van L issajous voor de volstrekte, en die in het Stuk
n°. 22 en vlg. beschreven zijn. In plaats van en /3o komt hier a
en (3, in plaats van y £l' en in plaats van *,■ en y , , (p en
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6 V -®o- Dit laatste heeft, daar V en V -S» slechts om eene groot­
heid van de tweede orde bij de proeven afwijken, geen anderen merk­
baren invloed, dan dat de afmetingen van de slingeringskroramen,
op wier vorm en ligging het echter zoowel in Hoofdstuk II van
het 1« Stuk als in deze § alleen aankomt, in eene andere eenheid
moeten worden uitgedrukt.

De veranderingen van vorm en ligging der slingeringskrommen
en van den zin van de beweging van het waargenomen punt in deze
worden dus bepaald door de grondformulen (A) en (B) van ’t 1“
Stuk. In deze moet

O <  4/ <  180%

Cos = 1 ^  Cos'̂  , 0 < v |/ '< 9 0 ',

en D =  of 7 =

genomen w'orden. (Vergelijk (93), (96) en (115) van ’t l*-’ Stuk met
(47‘’) en (93) hier). Dan is X  de hoek van de groote as van de
slingeringsellips met de (p-as, in den zin van de (p- naar de 6-as
positief genomen; x  1̂® in ’t D Stuk de ellipticiteitshoek; en komt
[—J"" overeen met eene beweging in de ellips in den zin van de fl-as
naar de p-as.

Deze bewegingen zijn in ’t 1® Stuk uitvoerig behandeld; zij zijn
periodisch en hunne periode, IT, wordt bepaald door (136) van ’t 1®
Stuk. Wij zullen hier nagaan, hoe men de symmetrieassen en de
periode der bewegingen van den slinger kan veranderen, of m. a. w.
hoe men van gegeven wmarden ij'o en n  tot andere waarden iI’d en
II ' kan overgaan. Dit is een vraagstuk, waarop men terstond bij
het doen van proeven met dezen slinger stuit. Om dit op te lossen
is loodrecht op de j(,-as boven het messenpaar een tafeltje aan het
slingerlichaam bevestigd, waarop men gewichten kan plaatsen. Wij
vonden

p - q  =
■ ^0

M  M ”- M '

waar /Iq en Ba, M "  en M ' slechts ten bedrage van eene oneindig
kleine grootheid verschillen. Dus is volgens (126), (119) en (115)
van ’t l '"  Stuk
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p - q

■ -  2
M  ~ M M

2 y ,  Cos<\>' _  2 Con^'T,

f { p - 9 ) - -

XI'

T.
( > - ? )  =

\! xi"^
2 r ,

XI' Cot (j J/,

1
n

M ’ - M ‘
+

2T,C'os4,''

wanneer T, de slingertijd (heen en terug bij rechtlijnige slingerin­
gen) van onzen slinger is. Wij zullen hier het geval nagaan! dat

— M ' =  O en IX' n =  0 is, dan is

2 T ,
Xl'Cotff^ of n  = i 2 T ,  Cos^'\

waaruit men berekenen kan. Het komt er dus slechts op
aan van bepaalde waarden van en tot willekeurige an­
dere A ' B '  ̂ en J/',, over te gaan. Nu is echter

i i i - A ' i n  z= ■- -  Cos 2 4-1, a ' p . Sin 2^0 ,3 ... -------------- ^

en moet dus

o —-5'o) fo«2 Co« 2 4-n== 2 (,./^ï _  ../'/t'y _ 2

(^ 'o  -  li'o) Sin  2 4 - ' „ n,)Sin  2 4-„ =  2 {A-'I)'-  2 /IW,

zijn. Om deze verandering in A - , en A^n aan te brengen,
plaatsen wij cylindrisohe gewichten, wier as evenwijdig met de z„-as
loopt op het beschreven tafeltje; terwijl wij er zorg voor dragen dat
de zwaartepunten symmetrisch ten opzichte van de r„-as en in het­
zelfde honzontale vlak (evenwijdig aan dat van het tafeltje) vallen.
Dan verandert de evenwichtstand van den slinger niet en blijft
M —M  = :0 ;  alleen a " „ , en veranderen, en de ver­

andering van a„„ — en van hangt alleen af van de massa’s
en van de plaats der zwaartepunten van de gewichten.

Stellen wij nu weer m^,  0^,  van de eerste, ^  en
P  -  Q van de tweede orde klein, zoo behoeft men in en
slechts veranderingen van de tweede orde aan te brengen. De wijzi­
ging van Oyy komt echter in (71*) alleen met grootheden van de
tweede orde vermenigvuldigd voor, en kan dus tegenover de wijzi­
gingen in a l„ ,  en verwaarloosd worden; dan worden, de

veranderingen van enz. met [«“„]' enz. aanduidende
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Noemen wij nu F  het product van de massa der toegevoegde
gewichten aan de eene zijde van de 2 j-as met het vierkant van den
afstand van hun zwaartepunt tot deze as, verder ƒ  het azimuth
waarin hun zwaartepunt ligt; zoo is

[«««]' =  ^FCos i f = { A y - B y )  Cos 2 (A^  -  /? „ )  Cos 2 4>„

-  2 [««;?]' =  -  2 2 / =  ( i„ '- -S,')Si» 2 ^ \ - { A , - B , ) S i n  2 J-d-

Om dus tot gegeven andere waarden n' en J/p' over te gaan, moet
men uit n' (>)/)' berekenen, dan geeft

Cotg i^ y Sin 2 ~  Cotg^ Sin 2 i{<d
Tg^f =  - Cotg (J/)' Cos 2 ij/n' — Cotg \p Cos 2 J/d ’

F  =  -  „ [Cotg(4^y Cos 2 4/d' -  Cotg4^ Cos 2 J/n],
T Cos 2 /

f  m  F  voor de tot dit doel toe te voegen gewichten.
Het meer algemeen geval, dat ook F ' i n  aanmerking wordt

genomen, behandelen wij in Hoofdstuk IV.
Wanneer men de bewegingen van den slinger bij oneindig kleine

amplituden en zonder invloed van de wrijving waar kon nem en,
zou men D.' kunnen berekenen op de wijze, die voor het eenvou­
digst geval van onzen slinger in Hoofdstuk III § 4 van ’t 1® Stuk,
werd aangegeven.

Bij de slingerproeven stelt men zich echter ten doel de ontbondene
van de draaiingssnelheid der aarde volgens de naar beneden gerichte
verticaal van de plaats van waarneming, te bepalen. Bij de
inrichting van onzen slinger kan het verschil van 11' en (zie 88)
eene grootheid van de derde, of ten opzichte van van de eerste
orde worden; men zal dit verschil in ’t algemeen dus kunnen waar­
nemen. Naarmate men er meer zorg aan besteedt m̂  en tot
nul te maken, wordt ook de term van dit verschil
kleiner. Maar wanneer wij dezen term ook zoo klein maken, dat
hij aan de waarneming ontsnapt, zoo blijft nog — -f-«„^3 j„)

over. Is er grond te vermoeden, dat deze term een merkbaren
invloed op de uitkomsten hebben kan, zoo zal men hem moeten
elimineeren, door nieuwe proeven te verrichten, nadat men den
slinger met het ^^-stelsel om de ^„-as gedraaid heeft, maar
liem ten opzichte van het x^, y^, «„-stelsel onveranderd heeft



l ö l

gelaten. Tot dit doel is het benedenmes op eene plaat bevestigd,
die in haar eigen horizontaal vlak draaien kan.

Daarbij blijft in Sl '  alles hetzelfde behalve en Wanneer
wij de plaat juist 180'’ omdraaien, zal de nieuwe ligging van de
vroegere die van de nieuwe - x „ ,  2 „-assen zijn.
Bepalen wij nu weer rt' voor den slinger, en noemen wij deze nieuwe
waarde zoo is

Evenzoo vonden wij in n=. 38 van ’t 1'S tuk , voor het eenvoudigste
theoretische geval van onzen slinger voor de draaiingssnelheid y',
die verkregen zou worden wanneer men aannam, dat de bewegingen
van het waargenomen punt plaats vonden onder de werking van

krachten, die er in twee hoofdrichtingen dezelfde slingertijden —  en —

aan zouden geven, ^  ^
, ^ P - R

7  =  - 2 ^  7».

De invloed, die de draaiing der aarde op verschillende slingers, die
dezelfde LissAJOus’sche figuren zouden vertoonen, wanneer de aarde
in rust was, heeft, hangt dus zeer wezentlijk af van den vorm dier
slingers. Nemen wij als vroeger aan, dat P  en Q slechts om eene
kleine grootheid van de tweede orde verschillen, dan is

2 P - S  p j \ . Q - R

waar de som 2  over alle massas van het slingerlichaam (niet
van den drager) genomen moet worden en w,  de coördinaten van
Ml  in het « , ®, «o-stelsel zijn. Want volgens de bepaling van het
coördinatenstelsel der « , » , w en van />, Q, (§ 1) is

Deze factor, een echte breuk, wordt kleineren nadert tot nul naar­
mate de vorm van den slinger meer en meer die van een slingerende
schijf wordt, en overeenkomstig hiermede neemt de storing van de
figuren van L issajous door de draaiing der aarde af. Men kan de
waarde van

1 - A
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met voldoende nauwkeurigheid uit de afmetingen van den slinger
berekenen en hiermede is 3^ ,̂ gevonden.

Neemt men ook nog Si; in aanmerking zoo verkrijgt men de be­
wegingsverschijnselen, die in n°. 32 van’t 1« Stuk werden behandeld.

§ 5. Storingen in de elementen ten gevolge van de wrijving.

In de vorige § § stelden wij steeds, dat de slinger zijne beweging
zonder wrijving en weerstand uitvoerde. Wij zullen nu zien, dat
deze wezentlijk van invloed op de verschijnselen kan zijn. Bij onzen
toestel bevrijden wij ons door het luchtledig pompen van den invloed,
dien de weerstand van de lucht op de bewegingen kan hebben; te
beschouwen blijft dus slechts de wrijving van de messen bij de slin­
gering om hunne scherpe kant. Een van de groote voordeelen van
onzen toestel is n u , dat men de wet volgens welke die weerstand
met de snelheid der beweging samenhangt afgescheiden van den in­
vloed van de draaiing der aarde (bij slingeringen om elk der messen
afzonderlijk) volgen kan, en dezen invloed van de wrijving dan bij
proeven, waar de slingeringen om beide messen vrij zijn, in rekening
kan brengen. Het gedeelte van de versnelling der draaiing om beide
messen, dat afkomstig is van de wrijving, kunnen wij als functie
der draaiingssnelheden naar hunne opklimmende machten ontwikkelen.
Bij onzen slinger bleek het noodig te zijn van deze ontwikkeling

\ / ( f i )  • • • • } —

de twee eerste termen in rekening te brengen. De standvastigen
Ab, Bb en Aa V Ag en £„ Ag (de vorm der coëfficiënten
\/ A o Bb is tot vereenvoudiging van het volgende gekozen) kun­

nen in ’t algemeen verschillend zijn, maar waren in ons geval
van de tweede orde klein. Daaruit volgt, dat men in de ontwikke­
ling van V en |K volgens |  en ui, de hoogere machten der laatste
grootheden mag verwaarloozen. Wanneer er eindelijk groote zorg
aan besteed is tot nul te maken, en, als in ons geval, de ge-
heele storing door de wrijving slechts geringen invloed op de ver-
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sohijnselen krijgt, zal men ook in (60) nul mogen stellen en
dus voor V, § en voor ft, —tt mogen schrijven. Verder kan men

. . . (9 3 t)

stellen, wegens (24) en (47“) is namelijk

) iu.
% —  —  " *Sinpt'C osiio~ \J —̂ Sinqt"Sm'iio'.

'o ̂  Sinp t' —

SinT Sin'iiftCospt' — —  Sinipt' —f )  -=z  Sinpi",
\ M  \Jm

meer

y  ih{(l-ei']Cos^4,o+ci'Sin^^j,-Sin2i>aCosT„ V « '(1-« ')} .  (93“)

Tfff = Sin if'u Sin T^ \ /  a'

Evenzoo
V (1 — «■') Cos >f/D —  Sin i|/D Cos V ct!

(94)

>1 = - ^ ^ S i n [ p t '  -  g).

b =  y  Zb{il~cc')Sin^,l,„-{.c,:Cos^4'D + Sin2 4>sCosT, \j o! cc')]

(9 1 i> )

Tgg =
■ Cos4>b Sin Tg \J ct!

------- (95)
V 1 — cc' Sin'll o +  Cos-^o Cos T„ \/ cc'

Dus is in (93)

» = f — f f .........................................(96)

Wij hebben in § 4 gezien hoe de bewegingen van onzen slinger,
bij eindige amplituden en de draaiing van het coördinatenstelsel in
rekening brengende, ten opzichte van de cp en ö-assen voorgesteld kan
worden door de beweging in een vlak van een punt met de massa
1 onder de werking van de krachtfunctie — (i>̂  ^ + 5’’ y,--) ten
opzichte van een rechthoekig coördinatenstelsel, waarvan de y , -as links
omgaande op de o;,-as volgt, terwijl de canonische elementen van
de ellips tegelijkertijd veranderen tengevolge van de storingsfunctie

11
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S , die wij in die elementen hebben viitgedrukt. Uit en vindt
men dan rj) en fl door

X i  =  (p \J A g ,  en y , =  3 V ■4(1.....................(97)

De beweging van dit punt stelt evenzoo de beweging van den
slinger onder den invloed der wrijving voor, wanneer men er nog
op laat werken eene storende kracht, die aan het punt zulk eene
versnelling geeft, dat de daaruit volgens x f =■ (p A^ e n y , — 6V4(,,
en volgens (24) volgende versnellingen van |  en >) de draaiingsver-
snellingen der wrijving zijn, welke uit (93“) met =  — vt en v —  ^,
zooals wij aantoonden, volgen. Nemen wij nu een nieuw coördina­
tenstelsel aan met denzelfden oorsprong als de a; ,y,  en ten opzichte
daarvan evenzoo gelegen als de ^ , )«-assen ten opzichte van de en
6-assen; en noemen wij de coördinaten in dit nieuwe stelsel, en
vj', zoodat I ' =  f  y J IJ  en v,' —  v, \j 4,,. De ontbondenen van de
storende kracht zijn dan ten opzichte van de en >i'-assen

V 4 ; ^ - {  Sd V 4„ -  B'n( V 4 " dt V + ■ I

of met (93) en (47")

g — — I A ^ a C o s p l '" 4 'na2Cospt'" Cos'‘p t  "-f . (98)
H ~ — {BfybCos{pt'"+^)A-B'n^'^Cos(pi' '+  ») \/*^o«-(X" + <>)+ • ••]

en de ontbondenen derzelfde kracht volgens de a:, en y,-assen

X i  —  H f’os4'D-t-H(S'w>J/^ ,t

Y i =■ H — aSin i1>d- )
(99)

Volgens de formulen (fi7) en (68) van ’t 1« Stuk, die de uitbrei­
ding van de storiugsformulen van Schering zijn, komt er dus bij
de verandering der elementen van onze ellips een deel, dat van de
storende krachten der wrijving afkomstig is en dai, wij met ( )^ zul­
len onderscheiden. Dit deel is

Vd o i \  _ ^
d  b } D ‘ d/3 d/3

d /i \
d ( '

=  — X
d a ,

‘ dl

. ( 100)

'd '
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{ Ë ) r

'  ^ h  ’

. ( 100)

want ci tn  h behooren tot die klasse van elementen,  welke in n°. 3
van ’t  1® Stuk >J/,, /3 en t  tot die, welke daar 0 ,  werden genoemd.
In (100) is volgens (47“) en (97)

^ « ! j  s \
d/3

d» i

p  \[~ 2  (T -T 7 ) ’ ^

■ = 0 , =  — \jZxCosqt",
d/3

Sinpt' i __Sinqt"
q \/ ‘ioi

^  =  _  c o s p t ' ,  = — V 2 « Cosqt"\
( 101)

d X  i Sinp t'
~  p \ l 2 { h - ^ ) '

Met de vier vorige vergelijkingen wordt

H CostJjjy V 3 « Cos qt" — a Sin  if'n V 3 « Cosqt" ,

+  H

Cos J/D Sinp t’ Sin J/jj Sin q t"

q ^ % u .

Cos 4-0 Sin q f '

p 'i[h — a)

— Sin 4/d Sinp t'

p \ j  %(h--a)
+

q '{Tl. ) •

( ■ ^ J ^  =  2 (C os4-d CosjDi!' 2 [ k - i i ) —Sin'^ü 'i a Cosqt"),

+  H (AmJ/d C ospt \ / 2 ( A - « ) +  Cos^Po \lT x.C osqtf'),

S inp t' , , S inp t'd r \
—  I — SCosJ/D ------

p^j%{h-ct)
H Sin \//j)

p V ^{h—a)

De ( )d veranderingen van een element zijn, (zie de waarden van
a, h in (93) en (94)) omdat A ^, A^, en Bh, van de tweede
orde gesteld zijn, van de tweede orde ten opzichte van dit element.

Wij kunnen dus weer als in § 2 de middenwaarde van de
\ d t / h

over versclieidene slingeringen, of bij passend gekozen A en X '
11*

'1
, ' a
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nemen en daarbij de elementen onder ’t integraalteeken onafhankelijk
van den tijd stellen. Wij ontbinden dus pt' en qt” in de coëffi­
ciënten van H en H in eene som van twee deelen in dier voege,
dat een van deze deelen tevens in de cosinus in E of H voorkomt;
en schrijven zoo bijv. voor

E Sinp i  —  Z {Sin {p t' — ƒ ) Cosf-\- Cos{pÜ — ƒ ) Sinf'),

H Cosqt" —  'H{Cos{pt' —ff) Oos{ff + T,^) — Sin(pt' —ff) Sin (ff -j- T^)),

waar gedurende ettelijke slingeringen f ,  f f , T„ onveranderlijk gesteld
mogen worden.

Daar in E en H slechts Cos{pt' —f )  en Cos‘‘- {pt' — f ) ,  respec­
tievelijk Cosf^pt' —ff) en ^  Cos‘‘ ( p t '—ff) voorkomen, behoeft voor
de middel waarde van Z Sin p i!  bijv. slechts S Cos (js <' — ƒ)&'»ƒ in aan­
merking genomen te worden. Te bepalen zijn dus de middel waarden,
(die wij met een horizontale streep aanduiden),

E Cos {pt' —f )  =  — (^D a Cos"̂  (p t' —f )  4-

■f Ayy'Cos"^ {pt' V fos^ {pt' - f ) ) .

m Cos{pt' — ff) ■=. — (Bub Cos(j>t' — ff) -)-

4- Cos'- {pt' — ff) \ ' Cos  ̂{pt' -  ff)),

wanneer wij met de ontwikkeling van (98) tot de tweede machten
der snelheden gaan.

De middelwaarden van Cos‘‘‘ {pt' — p.) en Cos  ̂(pt '—p) V Cos‘̂ {pt'—p)
vindt men uit

7t ^

%p f ^ p ' ^  P Cos  ̂ { p f — p)dt'

— I ^ ^ Cos-(pt'—p ) C o s ^  ( p t ' — p ) d t ' =  - ^  .3 T

Dus is
« , , . 8E Cos(pt' - f )  z= - - { A j )  + —  a A d ),
A ó 7F



167

H Cos (j> t' - y )  ^  ^  +  A  J 5 b').

Hieruit blijkt ook hoe de voorgaande beschouwingen uitgebreid
kunnen worden tot meer termen van de reeks (93').

Is een van deze bijv.

zoo komt daardoor in aC os[pt' —f )

nog
1 . 3 . 5 . . .

2 . 4 2)

3 2 . 4 . 6 ____ (»  +  1 )

voor n even

voor n onevenw ■ 3 . 5 . 7  (« +  2)

bij A\, en hiermede is in ’t  algemeen aangegeven, hoe men uit de

der elementen, wanneer de wrijving zuiver evenredig is aan

de amplituden, die verkrijgen kan, welke plaats vinden wanneer er
buitendien enkele of eene reeks van hoogere machten in de ontwik­
keling van de wrijvingsvertragingen naar de snelheden voorkomen.
Dan toch moet men in plaats van en eene reeks te stellen,
die respectievelijk naar de machten der a en 5 opklimt. Laten wij
dus de berekening voor het eenvoudige geval,

ZCos{pC -  f )  \  A ^ a , H Losljst' — — 1 5 u i ,

voortzetten en dan later, door de gevonden reeksen voor A\^ en
in de plaats te stellen, tot het algemeene geval o vei gaan.

Dan komt, daar p  =  q gesteld mag worden ,

( )̂i, ^^( 'o s(2 \ + f f )+ ^ a S m ,P a  \/VaCos{T„ -1- / ) ,

—  ® ( V 2 a Cos 4<n Sin/  4-ip

+  V l{h ~ a .)S in  4-n S i n U \  T^))
2 \j cc {Jt — ci)

V "i cc Sin Sing yj ^(ii — cc)Cos4'vSin(g-\- 2' ) ) -----— ,
3 V «(/<-«)
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( ^ )  = “  Y  Cbs/V 3 ( A - a ) — SmJ'ii \l 2uCos{/-\- T„)) —

•n ______  __
---- ^  J>{Sirr]iüCosg V 3(^ —«) +  Cos^^ % a Cos {g ■{ T^)),A

S), + -̂|=-(f
Met

« C osf= . — Cos J<D — V 2 aiSwij/D f 'os T , ,

a S i n f —  ^  2 aSm4'i>SmTg,

h Cosg =  \J 2 [h — a) Sin 4^0+ V 3 z Cos 4 d Cos T„ ,

b Sing = r — V 3 « fos^o ï ’o >

a Sin (ƒ  +  T(|) =  V 3 (/«— ,k) Cto.s 4d Cin T„ ,

a Cos (ƒ -f T,,) =  2{h — a) Cos 4r> Cos T „ -  V 3 aSin 4 d ,

b Sin{g T„) =  V 3(/< —o) 5i»4D'Sm ,

bCos'g T^) =  2 [h -  «)Sw 4d Cos T^-\- V 3a Cos4d;

volgens (93) en (94) en met « —  ^ wordt

To) ( B ^ —Aü Sin%^üSinT„
r j „ =  j „ =  T —  v l l w C ' ■ ' '  ’

/ d r \  Bü — A o S in T ^ '^u .'

dT^
At

S in % ^ i,,.............(103)

( d h \
Kdt )ï>

___ ^ D  % Jjï __  -V B  o
~  T  “ 3 3 *

_ {Aq Bp)h | ( i _ 2 * ' ) C o s 3 4 D - 3 S ê » 3 4 D r o s J '„  ( ! - « ' ) } , '

of

( d l g h \  A ^ \B \ i  A o —Bo ,
“ T ------------- ^ { ( l - 3 . ) C o s 3 4 o -

en eindelijk

' ( 104)

-  2 Sm 34oCosT„ \/ « (1 - « ') } ;
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\ d t  h \ ^ ~ d t  ‘̂ d t )
\ —u.')Sin'\ii,CosT„ -4-

+  ^2a' Cos4/„) (7os4-d V 2 a '+  — ( \ / 2 ( l - « ' )  CbsJ/„ Cos r» ■
<0

— V 2 a' Sm  >!>p) &  4',, \/ 3 ü' 4  -----^ +
(105)

4-a' - | ( 1 — 3 a ) Cos3 J/Li— 3 Sw3 J/ul'osTj \ / a '  (!  — «')}

4- (1 — 2 a ')  Cost’d \/ a' (1 — a ' ) Sw2 i]/,,] , /

III deze formulen, die gelden voor ’t geval, dat de wrijving, juist
evenredig met de snelheden is, moet overal voor

8 a ,
-̂ 1) +  ^  ^  ü>OT

(106)

geschreven worden, wanneer men nog op den invloed van de tweede
macht der snelheden op de wrijving letten wil, wat bij onzen slin­
ger noodzakelijk is.

§ 6. Be storingen in de elementen s en I  van de beweging hij
oneindig kleine amplitiiden en zonder lorijving.

De bewegingen van den slinger zijn nu volledig bekend, wanneer
men de elementen a ', h, t  als functien van den tijd zoo be­
paalt , dat hunne differentiaalquotienten de waarden hebben, die uit
(51) (91) en (103) (106) gezamentlijk volgen, dus bijv.

du!
d t

1 ^
h ?(3

_  1 , 1
\  d t ) , ~  U V 0(3 J A W(3

+

dt  / n

Wanneer men alleen lette op Sj ,  zouden volgens § 4 van dit
Hoofdstuk en volgens de grondformulen (A) en (B), van ’t 1“ Stuk,
bij y  —  a '

J
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a! en 7’q zulke functiën van den tijd zijn, dat

1 — 2 — C'os s Cos J/' 4- iSin 4i' Sin e Cos 2 (D ,

2 ci'{l — a !) Cos =  Sine Sin 2 (ü  -|- ^)

1 Cos4,
~J Cos<p'

A  =  Cos e Sin4'’~  Cos\p' Sine Cos2{D - f  ;

(107}

is, waar £ en S willekeurige standvastigen zijn, die uit den aanvan-
keüjken toestand bepaald moeten worden.

Wanneer men nu ook de

/ ^ \  / ^ ' \  i ^ \  f d j \ \
\  d t  J  A \  d i  J o ’ \  d i  Ji]’ \  dé J  a ’ \  dé J d’ \  dé J v ’

in aanmerking neemt, kan men aan de differentiaalvergelijkingen voldoen
door £ en 5 als functiën van den tijd, in plaats van als standvasti­
gen te beschouwen.

Stelt men
da! . _
T é ~ ^ ^ ^ ' di ■ B \ Y ,

y = (C E ± \ y (Hi \ .(CFj \
\ d i  ) a ^ \  di  ) ^ p ^ \ d i  ) o ^ \ d i  )x, ’

zoo voldoen (107) aan de differentiaalvergelijkingen

’ 7, — B,
da!
di

(lOS)

wanneer £ en ^ standvastig zijn. Zullen zij aan (108) voldoen, zoo
moet

 ̂a de i  oi' (I'S

Ö£ d i  d i

zijn; en wanneer men

_  ^  To
^  ~  d£ ~ 1 T  T e'

«telt.

( 109)



w m

^  d t  ^  95
r i x '  \

..............
Eerst moet men dus de gedeeltelijke differentiaalquotienten

dix' d T
— — ~  en V bepalen.

( 110)

Uit

volgt

df ’ dS ' d£ ’ d5

1 — 2x' =  Cos lp'Cos £ -(- Sin'p' Sin s CosZ (H

^ /
'P'  ̂ P ' £ Coi 2 (ü  -j- S)), (111)

d « '
——=  &'« £ 2 (Z)- ) -§ ) , .............. (112)c O

waarvoor men soms met voordeel

d x'
dS

=  2 Sin p'CosT„ \ / x ' ( l — x )

schrijven kan.
U i t __________

2 ^  x' {1 — x') Cos =  Sin s Sin 2 (D -j- )̂ >
1 —  2 x '  ^ x '

\Jx'{l—x')
1 — 2 x' ^x'

CosT^— 2 \J x ' ( l—x )SinTg - ^  =  Cos£Sin2{D-pi)^

,_______ .... CosT^ — 2 x [ \ — x')SinT^^=2SinsCos2(I)^'è) ,
\ j x { l ~ x '  d5 ' ‘

_  Coss Sin 2 (J  +  §) {l — 2x')CosT„ i x '
2 \ l x ' { l  — x') Sin  ̂ ~  ^ 0  ^  ’ ‘ds

d y 0 _ _  z Sin 6 Cos2 (1) +  ^) ^  {l — 2 x ' ) CosT„ dx'+dS 2 \ / x ' ( l  —  x)SinTo 2 x ' ( l ~ x ' ) S i n T g  dS
l)us

• (114)

2 Sin £ Uo« 2 (y  +  §) —  — CossSin 2(H +  S) —
• d £ do

2 \ / x ' ( l ~ x ' ) S i n T „
_ Sin £ Cos 2 (ü  -|- 5) (Sin s Cos p '— Sin p'  Cos £ Cos 2 (ü  -|- §))

2 \/x^{l — x') SinT^
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Cos e Sin^ 2 (Z) -|- §) Sin xp' Sin e
ZxJ x ' {1 — x') Sin Zg

Cos6 Sin xp' — Cos xp' Sin e Cos 2 (21 -(- §) ^
2 \l x '{ I  — x') Sin 7g

Volgens de in ’t 1® Stuk ontwikkelde fonnulen ((109), (121) en
(B)) is echter

2 \ / x { l —x)SmTg=^^^{CossS inp '-Cosp'SimCos ' i { I) -pi )) - ,  (115)

dus
Cos p

V Cos  ̂p
Sine. (116)

Wij bepalen nu die termen van — en die afkomstig zijn

van de wrijving. Eerst nemen wij in (108) volgens (105)

X  =  {An— Bi,) t ’os 2 4-1)̂ ' (1 — a ') Z  O,

Cos2.i>„.^x‘a - x ' )  ( -
U 4 " V

2 Sine . Cos2(2) -f )̂
2 \J x ( l —x') Sin Tg

+

i'de
{dl

6 V s2 4 . ,4 a '( l -«  ) f -  +
4 2 \J  a' ( 1 ~  x') Sin 1 \

.p ( Cos P ' . Sin e -  Sin P ' . Cos e .C os% {D pl)\ ,
4 (1—54 ) y o /

/c^£\ __ A n - B n  ( - 2<S7»£ r o ^ 2 ( J +  S ) . 4 a ' ( l - a ' ) ^
4 " i . \j  c e \ \ - x  )SinT^

4 (1 -  2 a ' ) .  Tos 7'„ Sin P’ .Sine . Sin%{I) P-1) x ' ( l  -  x ) )

2 V a' (1 —a')+

hierin is
 ̂j — — ^Sine Cos2[D-\-S){l—Cos  ̂p' Cose — Sin'^e Sin'^p'Cos'’Al{D p S )-

— 2 Sin J/' Sin e Cos p' Cos e ( os 2 (2) -)- ^)) -j-

\%{Cos 4̂ ' Cos e 4- Sinp' Sin £ Cos 2 (D +  ̂ ) Sin p' tin'^ e Sin" %[D P-1)—
—  ‘iSine[Cos’2,{pP-l){('os'^P'Cos'^e-\p'iSinP'Sine Cosp'CoseCos%[D\i)) ^

+  (Cos4/' CosE +  feiJ '' Sine Cos2(B + S})Sinp'Sine —
— Cosp' Cos e Sinp' Sine Cos'̂  2(41 p-S) —



__3 Sine {— Cos%{B S) (Cos  ̂4 ' " e + <P' Cos' e) -f

-)- Cos ̂  3 (i) +  S)8m s Cos e Sin 4' Cos 4 ' +  Cos 4 ' Cos e Sin 4' Sin £} =

= : 2 Sins {Cosy Sine — Sin< '̂ Cose Cos 3 (D S))(Sin ip' Cose —

-  CosP'Sine Cos 2 (2) + S));

— Sine -----^ d) Cos2 {Cos p' Sin e—
\JCos‘̂<p 2

— Sin 4' Cos e Cos 3 (X) 4" ^))'
Cosp

V Cos* 4 ’

(;Qg%P̂ (̂ Cosp' Sine—Sinp' CoseCos2{B\ï)) .(117)\a t /m  3

/ D I

S a —A[) Cos2 4i). 4 a '( l— «') ^— Cose Sin2{B-\- S)
2 \/V{l^ci')Sin^T„

+

+

+  I l ' { l - l ' ^ S i l T ,  2 (D + S)) =

Bn — j4u I — Cos e Sin 2 {B + S). 4i x '{1 — a')
r=  ------—  Cos 3 4n s------------  -----------------------

4 I 2\ l  x { l ~ x ' ) M n T a

(,1—3 a') Sine. Sin2{B -|- S){Cosp'.Sine — Sinp'.Cose. Cos2{B -f J)) i

+

2 ^  a ' { l -x ' ) S in T o  I

^  3 ^
4 2\J ce:{\-ci:)SinT^ *

-]- «ïi»* 4 ’ 2 (X) -j- ^) + 3 Sin-p' Cosp' Sine Cose Cos2{B -\-1) -f-

-f Sine{Cos‘‘' 4' Cose Sine — Sin^ p' Cose Sine Cos  ̂ 3(X> + J) -|-

4  'Si«4'^os4'(<?ï«'“e - Cos*£)Cos3(X)45)} =

=  3 4„ { _  5*-». 4 ' Cos £ 4-
4 2 \ / x '{ l - x ' ) S i n T ,^

4- Sin 4' Cos 4 ' Cos 2{B +  S)Sine] ~

—  ~ ^ " ~ '^ ' '  C os2p„ S in2{B pS) Sin4'4 V Cos* 4

V«5/di 4 Szne '

Nu moet nog clat deel van den invloed der wrijving beschouwd
worden, hetwelk



x= .- C o s r „ ( l - 3 « ')  V a '(l-a ')S w 2 J-u ,

geeft.

Hiervan zijn afkomstig
y w V' ' nii

' lUl C osT„{l-iA ) V <z'(l-a')5m34-„ f -
V u'{l-ci')SmTo

2 V « £ '( ! -« ') -Sm r„

2Sm^ T„
3 \/ a'(l —«'jiSm Tq

Siti^ ' CosT^ \j A [1 -A )zz^

^  5m34-i, Cns r„ V ^ T W )  ^
2 I \ /a '( l - ; s ') 5 m r„

, ( l-3 ; i ') ^ C o * ^ n + S * « ^ n  o. , , i+  ---------;______ ________ — 4̂ J»
\j c i\l-c i')S in T ^  '

I I =  | —fi»ê Cos%[B-\-l){Cosii' Coss-\-Sin'^' &ine Cos 3 (Z)-f ^)) +

\  S in^ '— Sin-^'Sin'‘ê8in‘‘‘'i{I) A-2)\ —  ------- ------- =
' \1 A {\ —  a:)SmT^

3 (— Sins Cosi)/' ro«3(i) + S) +  Sin-^' Cose) Coss__ CosiJj
3 \/ a '( l  —a ')  Sin Tg \J Cos'̂  4-

i 'd s \ Aj)—Bn
dus Si?i2^uCossSin2{D + i) . . . .  (119)

Eindelijk

.5r>“ ^n CosTg{l -%A) V A {\ -a').Sm24-D ( -
" l a\l-cc')Sm Tg

+

+
(1 —3cs')Cosro diz'l

• ix :( l-a ! )S in fl  1 "“ 2
5m 2 4-d

Sin'̂ ' Tg d a' _
2 sj~ctX\-«:)8inTg ~

_ _  P 3Co«^r„(l-3«')^^'(l-«')-S»«2J-D----r = z J ^ ~ ---------
2 2 \ /  A[l-:i')SinTgSi>u

+

^  1 (Cosy Sins -  SmyCoss Cos 2(B^S)):>ï) —rT~~____----------
3 ^  a!(\ — a') SinTg



175

dus

+
4 u . \ l - x ') S m T ^ y  ‘ S in e ^

+  Cos \l/' Sin e — Sin Coss Cos 2 (2) -[- J ) |  -f

^  Bq — J j)  ̂^ Cos J/' Sin e — Sin4i' Cos s Cos 2 (i) -f S)

^ “ 2 V « ' ( 1 - « ' ) S ^  ’

I } “   ̂ 'f'"t" +

+  To«4<' Sin' s ~  S i n C o s s  Sins Cos 2(2) -fi)) =  ^ ? £ il .
iï«6

^ I 3 V « i '( i-«')«*■» r„
_  Co^j/' <SÏ»f +  Sin4>' Coss Cos2(B+S)  1

3 V a ' ( l - a ' ) ^ ï ^  I ’

m  =  é s z Ê ?  .............(120)W t J m i  4 Sins '  ' '

( l i7 ) , (118), (119), (130) moet men buitendien nog letten
op (106), terwijl 2 volgens (104)

•dnd-^D, -du— Bn —.
t = i 2 „ e  ^ ^ ---- J ' [ ( 1 - 2 « ')C os2 v-d -

—  2 Cos Tj, 4 ^ « '(1  —  a') Sin 2 ipjj] d t .

Of met F t  =  -  d i r j ? ?  ƒ  [(Cos„,'.Coss +

+  S in F S in i  Cos2{D + d)]Cos2 îj^— Sin r Sin2 {D+ <!]Sin2,p̂ '] d t ,

(131)

wordt,
h zrzhne' (122)

De ontwikkeling van — en ten gevolge van S' = . Sa-|-»S,p + S u
^ V (H % ’

kan in een meer sierlijken vorm worden uitgedrukt.
Daartoe make men in (110) gebruik van de formulen (90), (91),

(92) en van (51), die wegens

/ ^ A  __ _  A
.2,1/,, C ö ’"

. /cfa'i
>A, V-, U ö|3 \d t  J a , y,, u'

A, 1/1, V

JticC \ d t ) A , y , , u '  d|3 “  \d t  ) ^
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dT ,
d t

~i>S dod p ^ S'
k W o ’d t

worden. Zij gaan dan over in

d s p ^ S '  ^T q p è 8'

d l
^  d t ~

l'èT ^  35 li l x '  35 ’

p ^ ^ - è T ^
h UTo 35 ’

p  35 ' ^x '
h ^ x  3 f

of in

d t -^h d l  ’
welke eene verrassende overeenkomst met (51) hebben.

\d t  Ju
Daartoe moet men in (135) stellen

&

. (135)

Berekenen wij nu eerst
de\
d tJv

dus is met (116)

^' =  - ~ U ' » ^ Y M S m e S m Z i D  + Sy,

Cos 4>td j \  _ _  P .r, ____
KdiJv M  <f̂ Cos>P' Cos2{D + l),

(136)

Wanneer wij overeenkomstig (131) ^ =  invoeren, wordt

5a +  5 ,̂  ~  ^ ^  +  T „ x ' ( l - x ' ) - 4 f ^ 2 x ' ( l - x ) -

- f i ,  { l - 4 a ' ( l - « ' ) - 4 a ' ( l - a ' ) C o s ’-7’„}5i«’ a4-D-

— .2 CosTf^ V <2 (1—«') (1 ~ 3 « ' ) Sj/ïéJ/oJ e~^‘,

stellende
B P - 2 R

1 6 M P ‘
RA^

16 M P ' (137)

An
16 d i  ■y/^iiCose.Siti’li'—Cos’ii'. Sme.Cos2(I)}-S)y-\-

Dus

+ =   ̂ [ ” l l
+  (K j Cos'̂  3 4*0(Cos Ê Cos 4 '+  Cin 4>' Sin s Cos2(D +  5))  ̂-|-

-f f* 2  2 4'd 54»'“ s Sin'̂  3(D -|-5)~/K2 5«ffl4 4d(Cose Cosi}/' +

+  Sine Sin 4'Cos 3 (D 5)) Sin e Sin 3 (D j- 5) -F /.
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Dit kan men in den vorm

S^+ Sa=  h [Sjo +  Sj + S , + +  CosA‘p^-\-

brengen, ter afkorting voor B \ l  schrijvende en stellende

^ 0  0 —  T e  ^*0  ~  >

£„ =  (//, Cos-̂  3 J/D fos» >1/') Cos'* E +

+ (f<2 CosH' + lf^j Cos* 2 4-d «*■»’'4 - ' -
— I Si?i* 2 iJ/d) Si»* e,

2  , =  1 (— f« I +  /22 Co«’ 2 J/j,) 2 \p'. 2 E,

2  2  =  — 1 1 « 2  4 4 d Cos i}<'. Sin 2 e,

2 j =  I (|« j Cos* i!' +  Cos - 2 J/[) Sin" — f<2  ̂4'n)  ̂j

2  4 =  — ^ ;Z2 SméJ/D Si» \|/'. Sï»* E.

Volgens (125) wordt dan
9,p Cos4'

' A, ir

e - f ‘ ..............(129)

(128)

( - )\ d t l .
-2 j Sm2^ . +  22 Cos2;Pj

\ d t ^  Cos-1̂ '. Sins

Cos- '̂. Sins

—  2 2  3  Sin 4joj ,  +  2 2 1 Cos 4jo

, a . i  4. s i . 2 , , +

+  ^  Cos4jo  ̂+  ^  e - f < ..............(130)

§ 7. Benaderde integralen van de storingsvergelijkingen van § 6.

Eene eerste benadering tot de waarden van e en I , die bij mijne
proeven slechts weinig veranderden (omdat /«,, 5 d—^ n en
U' ̂  zeer klein waren), vindt men nu door in

A,  1/1

f d s

.+ 1h + &i]D. 1 D.

(dS\  (dS\  fdS\  "I
a . / U V . +  W ' d. n + U i J ' ^ ' ’

E en S onder het integraalteeken aan de rechterzijde als standvastig
te beschouwen. Wenscht men de benadering tot de waarden van e

en S op een bepaald oogenblik uit die, welke op een ander tijdstip
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gegeven zijn, verder voort te zetten, zoo kan men op dezelfde wijze
te werk gaan, door, nadat men den tusschentijd in een overeenkom­
stig aantal kortere intervallen verdeeld heeft, gedurende elk van
deze aan e en 5 de waarden toe te schrijven, die zij bij het begin er
van blijken te hebben. Voor ons doel is echter eene eerste benade­
ring voldoende. Hierbij zullen wij ook nog en B\)i nul stellen,
daar hun invloed slechts door mechanische quadraturen gevonden
kan worden.

Volgens (117), (118), (119), (120), (126), (129) en (130) vin­
den wij dan

e =  axitJr[bj>\bv)Sm%{B\l)-\-cnCoa%{D-\-l) +

+  + 2 '2  C,- -f 2 '3  - fS 'J  .Sj , ................ (1^1)

J = : 5'd Sin 2 (ü  +  ̂ ) -h (c'd c'„) Cos 2 (Z) -f J) -f-
. . (132).

«D— —— Cos'^' Sins,2

An — Bn

\
I f

bn —  — ,— “r- Bin'̂  \J/'Cose Cos 2 i|/d , é u =  ^  CosJ/T^v}/',
£u . * il

CD ^ 2 — ^  Sin 2 4̂ n Sin 4^'Cos s,
éXl

cd' =  ^ °Ö i l
verder

Sin E
Sin J/'

Sins , c'u
_  p

2M  2 a

,(133)

7 Cos^'TgVCotgs-,

A ,  = f e - ^ ‘S in 4 ^{B \l)d t ,  B ,= J 'e -r< C o s^{B - \- l )d t ,

C , = f e - ^ ‘ Cos2{B-\l)d t,  l , = f e - ^ ‘S in 2 { B \^ ) d t ,  [.(134 )

G, — fe-^^d t- ,
en eindelijk

2 'j  =  4 ^ CosiJ/ Si n4 / ' ( — P i  - h C o s *  2 iJ/d)Cose,

Z'^ —  2pCos4'f*^ Si»4 J/D Cose,

, —  2p [g,,Cos'‘4''■\-PiGos'^24'nSin^4''— f^iSin^24/n)Bins,
Cos 4'

2 ' j = i  2pC os4 'B g 4 ' 'S in 4 4 ‘nSins,

. ( 135)
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o —  Cos\l̂ ' I  ~  ̂  1 '  'I' 2 (̂ 'os ‘ 2 ipD C o slp'-f-/ij Sin ̂  2 tpni- ,

+  Ti“ i P'-p j f * 2  Cos^2ipoSm^p'—-^/i_Sm^ 3 4'd |  Cose,

Cosp
^  ^ P d)

2  —̂ ^^2 'S'2V 4 i/'D Co^J/

Cos 2 e
< '̂osP'‘ ......

('os 2 e ( 135)

Cos p
Sin s ’

// '̂ l/tj u/
^  (̂ «1 Cos* iP' +  Cos“ 2 J.d5w ’ P '~

—f«2 (StM* 2 iJ/0) Co^gj
^ ' ' i  =  —p  Cosp T^p'/e^SinépD .cose. j

Volgens (131) kan men in eerste benadering schrijven

h =  e-^»< 11 -  J,' Cos 2 4-D Cos 2 (ü  +  J) _

waar F^z=.

— sin  3 4*0 'Sï® 2 (ü  -)- ^) | S in sd t | ,

^ d +  -5 d . An —Bo
' +

J  ƒ’

CossCosp' Cos2pn . . . (136)3 ' 2

het gemiddelde decrement gedurende eene geheele periode is, of met

•^1-------° Sin^ 4  ̂Sine Cos2 4 d>

^  i =  " Sin p' Sin e Sin 3 4 d >
(137)

/t =  A „ o -n < { l+ A ,5 j» 2 ( i)  +  | )  +  A, Cos2(i) +  ^)} . (138)
Volgens (134) en gebruik makende van de schrijfwijze

S„ =J'<r~^<‘‘Sinm[B-\-'^)dt, '=J'e~^«'Cosm{J) ■\- 'P)dt,
worden de integralen

—  Y  +  Y  +  -S'» +  Y  -Sj — ^  A 'e ,

=  + ^ x ,-f Jr* + ^ s ,+  ^jre.

^ ' = ^ ^ + Y ' ^ ‘ +  Y ^ ' ‘ +  Y ^ -

G . r : r ^ „ + A , S , + A , A - ,  ;

(139)
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terwijl

S„, —

K,„ — e ^

JTt Xi. ̂
-F„ Sinm{B + )̂ +  ~gï^' Cosm[B +

Mi
— _F„ Co«»i(-D +  ^)— SiHm[B-\-^)

mSl'f 2 X ( IHl.—  j

H O O F D S T U K  II.
TOEPASSING VAN DE APGELEIDE FORMELEN OP DE AFWIJKINGEN

BIJ DE SLINGERPROEVEN VOLGENS MIJNE METHODE.

Wanneer bij den gebruikten slinger of volgens §4 van
Hoofdst. I

1 < B , M2 ï \  XI'

(vergelijk 126 van ’t 1“ Stuk) maakt en hem dan aanvankelijk in
zulk een azimuth in vlakke slingeringen brengt, dat

Cos  ̂2 Xo >  4̂ ',
zoo verkrijgt men volgens § 4 , afgezien van de storingen tengevolge
van de eindige amplituden, de wrijving en den drager, bewegings­
verschijnselen van de klasse B. II (zie (144) van ’t 1“ Stuk), uit
welke men volgens n". 38 van ’t 1® Stuk de draaiing der aarde
bewijzen en berekenen kan.

Met het oog op deze methode zullen wij nagaan tot welke wijzi­
gingen A Tl en A T^ in den duur van de eerste onderperiode en
van de geheele periode, A X, en AXj in het azimuth van de vlakke
slingeringen aan ’t einde van de eerste en tweede onderperiode en
A x i ,  B x i  ÏB de maximumwaarden van den ellipticiteitshoek in de
eerste en tweede onderperioden de berekende veranderingen in s en $
aanleiding geven.
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§ 1. Discussie van de verandering in vorm en ligging der slingerings-
krommen tengevolge van de verandering der elementen.

[1] Het einde van eene ongestoorde onderperiode wordt bepaald door
de waarde van die voldoet aan de vergelijking (134) van
’t 1® Stuk.

Wanneer aan deze vergelijking bij eene toename van l  om AS en
van E om A e wederom voldaan zal worden moet er nog zooveel tijd
verloopen, dat

A(D +  S ) =  -------------------
 ̂ ^  '  'i8in^ £ Sin%[D \ ï )

Daaruit volgt met (119 van ’t 1<̂ Stuk) en

A D  =  A(D  +  S ) - A S ,

voor den tijd, die nog verloopen moet,

T g ^ ' A e

(140)

ü '
Dus wordt

2 Sin * £ Sin 2 (D + S)

a d  , as
'  SI' \ 2 S i n 2 X ,  S in s ' ^  \

a t  A '

'  XI' \ 2  S in2X„Sine

(141)

, ) ------- (142)

wanneer Sin2[D-\-^) in deze gevallen niet te klein is en dus voor
Sin 2 (D -f- '5) in de gestoorde beweging ter berekening van de ver­
beteringen de waarde uit de ongestoorde beweging mag worden
gebruikt, en AS, ,  A e , ,  AS^ en A e, respectievelijk de verbeteringen
van S en E bij T^ en Dj zijn.

In  dezelfde grootheden zullen wij A Z , en A X j uitdrukken.
Volgens de grondformule (A) van ’t 1® Stuk is in deze beide

gevallen

omdat SsCos2^ bij D, en bij Dj nul is; dus met (140)

(Si (^otg2[D^l)S,Sin2iD\hCose '^

Maar bij D, is
12*
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; Cos2 ^, Sin2(D-|-^) — —Sin2 ^ ,(7os2(i> +  ̂ )

en X =3 — ; dus

A X| = — Cô ^25 + 5«i 2IC os£^
Y S /

Daarentegen
 ̂ AX2 =  (̂ —^ C ’oi;y2J +  Sm2^ros£j

2 Cos2Xq
(143)

(144)
ƒ

. (145)

 ̂ 2 Cos2 X q

Eindelijk moeten wij nog A%i en A %2 uitdrukken.
Nu is (volgens (139), (140) en n°. 30 van t 1® Stuk)

= K ^  + '!'’)>

bij zwevingen om de ar,--as; en

;t .r r :9 0 '-- l(^  + 'l''), . 3= 90 » -   ̂( a - 4-'),
bij zwevingen om de y , -as. Hieruit volgt, bij zwevingen (klasse
B. II) om de ®,-as

om de y , -as
Ax , = 3 —| A f ^ ,  A%j3r —| Af 3 ,

waar A f i  en A gf de verbeteringen van £ in ’t midden van de
eerste en in ’t midden van de tweede onderperiode aanduiden.
B'anneer s, en £„ de waarden van s volgens de onbepaalde integralen
(131) en (132) zijn, is Ag =  £ , —£ „ =  ,

en evenzoo AS =3^, —Sq =  P]„ •
[2] Wij zullen hierin nu de verschillende waarden der A variation

invoeren. In de eerste plaats die deelen A di . welke bij 4 d =  O
A n - B n  als factor bevatten en die dus afkomstig zijn van een verschil
in de wrijving om beide messen, wanneer de symmetrieassen met de
projection daarvan samenvallen. Gebruik makende van de onbepaalde
integralen (131) en (132) en de grenzen er bij voegende, is

Am ê =  [«n t -b h, Sin 2 (7) 4 ^)]' .  Am S =  [c'i, Cos 2 (D -f S)]';

of (133)
[  J ü — Bd

AdI 6 _  Co^ 2 4 d(^ 0^4 SM£.i!4-^-^5;»’-4'ros£5m 2(2> + S )) 'j

Am 5 33  ̂'i'n  ̂ •

Dus met de waarden van 5w2(D-(-S) en fos2(D-|-S) op de
tijdstippen 1, 2,
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Adi eI =  —-— —* Cos 2\pb(Cos\p'Sint —  — -— - Sin'^ Cose Sin 2 s'!
S’ 2 \  2 2 XX /

(146)

Aui Cos 2J/D ^Cos4>'Sins TI — Sin^ 4>'^ossSin 2

(147)

^Di =  0 ........................................................................................... (148)

Adi fa = ' ^ ^ - C os24-d (̂ Cos^ 'S in e ( T ,

S in^ ;(/' Cos 2 Sin 2 . . (149)

.............. (160)

....................... (151)

_ -i_
27T'

_^4i)— ^   ̂ Costp' Sine ^
2 \/_a'^

Adl

i ^DI  ^ 2

Hiermede (170 en 133 van ’t 1® Stuk)

- ( Cotff 2 S +  Sin 2 1 Cos £ )  Cos 4>' Sin e - p ^  Cos 2 J<o =
\S in e  )  4 tos3A „ ^  e

Shi^ ( otg 3 A 0 Cos  ̂4̂ Cos3 X q S in3 A o) ^ g y , —  ̂‘ Cos 2 4'Dj

A V — /
* \  Sin e

=  ( S«'«’ J/' Co<y 3 A 0 +  Cos’̂ 4> Cos3 A’o iS7m2 A „) — ^ ~ h

(Sin^4' +  Tos* 4- 3 A'„) Cos 3 4'n; • • (1 52 )

rlof l^of TfloV rloi* vor»Vtf 1 11 mo*p clincrpn

A A ,

waaruit volgt dat het vlak der rechtlijnige slingeringen aan ’t slot
van de geheele periode zich in den zin van 2X o  (positief of negatief
maar afgezien van het teeken steeds kleiner dan 180» genomen) of
in tegengestelden zin verplaatst heeft, al naarmate Au — Bj) positief
of negatief is, d. w. z. de slingeringen sneller afnemen in de richting
van de a^j-as of van de y ,-as. Bij zwevingen om de as, in wier
richting het decrement het kleinste i s , hebben wij als ’t ware eene
inkrimping van het gebied, dat de groote as der slingeriugsellips
doorloopt, bij zwevingen om de as, in wier richting het decrement
het grootste is , als ’t  ware eene uitbreiding van dit gebied; en deze
afwijkingen zijn des te grooter naarmate het oorspronkelijk gebied
grooter was.

Nu moeten wij overgaan tot



184

A A- := - (S V 4 - ' +  Co.'̂  ^ A„) (^Cos4^'Skel\-

— —, Si»  ̂4* CossSm2s'j —

1 Si» ̂  4 Cos 2 A'D

Dam- wij een slinger aan liet oppervlak van de draaiende aarde

beschouwen is —  negatief; het teeken van den tweeden term tus-

schen () is dus afhankelijk van het teeken van Cotg2X^. Wanneer
de abnormale periode voorafgaat, is het laatste zoowel voor zwevingen
om de T,-as als om de yj-as positief; zoodat de tweede term de
werking van den eersten steeds versterkt. Wanneer daarentegen de
normale onderperiode voorafgaat moet men twee gevallen onderschei­
den; omdat dan de tweede term negatief is en dus den eersten
tegenwerkt.

Daar in dit geval volgens
T,-. Ï \ = = 2 5 , : t ,

2.S, Slrv]/
T. =

V x i ' “
is, wanneer men 2 J , de waarde noemt, die in het eerste kwadrant
met 2 S overeenkomt, wordt

AA, -  4 '-f ros’ 4''S/»2 2Ao) 4Sra2.ï,
Cos 2 4i)(2Si —

-  Sin 4' V Cotg'^ 2A'o 5>D 2 S)-

0

s'»4' (133)

Zoolang men dus hij voorafgaande normale onderperiode A^ zoo
kiest, dat

Cotff  ̂ 2 Ao Sin^ 'l''<  1 >

verkrijgen wij, daar A , met A j symmetrisch ten opzichte van de
coördinatenas ligt, eene uitbreiding of inkrimping van het gebied,
dat de groote as der slingeringskrommen in de eerste onderperiode
doorloopt, al naarmate uit A Aj eene uitbreiding of inkrimping volgt;
nl. uitbreiding bij zwevingen om de as, in wier richting de slinge- _
ringen het sterkst, en inkrimping bij zweving om de as in wier
richting de slingeringen het minst afnemen. Deze afwijkingen nemen
toe wanneer het ongestoorde gebied grooter wordt gekozen.
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Wij gaan nu over tot

AmXi =  ±  ï  =
, -̂ D —

Adi Xi en A m x ï  ;

— . ^ Cos2\po ^Costii'S i n s — —̂ S m ^ 4 ''C o ss S /n 2 s 'j  (15-1)

Adi%2 =  +  ï  ^  =

^ — 2^ ,  Sm^ 4>' Coss Sin% S

(155)

—  ± ~ ^  Cos r  Cosy Sin e r  J*! +

In +  heeft +  betrekking op zwevingen om de a:, -as, — op zwe­
vingen om de ^ j-as. .Het teeken van de grootheid binnen ( ) wordt
bij ^  X i  als bij AXj bij de zelfde grensbepaling voor A'„
bepaald door den eersten term; het geldt dan tevens voor ( )
bij A X i -  Wij hebben dus bij zwevingen om de as van het
grootste decrement in beide gevallen uitbreiding en wel bij x  > de
grootste, bij zwevingen om de as van het kleinste decrement in
krimping. Uit %, en Xi  kan men, zooals in het 1“ Stuk werd aan­
gegeven, y  berekenen met

-  X .  —  y  =  [ ± ]  ( X i - X , ) ,
waar [-|-] op het geval dat de normale en [—] op het geval dat de
abnormale onderperiode voorafgaat betrekking heeft; en dus zal men
op deze wijze in plaats van y  vinden 4'^-f Am <P'

A m —- [dr] ih  —~ j— ~ C'os2\pi>^osy S ' n s , . . (150)
4 * /O

waar -|- op zwevingen om de i;,-as , — op zwevingen om de ^ ,-as
betrekking heeft; zoodat \p' te groot bij zwevingen om de as van
’t grootste, te klein bij zwevingen om de as van ’t kleinste decre­
ment gevonden wordt, wanneer de normale onderperiode voorafgaat
en omgekeerd wanneer de eerste onderperiode eene abnormale is

Eindelijk bepalen wij nog bij i|/d =  0 , Ad iT, en A m ?’.. Wegens
A J j =  O en A J —  O

Am?',
S m y T f f y An  —  By,

Cos2 4'D^f’osij/' Sins  ?', ■

Am?’2 =

a ‘ \ 2 S i n 2 X ^ S i n s )  3

— —  Sin^ y  Coss Sin 2 ; (157)

?^4' —SnSin y
XI' 2 Sin 2X^ Sin s Cos 2\j,nCosySinsT2:

S i n ^ y  TT
-  “  ^  ■ (158)
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S in iX ^  is ill ons geval negatief wanneer de a;,-, positief wan­
neer de yj-as de symmetrieas der zwevingen is, indien de normale
ouderperiode en omgekeerd indien de abnormale voorafgaat, n '  is
negatief, dus zijn Am ï ’, (in ’t geval dat de normale onderperiode
voorafgaat weder onderstellende, dat tevens 2 en
Am van tegengesteld teekeu; en wel wordt vergroot door
zwevingen met voorafgaande normale onderperiode om de as, in wier
richting de slingeringen het kleinste, verkort door zwevingen met
voorafgaande normale onderperiode om de as, waarin de slingeringen
het grootste decrement vertonnen; het omgekeerde is het geval wan­
neer de abnormale onderperiode voorafgaat. . Men zal 2 J uit de
verhouding der perioden berekenende, eene te kleine waarde vinden
bij zwevingen om de as van ’t kleinste, eene te groote bij zwevin­
gen om de as van het grootste decrement.

[3] Wij gaan nu over tot het geval, dat 4<d niet gelijk nul is. In
de eerste plaats moet men dan, om de Adi afwijkingen te vinden,
hunne waarden voor \J/d= : O alle met 2 4<d vermenigvuldigen (zie 133),
waarbij hun zin onveranderd blijft; buitendien moet men nog letten op

Ai)iie :=  [cnf o-s 2(i)-f ̂ )]' Sin 2j/„ro«£6’f»i{''Cos2(D-|-S)J ,

AmiS =  [4' d Sin 2(J3 -h
B\)~An Sini^Q

8 f l '  fiins
Sin ' S in i[ D \- l) \  .

J o

Tot A .ï | ,  A ï -2 en A jTj dragen beide niet bij. Maar zij geven
in T^ en Xi en wijzigingen Ami7'i, Ami;^:i ^DiiXj.

ri,  ̂ Sin'^ y  Br, — -in Sin-2 4'r, ^A[)ii / ,  r = - 2 ---- ,-------- -------------- - Sm-ië —
' XI Xi Sms

Sin-
Sin'^s 5f»2X„ Sin2i,o ■ ■ (159)

^1)11 X
Ar, — Bü

' ^ 4 X 1

A \,— B\,

7— Sin 2 J/|) V ios ' s Sin,]/' ( +  1 — Cos 2S),

” Sin 24'd  ̂Sin,},' ( +  1 — Cos 2 i),

waar -f voor zwevingen met voorafgaande normale onderperiode om
de of met voorafgaande abnormale onderperiode om de yj-as, —
voor zwevingen met voorafgaande normale onderperiode om de y^-as
of met voorafgaande abnormale onderperiode om de .r,-as geldt. De
bepaling van -V uit Xr X 2 levert dus
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^ ü l l  if- ' =  —
~  B|)

4 n ' 2 4-d f  o«6 lp'; . . . . .  (160)

^Dii 4̂  Is van hetzelfde of tegengestelde teeken als wanneer
Sin  2 4>ü positief of negatief is.

A n iir , is van ’t zelfde of tegengestelde teeken als Am alnaar-
mate Sin  2 if'o positief of negatief is.

[4] De verbeteringen, die het gevolg daarvan zijn, dat .4'n en Jl'n
■niet nul, en dus de hoogere machten der snelheden op de wrijving van
invloed zijn, kunnen, zooals wij in § 7 van Hoofdst. I  opmerkten, slechts
door mechanische quadraturen gevonden worden. Maar een ruw inzicht
in den invloed van ^  d sn B f, zal men reeds kunnen verkrijgen,
wanneer men in de berekening der vorige verbeteringen voor elke
halve onderperiode aan ^ n ~  Bo de gemiddelde waarde van

8« 8b

gedurende deze halve onderperiode toevoegt. Zijn J 'u  en B'o nage-
noeg gelijk en (I'd klein, zoo hangt het teeken van deze middel waarde
af van a - b ,  of wel van -  \J 7 ,  of eindelijk daarvan af, of
de zwevingen om de .r,-as of om de y,--as plaats hebben. Bij zwe­
ving om de as van ’t grootste decrement krijgt men dus vergrooting,
bij zweving om de as van *t kleinste decrement vermindering van de af­
wijkingen, die uit B q werden afgeleid, waardoor indien dit zeer
klein is, zelfs in ’t laatste geval eene tegengestelde afwijking kan ontstaan.

[.'5] De invloed der eindige amplituden was bij mijne proeven zeer ge­
ring. Daar wij in het 1® Stuk de bewegingsvergelijkingen van onzen
slinger algemeen integreerden voor het geval, dat tot een wiskundig
opmerkelijken vorm aanleiding gaf, zullen wij ons in de discussie
van de in ’t vorige Hoofdstuk opgestelde form uien, met behulp van
welke men ook in het meer algemeeue geval de waarnemingen be­
vrijden kan van den invloed der eindige amplituden, beperken tot
de volgende opmerkingen over de beide meest belangrijke verande­
ringen.

Men stelle (bij mijne proeven waren 4>', 4'n en zeer
klein)

A, =  0,  A j = ; 0 ,  <̂2 =  0.

Dan wordt (zie 189)

^  I — i — ) C'j — A'j, 1 1  — ; (161)

en de belangrijkste term in de verbetering voor eindige amplituden
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1 — 0̂*
A I =  2"|) G, —  il/'— 4-')-----j i ----- • (162)

Hieruit volgen voor AT^ en A veranderingen van denzelfden
Cos tp Cos E .  1, • 1

zin, wier teeken bepaald wordt door ;r— rr > °1 w. h .i. door
tos p i i

(p — q) Cos 2 X„.
Dus vinden wij bij zwevingen om de as, in wier richting de slin-

gertijd het kleinst is , verlenging, in het tegengestelde geval verkor­
ting van 2’j en T^. Deze as is , omdat i l '  negatief is , daaraan te
herkennen, dat zij in de normale onderperiode door ellipsen met ne­
gatief teeken overschreden wordt.

Verder komt 2 ' j  voornamelijk in aanmerking voor de ellipsen

X , en x i -  hebben
A^{A i) — p ! Sin — (j I Cos q, e  ̂1

i JA \ { A i )  = P i  &  4 5  — q, Cos4sl-\-q, e
(163)

^0

4X1'
Sin p'

liAlV / 4X1'
(164)

\  Sin p' J
is. Dus zal bij waarden van en 5 , die voor ons doel in aan­
merking komen, gewoonlijk q,  veel grooter dan p ,  zijn; tevens is
Sin'  ̂éS <,Cos^ 4>S omdat in de klasse B. I I ,  wanneer niet dicht
bij O of ± 9 0 '*  is , 5 steeds in de nabijheid van + 9 0 “ ligt. In
die gevallen is derhalve nagenoeg

=  {e- foTt -CosPS) ,
A3 ( S ' j ^ , )  r = S ' 3 ? ,  ( e -^ o ^ |-< 7 o .s4 5 ) ,

waar bij benadering

£ '  3 y Cos P' Sin 4<' Sin s Cos p
2 XX '

gesteld mag worden. D us, -j-voor zwevingen om de i’,-as , voor
zwevingen om de y , -as nemende,

+  A X , =  Cos P' Sin P' Sin s Cos J/ ( e -  4 5),

+  A r ,  —  Cosp'Sinp'Sin e Cosp (e~^‘“ — Cos45).
— 4X1

En daar in deze gevallen Cos45 negatief is , heeft men

(A%.)^>(Ax.)^
terwijl het teeken van de beide afwijkingen voor zwevingen om de
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Cos\p
X i -as dat van - ■, dus van p  — q,  en voor zwevingen om de y  ,■ -as

het tegengestelde is; zoodat de kleine as der maximumellipsen bij
zwevingen om de as in wier richting de slingertijd het kleinst is ,
vergroot, bij zwevingen om de as in wier richting de slingertijd het
grootst is , verkleind wordt.

[fi] Wij kunnen nu overgaan tot de derde storing, die het gevolg
van den drager is en den factor V bevat. Volgens (132)

Au ê —  iu (Sin 2 (ü  -|- J) — Sin 2 S),
AuS =  c 'u (C o s2 (J )^ S )-  Cos 2 5);

of Ave^ —  - 6 v S i n 2 S ,  Aue , =  -  2 5u&«2 J,

Au £ 3  =  —bvSin2S,IT
Dus (zie 145 en 133)

=  Au-lTj =  0;

Au ^ j —  0.

U'.
Cos^Tg^' S in2 l ,

. . (165)

as geldt;
voor zwevingen om de « ,-a s , -f voor zwevingen om de y , -

U' fO- Tg-i^

A

(166)

Cos \p.
XX' 2 Sin"̂  s M  XX'

Deze afwijkingen grijpen bij zwevingen om de en de y^-as
in denzelfden zin plaats. Hebben {/'^^ en p  — q hetzelfde teeken,

zoo breidt zich zoowel bij zwevingen om de als om de y;-as
gedurende de eerste onderperiode het gebied, dat de groote as door­
loopt , uit in den zin van de ® - naar de y ; -as, en krimpt het ge­
durende de tweede periode weder tot de oorspronkelijke waarde in.
Hebben V e n  p - q  het tegengestelde teeken zoo heeft gedurende

de eerste onderperiode de inkrimping, gedurende de tweede onder­
periode de overeenkomstige uitbreiding plaats. De storing der ellip­
sen in het midden der eerste en der tweede onderperiode is dezelfde.
Kortom de geheele wijziging komt hierop neer, dat de ligging der
symmetrieassen in plaats van door de waarde van if'D berekend vol­
gens Hoofdstuk 1, 4/“ n, bepaald wordt door

M  ■
' l ' i i ; r,.-i
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§ 2. Verandering van de klasse der verschijnseleu.

Eene andere belangrijke wijziging in de verschijnselen ten gevolge
van de variatie der elementen is de verandering van de klasse, tot
welke zij behooren.

Daar verschijnselen behoorende bij gelijke maar in teeken tegenge­
stelde waarden van Coss volgens n°. 24 van ’t 1*̂ Stuk dezelfde
slingeringsellipsen in dezelfde volgorde opleveren en slechts in zoo­
verre verschillen, dat de ligging ten opzichte van de » i-as in ’t eene
geval geheel dezelfde is als in ’t  andere geval ten opzichte van de
y j-a s , en dat verder de beweging van het waargenomen punt in de
baan in beide gevallen in tegengestelden zin plaats grijpt, kunnen
wij volstaan met £ aanvankelijk tussohen 0° en 90° aan te nemen.
Stelt men nog

Cos^ e" —  Coa  ̂i , O < £ " < 9 0 ° ,

9 0 ° - 4 - '=  J/",

zoo worden de verschillende klassen (zie § 3 en § 4 van Hoofdstuk
I I  van ’t I® Stuk) gekenmerkt door

E. £" =  O,
C. II.

A. F. II.
B. II. 4 /" > £ " > tI ',

E. I. 4 . " < £ " = g . ',  D. >}'" =  £ ' '> 'I'',

B. I. 4 '" < e " > 4 ''.
Wanneer £ toeneemt zal tot 90’ ook e" toenemen; van hieraf neemt,

bij voortdurende aangroeiing van g, g" weder af. De verschijnselen
kunnen dan achtereenvolgens bij onze slingerproef, waar >}/">\{/', de
klassen E , C. I I . ,  E. I I . ,  B. I I . ,  D , B. I. doorloopen; wanneer £
blijft toenemen, omgekeerd van B. I weder in D , B. I I . ,  E. I I .,
C. I I . ,  E , overgaan, enz. Dezelfde kring zal in omgekeerde volg­
orde doorloopen worden, wanneer e voortdurend afneemt. De tweede
helft er van heeft ten opzichte van de y j-as  dezelfde beteekenis als
de eerste ten opzichte van de ajj-as. Zoo komt C. II. in de eerste
helft overeen met zwevingen van ellipsen oui de .rj-as, in de tweede
helft met zwevingen van ellipsen om de y ;-as; B. I  in de eerste
helft met ellipsen wier groote as steeds in denzelfden zin verder
beweegt en gedurende de kleinste onderperiode in de nabijheid van
de J j-a s  is, in de tweede helft met zulke waar zij in de kleinste on-
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derperiode in de nabijheid van de y j-a s is. Wanneer nu, zooals
ten gevolge van de gezamentlijke in de vorige § besproken storingen,
s niet gelijkmatig verandert, zal de klasse nu eeus in den eenen
dan weder in den anderen zin veranderen, en laat zich bij het aan­
eenschakelen van op verschillende wijze uit verschillende klassen ge­
nomen groepen van slingeringsvormen eene groote verscheidenheid
van verschijnselen voorzien.

Bij de discussie zullen wij ons weder beperken tot het meest op­
merkelijke geval in onze proeven, nl. tot den invloed van een ver­
schil in wrijving om beide messen, waarbij wij verder 4*0 =  O stel­
len. De verandering van e in eene geheele periode wordt dan in de
klasse C. I I , waar Sine klein is , (zie 125), zeer gering, en is gedu­
rende de periode zelve afwisselend positief en negatief; in de klasse
B. I. en B. II. is zij voortdurend van hetzelfde teeken en wordt dit
bepaald door — Wanneer wij dus uitgaan van C. II. om
de a s , in wier richting het decrement het grootste i s , komen wij
door P. II. in B. I I , vervolgens door D in B. I. met de groote as
der ellipsen gedurende de kleinste onderperiode in de nabijheid van
dezelfde as, vervolgens (terwijl e door 90° gaat) in B. I met de
kleinste onderperiode in de nabijheid van de as in wier richting het
decrement het kleinst is , dan in B. II om dezelfde as en eindelijk
in C. II. Alle klassen voeren dus, wanneer gemaakt is,
zooals bij de slingerproeven volgens mijne methode liet geval was,
ten slotte tot de klasse C. II om de as, in wier richting het decre­
ment het kleinst is. De berekening van de verdere verandering van
e in deze klasse zou door de groote gelijktijdige verandering van S,
die Sins in den noemer heeft, tot samengestelde ontwikkelingen aan­
leiding geven. Wij mogen echter aannemen, dat er eindelijk een
grensvorm optreedt, en zulk eene onveranderlijke ellips onder de
werking van de wrijving en de draaiing der aarde wordt in het
volgende Hoofdstuk bij de behandeling van de proeven van B ravais,
voor welke zij meer bizoiider van belang is , bepaald.

Bij slingerproeven, waar gemaakt is, zal men uit C. I I ,
om de as in wier richting het decrement het grootst i s , door A in
C. I . , uit 0 . 1 door P. I in B. I  om dezelfde a s , vervolgens terwijl e
door 90° gaat, in B. I  om de andere as, en eindelijk in C. I. en C. II.
om deze zelfde as komen; en voor de eindwaarde zal weer dezelfde
redeneering als in ’t geval gelden, nl. eene onveranderlijke
ellips in de nabijheid van de a s , in wier richting het decrement het
kleinste is , gevonden worden.



Twee gevallen moeten wij voor onze proeven bizonder in ’toog
bonden. Neemt men Xg zoo, dat de slingeringen oorspronkelijk in
een der symmetrieassen en wel in die van ’t kleinste decrement vallen,
zoo behooren de verschijnselen bij tot de klasse F. I I ;  zij
gaan eehter terstond over in C. I. en men zal de slingeringen niet
weder rechtlijnig zien worden. Dit is ook nog het geval wanneer
men de oorspronkelijke slingeringen slechts weinig van deze symme-
trieas laat afwijken. Neemt men zoo, dat zonder de wrijving
verschijnselen van de klasse B. II. om de as van ’t grootste decre­
ment zouden komen, maar dicht bij de grenswaarde X °  (zie ’t 1® Stuk)
van het azimuth X ^ , dan kan ten gevolge van de wrijving de klasse
der verschijnselen overgaan in B. I.

§ 3. Eliminatie van de afwijkingen ten gevolge van de wrijving even­
redig aan de snelheden en van de eindige amplituden.

Wij zullen nu nader het geval beschouwen, dat 4'dj .^d,
A'd — B 'j), /i, en,«j zulke waarden hebben en zoo gekozen is, dat
met inachtneming van het in de vorige § behandelde, zoowel bij
aanvankelijke slingeringen in het azimuth als in het azimuth
Xq—90„ zwevingen van de klasse B. II. respectievelijk om de X i-
en de yj-as voorspeld kunnen worden. Blijft men als bij de bena­
derde integratie van S en e onderstellen, dat bij de berekening van
hunne afwijkingen, S en « voor zoover zij in de uitdrukking daar­
van voorkomen als standvastig beschouwd mogen worden, zoo kan
men de meeste verbeteringen op de volgende wijze elimineeren. Men
neme de verschijnselen waar welke aanvankelijk in het azimuth Z„
vallende rechtlijnige slingeringen opleveren; vervolgens die, welke
uit vlakke slingeringen van dezelfde slingerwijdte maar aanvankelijk
in het azimuth -p 90° vallende ontstaan; uit het gemiddelde van
deze beide waarnemingen vallen de afwijkingen ten gevolge van de
wrijving rechtevenredig aan de snelheid en van de eindige amplitu­
den weg. Immers wanneer men Z ^ 90° in plaats van Z„ neemt
komt — Cose in plaats vau Coss en 2 5 -|-180° in plaats van
an, 6'd, c'n, S ' j ,  S '4 2" , en blijven daarbij onveranderd;
Jo) «D, 2' , ,  S '2, 2"„ , S"3 en 2" ,  nemen het tegengestelde tee-
ken aan; tegelijkertijd verandert het teeken van Sin2(I) + S';, Cos 2(1) fS),
Cl en i j ; terwijl , Bi  en (?j hetzelfde teeken behouden (zie 134).
Wanneer het verschil van F  in beide gevallen gering is, kan men
dus stellen, dat A "e in het tweede geval (Zo-|-90° als aanvankelijk

- 192



193

azimuth) hetzelfde is als in het eerste geval (Xq als aanvankelijk
azimuth) en dat A " S in het tweede geval tegengesteld is aan A'S in
’t eerste geval, voor zoover A afkomstig is van de wrijving recht­
evenredig aan de snelheden en van de eindige amplituden.

Met (143) en (144) volgt daaruit

A " X ,  = - A ' X , ,  A' 'X,

met (141) en (143)

A " T l ,  A"
en met (145)

A'%2-
N e e m t  men d us  h e t  g e m i d d e l d e  u i t  de w a a r n e m i n g e n

X'i .  Pi ,  ^ \ ,  T „

in  ’t e e r s t e  e e n e r z i j d s  en van

%"i , ^ " , 1  X ' \ ,
x ! - |- X  ''

in ’t tw e e d e  g e v a l  a n d e r z i j d s ,  en t r e k t  me n van —
X' + X ' ,

en van -----— ■ 45 af, zoo verkr i jgt  men de waarden van

X , ,  X | ,  T l, Xi 6n. T^, die hij he t  aanvankel i jk  az imuth

----- r—^  van rech tl i jnige  s l in ge r in gen  behooren en nog

s lechts  ten gevolge van den inv loed van den drager  en
van den invloed  van de hoogere machten der sne lheden
op de wrijving van de th eo re t i s che  u i t  he t  1« Stuk  afwijken.
Dit blijft het geval wanneer X'^ en X"^ niet juist 90'’ maar een
weinig meer of minder verschillen.

§ 4. I)e aftcijkingen ten gevolge van den invloed van de hoogere
machten van de melheden op de tvrijving.

Wanneer wij de afwijkingen der waarnemingen x ' i > i ' ’̂ .n
X , -Yi, enz. en , X "i enz. van X t ’ + 9 0 ° !  blijven
aangeven door A' en A", zoo is in ’t algemeen voor zoover de A
afkomstig zijn van de wrijving recht evenredig aan de snelheden

dA ' , ,
- -  _ ( .4 „ -B „ )

d A \
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d^" , dA'

waar de A„ de waarden van A zijn voor A^ — Bo =■ 1.
Letten wij nu verder alleen op de tweede machten der snelheden

in de wrijving, zoo komt voor — respectievelijk

8 8
—  {Au'O.' -  BoiV) en —  {Ao.a” — Ba,b”),
o  77 6  TT

in de plaats, wanneer wij de waarden van a en 5 in de twee proeven
weer door ' en "  onderscheiden. Maar in de ongestoorde beweging
is steeds

—  b'z =d ' .
Dus wordt

d t

dbA' 8
d t  ~  ‘ ■A^,b')

, <^(A'4-A")
^  d i  ' 3  TT

ddo, , ,, d l \ \
----- 5----- {a - b ) - ~ - . (167)

zoodat om de afwijkingen tengevolge van de tweede machten der
snelheden, die in de gemiddelden van de vorige § overblijven, te
berekenen, alleen het gemiddelde van en B \  en niet deze beide
waarden afzonderlijk bekend behoeven te zijn.

Wij zullen die berekening voor een geval uitvoeren, dat in mijne
proefreeks [H] (zie het proefondervindelijk gedeelte) waargenomen
werd en daarbij overeenkomstig met deze opmerking vooreerst de

4
grootheden zoeken, die met den coëiflcient — (^ d. +  .5d/) vermenig-

3 7T

vuldigd de werkelijke waarde der gezochte storingen geven.
Om de waarde van

' = X ' ( I 1 d t .

door mechanische quadraturen te vinden, moeten wij, nadat voor

-^D “  geschreven is , de functie onder het intè-

graalteeken berekenen voor een aantal door gelijke tusschenruimten
gescheiden waarden van t. Wij verdeden daartoe de geheele periode
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der ongestoorde beweging in 20 deelen, a
fu

 ̂=  j  a enz., door

en duiden de waarden
der functiën, ƒ, onder het integraalteeken voor i  —  ^  a , i =  f  ic.

/ ( l ) .  ƒ ( ! ) .  / ( I ) e n z .
aan.

Volgens (93') en (94), moeten wij dus vooreerst voor die waarden
van f  berekenen

a =  \ ^ i { C l - Z a ' ) C o s 2 . P o - 2  \/cc'{l-a')CosT„Sm2.PD + l j  =

m  ® V V 1 +  Cos 2 X Cos 2 (X-|- 'J'd) ,

J =  V A { -  (1 -  2«') Cos 2 J/n +  2 V ( 1 -  cc') Cos r ,  Si» 2 4-p + 1} =

= z \ jT ^ e - ^ 'Y  v 'l -C 'o s 2 x fW 2 (V +  J-n);

wanneer wij in eerste benadering
/< =  e—fo‘

stellen (vergelijk (122) en (136)).
Wij ontleenen daartoe de proefondervindelijke gegevens aan de

proeven [H. X & X I], op de in § 3 aangegeven wijze met [H. XII]
tot eene gemiddelde waarneming samengesteld.

Deze geven
=  - 13=44',

2V„ -3 2 = 3 7 ',
v)/' =  9“ 20'30",

terwijl de theoretische waarde van Xl' voor de breedte van Groningen
en per secunde geteld bepaald wordt door

5'.7658,

met —  boven den wijzer van den logarithmus aanduidende, dat
het bijbehoorend getal negatief is, en met elk accent achter den
wijzer, dat er eens 10 afgetrokken moet worden. Verder was

want de ."Ti-as, het dichtst bij de projectie van het vaste
mes gelegen, was de as der zwevingen en werd normaal door posi­
tieve ellipsen overschreden. Volgens (132) van ’t 1® Stuk is dus

£ =  33=47'.

Verder volgens (170) van ’t  1® Stuk, wanneer men ter bepaling
van ’t  quadrant nog de tweede van (123) van ’t  eerste Stuk te hulp
neemt

2 5 = -  75=46'.
13



Eindelijk werd bij  ̂=  30 "  gevonden

Zô e“ ^°-ï“ =  9'.7786.

Met deze waarden wordt nu bij

loy —p=: 4 )

967680

■) Encke, Herl. Jahrhuch 1837.
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De formule

-  ƒ . = ' AH i ) +  1 ) -  i) +

367
9676^ ’^ ' ^

levert dan de waarden van de gezochte integraal op de tijden ( i+  1)^ .̂
Wanneer men verder onder / ' ( i + D  in ’t  algemeen het gemiddelde

van f  (i) en ƒ '  (i + 1 )  verstaat, dus

/ ( » ‘+ j )  =  l / ( f + l ) +  <ƒ'(*•),
en evenzoo / "  (* +  ^) =  |  ƒ " ' (* +  1 )4  | (*) enz.,
als ook '/(i + i ) = l -  'fi  4  .1 'fli 4  1)

stelt —  zoo geeft de formule
1 / *  *- J y a " + = '/(i+ i) -  ~f(i 4 >) 4 ^f"(i  4.) -

191
“ 6~Ö4^/''(* +  t) +  • • • (169)

de waarde van de gezochte integraal op de tijden (i +  ^) <0
Uit de zoo gevonden waarden van de integraal op 40 tijdstippen

kan men dan, zoo noodig, de waarde op elk tusschen gelegen tijd­
stip door interpolatie bepalen.

Als voorbeeld geven wij,
__ Sw

^  0 / —  7 7 - j — A d '4 (^D'-t-.Sd.)
stellende, het volgende tafeltje voor de
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Mechanische quadratuwr van

i
2 d . / 'n / f

dt / ' r ' ƒ
2

0 — 0 .0 0 3 6 — 0 .0 1 1 0 4 -0 .0 1 1 2 0 .0 0 0 1 0

jO J 0 .4 2 6 3 —  0 .0 0 7 9 —  0 .0 0 8 3 4 -0 .0 0 3 3 0 .2 1 3 2 0 .2 1 3 7
— 0 .0 1 2 2 — 0 .0 0 5 7 — 0 .0 0 4 5 0 .4 2 6 4 0 .4 2 5 9

io) 0 .4 1 4 1 — 0 .0 1 9 3 — 0 .0 0 5 3 4 -0 .0 0 0 6 0 .6 3 3 4 0 .6 3 4 9

Oo) — 0 .0 2 6 5 — 0  0 0 4 9 4 - 0 .0 0 5 8 0 .8 4 0 5 0 .8 3 9 4

4w 0 .3 8 7 6 — 0 .0 3 6 1 — 0 .0 0 1 6 —  0 .0 0 0 6 1 .0 3 4 3 1 .0 3 7 3

3a> —  0 .0 4 5 7 - f -0 .0 0 1 7 — 0 .0 0 7 1 1 .2 2 8 1 1 .2 2 6 2

0  3 4 1 9 — 0 .0 5 4 4 - t- 0 .0 0 1 4 4 - 0 .0 2 4 1 1 .3 9 9 0 1 .4 0 3 6

4(0 — 0 .0 6 3 2 4 -0 ,0 0 1 2 - i- 0 .0 4 1 2 1 .5 7 0 0 1 .5 6 7 4

>> 0 .2 7 8 7 — 0 .0 7 1 3 4 - 0 .0 2 1 5 — 0 .0 2 7 4 1 .7 0 9 3 1 .7 1 5 6

5o) — 0 .0 7 9 5 4 -0 .0 4 1 9 — 0 .0 9 6 1 1 .8 4 8 7 1 .8 4 5 3

V  W 0 .1 9 9 2 — 0 ,0 6 6 7 - f O  0 1 4 2 — 0 .0 0 3 5 1 .9 4 8 3 1 .9 5 4 1

6(0 — 0 .0 5 3 9 — 0 .0 1 3 5 4 -0 .0 8 9 1 2 .0 4 7 9 2 .0 2 5 7

V o ) 0 .1 4 5 3 — 0 .0 4 7 8 4 -0 .0 0 3 3 4 -0 .0 1 6 2 2 .1 2 0 5 2 .1 2 4 4

7(0 — 0 .0 4 1 8 4 - 0 .0 2 0 2 — 0 .0 5 6 7 2 .1 9 3 2 2 .1 9 1 5

V w 0 .1 0 3 5 — 0 .0 2 5 6 -f -0 .0 0 8 7 — 0 .0 1 8 6 2 .2 4 4 4 2 .2 4 6 5

8o) — 0 .0 0 9 6 — 0 .0 0 2 8 4 -0 .0 1 9 4 2 .2 9 6 7 2 .2 9 6 3

0 .0 9 4 0 4 -0 .0 0 5 2 — 0 .0 0 4 6 +  0 .0 0 6 8 2 .3 4 3 7 2 .3 4 3 2

9f.» 4 - 0 .0 2 0 0 — 0 .0 0 6 4 —  0 .0 0 5 7 2 3 9 0 7 2 .3 9 1 5

0 .1 1 4 0 4 -0 .0 3 1 5 — 0 .0 1 1 0 +  0 .0 0 8 8 2 .4 4 7 7 2 .4 4 4 9

} 0 ( O 4 -0 .0 4 3 1 — 0 .0 1 5 7 +  0 .0 2 3 3 2 .5 0 4 7 2 .5 0 6 5

0 .1 5 7 1 4 -0 .0 4 6 8 - 0 . 0 0 8 7 — 0 .0 1 0 8 2 .5 8 3 2 2 .5 7 9 2

4 -0 .0 5 0 5 — 0 .0 0 1 7 — 0 .0 4 5 0 2 .6 6 1 8 2 .6 6 3 9

V  <» 0 .2 0 7 6 4 - 0 .0 5 3 3 — 0 .0 1 7 2 +  0 .0 1 4 4 2 .7 6 5 6 2 .7 6 0 9

1 ‘2o> 4 - 0 .0 5 6 2 — 0 .0 3 2 7 +  0 .0 1 3 9 2 .8 6 9 4 2 .8 7 1 8

V 0 .2 5 1 8 4 -0 .0 4 2 7 — 0 .0 1 1 2 +  0 .0 1 1 4 2 .9 9 5 3 2 .9 9 1 5

13(i> 4 -0 .0 2 9 2 4 -0 .0 1 0 2 — 0 .0 5 1 0 3 .1 2 1 2 3 .1 2 2 4

0 .2 8 1 0 4 - 0 .0 2 0 8 4 -0 .0 0 6 1 — 0 .0 1 9 0 3 .2 6 1 7 3 .2 6 0 1

14(,. 4 - 0 .0 1 2 4 4 -0 .0 0 2 1 +  0 .0 1 2 9 3 .4 0 2 2 3 .4 0 2 7

Vo> 0 .2 9 3 4 4 - 0 .0 0 5 0 4 - 0 .0 0 4 5 4 - 0 .0 0 4 0 3 .5 4 8 9 3 .5 4 8 6

l*5o> — 0 .0 0 2 3 - f  0 .0 0 6 9 — 0 .0 0 4 9 3 .6 9 5 6 3 .6 9 5 5

V w 0 2 9 1 1 — 0 .0 0 6 2 4 -0 .0 0 6 8 — 0 .0 0 3 8 3 .8 4 U 3 .8 4 1 7

IGw — 0 .0 1 0 1 -f -0 .0 0 6 8 — 0 .0 0 2 7 3 .9 8 6 7 3 .9 8 6 3

0 .2 8 1 0 — 0 .0 1 0 6 4 - 0 .0 0 5 4 — 0 .0 0 1 2 4 .1 2 6 8 4 .1 2 7 8

17o — 0 .0 1 1 1 4 - 0 .0 0 4 0 +  0 .0 0 0 3 4 .2 6 7 7 4 .2 6 7 2

0 .2 6 9 9 — 0 .0 0 9 6 4 -0 .0 0 2 7 — 0 .0 0 0 9 4 .4 0 2 6 4 .4 0 3 4

l8 o — 0 .0 0 8 1 4 -0 .0 0 1 5 — 0 0 0 2 1 4 .5 3 7 6 4 .5 3 7 3

0 .2 6 1 8 — 0 .0 0 5 8 —  0 .0 0 0 8 — 0 .0 0 0 6 4 .6 6 8 5 4 .6 6 9 0

I 9 a — 0 .0 0 3 6 — 0 .0 0 3 1 +  0 .0 0 0 8 4 .7 9 9 4 4 .7 9 9 5

0 .2 5 8 2 — 0 .0 0 2 9 — 0 .0 0 5 0 +  0 .0 0 4 0 4 .9 2 8 5 4 .9 2 8 6

20o j — 0 .0 0 2 2 —  0 .0 0 6 9 +  0 .0 0 7 2 5 .0 5 7 6 5 .0 5 7 5
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Daar uit de opgegeven waarden van J/' en S
=  8.42 <0

gevonden wordt; moeten wij door interpolatie volgens de bekende
formule

f {a  +  n «') = f { a )  +  « { / ( « ) -  > /" ( « )  +  • • • ■ }

+  A  ƒ ' ' ' ( « ) + • • • • }

+ J » M / " ' w - ! / " ( « ) •  • • • }
+  enz.

als interval., a ,  kunnen nemen, de waarden van

(170)

waarin wij nu ^

— = A ' d'£ berekenen
V-^„

bij ^ : 4 . 2 lw
en vinden daarvoor

—^ A ' n , e :  +1.6320
"  V^o

8.42w

+  2.3359

14.12,

+  3.4377.

Evenzoo vinden wij volgens (168), (169) en (170)

bij i( =  8.42« — ^  A'd/J = -  1.2731

en bij < 20 «

01 \j h
2

oi\lh.=  A'd/J =  -0 ,6 4 4 3 .

Eindelijk vindt men de verandering van den Neperiaansolion loga-
rithmus Lgh  door gebruik te maken van (104), volgens welke

dlgli

en dus

zoodat

Aü _  Bn
“ T  h

^A \si a!  ̂ 4 5 d, 5'̂
3 T h : ■ . (171)

__ 2(^p,+.gB,) +
3 T h '

en bij invoering van A'd, in plaats van de werkelijk in het gemid­
delde overblijvende afwijking An.

> v . . = - v v ^ ;

De uitvoering dezer quadratuur geeft

( 172)
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u V
= — 4.641, = -  9,502,

1
-------- p - r  A ' d , ; ^ / « 3  = -

^ V/^0

■ 15.103 ,-----A 'd,;^/«2 = - 1 9 .3 0 1 .
"  V/«o

Om tot de waarde van den geraeenschappelijken coefficient
2 ,

+ V/«o> welke de verkregen grootheden vermenig­

vuldigd moeten worden om Ad-£ en Ad,5 te leveren, te geraken,
ontleenen wij aan de waarneming, dat ten slotte

A D ,J ij=  —1°2 ' of in boogmaat foy Ad/ ^ j =  8'.2561

is in de onderstelling, dat deze geheel aan de wrijving afhankelijk
van de tweede macht der snelheid moet worden toegeschreven.

Volgens (144) en met

T g ^ '

log
Sin s

2 5 -f Sin 2 S Cos e

2 Cos 2 X„ —  =  9'.7184

vindt men voor den logarithmus van dien coëfficiënt 7'.8338.
Hiermede komt dan

Zô A 'e, =  8'.0465, % A 'r ,  =  8'.2023, fo^A 'r, =  8'.3701;
’I  ï

ZoyA'S, =  f.9 3 8 7 , lo g o 's ,  =  7'.6429;

en dus volgens (141), (142), (143) en (145)

A'„, ((7 A. = -  0.0633, A'„7yA, = - 0 . 1 2 9 6  ,l
" ƒ L̂JA 'üdgh, = - 0 . 2 0 6 0 , h \, lg l i^  =  -0 .2 6 3 3 ,1

\n ï\
A u,%, =  +  19'.l, A'u,Vi = -)-2 8 ,6 ', A'd-T, = -f 36".3o

A'n.;t, =  +  40'.3, A'd,-ï , = - l ”2', A'i,,r, — -14" .1 .1

Herhaalt men dezelfde proef met andere amplitude zoo worden alle
verbeteringen evenredig daarmede gewijzigd; volgt uit de proef eene
andere waarde van A'.V , zoo blijkt dat men den zooeven gevonden
coëfficiënt in dezelfde verhouding wijzigen moet en dus ook de overeen­
komstige A' van z ,, %;, ) ?’i en T j in dezelfde verhouding verande­
ren. In  het proefondervindelijk gedeelte worden verschillende herhalingen
van dezelfde proef in de [H] en [K] reeks tot eene middelwaarde
samengevat. Dit gemiddelde der waarnemingen komt overeen met
A'd'V j =  —1 °0 '3 0 ''; men kan dus voor de overige correctiën zon­
der merkbare fout de waarden \m \ nemen. Bij eene tweede gemid-



dekle van zulke proeven bij kleinere beginaniplitude (de eindam-
plitude van de vorige) bleef in de gemiddelde waarneming over
A ' X ^ = - S r .

In de onderstelling dat deze afwijking geheel van de wrijving
afhankelijk van de tweede macht der snelheden afkomstig was, zou
men hebben moeten vinden A ' Z j ^ - S O ' ,  wat met de waargeno­
men A 'J lj zeer goed overeenstemt.

Men kan zich de vraag stellen, welke waarden voor de verbeterin­
gen bij de zoo even beschouwde proef gevonden zouden zijn, aanne­
mende, dat geen andere storingen dan eene wrijving rechtevenredig
aan de snelheid gewerkt had en wel met zulk eene waarde van X o—B d,
dat voor A .Yj dezelfde waarde — 1" 2' gevonden zou zijn. Ik vind voor
deze volgens de formulen van § 1

A x , = 1 8 ' , l ,  A Y , =  21 ,6 , a t , =  34",3,
A x  =  30',7, A .Y ,r = - l» 2 ' ,  A 2 ’2 = - 2 6 " , 4 .

De afwijkingen tusschen deze waarden en de onder [ra] opgegevene
zijn zoo gering, dat zij nauwelijks waargenomen kunnen worden en
bij mijne proeven door de toevallige storingen verre overtrolfen wor­
den. Wanneer men dus twee bij elkaar behoorende proeven, die niet
door ze verscheidene malen te herhalen van de toevallige fouten be­
vrijd zijn, volgens § 3 samenstelt en men tengevolge van de wrijving
afhankelijk van de tweede macht der snelheden eene kleine eindafwij-
king A 'A j =r Aj —A d overhoudt, mag men de verbetering der waar­
neming, die haar doet wegvallen, eenvoudigheidshalve berekenen alsof
zij het gevolg was van een verschil van de wrijving rechtevenredig
aan de snelheid om de beide messen. Wanneer men verder alleen
zwevingen om ééne der coördinetenassen waargenomen en daarbij de
afwijking X j —AT̂ gevonden heeft, maar niet weet welk deel er van
aan de eerste, en welk deel aan de hoogere machten der wrijving
moet worden toegeschreven, mag men ter berekening van de correc-
tiën beide deelen eenvoudig als afkomstig van eene wrijving recht­
evenredig aan de snelheid opvatten. Deze beide gevolgtrekkkingen
gelden natuurlijk alleen voor mijne of met overeenkomstige waarden
van J/', J/D, /i, A î—B[), en verrichte proeven.

Beschouwen wij nu verder weder het zoo even behandelde gemiddelde
van eenige proeven uit de [II] en [K] reeks. In de eerste onderperiode
was aanvankelijk (3, deBriffff. log. van 7i afgezien van eene standvastige,
5.4897; na T, =  D‘.0302 was (3j =  5.2900 en na T.̂  = 2 * .4 3 8 2  was
^ 2  = 5 .0 3 9 7  geworden. Berekent men hieruit de gemiddelde afname
van den Neper Ig. in w =  7', zoo vindt men daarvoor gedurende
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de eerste oudcrperiodc 0.0544, gedurende de tweede 0.0499.
Berekent men verder volgens de opgegeveii waarden van

hoeveel de wrijving afhankelijk van de tweede macht van de snelheid
bijdraagt tot deze waarden, zoo vindt men

in de eerste 0.0150, in de tweede 0.0113.
Het verschil van deze beide grootheden moet het verschil tusschen

de werkelijk waargenomene verklaren, en inderdaad is de overeen­
stemming, wanneer men de mate van nauwkeurigheid der waar­
nemingen in aanmerking neemt v rij b e v r e d i g e n d ,  daar zij min­
stens aantoont, dat beide grootheden van dezelfde orde zijn. In de
eerste onderperiode van de tweede proef vindt men voor de bijdrage
van de wrijving afhankelijk van de tweede macht 0.0089, inderdaad
is ook nu weder de waargenomen afname, 0.0483, kleiner; gedurende
de volgende onderperiode echter is de grootte van deze afname weer
toogenomen tot 0.0531, hoewel de bijdrage van de wrijving afhankelijk
van de tweede macht der snelheid tot 0.0067 daalde. Uit [j»] en
[^] op pag. 305 blijkt, dat deze toename van het decrement op
rekening van de wrijving onafhankelijk van de snelheid gesteld,
overeen zou komen met eene belangrijke inkrimping van het gebied
in de tweede proef, die niet waargenomen werd. Voor een klein
deel slechts kan zij aan de toetreding van lucht in den toestel ge­
durende de proef worden geweten en moet wel voornamelijk dooi­
de geringe nauwkeurigheid van de bepaling der kleine amplituden
verklaard worden. Daarentegen wijst de afwijking van A', in de
tweede periode van A’, in de eerste periode, nl. 14'.5, in plaats
van 49'.3 (theorie) op eene werking van de wrijving onafhankelijk
van de snelheid (als in ’t algemeen bij de beweging van twee vaste
lichamen om elkaar heen) waarop men bij nauwkeuriger proeven zal
moeten letten.

§ 5. Be afwijkingen ten gevolge van den invloed der wrijving
onafhankelijk van de snelheid.

(Vervolg van Hoofdstuk I ,  § 5.)

Ter berekening van dien invloed moet men in de reeks (93) den
vorm der coëfficiënten als daar kiezende aan de tweede afgeleiden
van V en (K toevoegen

d V dfjL
'Aü dt  __ '1?D dt
^1 A„ ! ( d v \ ' ^  \ j  Bo
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Daaruit volgt dan in de ontwikkeling (98) van H en H een term

Cospt'" _  Cosipt'"
— 'Ao

V Cos^pt"
en — ' /?D-

V Cos^ (pt'"  + )̂

Dezelfde redeneering, waarmede na de ontwikkelingen (199) tot
(101) aangetoond werd, dat slechts de middelwaarden

E Cos {p t' — ƒ ) en dCos {p t' — g),

voor de verandering der elementen in aanmerking komen, leert dat
dit ook hier het geval is en dat de nieuwe termen in S en H bij
deze middelwaarden de termen

— 'Aft V ( os'  ̂( p t '—f )  en — V Cos'  ̂ ipt'  — g)

voegen, voor welke men weder als op pag. 166 vindt

---- 'Aj) en
77 - '^ D .

TT

Om dus deze wrijving in rekening te brengen behoeft meu aan
de reeksen, die volgens pg. 167 in de plaats van en Bd gesteld
moeten worden om hoogere machten der snelheden in rekening te
brengen, slechts toe te voegen

4 , 4 ,
—  Ao  en —  BnTT a ?r o ■ (173)

En het blijkt dus dat de formelen, die wij op pg. 167 verkregen
voor de wrijving afhankelijk van de (n +  1)"̂ ' macht de snelheden
ook geldig zijn voor het geval van n =  — l.

Wanneer men weer volgens § 3 van dit Hoofdstuk twee waarne­
mingen samen voegt, en de afwijkingen ten gevolge van de wrijving
onafhankelijk van de snelheid in beide door 'A' en 'A" aanduidt,
komt even als in (167) voor de afwijking van het gemiddelde

l(f('A' +  'A") _  2('/fn + ' ^ ü ) / l  1 \ <7A„'
2 d( ~  77 \ a '  i '  )  d t  ' ' ' ^

Ook deze afwijkingen kan men slechts door mechanische quadra-
turen berekenen. Eene vereenvoudiging wordt hierin echter gebracht
door de volgende opmerking. Stellen wij overeenkomstig met de
schrijfwijze van § 4 'A d£ en 'A d^ voor ^e storing ten gevolge van
de wrijving onafhankelijk van de snelheid en verder

' A ' i ,  -
3 {'An 'Bd)

' A d ;
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zoo is bij £ en ^
d A ' i ) 1 dh'\)i

^ ' ^ d i ~ ’

en kan men dus de waarden der functien ƒ , op welke de mechanische
quadratuur moet worden toegepast bij de gekozen intervallen gemak­
kelijk uit grootheden bepalen, die reeds in de berekening der storingen
door de wrijving afhankelijk van de hoogere machten der snelheden
werden gebruikt. De verandering van logh door de wrijving onaf­
hankelijk van de snelheid vindt men weder door gebruik te maken
van (104), welke geeft

id lg h \  __ 2 _3 'Z?o
\  d t  Jj)! TV ll TV h

b,

of wanneer men weer het gemiddelde uit twee volgens § 3 samen­
gevoegde waarnemingen neemt en de afwijking hierin als voren met
'Ad aanduidt

'A v i  '  S | |  ( a  -h 5 ) V  /*o
— i'ADf?A) =  -
d t  TT V

A . . . .  (175)
V h \l h

1 ö'-l-A' \//<o
d t  i \ j k a  \ jh ti

waar nu a' en b' weer op zwevingen om de -as betrekking hebben.
Bij uitvoering der aangeduide berekeningen werd gevonden:

'A'„S, =  +  2.6696, = - 2 . 4 4 0 0 ,
10 “

'A'„e. = - 2 . 4 1 7 0 ,  'A'„£ , =  -  5..9338,

2 V f'n •A'„£3 = - 1 1 .0 8 7 ,

- — 'A'„£j = - 1 5 . 0 0 5 ,

2 V /«"o ,

'A'\)l^k j =  16.3 l ,

2 V̂ «,

A'd^^'^I—  — 29.24,

" 'A'i,Igb, = - 4 6 . 7 6 .
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Met eene eindafwijking 'A n Z j =  - f l»  komt dus overeen

'A„;Ci =  - 8 ' , 8 ,  'A dZ , = - 3 3 ' . 7 ,  'A n^ , = - 2 5 " . 4 , l
'AD;t2 =  - 4 0 ' . 5 ,  'AoZ2 =  1' 'A„2>j — -!-39''.9;f

'A„7y^^ 0.0177, 0.0347,

'i^x,lgh, = -  0.0621, 'A d 7 - 7 =  0.0994. ) M

Heeft men voor eene proef door mechanisclie quadratuur de bij
elkaar beboerende waarden van 'A d eenerzijds en van Ad- anderzijds
gevonden, zooals die afgezien van een coëfficiënt in ’t  algemeen voor
de door ons beschouwde proef in [7], [m], [p\ en [q] opgegeven
worden; zoo kan men de overblijvende afwijking A in het volgens
§ 3 gevormd gemiddelde

A = i> 'A D +  Q A u ' ..................................... (176)
stellen, waar P  &a. Q twee standvastigen zijn, die men uit de ge­
gevens van de proef zelf bepalen kan. Men kan tot het opstellen
der twee noodige vergelijkingen bijv. kiezen de eindafwijking
en het verschil tusschen het gemiddelde decrement in de eerste en
in de tweede onderperiode. Of men kan, wanneer men de proef
bij verschillende amplituden herhaald heeft het verloop met eene be­
naderde waarde van J-d en A ' berekenen en volgens de methode
der kleinste kwadraten de veranderingen AJ-', A J-d, A A ' en de waar­
den van P  en Q bepalen, die deze berekende verschijnselen het best met
de proeven doen overeenstemmen. Zoo zal men bij nauwkeuriger, maar
niet volgens § 3 twee aan twee vereenigde, proeven ook An en Bn,
A'i) en B'n en 'Ao en 'Ba elk afzonderlijk kunnen bepalen.

HOOFDSTUK III.
TOEPASSING VAN DE AFGELEIDE FORMELEN OP DE AFWIJKINGEN

BIJ DE SLINGERPROEVEN VAN FOUCAL’LT EN BRAVAIS.

§ 1 . Afwijkingen bij de dingergroef van P oucault.

Bij het doen van de slingerproef van F oucault met een langen
slinger heeft men bijna altijd afwijkingen van het theoretisch geval
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van den enkelvoudigen slinger waargenomen, die in ’t bizonder door
VAN DER W illigen te Haarlem proefondervindelijk onderzocht zijn.
Zijne waarnemingen zijn in de Archives du Musee Teyler, Tom H ,
medegedeeld en werden verkregen met een looden bol van 9 KG
opgehangen aan een ijzerdraad waarvan de diameter 1 mM en de
lengte 10,5 M was. Wij zullen hier de wijze van ophangen be­
schrijven omdat de meesten, die zich met deze proeven hebben bezig­
gehouden, daarin terecht de voornaamste oorzaak der storingen
zoeken.

Door een balk van een gewelf in Teylers Museum was een verti­
caal gat geboord van 5 dM. lengte, waardoor onder sterke wrijving
een stuk ijzeren buis van 6,5 dM. lengte 13,5 mM. diameter en 1.8
mM. wanddikte gestoken werd. Het boveneinde was van een kraag
voorzien en hiermede op de balk vastgeschroefd. Aan het beneden­
einde was een koperen stuk met eene kegelvormige, naar beneden
cylindrisch uitloopende doorboring aangesohroefd, waarin de ijzerdraad
met wrijving paste. Het benedengedeelte er van was overlangs ge­
spleten; zoodat men de ijzerdraad er gemakkelijk in kon brengen.
Wanneer dit geschied was, werd er eene moer overgeschroefd en
daardoor de ijzerdraad er onbewegelijk in bevestigd.

De tabel op pg. 207 bevat twee afzonderlijke door en i onderschei­
den proeven; daar echter de slinger bij ’t begin van de tweede nage­
noeg in hetzelfde azimuth in vlakke slingering werd gebracht, als bij
het einde van de eerste proef waargenomen werd, en verder de slin­
geringen aan ’t einde van de eerste proef (zoowel als aan ’t begin)
nagenoeg vlak waren, kan men de tweede als vervolg van de eerste
beschouwen en levert de tabel een overzicht over het verloop van de
draaiingssnelheid van het slingervlak en den elliptischen vorm van
de slingeringen gedurende eene geheele omdraaiing van het slinger­
vlak, uitgaande van het azimuth der aanvankelijke slingeringen in de
eerste proef. De draaiing van het slingervlak in een uur, is onder
B  in graden en decimaaldeelen daarvan opgegeven en werd berekend
uit de waarneming van het azimuth van de groote as der slingerba-
nen op twee tijdstippen; het gemiddelde van deze azimuth is onder
A, hot gemiddelde van de daarbij behoorende chronometer aanwijzin­
gen onder T  opgegeven. In de regels, die met ,,bij het begin en
„bij het einde” aanvangen, is echter onmiddelijk de aflezing van een
azimuth A bij den tijd T  aangegeven; uit de waarneming bij het
begin en bij het einde is het getal berekend, dat onder B  als „bij
het einde” wordt opgegeven. Q levert de afwijkingen van de theo-
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retische waarde van D,  11®,914, a de groote, b de kleine as van
de slingeringen, F  hunne verhouding en E  den zin van de beweging
in de ellips, waarbij de zin van de beweging van den uurwijzer po­
sitief genomen is. Eindelijk is P  het azimuth ten opzichte van het
vlak, .  dat den hoek tusschen het aanvankelijk en eindazimuth der
vlakke slingeringen midden doordeelt. Dit vlak heeft het azimuth
125®,11 voor de (f’s en 30®.9 voor de i’s, beide vlakken staan dus
nagenoeg loodrecht op elkaar. Uit de proeven van van der Willigen

blijkt nu, dat de vlakken 30».9 en 125®.!, of slechts weinig graden
daarvan afwijkende, dezelfde rol spelen wanneer men het aanvankelijk
azimuth der slingeringen anders kiest, maar niets aan den slinger
zelf verandert.

Bereikt het slingervlak door de draaiing der aarde het eerst het
vlak 3O®.9, zoo worden de slingeringen positief elliptisch en neemt
hunne kleine as toe, totdat hunne groote as in dit vlak valt; is het er
door overschreden, zoo nemen beide grootheden af tot het slinger­
vlak weer nagenoeg denzelfden hoek met dit vaste vlak, nu |echter naar
de andere zijde gemeten, vormt. De slingeringen zijn dan weder
rechtlijnig geworden.

Hetzelfde is het geval wanneer eerst 125®.1 bereikt wordt, de
slingeringen worden dan echter negatief elliptisch. De duur van
eene geheele omdraaiing van het slingervlak verschilt in ’t algemeen,
alnaarmate men een ander beginazimuth kiest, maar het gemiddelde
uit vele proeven met verschillend beginazimuth komt nader bij de
theoretische waarde.

Ik zal zulke middel waarden uit de tabellen van van der Willigen,
die elk over ongeveer 60 uren zich uitstrekken, in graden en deci-
maaldeelen daarvan aangeven, benevens de middel waarden R ,  van
het product van de beide assen der slingeringskrommen en den tijd
voor elke reeks in uren en millimeters. Het product is voor nega-
tief-elliptische slingeringen als negatief in rekening gebracht.

B R
I 12.032 -1- 78.1

II 12.105 - 4 3 .4
III 11.974 — 41.5
IV 11.810 -  37.8

gemiddelde 11.980 theorie 11.914.

Dergelijke afwijkingen tusschen de proeven onderling vindt men
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terug in de uitgebreide proefreeksen van B unt ‘); zij worden zooals
B unt (Ph. M. T. I I ,  p. I I8 )  opmerkt en bij zijn eerste proeven vond,
grooter voor grootere amplituden. Voor de correctie van die afwij­
kingen heeft men gemeend te kunnen volstaan met eene door Gal-
BRAIGHT, H aughton en G. B. A ir y  opgestelde formule, die wij in
n°. 47 van ’t I '  Stuk hebben behandeld.

Voor dezen slinger was

135.1800
4 t Z2 ^  m  0,000155,

wanneer l in millimeters uitgedrukt is. Deze grootheid met de
waarde van Ti in de vorige tabel vermenigvuldigd, is de afwijking
van de onder D  medegedeelde gemiddelde draaiing per uur van de
theoretische nl. van 11.914, tengevolge van de eindige waarde der
amplituden; zij verklaart van de werkelijke afwijkingen slechts een
onbeduidend gedeelte.

§ 2. Formule voor de beweging van het slingervlaJe.

Wij zullen nu echter de vergelijkingen voor de beweging van het
slingervlak en de verandering der ellipsen opstellen, wanneer men
niet alleen op deze afwijking, maar ook op die ten gevolge van

en van bij onzen cardanisch opgehangen slinger let.
Volgens (101) van ’t  1® Stuk is

Sm2 xCos 2 1 ' ^  +  Sin%XCos 2; ;̂ ^  —
d t  ctv d i

■ Sin 2 X Sin 2 X  -f Cos 2 X Cos 2 % — =  Cos 1 — 2« ' da.'
2 \! a ' { l - a ' )  d t

dT,- S i n T ,  s l a ' [ l - a ' ) ~ \

dus

Cos % x ^ ^ —  I  2 Z  Cos 2 X  Cos ( l - 2 « ' )  1 da1 da'

' •S, \l  a ' a ' y  dt

- C o s 2 X  Sin V « '( ! - « ' )  ^  ,

>) Ph. Mag. 4ih Sev. T. I. p. 552. T. II. p. 37, 81, 158, 424.
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2 V a'(l—
________ ^'r

- ( 1 - 2  a') Sin r„ V »' (1 -  «‘O .

2 o 7’o dj_
^ d t c i O ^ )

Verder

— (1 — 2 u!) SinT„ V a' (1 — «') ■

(177)

=  {C..2 J -S .2 Z C ..T . +

+ /K«3Z&’» rj ^a'{l — a') -JY’

_ ^ d ^ 2 x  _  j 2 ( i _ 2 « ' ) _ 2 C o .> r ^ ( i_ a « ' ) j  ^  +

+  4 Co« I’d Sire T„ «' (1 — «') ,

d W % x _ da dT„
4(1 - 2  «') Sire’ 2'„ —  - 8  (7os T, Sin T„ a' (1 - a‘) - j f

( 178)

Wanneer men hierin invoert (107) en (108) van ’t l? Stuk met
£l' in plaats van <y, komt

Coŝ  %X 3 7 =:-^i'(Co«^ 7’„ + ( l-2 « ')*  Sin’'- T , ) -(t z
-  (1 -  2 a') Sire r„ V ̂ ^ )  (? - p )

d X  _  , ( l-2 g ')S i» r o (y -jg )  V g '( l-g ')
«ii Cos’ 2;̂ ;

- [ ± ] ' C o« 2 X 7 > 2 ; K
q - p (179)

en uit
^ - ^ ^ = - 8 S i n T „ C o s T ,  a ' { l - a ' ) { q - p ) ,

(C z
eveneens met (102) van ’t 1® Stuk

■ ( i - p )
ë = H '

Sin2X- (180)

d? TNeemt men nu de termen in ~  en afkomstig van eindige
dt  dt

amplituden en van de wrijving recht evenredig aan de snelheden vol­
gens (102) en (105), zoo vindt men



___ B o  — A\) ‘̂ Cos^'iiuCosT „ \j a,‘( \ —c i ' ) — % a,‘)8in%
\ d t ) n ~  4 l _ 4 a ' ( l _ ^ ' ) 2 ^ ^ y T  =

—  _  ~  Cos^'l'D Sin 2 X C o s 2 x +  Cos 2 ^ 2 XSin 2 J/„ _
4 Cos» 2 ^  ~

d Cos» 2;̂ ;

~  ^ 1) Sin 2 {X  +  iJ/[))
4 Cos 2 X , (181)

—  ^(-®D~ ^ d) {(1 — 2 a)8in'- 7'„ (2cj'(l — st') Cos 2 iJ/q -f

+(l-2«!')ros7’„ V ^ ~ « Ö S w 2  4'n)-^’0’S2'o‘S*»'7’„ cd{\-cc')8in2^^\ =

—K)Sin'^ 2x{Cos 2 X Cos 2X Cos 2 -i/a — Sin 2 X Cos 2 ^ &  2 J/p);

en dus

( __^0
\ d t  Jx, Sin 2 X Cos 2 (4<d +  X) . . (182)

Bij het aanbrengen van de verbetering voor eindige amplituden mag
men den slinger van F oucault als een enkelvoudigen slinger be­
schouwen; dan is volgens n°. 47 van het 1® Stuk

—

\  d t  /  A. \ d t ) A ~
zoodat ten slotte, afgezien van de hoogere machten der wrijving, de
beweging van de groote as van de slingeringsellips wordt bepaald
door

—  r = - n ' - r + l '  ^dt  LdiJ g - - [ ± ] ^ C o s 2 A - 7 > 2 x ^ - - ^ - f -

+
A\y — Byy &'»2(A-f J/p)

4 Cos 2 X (183)

Hierin moet men bij inachtneming van de andere machten der
snelheden in de wrijving voor An en Bn nog de reeksen in de plaats
stellen. In hoofdzaak zal deze vergelijking ook de draaiing van het
slingervlak bepalen wanneer men de slingerproef van F oucault op
de gewone wijze doet; het verschil tussohen de draaiing van het slin­
gervlak bij den cardanisoh opgehangen slinger en bij dien van van

DER W illigen  zal voornamelijk daarin gelegen zijn, dat de andere
machten van de snelheid een anderen invloed op de wrijving uitoe- ‘
fenen. De toevallige storingen in zijne proeven, die vooral blijken
uit de onregelmatige verandering van vorm en ligging der slingerings-
ellipsen, en aan trillingen van het gebouw, luchtstroomingen enz.

14
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L

moeten worden toegeschreven, zijn echter veel te belangrijk om deze
formule in zijne waarnemingen bevestigd te vinden.

§ 3. Biscnsde van de gestoorde slingerproef van Foucault.

Laten wij nu tot de integraalvergelijkingen voor de bewegings­
verschijnselen bij den cardanisoh opgehangen slinger, wanneer 4''
nagenoeg tot 90" of m. a. w. J/" zeer klein is gemaakt en de slin­
geringen aanvankelijk vlak zijn, overgaan. Li anneer de storingen
niet in aanmerking kwamen, zouden zich verschijnselen van de klasse
B. I. vertonnen en volgens de grondvergelijkingen (A) van ’t 1' Stuk
en pag. 158 tot in de derde machten van nauwkeurig

Cos 2 X  Cos ix  —-  ̂ 2 X„ -I-
Cos  ̂ 2X„)Cos2(i)-h5), (184)

Sin2XCos%x '■= ( l - H ' ' ' ” 2 A„)Aw2 (D + ^),

dus
- Cos - 2 X — '1''̂  ̂  (Cos 2 ( D  - f  5) Cos 2 ) ;

of X grootheid van de orde van J/" zijn.
De afwijking van de groote as der slingeringsellips van de ligging,

die zij zoude innemen, wanneer zij met de gelijkmatige snelheid
S in ii' om de verticaal draaide, wordt het gemakkelijkst gevonden

door S m 2 { X - ü - i )  te vormen, waaruit blijkt, dat

a '
Sin 2 { X X Sin <li' t — l \  Cos ix  =

— 4,"^ Sin2 { D X ^ ) i j  Cos2{DX^)-Cos2Xf,)

en dus tot in de derde macht van 4'" nauwkeurig

SI'
X =  - & 2 (D  +  I) (1 Cos2{DXS)-Cos2X„)-,

■ & 4 ''
of, daar S slechts ten bedrage van eene grootheid van de orde van^
4/"  ̂ van X„ verschilt,

S l 'X = X „ -  t -I- \  4-"' Sin 2 (D -t-X») ( i  Cos 2 { n X ^ o ) -  Cos 2 X , ) X
+ - 4 - " ^ & 4 X „ ...................... (185)

is. De bedoelde afwijking is dus eene grootheid van do orde van
en bij het azimuth gegeven door (185) behoort de ellips, die

door
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± X  =  4' ' '(Co.s 2(D + X J - C os2 X „ ) .................. (186)

tot in (Ie tweede macht van J/" nauwkeurig bepaald wordt. Om de
verdere afwijking onder den invloed der verschillende storingen te
leeren kennen behoeft men in de beschouwingen van het vorige
Hoofdstuk slechts geringe wijzigingen te brengen.

De formulen (141), (142), (143) en (144) blijven hier van toe­
passing, daar zij gelden voor elke waarde van 4-'. Voor (145) komt
in de plaats

.............. (187)
waar -j- geldt voor het geval, dat de slingeringsellips het eerst de
■r i - en vooi het geval, dat zij het eerst de y  i -as overschrijdt.
In deze formulen (1 4 1 ) . . . (144) en (187) moeten wij nu weder de
waarden van A e en AJ ten gevolge van de verschillende storingen
invoeren. Wij beginnen daartoe met de variatien van e en S ten­
gevolge van de wrijving, en verwaarloozen in de berekening der
storingen de tweede en hoogere machten van verder beschouwen
wij als in § 1 van het vorige Hoofdstuk weder eerst de termen, die
Cos2 4>n als factor bevatten.

De vergelijkingen (150) en (15 2) blijven gelden en geven dan

.  V  -^D —  £ n  5T

-  4 1 ^ 2 1-; 2 4 n .................. (188)

Wanneer S in2X „  negatief is bereikt de groote as der slingerings-
elhpsen het eerst de « j ,  wanneer S m 2 X ^  positief is het eerst de
y  i-as.

Hieruit volgt, dat wanneer S in 2X „  niet te klein is in ’t algemeen
de groote as der ellipsen, voor dat de slingeringen ten tweede male
rechtlijnig worden een gebied doorloopt, dat kleiner of grooter dan
180 is , alnaarmate in de richting van de symmetrieas, die het eerst
overschreden wordt, de slingeringen het sterkst of het minst afnemen.

De afleiding van A ej in (147) uit de algemeene formule blijft
ook hier gelden, daar aan het einde van de eerste onderperiode
&’« 2(11-f i') —  — &  25 is; daar wij verder 2S =  2X^  en

Tl ■■ T, —  — voor het geval, dat de (Cj-as,

r ,  : 7’j =  2 ! r - 4 ^ : 2 7 r  voor het geval, dat de yj-as

het eerst overschreden wordt, hebben, leert eene redeneering over­
eenkomende met die b ij-(153), dat

^ = , ( 1 8 9 )I =  -  2 4n ( -  3 ’ Sin 4 .Y„)4 Sin 2 A'„ V Xi'
14*



214

:,(190)

voor JC„ negcatief, en

A ï  , = - » . !  fa  ( ,  -  2,,V. + i  S .  4 J , )

voor Xg positief is. Het teeken van de gi'ootheid tusschen ( ) is
dus steeds positief; zoodat A X j steeds tegengesteld in teeken aan
A ^ 2  is, en het gebied der eerste onderperiode uitgebreid of verkort
wordt, al naarmate de in haar overschreden symmetrieas de richting
is, voor welke het grootste of het kleinste decrement geldt.

Verder is

(191)
A i ) i x i = d z  — Tos? ~  2 n '

- ^ D I  Cos2XgSm2X„'j,

waar het bovenste der teekens +  geldt, wanneer Xi x-i  en
in de yi-as valt, en het benedenste voor het tegengestelde geval.

Wij hebben dan bij overschrijding van de as van ’t grootste decre­
ment vergrooting, bij die van ’t kleinste verkleining van de kleine as.

Om J/' te bepalen zal men nu hebben

Zi + =  90'’ -
en wordt dus

A J.' =  ±  r  ^ O o s 2  4^„............... (193)
4 ^

zoodat men ij/' te groot of te klein vindt al naarmate het eerst de
symmetrieas waarin het decrement het kleinste of het grootste is
overschreden wordt.

Eindelijk

An, V, = -  , O i n -  Bd) ^ 0 3  2 4-,,,
4 Si' Sm 2 Xg

J o - C o s 24>„
V 41'’*

V. n.g.,i.t, (19S)

Naarmate dus de beginslingering voor of achter de symmetrieas
van ’t  grootste decrement ligt (d. w. zeggen dat deze as door het slin-
gervlak in zijne beweging bereikt wordt of als reeds overschreden
gedacht kan worden), wordt de geheele periode verkort of verlengd,
de eerste onderperiode verlengd of verkort.

Nu gaan wij over tot de termen, die Sin2<pD bevatten.
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Deze zijn alleen van invloed op T, , en X i i  6n geven

A,,ii 7', =  Sin Sin 2 4,0 , ................(194)

hetwelk in teeken aan Ani Ti gelijk of tegengesteld is , al naarmate
Sin 2 negatief of positief is. Uit

=  ±  Sin24>u4,'' Cos 2 A \  ( +  1 -  Cos 2 Ju),

Ann X 2 —  ih   ̂' f ' D Cos 2 A’,, ( +  1 -|- Cos 2 A ^) ,

waar de teekens ±  op dezelfde wijze als bij de Ad worden bepaald,
volgt voor

Aoii4''‘ =  - ‘̂ ^ j ^ - ‘'Si,i2 4,o4'"Cos2J„ .................... ( 195)

Wanneer wij ons ten opzichte van de termen, afkomstig van de
hoogere machten der snelheden tot de tweede bepalen, zal men in

d t
2 2 P l '

, h p Cos 2 [ ü  4-^)-\- c'B S ?i2(D 4- )̂ <S'n4,'

voor de coëfficiënten an, b„, Cp, ê'p. c'„ dergelijke moeten gebruiken,
g

waarmen volgens (106) alleen —  (^ 'n a -S 'u ^ )  voor d D - S n i n d e
O  T

plaats behoeft te stellen. Evenzoo zal men om de wrijving onaf­

hankelijk van de snelheid te verkrijgen -  ( ' A o ~  —'S b ^
7T \  a

^ 0 —Bo in de plaats moeten stellen. Voor de grootheden, die
door a en 5 worden aangeduid, zal men echter, als voren de
tweede macht van 4, ' verwaarloozende,

t t
a = z \ j j r ^ e ~  °2 C os(A +J-d) ,  é =  V ^ e ” ^»2 ,S«(A '-|->]/„),

kunnen stellen en op deze wijze ook de wrijvings correotien in s en
1 tengevolge van de hoogere machten der snelheden voor dit geval
door quadraturen kunnen vinden.

Om den invloed der eindige amplituden te leeren kennen zal men
weder de volledige uitdrukkingen (139) van A j, B , ,  C, . . . .  niet
behoeven te gebruiken, wanneer J o - B o  ten opzichte van Xi' klein
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is. Men mag nu wel niet Aj en Aj nul stellen, maar wel, en
daarop komt het ten slotte aan, de producten er van met de coëffi­
ciënten van A l ,  B i ,  C j, enz. omdat deze alle in de bijbehoorende
Aa^ ,  Aa T  en Aa% den kleinen coëfficiënt J/'' (door Cos^‘ of Cos r)
of brengen.

 ̂ 4. Afioijkingen hij de slingerproef van Bravais.

Aan het slot van zijne verhandeling') over het bewijs van de as­
wenteling der aarde met behulp van den conischen slinger, beschrijft
B ravais  de onregelmatigheden, die zich bij oorspronkelijk oirkelvor-
mige slingeringen voordeden.

Tant que 1’on se sert du même fil et que la rotation est de même
sens, 1’orbite supposée primitivement circulaire a une tendance a
se changer en une ellipse dont Ie grand axe offre une direction déter-
minée. La forme légèrement elliptique que peut avoir Forbite ini­
tiale ne trouble pas sensiblement ce résultat. Si 1’ellipticité de Forbite
initiale était inverse de celle que doit avoir Fellipse finale, Forbite
variable commencerait d’abord par arriver a la forme circulaire ou
sensiblement circulaire, circonstance qui retarderait la transformation
en ellipse finale........... Si au contraire Forbite initiale avait une
ellipticité analogue de position a Fellipticité finale, cette circonstance
favoriserait son prompt établissement. On voit ainsi, que, pour un
même fil, la diminution des amplitudes ne se fait pas avec la même
rapidité ponr les différents rayons vecteurs de Forbite. II est deux
positions rectangulaires pour lesquelles la diminution est a son
maximum dans Fune et a son minimum dans Fantre.

Si Fon fait tourner Ie même fil dans Ie sens inverse, la position du
grand axe de Fellipse finale se déplace. Un défaut d’horizontalité
dans la plaque de suspension peut aussi modifier cette position, et
faire dégénérer plus rapidement Forbite en une ellipse sensiblement
allongce. Ainsi dans les observations du fil. A, d’occident en orient
les 5, 9 et 11 mai, Ie grand axe de Forbite finale tendait a se
diriger au S 60“ O; mais après Ie redressement de la plaque de
suspension, Ie grand axe s’est dirigé au S 15“ O. Pour les rota­
tions d’orient en Occident, la différence a cté encore plus considerable.
En général, lorsqu’on change Ie sens de la rotation, la position
normale du grand axe marche dans Ie sens de Fancienne rotation.

■) Junrn. de t.iouv,, 1>’ S. T. 19, p. 44.
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Ainsi, pour le til A, avant la roctifioatioii de la suspension qui a
eii lieu le 13 mai, dans la rotation de 1’est a 1’ouest, par le sud,
le grand axe était situé au S SS” O; en renversant la rotation, ü
a retrograde de 25 degres et passé au S 60" O.

Pour ce même til A, après la rectification de la suspension le
grand axe situé au S 46" E , lorsque la rotation avait lieu de 1’est
a 1’ouest, a passé au S 15" O ; rétrogradation 61 degrés pour le
sens de la nouvelle rotation.

Pour le til B, dans les mêmes conditions S 50" E ., et ensnite
S 5" E; la rétrogradation est de 55 degrés.

Enfin pour le til A', les deux positions du grand axe sont S 64"
E et S 18“ E; rétrogradation de 46 degrés.

Ces résultats semblent indiquer une notable influence exercé par
la piece de suspension; 1’état moléculaire des fils pres de la suspen­
sion semble, au contraire, avoir une faible influence, les trois fils
ayant donné sensibleraent les mêmes résultats.

La forme du mobile n’a pu d’ailleurs avoir auoune influence appre­
ciable; les cylindres pesants ctaient parfaitement tournes, ainsi que
toutes les pieces de la suspension inferieure, et la resistance de
1’air devait ainsi être constante dans toutes les directions azirautliales.

J ’ai eu aussi 1’occasion de reconnaitre que les courans d’air, soit
accidentels, soit determines par 1’approche de l’observateur, pouvaient
troubler un peu le mouvement........... fes perturbations irrégulicres
peuvent expliquer, au moins en partie, les differences de forme
qu’offrent d’un jour a 1’autre les ellipses finales après des rotations
du même fil, dirigces dans le même sens.

Je n’ai pas remarqué que les grands axes des ellipses eusscnt un
déplacement lent dans le sens du mouvement diurne, c’ost a dire
d’orient en Occident, comme on pouvait l’inférer ii priori du pbéno-
mcne de déviation observe par M. F oucault ; il est a croire que
Faction de la terre se borne a déplacer dans ce sens d’nii petit
nombre de degrés la position d’équilibre que la suspension tend a
donner au grand axe, et que cette déviation, é t a n t  s e n s i b l e me n t
c o n s t a n t e  dans toutes les séries d’observations du même pendule,
reste ainsi inapercjue.

§ 5. Verhlaring van de afwijkingen hij de proef van Bb .iv a is .

De verklaring van een gedeelte der beschreven afwijkingen althans
wordt daardoor geleverd, dat men ze onder het zelfde gezichtspunt
met de afwijkingen in de proeven van F oucault brengt.
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Lateu Tvij eerst alleen daarop letten, dat de slingertijd van den
slinger door de eigenaardige wijze van ophanging in verschillende
richtingen verschillend is. De proeven van B ravais toonen het
bestaan van deze oorzaak van verandering der slingerbanen aan;
immers bij denzelfden slinger bleek de afname der amplituden in
verschillende richtingen in de nagenoeg cirkelvormigen baan gemeten,
af te hangen van den zin van de beweging in de baan. De afzon­
derlijke proeven werden niet lang genoeg voortgezet om er uit op
te kunnen maken of maar het is waarschijnlijk, dat

was. Dan behooren de door Bravais waargenomen be­
wegingsverschijnselen in het algemeen tot de klasse A, die in n°. 28
van ’t 1“ Stuk behandeld werd, en men zal dus niet meer de door
B ravais, die Tg-i>'=- oo onderstelt, (zie n“. 50 van het 1® Stuk)
tot het berekenen van Xi' uit de verandering van t  gebruikte for­
mule mogen aannemen, maar van de algemeene formule (D) van
het 1® Stuk gebruik moeten maken, waarbij op dergelijke wijze als
in n°. 50 van ’t 1® Stuk de verandering der ellipsen tengevolge
van p ^ q  in aanmerking genomen moet worden. Wij zuUen deze
vrij omslachtige berekening hier niet ontwikkelen; immers de carda-
nisch opgehangen slinger stelt ons in staat p  — q te maken en dus
de proef van B ravais zonder deze storing te verrichten. Anderzijds
geeft n°. 26 van het 1® Stuk ons het middel aan de hand om ook
wanneer q - p  niet — O is , tot een geval te komen, dat theoretisch
zeer eenvoudig berekend kan worden. Daartoe kiezen wij in dat
geval als oorspronkelijke slingeringsvorm niet den cirkel, maar de
onverander l i jke  e l l ipsen  van den slinger. Dan wordt volgens
(D) en n '. 26

T - T „  I tt

p - q

V C o s -J ip~-qY

Cos lp Cos lp
V Cos  ̂ V Cos  ̂p

ArctgiTgB) —

. P - i

waar B  tusschen O en 180° in den zin tegengesteld aan Xl' genomen
moet worden. Dus

É



2 lil

t> i![± ]

=  - [ ± J '

- a '

i i '
Sin 4'

t —

+
Cos

'  V Cos '' \p
Costp' ) i,

Dezelfde formule vindt men terstond uit (106) en n°. 36 van
’t l®  Stuk, daar

Cos4‘C osT,= zO , SinT„ = z [ ± y . l ,  1 -  3 =  j ^ + j  "

. ' = ! - [ + ]

en dus
V' Cos ' 4-

ro«4<',

V a '( l  —«') =  Y Sin4>', Cos ij/.

Uit _____ y - j ” i
Sin4>' 3 ƒ ■ (196)

volgt, dat, wanneer men eene rechts en linksomgaande onverander­
lijke ellips vergelijkt, het verschil tussohen de twee slingertijden ten
opzichte van de y ,-as eenvoudig

2 n '
Sin 4̂ '

2 n '  „  ,  .

Sin 4 ’  y ff ' (197)

is, zooals wij in (330) van het 1® Stuk voor de proeven van B ravais

waar 4^'=  90° is , vonden.
De onregelmatigheden door Bravais opgemerkt laten zich niet

geheel daardoor verklaren, dat men de bewegingsverschijnselen van
zijn slinger opvat als behoorende tot de klasse A. Immers dan
moest het azimuth, waarbij de groote as der ellipsen uit den cirkel
te voorschijn treedt, wanneer de slingeringen rechts- of wel linksom
plaats hebben 90° verschillen. Wij zullen aantoonen, dat wanneer
men de wrijving in aanmerking neemt zulk eene wijziging in de
klasse A kan worden voorzien. Uit (178) volgt

d̂ - Cos‘‘ 2 x a!
-  ̂ { 1 -2  c ')S in ^ T ,- - -% C o s T ,S i , iT ,  +dC- - .......o u - v -  ~y ^^2

-1-8 (̂ — j*SM U -r„-h8(Sm "-r„-C o.s" -jr„)a '( i-« ')
d t )

+
dx! dT„
dt dt 8 ( 1 -  3 z') Sin r„ Cos T„ -  8 Sin T„ Cos (1 -  3 x. ') }.
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Hierin moot genomen worden
dvJ
dt = 1 -  2X1'V a'(l-« ')<^ 'o* '/’o +  o { - - 3 f ’os3 4 'ü^'( l

- C o s T ^ [ l - 2 u ! ) \ l ,

r .  , 1 —2 a' c- 7 ’ I 1̂’“'"'̂ '’ c;,, 9  I __^ n T „- " = : y -f XI ,______ :-  ‘Stn To ^----- ------ • IH 3 ;
4 V a ( l - a ' )dt ' 1 1 ' ^ “ ,/„/^T “ ' 4

dus voor oorspronkelijk cirkelvormige slingeringen, vvaar

1 -  2 a' r=i 0 , 2 \/ a' (1 -  a') Cos =  Sin T,, =  [ x ]  ’ V Sin- f „ ,

) > » ' = » •

en weg’ens

d 'j!  'j
dt /  o'

. 2 r os 2 J.,, { ( 1  -  a')} o =  -  -  tos 2 ,4

^ 7 ^ ' '  S.'« 2 4- n
\ / a ' ( l - £ 5  j

2”[ ± ] "  ««24-u,

wordt

i  (^ r ,-^ n )^  + 3(7 -? )*  +

f % {<i-p){B^-A^)Sin% ^^SmT^  =  i  { (i?„ - -7„)H  ■!{?-J»)‘ } +

Hiermede wordt wegens

C o s"-% x:= . -  +4(? - iC '4  [± ]'4(y  -^)(5,-/y„)>''««2 4-n},

Cos ix  —  \  V(/tD-dn)® +4{y- / ; )® + [ ± ] '  t(ry - jo;tZ?„-^i,)S*«2 V
(198)

Verder kan men ook Cos 2 XCos 2% gemakkelijk als functie van
den tijd uitdrukken

Cos2XCos2;ï  Cos2X„ Cos2xo +
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Hieruit volgt

C’os2 ^  —

Cos 2 A' Cos 2 — 2 ( j t
Cvt> J  Q

7 '  \ /?|J -
----T--- 6'0̂ 2 4/i,

( Ii{)~ A'̂ ) Cos 2 J'i)
V [ B a - A „ y - - \ - ‘̂ { q - p y ‘- [ +  ]■• 4<[q — p )  [ B o - y J ^ )  S i i f i ^ j u

(199)
Eindelijk vindt men Sin2X  als volgt

Sin2 XCos2 X ~   ̂ T’o V «'(1 — |  t . . .  —

— - [ ± y
en

Sm2X ■ [ ± ] ' ’ ^ (y -y )  -  (-^n— îQ Sin H'I)
V (i?,, -  B „y + 4 ( q - p y [ ± y 4 ( q - p )  (i?; -  /i„) sm  2 ‘

( 200 )

Bij verandering van [+ ] '' gaat Sin i X  of Cos 2 X niet in de
tegengestelde waarde over; dus is het verschil van het azimuth,
waarbij do groote as uit positieve, en van het azimuth, waarbij de
groote as uit negatieve cirkels opduikt, niet, als in het theoretisch
geval der klasse A, 90’.

§ 6. Onverandm'Vqhe ellipsen onder den invloed der icrijving.

l)e eindtoestand van de klasse CII, van zwevingen om de coör-
dinateuas in wier richting de slingeringen het langzaamst afnemen
wordt geleverd door dergelijke ellipsen als de klasse E in het theo­
retisch eenvoudige geval. Wij vinden dezen eindtoestand door de
vergelijkingen

—  -  n J -  [+ ]"  Cos 2XTg 2 -p ~ S m 2 { X y  ^
2 '<• Cos 2 % ’dt

_  du ' Sin 2 X ^os 2 (A'-|- ipi,) -f [ + ] ’' Sin 2 A' ^  =  O

1) op te lossen. In andej

' Sin 2 X  Cos 2 vpn Cos 2 A' .p

g f  4  - - -  V L — J  “  2

(zie 180, 182, 183) op te lossen. In anderen vorm is de laatste
£ x __d „ - 5 i ,
d t

+ [ ± ]  ̂  Sin 2 X Sin 2 4/,, Sin2X=z O, . . (201)



of Ty%X —
(ii, - 5 i i)  S,in^x  Cos2 4-1)
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{ \̂<—Sa)Sin' ix  ‘Sïffl24-o- [± ]’' 2(y - p) '

ierwijl X dan door de eerste vergelijking bepaald wordt, nl. door

n '  _  c - o I 1 ~ P  c-  o \

+  ( 202 )
4 ( o s ^ x

welke van den vierden graad in 5in 2 x  is-
Wij zullen de oplossing slechts nagaan voor ’t geval, dat 4-i) =  O ,

dan wordt
Tg^X— - f S m 2 x ,

Xl'Cos^X _  ,  c- o
Cos2X —

f — r:-]r d |)-^ D  g - p  A n - f i u , .
ffJiZipy  ̂—  ----------------------------4 '

stellende

Waaruit volgt

Siu 2x (2/2+2/2xi'2 O 3/^a'- O '
zoodat in dit geval slechts twee oplossingen, een voor en een
voor [—] ' ,  mogelijk blijken te zijn.

H O O F D S T U K  IV.
UITBREIDINGEN VAN HET ONDERZOEK IN DE VORIGE

IIOOFDSTUKKEN.

[1] In Hoofdst. II § 1 [6] vonden wij, dat de term in
de storingsfunctie S  (zie (41) en (43)) geen anderen invloed op de
verschijnselen heeft, dan dat voor 4 'd een andere waarde in de plaats
treedt. Hierbij werd, als overal in Hoofdst. II en ook reeds bij de
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benaderde integratie in I § 7 ondersteld, dat klein ten op­
zichte van p - q  en Sl', en dus eene grootheid van de derde orde is.
In  Hoofdst. I  §1  werd echter betoogd, dat in ’t  algemeen
van de tweede orde kan zijn, en eene uitbreiding van ons onderzoek
tot dit geval blijkt dus wenschelijk. Eene andere splitsing van de
karakteristieke functie van ons vraagstuk in de karakteristieke functie
van eene ongestoorde beweging en eene storingsfunctie stelt ons ech­
ter in staat de afzonderlijke beschouwing van U'^q. van den aan­
vang af overbodig te maken. Wij voeren daartoe weer als in I  § 1
in plaats van ^ en v) andere coördinaten 0  en ö in , maar laten
voorloopig den hoek in de vergelijkingen (24) onbepaald, én zien
dus verder af van de vergelijking (27). De levende kracht T  neemt
dan overeenkomstig met (25) den vorm

»  (̂ ) \ r
d t  d t

aan, terwijl voor M ”, M' en U' w e d e r  de vergelijkingen (74*)
met de nieuwe waarde van 0 d gelden. In  de ontwikkelingen, die tot
(40) voeren, wordt geen gebruik gemaakt van de eigenschap, dat

—  O is; zij blijven dus gelden voor onze nieuwe waarde vj/n. En
wanneer men de termen met den coëfficiënt C„ uit U in S over­
brengt (zie (41) en (42)), verkrijgen wij, zoodra J-b zoo gekozen is,
dat C„ van de tweede orde is en men dus in den noemer van (42)
A/,£o  ^o -S o -C 'o ^  mag stellen, weder (46), terwijl

C„p\p\
bij de storingsfunctie S (zie (43)) gevoegd moet worden — —

(vergelijk (48)). Daar (7„ van de tweede orde is blijven de verdere
omvormingen van de storingsfunctie geldig en zal men ten slotte
als uitdrukking van de storingsfunctie weder (55) krijgen, waaraan
nu moet worden toegevoegd

^ 0  ^ 0

3 C„ V u.(li — cc) C osqf Cospd -

Hetgeen er van dezen term voor de verandering der elementen
volgens de redeneering in I  § 2 in aanmerking komt, kunnen wij met

U' _______
-------—  yj ct)CosTg samenvatten tot

n

^  .tl »

~ M
a{h— a) Cos T„.
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De keuze van 4*0, tot nog toe alleen bepaald door de eigenschap
(lat van de tweede orde moet zijn, ligt nu voor de hand; im­
mers deze term valt uit de storingsfunctie weg wanneer 4n zoo ge­
kozen is, dat

waardoor tevens eene grootheid van de tweede orde wordt. Dit
vordert volgens (26) eenerzijds en (74*) anderzijds

MA^n  A ,
. (208)

4Vanneer wij aan 4n de hierdoor bepaalde waarde toekennen
kunnen wij verder in de vroegere ontwikkelingen overal O
stellen, terwijl deze overigens onveranderd geldig blijven, en nu het
voordeel hebben als o n g e s to o rd e  bevv'’eg ing  die te beschouwen,
welke de slinger bij oneindig kleine amplituden zou vertoonen onder
de werking van de zwaartekracht alleen. Deze uitkomst komt over­
een met die van pg. 157, daar de hoek der scheefhoekige coördi­
natenassen bij onzen slinger, waar eenerzijds en W ,  M' an­
derzijds slechts ten bedrage van grootheden van de tweede orde ver­
schillen, eveneens van de tweede orde is.

[2] Laten wij nu nog nagaan hoe men in dit geval van een
gegeven (waargenomen) waarde van 4„ en n  tot eene willekeurige
andere overgaat. Daartoe merke men weer overeenkomstig met pg.
159 op, dat

^ 0 - ^ 0  ^  M ’- M
B, ' M

{A^'' -  A ^ l ) } Cos 2 j/B + {A„ ■\-MA^1]Sin 2 4„] ~  -

_  ^ MA^V+A,
Ag M Sm 2^0

en vooi andere waarden 4 d ®n n^, na toevoeging van gewichten
bepaald door F  m  f
B g - A g  ^  Ji"~ y¥ ' —  2

■\-MFCos2f] ros24'n-(-(̂ „ U',^A-MA^'^-MF S in 2 f) S m 2 ^ \; \— ~

_  Ag U ' . ^ - M F  Sin 3 ƒ

zoodat
Ag M Sin 2 it'i)
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T, A, 1' {(CoUj^) iin  2 4-'D “  Cotcj-J/ «ra 3 4-d } — 2 /,

i '  {{Cotg^)' Cos^^'o-Cotg^Cosi-]>i>]=-'PCos%f-,
(304)

^£,= 0-geheel als in het meer eenvoudige geval, dat ^  ni
[3] Ten slotte kan men nog gemakkelijk de vorige onderzoekin­

gen , die volgens pg. 140 R  van de eerste orde onderstellen, uitbrei­
den tot het geval van eene willekeurige waarde van R- Met het
oog daarop zijn verschillende termen in de ontwikkelingen medege­
nomen, die in de onderstelling, dat R  klein van de eerste orde is,
niet van invloed op de verschijnselen kunnen worden. Dit zijn alle
termen in I  § 7, die bevatten, daar de benaderde integratie in
I  § 7 zulk eene waarde van li onderstelt, dat de storingen ten ge­
volge van de eindige amplituden de verschijnselen slechts weinig
wijzigen, zoodat de termen welke buitendien den factor R  bevatten, wan­
neer deze klein van de 1® orde is, wegvallen. Overgaande tot het
geval, dat R  eene willekeurige waarde heeft, behoeven wij nog slechts
den eenigen term aan de storingsfunctie toe te voegen, die tot nog
toe weggelaten werd gebruik makende van de onderstelling, dat R
klein van de eerste orde is , nl. door in (73) te stellen

—  d in plaats van —ïra^iï.

Daar deze tei'm den kleinen factor bevat kan men hem in de
beschouwingen van I  § 7 op grond van de zoo even gevolgde re-
deneering van den aaiivang af weglaten. Yolledigheidshalve zullen
wij echter aangeven welken term hij bij de storingsfunctie
zie pg. 145, afkomstig van de eindige amplituden voegt, en in deze
berekening tegelijkertijd een voorbeeld van eene andere behandeling
dier storingsfunctie geven.

Met (74) en (49^) volgt er uit, dat aan A , B , C moet worden
toegevoegd A' , B^D' , A ^ o ^

m.y R
A '

wanneer

« 2 Cos 2 4/d.

Als in (50) komt dus bij de storingsfunctie

[ -  ̂ A„
dep

]
Cv kp f

of voor p ' j , zooals daar, stellende A q en voor p -®0
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) » 2  li I \ • n  I

dus met (24)
_ m . ^ R ( h d ^ . ^ ^

2 dt d t ^  ’
Deze storingsfuiictie moet nu verder in de elementen worden uit­

gedrukt; volgens (93'')

5fi„,2 =  ^  Sin^-Pt''' Cos><"' + «)cospt'",

waarvan alleen weer

— p ^  m ^ l > t " ' C o s ^ p r '  Cos5 =  a H C o s ^ ^

volgens pg. 136 in aanmerking komt; zoodat de storingsfunctie ver­
meerderd wordt met

RMm., li  ̂ ,
g ^  —  ( l  +  ( l - 2 « ' ) C ' o « 2 ' f ' D -

- 5ï»24/„2 fo s r , \ IV [ I ^ ) ) { { l - 2 c i ') S in 2 ^ n i^  \J «,\l-y,')CosT^Cos24'„)-
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I N L E I D I N G .

In Hoofdstuk I I  van het Wiskundig gedeelte 1' Stuk heb ik de
aandacht gevestigd op nieuwe proefondervindelijke bewijzen voor de
aswenteling der aarde, die in het volgende meer uitvoerig zullen
worden behandeld. Zij berusten op de kennis van de storingen van
de beweging van een punt door de draaiing van een coördinaten­
stelsel, ten opzichte waarvan het, afgezien van die draaiing, de
figuren van L issajous voor twee nagenoeg gelijke slingertijden in
twee loodrecht op elkaar staande richtingen zou vertoonen. De kleine
bewegingen van het zwaartepunt van een cardanisch opgehangen
slinger aan het oppervlak der aarde zijn het geschikst om die ge­
stoorde bewegingen proefondervindelijk na te gaan.

Daar ik met het 1' Stuk van het Wiskundig gedeelte mij echter
tevens ten doel stelde toepassingen van de methode van H amilton-
J acobi op vraagstukken der mechanica te leveren en met behulp daar­
van ook andere storingen bij mijn slinger in het Stuk te onderzoeken,
is voor de afleiding van de formulen, die wij hier noodig hebben,
met de meest elementaire vorm gekozen. In Hoofdstuk I van dit
gedeelte worden die uitkomsten zoo eenvoudig mogelijk afgeleid, zoa­
dat het proefondervindelijk onderzoek in hoofdtrekken ten minste ge­
makkelijk is te volgen.

De overeenstemming van de beweging van den cardanischen slin­
ger met deze theorie levert een nieuw bewijs voor de draaiing der
aarde in denzelfden zin als de proeven van R eich over den vrijen
val, de gyroscoopbewegingen en de slingerproeven van Poücault en
E kavais dit zijn. De beste toetssteen voor deze overeenstemming is
de berekening van de ons nauwkeurig bekende draaiingssnelheid der
aarde uit de waargenomen verschijnselen, zooals wij die in § 4 van
Hoofdstuk I  uiteen zullen zetten. In §§ 1 . . . 5  van Hoofdstuk II

1.5»



zullen wij beschrijven hoe de toestel en de proeven het doelmatigst
worden ingerioht (zie ook Hoofdst. III  § 8) om eene nauwkeurigheid
te bereiken, die bij die der proeven van P oücaulï niet achterstaat.

Het was door toevallige storingen (zie Hoofdstuk III § 1) moeilijk
experimenteel eene wet te ontdekken in de regelmatige afwijkingen
van theorie en waarneming, die bij mijne proeven voorkwamen en
aanvankelijk in sommige bizondere gevallen de verschijnselen geheel
onbegrijpelijk maakten.

Deze afwijkingen leidden tot tweeerlei theoretische ontwikkelingen
die het onderwerp van het 2" Stuk uitmaakten. In § 3 en § 4 van
Hoofdstuk I  werd daar de invloed van de afwijkingen van den slin­
ger van de eenvoudigste onderstellingen over zijne inrichting onder­
zocht en zeer onwezentlijk bevonden. In § 5 werd de invloed van
de wrijving, waarin de voornaamste oorzaak der afwijkingen van
theorie en waarneming gezocht moet worden, volgens de wetten, die
de proefneming aan de hand deed, berekend. Voor dit gedeelte
ligt de kern van het 2'' Stuk in de d iscu ss ie  (Hoofdstuk II)
der afwijkingen, die bij het doen van de nieuwe slingerproef voor­
komen kunnen en op zich zelf tot eene opmerkelijke groep van ver­
schijnselen aanleiding geven; terwijl het ons tevens leert, welke ver­
beteringen in de waarnemingen moeten worden aangebracht om ze
tot het eenvoudige theoretische geval terug te brengen, en hoe men
de belangrijkste afwijkingen eenvoudig elimineeren kan.



H O O F D S T U K  I.
ELEMENTAIRE AFLEIDING DER BEWEGINGSVERSCHIJNSELEN, DIE

AAN DE NIEUWE BEWIJZEN VOOR DE ASWENTELING DER

AARDE TEN GRONDSLAG LIGGEN.

§ 1.

Wanneer een stoffelijk punt bij zijne beweging in een bepaald plat
vlak moet blijven, en het naar elk der rechthoekige ooördinatenassen
van een coördinatenstelsel der Xj  en y,  aangetrokken wordt door
eene kracht evenredig aan den afstand tot elk der coördinatenassen,
zijn de krachtontbondenen volgens dezelfde assen

..................................( 1)

waar en positieve standvastigen zijn, en de differentiaalvergelij­
kingen voor de beweging

df̂
als de massa van het punt =  1 wordt aangenomen.

Daar hierbij de integraalvergelijkingen

Xi ~  i^i Sm {p i  — T i ) ,  y^ — p,_Sin{(jt —  T n ) ,  . . . .  (3)

die ieder op zich zelf eene harmonische slingering voorstellen, be­
lmoren , is de beweging van het punt in ’t algemeen samengesteld
uit twee enkelvoudige slingeringen in loodrecht op elkaar staande
richtingen. Dc nmplituden dier slingeringen zijn en , de slin-
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, .. , 3 ^ 2 5T
gertijueii — en — ; r ,  en t , bepalen de phase van de beide slin-

P 1
geringen bij t =.  Q. In plaats van deze twee vergelijkingen kun­
nen wij ook, stellende

cc, - fi, Sint„, y ,  =  p.  + T J ;
of eindelijk ook met —  Cos Tg  en —  p

X ! —  p., Sintg , y , = . X ,  Hntg Costg . . . .  (4)
schrijven.

Wanneer jb en j’ zeer weinig verschillen zal {j> ~ q)t eene grootheid
zijn, die bij het aangroeien van den tijd veel langzamer verandert
dan p t ,  en zal men in eerste benadering de verandering van x ,  en
y  i gedurende eene slingering vinden door Tg als standvastig te be­
schouwen. De beweging van het punt wijkt dus gedurende eene
slingering slechts onmerkbaar af van eene ellips, wier vergelijking,

* + (^1 ■ +  ^ 2 a:, ’ -  2 A, , .ri J/, =  Aj V ï  *,
men vindt door tg uit de vergelijkingen (4) te elimineeren. Deze
ellips verandert langzaam maar blijft steeds rakende aan denzelfden
rechthoek met aan de coördinatenassen evenwijdige zijden. Het punt
doorloopt dus bij zijne beweging de figuren van Liss.yjous voor na­
genoeg gelijke slingertijden in twee richtingen loodrecht op elkaar.

Wanneer nu de coördinatenassen ten opzichte waarvan de krachten
X , ,  F,  genomen zijn, niet vast zijn, maar met de hoeksnelheid y
om eene door den oorsprong der coördinaten gaande as draaien in

den zin, die bij eene draaiing -  de -f a:,-as in den vroegeren stand
tl

der y,-as zou brengen, zoo worden de vergelijkingen der betrekke­
lijke beweging ten opzichte van de bewegende coördinatenassen an­
dere, die men als volgt vindt.

Noemt men de coördinaten van een punt ten opzichte van het
-stelsel in zijne ligging bij it = ; O x„ en y„,  zoo staan de

coördinaten van het zelfde punt ten opzichte van de bewegende coör­
dinatenassen tot hen in het volgende verband.

Xi =  Xg Cosyt-\-y„ S iny t ,  ^
y  I —  yg Cos y t —Xg Sinyt.  ( ( 6 )

Voert men in de uitdrukking van het beginsel van d ’A lembert

^*0 + 77T ^ ^ 0  =  + l 'o  h a  =
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waar de virtueele verplaatsingen door S en de krachtontbondenen ten
opzichte van het -stelsel door X^,  aangeduid zijn, de coör­
dinaten X i , y  I in ; en let men er op , dat rechts voor de uitdruk­
king van de virtueele arbeid terstond de uitdrukking van dezelfde
grootheid in de a:; ,  y ; -coördinaten, nl.

J i S x t  - \ -F iSy i

geschreven kan worden, zoo vindt men

fdXi  dy;
~ d r ^ y ' ~ ~ d i

=  —p ^ X i  l X i - q ‘̂ y i ^ y i - \ -  enz.;

waar onder enz. grootheden begrepen zijn, die de tweede macht van
7 bevatten, en die dus weggelaten mogen worden wanneer w y, zoo-
als wij van nu af zullen doen, y oneindig klein onderstellen.

Wegens de onafhankelijkheid van l . ï ;  en l y  i worden dus de dif­
ferentiaalvergelijkingen voor de beweging van het punt ten opzichte
van de draaiende assen

d X i  ̂ d"‘ y
+ 2 y  1-377-dy; ~  — ) =

d' ’̂X,
d t ''

—  — - r U i  - 2 7  —

(7)

d t^  " '  ‘ dt

De integralen van deze vergelijkingen hebben den vorm

Xi ■= aCos{mt ■{ p), y , = b  S in{mt - \ -p ) , ..............(8)

wanneer a en p willekeurige standvastigen, m en -  passend ge­

kozen zijn. Volgens de substitutie in (7) moet nl.

h{q‘‘ — — = 0 ,

— %ym
dus

zijn.

h
a 2y»i

) — O,

• (9)

( 10)

Duiden wij beide wortels van (10), wier quadraatwortels wij op
hunne beurt steeds positief nemen mogen, met en Wj *, en
door a , , O j, T j , Tj vier willekeurige standvastigen aan, zoo is
volgens de theorie der simultane lineaire differentiaalvergelijkingen de
algemeene integraal van (7)
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; ö j  Co»{m  ̂ t -|- T j )  -j- fli  Cos{m^ t + t , ) ,
(1.)^ , =1 Sin {jnyt-\-T^)-\-b^ Sin \  t  ,

waar 3, en b  ̂ uit (9) gevormd zijn, door voor a en w de eene maal
«, en en de andere maal en te nemen. Wij zullen nu
de vergelijking (10) oplossen, daarbij stellende. Aai p  — q en y on­
eindig klein zijn.

■ m '  — { p ‘‘' -t-y’ - | -4y^)»ï^ =  — ,

■ ̂  •+ ̂  y - + V i (p" + g" + 4 ŷ  -
Daar y tn p  — q oneindig klein zijn tegenover m en p ,  kan men

in ’teerste lid {p — qY  en y^ tegen jm’ en verwaarloozen. Dus

=  ( p - i p - g ) Y  = p ' - ' ^ p i p - g ) >

m P  - p H i ' f i ' - ? )  —  ± T  +  +

De grootheid onder ’t wortelteeken is van de tweede orde oneindig
klein, dus kan men y ‘‘‘{p'^—q ^ \  y ‘, {p — g)^ verwaarloozen en wordt

mP — p  ■ -=:—p [p  ■“ ?) i  ^ { p  — q Y p ‘‘' p- ^ y ‘‘' p'^.

Stellen wij nu
9. n/

......................... (12)—  =  2>4',p - q

waarbij wij ^  steeds tusschen O en 180° zullen kiezen, zoo wordt

mP —p'‘' r=. 2y^ I — Cotg 4> ±  Cosec v]/}

en omdat het tweede lid oneindig klein is ,

/ f ’0 ij/- l- l\  / / 1 1
(13)

Verder volgens (9)

a , 2 y ?«j m

omdat p  en nil slechts oneindig weinig verschillen.

2̂ __2 y y  Cotff\^
Evenzoo

Dus ook

2 y »Zj
=  Cotg 1 J/.

- h = , ^ ^ T g \ ^
a, bi

( 14)
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Bij de berekening van -  mag men grootheden van de eerste orde

verwaarloozen, daar zij slechts met periodische grootheden vermenig­
vuldigd voorkomen.

Nu zullen wij de vergelijkingen (11) een voor de discussie meer
gesohikten vorm geven. Men heeft nl.

XI 0, Cos{m, f -|- T , ) -f 0J Cos[m, t r^) =

—  K a ,  ■^a. )̂{Cos(m  ̂  ̂ t ,) -|- Cos{m., ^ v . , ) )  -|-

-f i («, —a^){Cos{m., f-)- T ,) — Cos{m_ f + Tj )),
en

I  (öj -| a.^){Cos(m  ̂  ̂+  'ri)-|- Cosm, (t j- Tj))

(a, -|- «j)  Cos(D 4- S) Cos T,
wanneer

___ — M ,

1 =

l,
+   ̂ ^ '̂ 1 +  T,

(15)

is. De integraalvergelijkingen (11) kan men dus schrijven

* <  —  («1  a-i) Cos{D Jf S) Cos T ■{- {a  ̂ -  a,)Sm{I) + S) Sin T,

y ,  ^)Sm{l)-\-S) Cos Cos{D +  l)Sin T.

Volgens (13) en (15) is

B T  — { p —y C o t g ^ ) t \
T  , -t- '

( 17)S in ^  ’  ! — - V  j - \ 2

Daar D slechts oneindig weinig ten opzichte van de aangroeiing
van T verandert, kan men deze gedurende eene slingering als stand­
vastig beschouwen en dns de beweging als in eene ellips met ver­
anderlijke elementen plaats vindende beschouwen. Noem nu

(«I +  « 2 ) Cos{I) -)- S) =  A, (a,  —a.^ ' )Sm ' I ) \ l )  =:r 1

( i , - 5 , ) 6 ï » ( D f ? )  =  A', { h , A r b , ) C o s { D \ l ) ^ g . ' , \

dan wordt de vergelijking voor de slingeringsellips op een bepaald
oogeublik door eliminatie uit

X, — X Cos T /4 Sin T,  |
y , =  X'Cos T-\-g’SinT,  I ............................ ^

verkregen; wij schrijven er voor

yl,r, * h Z?// * 4- Cx, y , ( 20 )
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A  — Cos%{J)\ï),
5  — A> +  /it’ = a , ’ + a j H 2 « i » a C o s 2 ( Ü  + l) ,  (21)
C’ ^  — 2(f«;<'+AA ) =  — 2 (èj0] —5j aj)Sin% [B \ l ) .

Voert men hier nu den hoek \|/ en verder s' in, bepaald door

( 22 )

zoo komt
A  —  a  ̂ a^i^Tg \-lii Cotg j  e '+  f g \ ^  Cotg i  ;)/ -  2 Co« 2 (D +  5) J, j
B  —  a  ̂ fl!j I Cotg ^ Cotg  ̂ f' +  7y  ̂e' ^ v|/ -f 2 Tos 2 (ö  -)- J) |  ! (23;

C7zr:—2 a ,a j ( 7 ’y |i J ' +  Cotg |  ip) Sm 2 (B-f-S). )

Wij hebben eene ellips

^ i ï / ^ + - B y , ’ +  Ca;,y, — D,

bij formule (98) van het 1 'Stuk vergeleken met eene andere, wier as
in den zin naar dey i-as toe X van de a;,-as afwijkt en wier vergelijking
ten opzichte van de richting >i der groote (2 a) en § der kleine (2ê) as

a ' è ' >1  ̂ := a'

is, en kunnen daarheen verwijzen, wat betreft het bewijs van

Sin 'X  , Cos^X B  Cos^X . Sm^X C
=  - I 7 -  +

SinXCosX
B  b' ‘

Deze geven

=  Cos2x Cos2X, —

wanneer men x  bepaalt door

’’ 2D a^b'^
(^ » -a ’).

AJrB
=  C o s2 xS in 2 X , . . (25)

-  —  Tgx  en 0 < j ^ < 9 0 ° ; (26)

deze hoek, wiens tangens de verhouding van de kleine as tot de
groote in de ellips op het tijdstip t bepaalt, zuUen wij den verhou-
dingshoek noemen.

De vergelijkingen, die vorm en ligging van de baan bij t bepalen,
zijn dus

Cos 2 X f  o* 2 X  — Cos -p Cos t' -f Sin p Sin e' Cos 2 (D -|- I ) , (
Cos2 X Sin2 X  =  Sins Sin2(D -pl). ) ^

De zin van de beweging in de oogenblikkelijke baan is overeenkom­
stig fig. (1) PI. I in den zin van de x  j -as naar de y (-as positief of nega-
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tiel' al naarmate het teekeii van —  ( -

positief of negatief is.
Nu is volgens (19)

(Ït)’of w. h. i. van x  j - - -  —y^  — ‘
' dt dt

X i -
d x i  , ,
~dJ ~

en volgens (18)

Xfi' -A V  —  a^l), -f o, i j  -j- (a, i j  -f 5, a j)  Co«2(0 =

eindelijk volgens (14) en (22)

=  a Cos2{[)-\-^)] =

__— Cos s Sin 4- Sine' Cos \]/Cos 2[i) -j- S) ,
~  2 C o s^^^S in ^ l s' ■

De ziii van de beweging in de baan, dien wij kortheidshalve het
teeken van de baan zullen noemen, in den zin van de y ,-as naar de
x,-as  positief genomen, aanduidende door [ + ] '  of [ - J ' ,  of, beide
gevallen samenvattende, door [ + ] ’’, wordt bepaald door de verge­
lijking

^  =  Cose'Sin\i^~ Cos^pSine'Cos2(D-^-S) = [ ± : ] '  . (28)

De vergelijkingen (27) en (28) stellen de vormverandering van de
baan van het punt in ’t verloop van tijd voor. Zij zijn identisch
met (120) en (121) van ’t l 'S t u k ,  en hunne discussie is in het D
Stuk reeds in den eenvoudigsten vorm gebracht. Wij kunnen dus
verder volstaan met te verwijzen naar n ’. 19, 20 en n". 22 tot
n°. 31 van het 1® Stuk, die zich hierbij terstond aansluiten.

§ 2 .  I:e beweffiiiffsversc/tijnsekn van onzen slinger teruggebracht
tot die van de vorige f.

Laat men het in de vorige § beschouwde vlak, waarin het bewe­
gende punt blijven moet, in willekeurige richting maar evenwijdig
aan zich zelf en met standvastige snelheid verschuiven, zoo blijven
daarbij de versnellingen van het punt ten opzichte van de bewe­
gende coördinatenassen onveranderd. Neemt men vervolgens in plaats
van de eenparige verschuiving eene veranderlijke, zoo kan men bij
het nagaan van de beti-ekkelijke beweging van het punt ten opzichte
van de bewegende coördinatenassen van die verandering afzien, mits
men aan het punt de tegengestelde ontbondene van de versnelling, die
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ill het vlak zelve valt, medegedeeld denkt. Deze versnelling kan
men toeselirijven aan eene denkbeeldige nevenkracht, die dus onaf­
hankelijk van de plaats en de snelheid van het punt in het vlak is.
En wanneer men zich eindelijk voorstelt, dat het vlak tevens draait
om eene as gaande door den oorsprong en liggende in het vlak zelf,
zoo zal men ook van deze beweging af mogen zien, wanneer men
nog eene versnelling — die der centrifugaalkracht om deze as —
aan het punt medegedeeld denkt, welke alleen afhangt van den af­
stand van het punt tot deze as. Zoo zijn wij opgeklommen tot de
meest algemeene mogelijke beweging van het vlak, en zien wij, dat
de betrekkelijke beweging van ons punt ten opzichte van de coördi­
natenassen in het vlak behalve door de versnellingen

+  2y , die men volgens (7) van § 1 bij A'j ,

en — 2 y —f-‘ , die men bij Fi
at

voegen moet, en die van eene zeer kleine draaiingssnelheid van het
vlak om zijne normaal afkomstig zijn, uitsluitend bepaald wordt door
krachten of versnellingen, die van den betrekkelijken bewegingstoe-
stand van het punt onafhankelijk zijn.

Een voorbeeld van zulk eene beweging van een vlak is die van
het horizontale vlak, dat men door het zwaartepunt van een aan het
aardoppervlak cardanisch opgehangen slinger leggen kan, wanneer
deze zich in rust bevindt; dan is y de ontbondene van de draaiings­
snelheid der aarde volgens de verticaal van het ophangpunt. I5ij on­
eindig kleine bewegingen van den slinger verwijdert het zwaartepunt
zich slechts ten bedrage van eene oneindig kleine grootheid van de
tweede orde uit dit vlak; en kan men dus zonder merkbare fout
zeggen, dat het zwaartepunt bij zijne verplaatsing in dit vlak blijft.
Wij nemen verder aan, dat de messen in den evenwichtsstaad hori­
zontaal zijn, dat zij samenvallen met de assen van de in ’t algemeen
verschillende hoofdtraagheidsinomenten van den slinger voor het op­
hangpunt en beschouwen hunne projectiën op het genoemde vlak als
X i < y;-assen, zoodat de cvenwiohtsstand van het zwaartepunt in den
oorsprong van het .r,-, //(-stelsel ligt. — Let men dan alleen op de
krachten, die van de ligging van het zwaartepunt afhangen (de
zwaartekracht), zoo zou het ten opzichte van deze assen volgens de
vergelijkingen (2) bewegen. Neemt men echter ook de krachten ten
gevolge van de draaiing van het vlak met de aarde om de verticaal
in aanmerking, en beschouwt men daarbij in eerste benadering den
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slinger als een enkelvoudige, waarvan de massa geheel in het zwaarte­
punt sameugetrokken is , zoo ziet men, dat de beweging van het
zwaartepunt door de vergelijkingen (7) bepaald wordt.

Ecne meer nauwkeurige beschouwing van den invloed van voim en
inrichting van den gebruikten slinger is in het tweede Stuk van het
wiskundig gedeelte bevat. Er blijkt voornamelijk uit, dat de rich­
ting der X i , yi-assen op welke de vergelijking (7) betrekking heeft
in ’t algemeen niet die der messen is , maar hiermede een hoek 4'u
maakt, wiens waarde daar evenals — y berekend (zie de uitkomst op
pag. 153 en 2” Stuk IV [3]) maar hier proefondervindelijk bepaald wordt;
verder, dat in de verschijnselen ten opzichte van deze assen y ;
uit ( 7 ) volgende voor 7  niet de ontbondene van de draaiingssnelheid
der aarde volgens de verticaal van het ophangpimt, (2 ^̂  in het 3'̂
Stuk, 7 ,„ in het 1' Stuk), maar de weinig daarvan afwijkende

3 J ’ -7 7 _  3 P  -77
y  —  ~ y p ~~ ~  ^

genomen moet worden, waar F het traagheidsmoment van den slin­
ger om een der messen en R het traagheidsmoment om de verbin­
dingslijn van zwaartepunt en ophangpunt is.

Wij kunnen volstaan met verder wat betreft het gebruik, dat men
van deze verschijnselen maken kan om de aswenteling der aarde te
bewijzen, te verwijzen op n°. 3 8 —-n°. 43 van het 1“ Stuk, die
hierbij onmiddelijk aansluiten.

Wij willen hier echter nog aan n°. 16, 33, 35 en 38 van het 1“
Stuk de gevolgtrekking ontleenen, dat een samengestelde slinger,
hetzij vrij om een punt bewegelijk of cardanisch aan een messenpaar
opgehangen, wannec:r hij niet nagenoeg een omwentelingslichaam om
de verbindingslijn van zwaartepunt en ophangpunt is en er dus tusschen
de traagheidsmomenten om assen loodrecht op deze verbindingslijn
een eindig verschil bestaat, dezelfde figuren van Llss.\JOUS (voor
andere verhoudingen dan 1 :1 )  beschrijft als wanneer de aarde in
rust was, en dus (in de richting van hunne symmetrieassen) in vlakke
s lin g e rin g e n  kan worden gebracht, zonder da t het s lin g e rv lak
m et de aa rde  meedr aa i t ,  of de slingeringen merkbaar van vlakke
slingeringen gaan verschillen.



H O O F D S T U K  II.
BESCHRIJVING VAN DEN TOESTEL.
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§ 1. De dinger.

PI. II en III stellen de gekozen inrichting van den toestel voor. De
slinger is (PI. III, fig. I) aan een messenpaar in eene kast, k, opgehangen ,
die uit een kegelmantel van aan elkaar geklonken en gesoldeerde stort­
platen bestaat en met de as vertieaal onwrikbaar op een vasten grond­
slag geplaatst (of aan een muur vrij van trillingen, bevestigd) wordt.
Den boven- en benedenrand van den mantel vormen daaraan gesol­
deerde en vlak afgeslepen koperen ringen r, r '. Op den bovenste
kan men eene glazen klok met geslepen rand plaatsen en tegen den
benedenste eene, eveneens vlak geslepen, koperen plaat aanklemmen.
Twee zijdelingsohe openingen of venstertjes, o, die voor de waar­
neming van de bewegingen van den slinger in de kast vereischt
worden, kunnen op dergelijke wijze met spiegelglas platen gesloten
worden. Wenscht men boven den slinger eene luchtledige ruimte
van grooteren diameter dan die van den bovensten kraag van de kast
te houden, zoo maakt men gebruik van een stevigen ijzeren ring, e,
die met een geslepen rand op den kraag past en om beter weerstand
aan de luchtdrukking te kunnen bieden, naar beneden iets gewelfd is;
op den vlak geslepen buitensten rand, a, daarvan kan dan een grootere
glazen klok worden geplaatst. Is de kast op de beschreven wijze
gesloten, zoo kan men haar door de kraan i met de luchtpomp
verbinden en luchtledig maken. Eerst wUlen wij echter den toestel
zonder klok en platen —■ dus ongesloten — beschouwen en de
wijze van ophangen van den slinger beschrijven, waarbij vooral naar
eene zoo groot mogelijke overeenstemming met de grondslagen der
berekeningen gestreefd werd. In eene uitdieping b (zie fig. I van
PI. I I I ) , die langs de geheele binnenzijde van den bovensten kraag van
de kast loopt, legt men eene daarin passende stevige cirkel vormige
plaat, c, op welke het eerste mes, s, , met schroeven zoo be­
vestigd is, dat de scherpe kant naar boven gekeerd en met het
bovenvlak van de plaat evenwijdig is. Terwijl eene zijdelingsche
verplaatsing van de plaat onmogelijk is, kan men door haar in haar
eigen vlak te draaien het mes in een willekeurig azimuth stellen.
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Mocht, nadat het mes in het gekozen azimuth gebracht is, de plaat
niet zuiver horizontaal zijn, zoo kan men dit verhelpen met de schroef­
jes ƒ. Op dit mes legt men den drager van den slinger, t ,  die
uit twee dikke, op elkaar vlak geslepen en aan elkaar geschroefde
platen bestaat. T it elk van beiden is in de richting van een dia­
meter en aan beide zijden van den omtrek at tot dicht aan het mid­
delpunt toe een streep weggenomen; wanneer de platen zoo op elkaar
geschroefd zijn, dat de spleten loodrecht op elkaar staan, vertoont
elke zijde dus uitdiepingen, e n , wier bodem door de andere plaat
gevormd wordt. Laten wij een oogenblik aannemen, dat de twee
spleten in eene plaat in elkaar liepen en dus ook het stuk, dat in
het midden van die plaat is overgebleven, weggenomen was. Men
kan zich dan voorstellen, dat de drager met den bodem van de
naar beneden gekeerde spleet op het mes rust en om de scherpe
kant er van slingert zonder, zoolang de amplitude zijner slingeringen
eene zekere grootte niet overschrijdt, tegen het mes aan te stooten.
In  werkelijkheid loopen de samenhoorende spleten niet in elkaar. In
bet midden van elke plaat is om den drager een vasteren samen­
hang te geven een stuk, h,  blijven staan en overeenkomstig hier­
mede moest, om die beweging mogelijk te maken, uit het midden
van het mes een stuk worden weggevijld. Men kan die beweging
verhinderen door de schroefjes, l,  uit de vaste plaat op te schroe­
ven; want dan worden de met zeemleer bekleede veeren, m,  tegen
den drager gedrukt. Stellen wij deze voorloopig zoo, dat de drager
in zijne beweging verhinderd wordt, maar toch nog op het mes rust
en wel zoo, dat de bodem van de naar boven gekeerde spleet g^
nagenoeg horizontaal is. Hierop plaatst men, loodrecht op het eerste
mes, het tweede, s , , dat met de slingerstang, « , zooals wij zullen
zien, onwrikbaar verbonden is , en hieraan den slingerbol, q,  draagt.
De scherpe kant van dit mes moet loodrecht op de slingerstang zijn
en het midden in de meetkundige as daarvan vallen. Zooals uit het
eerste is ook uit dit mes zooveel weggevijld, dat het met de scherpe
kant op den bodem van de naar boven gekeerde spleten, y , , in
den drager geplaatst kan worden en dat dan niet al te groote bewe­
gingen van den slinger om die scherpe kant als as mogelijk zijn.
Beschouwen wij den eigentlijken slinger en zijne verbinding met het
bovenste mes nog eenigzins nauwkeuriger. In  een looden bol, q,
van 15 kilo is in de richting van een diameter een doorboring ge­
maakt, waarvan de wijdte aan beide zijden van het middelpunt ver­
schilt. De bol wordt met wrijving op eene stevige koperen buis
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geschoven en nist nagenoeg ter hoogte van zijn middelpunt op eene
verdikking, h, van het benedeneinde van deze slingerstang. Het
boveneinde van den laatste draagt eerst eene dwarssohijf, v, loodrecht
op zijne richting. Vier staafjes, p,  die uit den rand daarvan even­
wijdig met de slingerstang opstijgen, kan men van onderen op door
de openingen, w,  in de vaste plaat steken en daarna met hunne
boveneinden in de daartoe bestemde openingen van eene tweede cir­
kelvormige schijf, z , bevestigen, die aan de onderkant op het tweede,
met de scherpe kant naar beneden gerichte, mes steunt.

Plaatst men dit mes op den bodem van de naar boven gekeerde
gleuven in den drager zoo is de slinger opgehangen. In de cirkel­
vormige plaat, 2, zijn naast het tweede mes weer schroefjes, en vee-
ren, aangebracht, die, tegen den drager gedrukt, de beweging
van den slinger om het tweede mes verhinderen.

Heeft men ze echter opgeschroefd en dus buiten werking gesteld,
zoo kan de slinger om het tweede mes, s, ,̂ als as draaien; zijn ook
de benedenste remsohroefjes buiten werking gesteld, zoo kan de
drager met het eigenlijke slingerlichaam' buitendien nog om het eer­
ste mes als as slingeren. Wanneer men nu aan deze beide bewe­
gingen verschillende amplituden en phasen geeft, kan men elke wil­
lekeurige elliptische of cirkelvormige slingering uit beide samen­
stellen.

Heeft men den slinger in vrijheid aan zich zelf overgelaten, zoo
kan men gemakkelijk zien of de middelpunten van den boven
en benedenring van de kast in dezelfde verticale lijn liggen, door
onder aan den slinger een oogenblik een schietlood op te hangen.
Dat aan die voor waarde voldaan is, is voor het volgende (§2 en § 4)
van belang.

De messen en den drager liet ik eerst van glashard staal ver­
vaardigen ; later gebruikte ik messen van agaat en een koperen
drager waarin agaatpannen zoo bevestigd waren, dat hun oppervlak
met dat van elk der platen van den drager nauwkeurig samenviel.

Dat beide draaiingsassen van den slinger in eenzelfde vlak liggen
blijkt terstond uit de inrichting van den drager; dit vlak is hori­
zontaal wanneer de benedenste plaat, c, goed gesteld en het tweede
mes, als gezegd is, loodrecht op de slingerstang staat. Om einde­
lijk de messen gemakkelijk loodrecht op elkaar te stellen, is op den
rand van den drager bij elke gleuf een merkteeken gemaakt; bij het
stellen van den toestel moet men dan met behulp van eene loupe
daarvoor zorgen, dat de einden van de messen juist met deze mer-
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keu samenvallen. Om de messen niet door het verschuiven over de
pannen te beschadigen moet men den druk van het gewicht van den
slinger op de messen opheffen door tegenwichten; daartoe is het het
gemakkelijkst eene katrol boven den slinger aan te brengen.

Wanneer men dan na het stellen het azimuth van de slingeringen
om elk der messen afzonderlijk bepaalt, kan men zien of werkelijk
de messen loodrecht op elkaar staan, en zoo noodig den stand nog
wijzigen.

§ 2. Waarneming der slingeringen.

Wij zullen nu beschrijven hoe men de kleine bewegingen van den
slinger met eene nauwkeurigheid, die van zijne lengte onafhankelijk
is, waarnemen kan. Tot dit doel richt ik den doelmatig vergrooten­
den kijker (PI. I I  en III) van een voor het bovenste venster van de kast
geplaatsten kathetometer, (3, op het beeld, dat een prisma, 7 , bin­
nen de kast door totale reflexie van een paar kruisdraden levert, die
met den slinger medebewegen. De kruisdraden zijn op een ring
gespannen, en met een gebogen draad zon onder aan den slinger
bevestigd, dat hun vlak nagenoeg horizontaal is en hun kruispunt
in de verlenging van de slingerstang valt. Onder den slinger en
boven het dradennet is het rechthoekige gelijkbeenige prisma, 7, zoo
geplaatst, dat zijn hypothenusa vlak eene helling van 45° met den
horizon maakt, en zijn voorvlak loodrecht op de horizontale as van
den kijker staat. De kruisdraden worden van onderen scherp ver­
licht door eene lamp, voor het benedenvenster van de kast en een
soortgelijk prisma, 6, hetwelk men op dergelijke wijze er onder plaatst.
Hun beeld vertoont zich dan in den kijker als zwart kruis op hel­
deren grond. Het waarneraings- en verlichtingsprisroa worden met een
bizonder statief op de plaat gesteld, die tot het luchtdicht slui­
ten van de benedenopening van de kast dient. Men kan de kruis­
draden , die door middel van een later te beschrijven scharnier met
den slinger verbonden zijn, aanvankelijk zoo stellen, dat het statief
met de prisma’s wanneer men het van onderen op in de kast brengt,
er niet tegen aanstoot; later brengt men ze dan op hunne plaats
tusschen de prisma’s , waar zij vrij met den slinger heen en weer
bewegen kunnen. (Zie PI. I I I ,  fig. 4.)

Wij beschouwen dit statief nog iets nauwkeuriger. Het bestaat
uit een zwaren ijzeren ring , x, waaraan onder een hoek van 45“
eene koperen plaat, A, bevestigd is , die het hypothenusavlak van het

16
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verliohtingsprisma ondersteunt en een weinig daarboven weder met
een hoek van IBS'" omgebogen is. In eene cirkclvormige opening in
dit horizontale deel past een ring, waarop bet waarnemingsprisma
vastgelijmd is. Dit kan dus nog gedraaid worden, maar alleen zoo,
dat zijn eene kathetcnvlak steeds horizontaal en op dezelfde plaats
boven het verlichtingsprisma blijft. Het spiegelbeeld van een verwij­
derd voorwerp in het voorvlak stelt ons in staat te beoordeelen
of dit laatste loodrecht op de as van den kijker staat.

Daar het waarnemingsprisma met het benedenste kathetenvlak op
een ring rust zal men in den kijker liet heldere veld cirkelvoiinig
begrensd zien. De grootte der prisma’s en van den diameter van
dezen ring moet men kiezen in overeenstemming met de grootste
amplituden, die men aan den slinger wil geven. Heeft men het
statief met de prisma’s in den stand, dien de vensters vorderen, op
de koperen sluitplaat geplaatst, zoo klemt men deze met behulp van
ijzerdraden, die aan drie nokken onder aan de kast bevestigd woi-
den, tegen den voorat met een weinig vet en was bestreken benedcn-
ring van de kast. Door de geopende venstertjes kan men met een
staafje het geheele statief nog over de plaat verschuiven of wel het
waarnemingsprisma draaien en zoo eene fout, die in de stelling dei
prisma’s mocht overgebleven zijn, verhelpen, (/ie  PI. I I I , tig. 1 en fig. 4.)

Wij kunnen nu de kruisdraden op hunne plaats tusschen de pris­
ma’s brengen en beschrijven daartoe eerst nauwkeuriger hoe zij met
den slinger verbonden zijn. Onder in de doorboring van den slin-
gerbol is in een kurk, v, het bovenste verticale deel van een gebo­
gen draad bevestigd, waarvan het benedenste deel verticaal langs het
statief met de prisma’s naar beneden loopt; door draaiing van den
draad in de kurk kan dit gedeelte rondom het statief heengevoerd
worden zonder bij de te gebruiken amplituden er tegen aan te stoeten.
Ter hoogte van de vrije ruimte tusschen de prisma’s is op dezen
draad een stukje kurk, p, geschoven, dat aan een horizontaal dwars
staafje, <r, den ring met de kruisdraden draagt; daardoor is eene
draaiing van de laatste om deii draad als as mogelijk. Voor dat de
prisma’s op hun plaats gebracht zijn hebben wij bet dradennet ter­
zijde gedraaid; wij kunnen nu met een staafje door een van de ven­
sters het weer op zijne plaats brengen. Dij goede stelling van het
statief en van de kruisdraden moet dan hun kruispunt liggen onder
het middelpunt van den ring, waarop het waarnemingsprisma gelijmd
is. Is deze stelling verkregen zoo kan men ook de beide vensters
sluiten, de klok boven op de kast plaatsen en deze luchtledig pompen.
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Tot het'afsluiten gshniikte ik een uit was en olie saamgesmolten, onder
roeren afgekocld en ter (lege gekneed homogeen mengsel van was en olie.
Do verhouding der deelen wordt bepaald door de tempcratuvrr, bij
welke men werkt, en door den eisch, dat het mengsel tusschen de
vingers zonder moeite gekneed moet kunnen worden. Op eiken ring
werd een draad van dit mengsel geplakt, de klok of de pinten er op
gedrukt, en wanneer bij het voortzetten van het pompen het mengsel
uit de naden te voorschijn trad, deze zorgvuldig dichtgesmeerd. Ik
verkreeg zoo eene voldoende sluiting.

Keeren wij nu terug tot de waarneming van de slingeringen. De
kijker is voorzien van een oculairmicrometer, 2 , die hier dient tot
het meten van de assen der slingeringsellips. Heeft men den kijker
gericht op de slingerkruisdraden in hun eveuwichtsstand, zoo neemt
men het oculair t met toebehooren van den kijker af en bevestigt
het in eene buis, v,  die in de holle as van een graadcirkel met een
arm, J/, gedraaid worden kan. Een nonius aan den laatste stelt ons
in staat de draaiing van het oculair om de as van den graadcirkel
daarop af te lezen. Voorloopig wdlen wij aannemen, dat de assen
van het oculair en van den graadcirkel juist met elkaar cn tevens
met het kruispunt der micrometerdraden samenvallen; dan is de ge­
meten draaiing die van het oculair om zijne as. (Zie PI. I I I ,  fig. 5 en 6.)

De graadcirkel is aan een statief, zoo bevestigd, dat zijne as
willekeurig gesteld kan worden en wordt hiermede gewoonlijk bij
proeven over de polarisatie van het licht gebruikt. Ik plaatste het
oculair in dezen toestel gevat weder met de as in het verlengde van
de as van den kijker op zijne plaats achter den kijker, maar nn er
van gescheiden. Daar de kruisdraden van het oculair oorspronkelijk
ingesteld waren op het beeld van het slingerdradennet in zijn evenwichts-
stand, zal dit nu weder het geval zijn, en blijven beide kruispunten
samenvallen, hoe men het oculair met den arm ook draait. Wordt
dus de slinger in vlakke slingeringen gebracht, zoo beweegt het
beeld van het kruispunt der draden in eene rechte lijn, die doorbet
kruispunt der oculairdraden gaat, en men zal het oculair zoo kunnen
draaien, dat het eerste bij zijne beweging juist over den vasten
draad van den micrometer verschuift. Het azimuth van de slinge­
ringen leest men dan op den graadcirkel af. Zijn de slingeringen
elliptisch zoo kan men evenzoo de vaste draad van den micrometer
op de groote as instellen. Als beste kenmerk hiervoor dient, dat
het waargenomen kruispunt in zijne beweging over den draad dezen
loodrecht snijdt en in de richting van den laatste den grootsten uitslag

16*
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m.aakt. De nauwkeurigheid wordt geringer wanneer de excentrici­
teit der ellipsen afneemt. De methode, die in ’t volgende toegepast
werd, vordert echter slechts de bepaling van het azimuth van vlakke
slingeringen. De nauwkeurigheid hiervan hangt wezenlijk af van de
duidelijke verlichting van het kruispunt en van den daardoor in
’t  gezichtsveld doorloopen hoek. De vergrooting van den kijker moet
dus zoo gekozen worden, dat bij de grootste amplituden deze hoek
juist gelijk aan het gezichtsveld is.

§ 3. Verandering van traagheidsmoment en wrijving.

Twee deelen van het slingerlichaam moeten nog beschreven wor­
den. De methode, die in beginsel is aangegeven, vereischt voor hare
toepassing de verandering van de traagheidsmomenten van den slin­
ger. Daartoe di-aagt deze boven het messenpaar een cirkelvormig
tafeltje A  (PI. I II , lig. I), waarop men gewichten B  plaatsen kan. Buiten­
dien kan men aan den rand er van een plaatje B  bevestigen, met
behulp van een loodrecht op het vlak er van gesoldeerden draad C
en een klemmetje. Het plaatje moet dan in den evenwichtstand van
den slinger, in het horizontale vlak der scherpe kanten van de mes­
sen vallen en kan in een glaasje met olie, 1, gedompeld worden,
dat men naast de messen onder de klok, G, plaatst. Is de slinger
in beweging gebracht, zoo slingert dit plaatje mee. Het draait
daarbij om eene as, die evenwijdig aan de momentaanas van de be­
weging van den slinger is en door het middelpunt van het plaatje
gaat. Buitendien heeft het eene slingerende translatiebeweging lood­
recht op zijn vlak, wier amplitude bepaald wordt door amplitude,
vorm en ligging van de slingerellips. Men kan den weerstand van
de vloeistof tegen de beweging van het plaatje ontbinden in de dem­
ping van de draaiings- en van de translatiebeweging. Beide zijn
nagenoeg evenredig met de snelheid der gedempte beweging. Voor
het verschil van de demping in verschillende richtingen, is de rotatie-
beweging van het weerstandsplaatje van geen invloed, zij heeft slechts
dezelfde, overigens zeer kleine, toename van het decrement voor tril­
lingen in elke richting ten gevolge. Anders is het met de trauslatie-
beweging gesteld. Want wanneer men de bewegingen van den slin­
ger in twee enkelvoudige en loodrecht op elkaar staande slinge­
ringen ontbindt, waarvan de eene aan het weerstandsplaatje geen
translatiebeweging mededeelt; zoo is de amplitude der translatieslin-
geringen van het weerstandsplaatje evenredig aan de amplitude, welke
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men alsdan aan dc andere van die beide trillingen toe moot schrijven.
Dus wordt het decrement voor slingeringen in de richting van de
laatste om eene grootheid vermeerderd, die rechtevenredig is met het
oppervlak van het plaatje en met den afstand van het middelpunt
daarvan tot het ophangpunt van den slinger.

En wanneer men in een gegeven richting het decrement om eene
bepaalde grootheid wil vermeerderen, zal men in die richting het
middelpunt van het plaatje aan den rand van het tafeltje moeten
bevestigen en kan men het oppervlak berekenen, hetwelk men aan
het plaatje moet geven.

§ 4. H et in beweging brengen van den slinger.

Om den slinger, ook wanneer de kast gesloten en luchtledig ge­
pompt i s , in slingeringen van willekeurige amplitude en azimuth of
wel in rust te brengen, is aan de binnenzijde van de sluitplaat, die
men onder tegen de kast aanklemt, een hefboomtoestel aangebracht,
die men van buiten af bewegen kan.

Om de inrichting daarvan te beschrijven willen wij het statief met
de prisma’s, dat op de sluitplaat staat, een oogenblik wegdenken
(PI. III , fig. 7). Het is er om te doen, den slinger, die op eenigen
afstand boven de sluitplaat hangt, in een willekeurig vlak in slinge­
ring te brengen zonder dat de lucht in de kast treden kan. Daar­
toe neemt eene naar beneden wijder wordende conische doorboring
in het middelpunt van de sluitplaat eene ingeslepen holle as, «■.,
op, die met een weinig vet luchtdicht er in sluit en aan het l)ene-
deneinde eveneens, zooals later beschreven zal worden, luchtdicht
gesloten is. Zij draagt zijdelings aan haar einde, dat in de kast
uitkomt, de horizontale draaiingsas, ct, van een hefboom, h. Wan­
neer deze rust op het vlakke einde van de holle as, kan men den
slinger binnen de gewenschte grenzen elke willekeurige slingering
laten uitvoeren zonder dat hij tegen het naar boven gebogen einde
van dezen hefboom aanstoot. Maar wanneer men uit de opening
van de holle as, a, een staafje te voorschijn drukt, wordt hij opge­
heven, het omgebogen einde nadert als een vinger den slingerbol
ter hoogte van diens middelpunt en raakt dien aan zoodra men den
hefboom verder opheft. Drukt men nu het staafje nog verder uit
de opening te voorschijn zoo wordt de slinger ter zijde gedrukt en
heeft zijne afwijking plaats in het vlak van de beweging van den
hefboom. Laat men dan het staafje, s. plotseling door de opening
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a terugtrekken, zoo valt de hefboom door zijn eigen gewicht en de
bevrijde slinger komt in vlakke slingeringen. Men kan deze slinge­
ringen in elk willekeurig vlak laten plaats vinden, wanneer men
slechts voor dat het staafje s uit de opening te voorschijn gedrukt
wordt, het vlak van de beweging van den hefboom in het gekozen
azimuth stelt. Tot dit doel kan men met behulp van een arm, J,
de holle as a om bare meetkundige as in de conische opening
draaien.

Wij gaan nu na, hoe men de slingeringen van den slinger in
het gekozen vlak eene willekeurige amplitude kan geven, of wat
hetzelfde is hoe men het staafje s, willekeurig uit de opetiing van
de holle as te voorschijn treden en plotseling terug vallen laten kan,
zonder dat de lucht toetreedt.

De doorboring van de holle as, « , is beneden cylindriscli, zij
eindigt echter naar boven in eene rechthoekige nauwe opening; over­
eenkomstig daarmede is ook het boveneinde van het staafje van
rechthoekige doorsnede; maar het benedeneinde is cylindriscli, zoodat
het in de cylindrisohe holte van a past. Verder naar beneden is
van dit cylindrische deel zooveel weggenomen, dat de dwarsche door­
snede slechts een segment, (3, van de doorsnede van de doorboring
van a blijft. Dit segment heeft ten opzichte van a een vaste
ligging, omdat het boveneinde van het staafje in de rechthoekige
opening in a past. Een veertje ƒ, trekt het staafje door de ope­
ning terug, zoodra het niet van onderen op er door gedrukt wordt,
daarentegen verhindert een klein stiftje, m,  dat liet verder valt, dan
dat het boveneinde juist binnen de opening van a terugtreedt. Om
het cylindrisch deel in a op te schuiven en weer los te kunnen
laten eindigt de cylindrische doorboring van de holle as, «, weder
in eene naar beneden zich verwijdende conische, waarin een tweede,
beneden luchtdicht gesloten holle as, juist zoo past, als de eerste,
a, in de conische opening van de sluitplaat. De doorboring van
deze as eindigt naar boven weder in eene nauwere van rechthoekige
doorsnede. Door deze kan men een staafje opscliroeven, dat bij
eiken stand van de rechthoekige opening Oj ten opzichte van de
holle as a vrij voorbij het onderste (cylindersegment) deel van het
staafje s, zou kunnen bewegen, wanneer niet het boveneinde er van
naar eene zijde verbreed (7) was, zoodat het daar den wand van de
holle as a bereikt. Is dit laatste staafje, g, geheel naar beneden
geschroefd, zoo kan men met behulp van den arm d de holle as
a„ in de conische opening willekeurig draaien. Wij willen iiu aan-
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staafje tegen dezelfde zijde van den wand aanlegt, als het van den
cylinder s gespaarde segment, (3 . Beweegt men dan ff naar boven,
zoo stoot de verbreeding tegen d it deel, s beweegt in  de hoogte en
het einde van den hefboom zal den slingerbol ter zijde drukken.
Heeft men nu de verlangde afw ijking bereikt en draait men zonder
de ligging van ff ten opzichte van b te wijzigen de holle as om
hare meetkundige as zoo beweegt de verbreeding van ff onder den
segmentcyUnder van s, (die dezelfde ligg ing behoudt) weg en zoo-
dra d it  het geval is trekt het veertje ƒ  het staafje s terug en valt
de hefboom. Gedurende de draaiing van de holle as o 2 om hare
meetkundige as, dus terw ijl de verbreeding van ff onder s wegbe­
weegt, mag de stand van s zelf niet veranderen en het beneden­
vlak van s en het bovenvlak van ff moeten dus beide loodrecht op
de meetkundige as van a staan. N u  moeten w ij nog aangeven hoe
men ff w illekeurig op en neerbewegen kan zonder dat daarbij lucht
in den toestel komen kan. De doorboring van de holle as « j i  die
naar boven in  eene nauwere van rechthoekige doorsnede overgaat, is
naar beneden weder conisch verwijd en daarin past als in  de beide
vorige gevallen weder eene derde ingeslepen as, waarvan de geo­
metrische as met die van a, en a.  ̂ samenvalt. De doorboring van
deze laatste vormt eene beneden gesloten lange schroefmoer, m, in  de
richting van hare meetkundige as, waarin de schroef, die het bene­
deneinde van ff vormt past. Wanneer men dus deze moer in  de
eene o f andere rich ting met behulp van den schroef kop h,  in  de co­
nische opening om hare as draait, beweegt de schroef overeenkom­
stig op en neer, daar haar einde in  de rechthoekige opening 0^
gevat is en zij dus niet om hare as kan draaien.

De conische assen worden alle met zaohten druk in de conische
. openingen bevestigd, met behulp van ringetjes en schroefjes, v,  die

tevens voorkomen, dat de toestel u it elkaar valt. Do slu iting was
volkomen bevredigend, zonder dat de beweging van de schroefmoer
en van de armen h en d  de minste moeite kostte; d it  moet in  ’t  b i-
zondcr bij den arm d  het geval z ijn , want anders konden bij het
loslaten van den slinger schuddingen in den toestel worden opge­
wekt en zou men er dus niet zeker van zijn , dat de slingeringen
aanvankelijk volkomen vlak worden.

De stand van den arm b en het aantal omdraaiingen van den
schroefkop h stellen ons in  staat den slinger nag-enocg eene bepaalde
gewenschte afw ijking te geven; men ziet dan in den kijker o f het
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doel bereikt is en wijzigt den stand van beiden zoolang tot dit het
geval is. Daarbij moet men steeds eerst het vlak van de hefboom-
bevveging zuiver stellen, en voor men dit verandert steeds weer
den slinger in rust brengen en dan den hefboom verder vallen laten.
Anders stelt men zich aan het gevaar bloot door wrijving van den
hefboom over den slingerbol de messen over hun pannen te ver­
schuiven en daardoor zoowel deze te beschadigen als hun hoek te
wijzigen.

Tot nu toe hebben wij afgezien van het statief met de prisma’s.
De afmetingen hiervan zijn echter zoo gekozen en de hefboom zoo
gebogen, dat men aan den slinger in elk azimuth van O" tot iets over
180° de gewenschte afwijking kan geven zonder tegen de eerste aan
te stooten. En dit is voldoende omdat afwijkingen in ’t azimuth a
zoowel als in ’t  azimuth »-|-180° slingeringen in hetzelfde vlak ten­
gevolge hebben.

§ 5. hiriclitïng en herekening der proeven.

[1] Wij zullen nu beschrijven, hoe men den slinger bewegingsver­
schijnselen van eene bepaalde klasse kan laten vertonnen. Daartoe
komt het er in de eerste plaats op aan voor den slinger de waarden
■J/D en 4'" te kennen.

Wij beginnen er dus mede, den slinger om het vaste mes alleen
te laten slingeren; en bepalen op den graadcirkel van het oculair de
aflezing M , die daarmede overeenkomt, dat de vaste draad van den
oculairmicrometer op deze slingering ingesteld is, of m. a. w. het
beeld van de slingerende kruisdraden in het gezichtsveld van den
kijker bij zijne beweging juist over dezen draad heen en weerglijdt.
Herinneren wij ons (§ 2 van dit Hoofdst.) verder, dat wij in den
kijker het beeld der kruisdraden in een boven hen geplaatsten spie­
gel waarnemen, en dus de beweging van de groote as der slinge-
ringsellipsen van rechts naar links op dezelfde wijze zien als iemand,
die met het hoofd omlaag en met de voeten naar boven uit de naar
beneden gerichte verticaal (de ^„-as van ’t 2° Stuk) naar hun kruis­
punt ziet. Dan blijkt; dat men van de aflezingen M \  90° of M -  90°
diegene als oorsprong van de telling van 4-d moet nemen, welke in
de projectie van de (in ’t 2» Stuk als -|-a; '-as gekozen) verlenging
van het vaste mes valt, wanneer men zich voorstelt, dat de kijker
met oculair en graadcirkel zonder om zijn optische as te draaien
met deze verschoven, beneden dc kruisdraden in de ^|,-as van t 2'



251

Stuk gebracht en op de kruisdraden gericht wordt. Is de verdee-
ling van den graadcirkel naar den waarnemer, als hij in den kijker
ziet, toegekeerd, dan moet men van uit het zoo bepaalde nulpunt de
hoeken in de richting tegengesteld aan de beweging van den uur­
wijzer positief tellen. Verder inoet men aan eene slingeringsellips
het positieve teeken toekennen, wanneer men het beeld der kruis­
draden in den kijker zijne baan in den zin van den uurwijzer ziet
doorloopen.

Men geve nu aan de bewegingen van den slinger om beide mes­
sen weer volkomen vrijheid en brenge hem met behulp van de in § 4
beschreven inrichting in een willekeurig azimuth .1 (van uit het ge­
vonden nulpunt geteld) in vlakke slingeringen. In ’t algemeen zullen
deze spoedig elliptisch worden. De aanvankelijke toename van het
azimuth van hunne groote as (zie n=>. 23 van ’t  I« Stuk) heeft het tegen­
gestelde teeken van y  en bepaalt daardoor dat van deze laatste groot­
heid. Na een zekeren tijd (van 5' tot 10') bepaalt men de verhou­
ding van de kleine tot de groote as Tg x \  en bet teeken [+ ],(  van
de ellips (zie § 3); brengt den slinger tot rust en herhaalt dezelfde
bepalingen tot oorspronkelijk azimuth ^ - |-4 5 °  kiezende, die nu

[iJa+ is»  leveren. Mocht in beide gevallen het teeken
der ellipsen het zelfde worden, dan herhale men nog eens dezelfde
bepalingen met ^ —45° als oorspronkelijk azimuth en laat dan in
de berekening TyxA-is" «« [ ± ] . \ - 45» 1" l̂e plaats van
en [±];+45«

Uit (136) van ’t  1« Stuk volgt, dat bij oorspronkelijk rechtlijnige
slingeringen met het azimuth X g , die in ellipsen overgaan, en waar­

voor dus positief is, en bij gegeven waarden van y, en —

het teeken of van de ontstaande ellipsen alleen van dat
van Sin 2 afhangt. Dit teeken verandert dus niet zoolang men
Xj in hetzelfde quadrant tusschen de symmetrieassen kiest, maar
wel zoodra men met X  ̂ in een ander quadrant overgaat. Bij onzen
slinger moet X „, als azimuth van de oorspronkelijke slingering ten
opzichte van de symmetrieas der *,■, gelijk J-d gesteld worden.
Daar X en x  bi den korten tijd, t ,  die telkens na het loslaten, =  O,
verloopt, voordat men x  bepaalt, slechts weinig veranderen; zal men

X —   ̂ kunnen stellen en dus uit de bepalingen bij A ,  x \ ,

en diegene van 45” of .^ — 45’ , X\-^nn^ waarbij de ellipsen te-
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gengesteld teekeii krijgen als bij xl̂ u kunnen berekenen; volgens
(136) van ’t  1“ Stuk is namelijk

omdat

V

-  =  [ ± ] >  Sin 2 ir Cotg J .,

= [ ± y y 8 m { 2 X ± O i r ) C o t g ^ ,
\  d t  /' A i4 5 o

en [ ± ] " in ’t  tweede geval het tegengestelde teekeu van ’t eerste
geval voorstelt.

Wij vinden dus zoo in elk der beide gevallen voor vier bena­
derde waarden B, wier onderling verschil 90°, 180° en 270° be­
draagt, maar die, omdat B tn B 180° het azimuth van dezelfde
lijn bepalen, neerkomen op twee waarden, die onderling 90^ verschil­
len en beide, afgezien van het teeken kleiner dan 90° zijn. Evcn-
zoo levert de formule (27) en (27*) van ’t 2" Stuk twee waarden van >)/n,
die atgezien van het teeken kleiner dan 90" zijn en overeenkomen
met de gvoote en met de kleine as van de ellips [e) (pg. 150); de
keuze tusschen deze twee hebben wij toen daardoor bepaald, dat J/n
van uit de projectie van het vaste mes (-fa’'zijde) naar de naastbij
gelegen as van de ellips (e) genomen moet worden, en wij moeten
dus die waarde van B  als 4<d nemen, welke afgezien van het teeken
de kleinste is.

Terwijl de eigenschap der symmetrieassen, van de grens aan te
geven tusschen het ontstaan van slingeringen met positief en ne­
gatief teeken uit oorspronkelijk rechtlijnige, ons eene eerste benade­
ring tot de waarde van leverde, willen wij nu voor eene tweede
benadering gebruik maken van de eigenschap, dat zij den hoek tus­
schen de vlakke slingeringen bij het begin en bij het einde van eene
onderperiode middendoordeelen en de waarneming van deze ouder-
periode tevens doen dienen, om bij benadering 4'* en n  te leeren
kennen. Wij kiezen die onderperiode zoo, dat zij de kleinste helft
van de geheele periode moet zijn. Dit is zeker het geval wanneer

WIJ den slinger loslaten in het azimuth

C  =  4 d +  - 10°, of4D-(-90°-h - ^ 1 0  ) ,

daar alsdan de groote as van de slingeringsellips aanvankelijk naai­
de naastbijgelegen symmetrieas 4 d (respective 4ii+  90°) toe beweegt.
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Wij bepalen het azimuth der vlakke slingeringen aan het begin en
bij liet einde van deze onderperiode, het gemiddelde van beiden is
eene tweede benadering voor iJ/d (respective vJ/„ +  90°); het verschil
van beide geeft de waarde en C -iPo het teeken van 3 ^ ^  behoo-
rende bij de aanvankelijke slingering. Het teeken van de ellipsen
die in deze onderperiode optreden is dat van CosJ/ (respective tegen­
gesteld aan dat van Cos\fi) en uit de maximumwaarde, welke de
verhouding van de kleine tot de groote as in haar verloop, en wel
bij het samenvallen met de ij/n (respective 4<d-1-90°) as, bereikt,
kunnen wij berekenen.

[2] Deze berekening heeft voor dit doel een groot voordeel boven de
in n°. 38 van ’t  1® Stuk aangegeven methoden ter bepaling van J/',
omdat wij anders de geheele tweede onderperiode ook nog zouden
moeten volgen.

Uit (132) van ’t  1® Stuk volgt bij zwevingen om de a;,-as

Coss z= C o s ± ( s - 2 x J C o s 2 X ^ ,

wanneer de maximumwaarde van x  gedurende de beschouwde
onderperiode is, terwijl -f- voor de normale — voor de abnormale
onderperiode geldt. Hieruit volgt

i-C o^2x„ro.s2a:.,
iSin 2 Xm Cos 2 X,,

en £ kennende, vindt men >  O uit

Bij zwevingen om
wijze

4'' =  ±(s-2z»)-
de y ,-as heeft men daarentegen op de zelfde

Tgi ,
1 -h Ces 2 X„ Cos2x,

Sin2x„Cos2X^

J;' =  ± (1 8 0 « -£ -2 ;C „ ) .

Behooren eindelijk de verschijnselen tot de klasse B. I zoo moet
men hierin als normale onderperiode, die verstaan, waarin de coör­
dinatenas het naast bij de slingeringsrichting, onder abnormale, die,
waarbij de verst verwijderde coördinatenas overschreden wordt.

Voor dat wij tot deze berekening overgaan vatten wij de waarne­
ming, die op de vorige bladzijden tusschen ( )  gevolgd werd, met de
eerste tot een gemiddelde samen; daardoor worden volgens het 3®
Stuk (Hoofdst. I I ,  § 3) de storingen tengevolge van de wrijving en
van de eindige amplituden geelimineerd.
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Ora nu n  uit deze gemiddelde waarneming te vinden, maken
wij gebruik van

Cos 2 1 —  TyJ»' Coiffi,

welke men verkrijgt door toepassing van den regel van Neper op
den aanvankelijk rechthoekigen driehoek van onze constructie (C).
Is 2 J gevonden en noemt men den hoek, die er in ’t eerste kwa­
drant medeovereenkomt, 2 J j , zoo geeft de duur van de waargenomen
onderperiode

2S, : T T, : n ,

waardoor met J/' t e v e n s —  ̂ en i l '  bekend zijn.
Volgens de formulen op pg. 225 kunnen wij dan door gewichten

op het tafeltje te zetten tot eene willekeurige andere waarde van iln
en n  overgaan.

[3] Wij kunnen nu tot de proeven zelve overgaan. Daarbij eliminee-
ren wij den invloed van de eindige amplituden en van de wrijving recht
evenredig aan de snelheden volgens II § 3 2« Stuk door twee proeven
met dezelfde aanvankelijke slinger wijdte, maar waarvan het begin-
azimuth 90» verschilt, te verrichten en hiervan het gemiddelde te
nemen, zooals dit op pg. 193 is aangegeven.

Bij mijn slinger was nu inderdaad de wrijving recht evenredig
aan de snelheden de voornaamste oorzaak van de afname der slin­
geringen. Zij moet verreweg voor het grootste deel op rekening van
de weerstand, die de messen bij de beweging op de pannen onder­
vinden worden gesteld. Dit blijkt uit de volgende berekening.

Den invloed van de lucht op de slingerende beweging van een
bol opgehangen aan een dunnen draad kan men volgens pg. 388
van K iechhopf’s Vorlesungen über Mechanik bepalen. Noemt men
2*0 den duur van een enkele slingering in ’t luchtledige in secunden,
B  de straal van den slingerbol in centimeters, zijne dichtheid,
ft die van de omringende lucht en K  de wrijvingscoëfficient van de
lucht in centimetermaat, zoo neemt de Neperiaansche logarithmus
van de slingerwijdte per secunde af ten bedrage van

' ! ^ 'R  V 2
bij mijn slinger was iJ = ; 6 .8 1 ,  ft' (lood) =  11 .35 , 0,000175
(O. E. Me ije r , Kinetische Theorie der Case, p. 1 40 ), =  1".10,
en ft =  0.00129 bij O" en wanneer de spanning van de lucht 760*”
is. Dus in dit laatste geval
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afname Brigg. log. per m inuut. . . .  0.000436 in lucht van 760"'”,
en afname Brigg. log. per m inuut. . . .  0.000138 in lucht van 76'”” .

Beide grootheden zou men lettende op den slingerstang en op den
term met den coëlRcient (3, van O. E. Me ije r ’s Pendelbeobachtungm
(Pogg. Ann. Bd. 142) een weinig grooter vinden.

De werkelijk waargenomen veranderingen van dien logarithmus
r minuut waren bij slingeringen om elk der messen afzonderlijk

(18 en 19 Oct. 77) om het hovende mes.>
in lucht van y'j atm. in lucht van 1 atm.

A f n a m e  v a n  d e  B r .  l o g .

- A m p l i tu d e . d e r  a m p l .  p e r  m i n u u t . A m p l i t u d e . A f n a m e  e n z .

5.0-4.5 0.00138
4.5-3.0 118 4.0-2.2 0.00171
3.0-2.2 114 2.2-1.7 180
2.2-1.9 92
1.9-1.7 75

(20 en 21 Oet. 77) om het lenedenmes,
5.0-3.6 0.00143
5.0-3.2 138 5.2-1.4 0.00184
3.6-2.5 131 1.4-0.7 152
4.5-0.8 126
0.8-0.7 113

De wrijving blijkt dus hoofdzakelijk aan de messen plaats te
vinden, zoodat ik wegens de langzame afname van den invloed der
lucht met de dichtheid ook nooit verder dan tot op atm. ver­
dunde. Dat zij niet zooals in t algemeen bij de beweging van
vaste lichamen ten opzichte van elkaar onafhankelijk van de snelheid
is behoeft ons niet te verwonderen wanneer wij letten op de geheel
verschillende omstandigheden bij de wrijving aan het mes waar slechts
eene scherpe kant met de pan, en de gewone gevallen, waar betrek­
kelijk groote oppervlakken der lichamen met elkaar in aanraking zijn.

De wrijving onafhankelijk van de snelheid (de rollende en slepende)
heeft volgens deze cijfers zeker slechts een geringen invloed. Proe­
ven met kleinere amplituden zouden den invloed daarvan beter aan
hebben kunnen toonen, wanneer niet (egelijkertijd daarbij fouten
door toevallige schuddingen van den toestel in dezelfde mate grooter
werden. De verkregen getallen deden niet verwachten, dat ik met
mijne hulpmiddelen op deze wijze meer van de wrijvingswet te we­
ten zou kunnen komen dan dat na den term evenredig aan de snel-
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lieid in de eerste plants de wrijving evenredig aan de tweede maolit
van do snelheid in aanmerking komt.

Volgens het 2 ' 'Stnk II  §§ 4 en 5 blijft dns, wanneer wij op do
aangegeven wijze twee samenhoorende proeven tot een gemiddelde
hebben vereenigd nog eene afwijking van de theorie over, die voor­
namelijk daarin merkbaar wordt, dat het azimuth waarin de slinge­
ringen ten tweede male rechtlijnig worden, niet, zooals de theorie
vordert, het oorspronkelijk azimuth is. Voor de verbetering van
deze kleine afwijking moeten wij natuurlijk op het 2 ' Stuk verwijzen.
Wanneer de afwijkingen de bij onze proeven waargenomene niet over­
schrijden kan men volgens pg. 201 in eerste benadering eenvoudig
die verbetering aanbrengen alsof de eindafwijking A'„ afkomstig
was van een verschil in wrijving rechtevenredig aan de snelheid om
beide messen. Buitendien kan deze overblijvende afwijking ook het
gevolg zijn van eene gebrekkige eliminatie der wrijving rechtevenredig
aan de snelheid, wanneer bij het in beweging brengen voor de tweede
proef de slinger zich misschien iets over de pannen verplaatst heeft
en daardoor de wrijvingscoëfficienten om de messen iets veranderd
zijn. Wij zullen dus in vele gevallen de afwijkingen eenvoudigheids-
halve op deze wijze verbeteren.

§ 6. Ander(1 toedel en wijze van waarneming.

Op PI. IV, fig. 1 , 2, 3, is eene andere wijze van ophanging afge-
bceld, die door mij bij dergelijke proeven als de hier behandelde
gebruikt werd. Bij den eersten toestel omvatte de slingerstang als
beugel de messen, hier gaat hij midden door den drager en door
het mes, dat de beweging om eene vaste as mogelijk maakt. De
stalen slingerstang, b , draagt aan ’t einde een looden bol van 5 kilo,
en rust met het mes a op eenigzins matgeslepen glasplaatjes, p.
Deze hangen in koperen, den slingerstang tusschen zich doorlatende,
bengels, e, in wier uitdieping zij met lak zoo bevestigd zijn, dat
hunne bovenzijden in een zelfde vlak vallen, aan een koperen raam,
c, dat het mes a omgeeft en hier den drager vormt. De beweging
daarvan om eene vaste as wordt hier verkregen met behulp van twee
aan dit raam bevestigde messen, d, wier scherpe kanten in een
zelfde lijn liggen en op vaste glasplaatjes, q, rusten. De laatste zijn
op een koperen plaat, ƒ , bevestigd naast eene opening, die aan de
verschillende deelen van den slinger genoegzame vrijheid van bewe-
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glno; Inat. Deze plaat vormt op een balk of drievoet bijv. gelegd
de ondersteuning van den gelieelen toestel.

De scherpe kanten der messen d liggen in het vlak der bovenzij­
den van de glasplaatjes e; waardoor de twee bewegingsassen van den
slinger weder in een zelfde vlak komen te liggen. Bemschroefjes,
r, veroorloven weer de beweging om eene der messen willekeurig te
verhinderen; terwijl men de traagheidsmomenten kan veranderen door
over het draaibare armpje, w,  de loopgewichten, l ,  te verschuiven.
Om den slinger in een willekeurig azimuth in slingeringen van wil­
lekeurige amplitude te brengen, diende hierbij de eenvoudige en ter­
stond uit fig. 4 begrijpelijke toestel, g.

De bepaling van het azimuth der slingeringen geschiedde echter
op eene wezentlijk andere wijze. Op een tafeltje, t ,  droeg de slin­
ger een spiegeltje, s; daarboven werd om de gezichtslijn horizontaal
te maken een rechthoekig gelijkbeenig prisma geplaatst. Kicht men
hierop een kijker zoo kan meii het door s gevormde spiegelbeeld van
den nevens den kijker geplaatsten, in fig. 6 afgebeelden, toestel
daarin waarnemen. Bij de beweging van s verplaatst zich dit spie­
gelbeeld in den kijker. Stelt men aanvankelijk kruisdraden van den
kijker in op het spiegelbeeld van het middelpunt, o, van den ver­
deelden cirkel in fig. fi, wanneer de slinger zich in zijn evenwichts-
stand in rust bevindt; zoo zal bij vlakke slingeringen het spiegelbeeld
van o zich in den kijker in een rechte lijn verplaatsen. Men zal
dan de schaal, k,  die met de holle as, m, aan den verdeelden cir­
kel (waarin bij den eersten toestel de ooulairbuis van den kijker be­
vestigd werd) verbonden is , zoo kunnen draaien, dat het spiegelbeeld
van de lijn ok  met deze lijn samenvalt en zij zich dus over zich
zelf door het kruispunt van de kijkerdraden schijnt te verschuiven.
Met behulp van den nonius, n,  kan men voor elke vlakke slingering
den daarbij behoorenden stand van de schaal aflezen. Worden de slin­
geringen elliptisch zoo besolirijft o in den kijker eene ellips om het
kruispunt der draden, of schijnbaar dit laatste eene ellips op de
schaal. Men stelt nu op de groote as zooals te voren op de rechte
lijn der slingeringen in; de verhouding van de beide assen der
slingeringsellips wordt met behulp van de verdcelingen op de schaal
bepaald.

Laten wij nu nagaan in welke betrekking de hoek van het slin-
gervlak met een willekeurig door de spiegel normaal gelegd (verticaal)
vlak staat tot de overeenkomstige instelling van den nonius, n.

Daarbij bepalen wij den stand van den kijker en de schaal alleen
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daardoor, dat in den evenwichtsstand van den slinger het spiegel­
beeld van het middelpunt van de schaal, o, in het gezichtsveld van
den kijker met het kruispunt der draden samenvalt, en dat de ge-
zichtslijn naar o tevens de draaiingsas van de schaal is.

Trek door het middelpunt, o, van een willekeurigen bol O K  even­
wijdig aan de straal, die door de spiegel en vervolgens door het
prisma teruggekaatst in de kijkeras valt, O N  evenwijdig aan de
spiegelnormaal in den evenwichtsstand van den slinger, en O S aan
d ie  straal, welke, uitgaande van het midden van de schaal door
spiegeling de richting O K  verkrijgt. Beschouw bij de beweging
van den spiegel O K  standvastig en de richting van de straal, die
deze door spiegeling oplevert als veranderlijk met den stand van de
spiegelnormaal. Laat verder N n '  een stukje zijn van de doorsnede
van het voorloopig onbepaald gelaten verticaalvlak, ten opzichte
waarvan zich het azimuth der slingeringen bepaalt, met den bol en
laat de slingeringen van O N ,  wier azimuth bepaald moet worden,
zich op den bol als N n  afteekenen. De teruggekaatste straal van
OK  beschrijft, overeenkomstig met N u '  en Nn",  Ss'  en Ss". Nu
moet bepaald worden de L N  —  Lu 'N n"  uit L S  —  Ls'Ss",  welken
men onmiddelijk vindt door de draaiingsas van onze schaal (fig. 6)
in OS  te leggen en de eene maal de lijn o K  op Ss'  de andere
maal op Ss" in te stellen. Wij nemen daartoe n en n'  op denzelf-
den grooten cirkel door OK,  waarop dan ook s en s" leggen, ver­
der N n  oneindig klein en »' met N  op denzelfden grooten cirkel
loodrecht op K N S  of zooals men ook zeggen mag op denzelfden
parallelcirkel loodrecht op OK.  Deze laatste keuze bepaalt het tot
nog toe onbepaald gelaten verticaalvlak, van waaruit wij het azimuth
zullen tellen. Het staat loodrecht op het vlak door de stralen O K
en O 5  gelegd. Volgens de gemaakte onderstellingen mag men de
bolvormige driehoekjes Nn'n"  en Ss'  s" als twee vlakke rechthoekige
driehoekjes beschouwen. Wanneer men nu den hoek K O N ~ p
stelt, is

s' S  ■. n' N  ■= Sin i p  ; Sinp,

en volgens de wetten der spiegeling

%n'n ~  s'.s".

U it n ' n — n ' N T g N  en ss" —  s ' S T g S ,

volgt dus terstond
T g N  —  Tg S  Cosp,



waardoor het ware azimuth N  uit het waargenomene wordt gevon­
den. Bij mijne proeven was p zeer klein en kon de afwijking van
Cosp van 1 zeker verwaarloosd worden, daarbij was dus N  —  S.

Ten slotte moge hier nog worden opgeraerkt, dat men den slingertijd
bij onzen slinger in verschillende richtingen ook daardoor verschillend
kan maken, dat men het zwaartepunt van den drager door er massa’s
aan toe te voegen verplaatst. Dit geval is in het 2« Stuk theoretisch
behandeld en men kan er met voordeel gebruik van maken, wanneer
men met een langeren slinger werkt.
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H O O F D S T U K  IIL
DE PROEVEN.

§ 1.

Wij gaan nu over tot eene meer nauwkeurige beschouwing van de
proeven, die de theorie van het eerste Hoofdstuk bevestigen en als
bewijs voor de draaiing der aarde dienen moeten.

Daar het natuurkundig laboratorium te Groningen zich bevindt op
de tweede verdieping van een gebouw, welks aangrenzende vertrekken
druk gebruikt worden, en er geen afzonderlijk gefundeerde grondslag
aanwezig is, moest ik mij behelpen met een als bergruimte gebruikt
sousterrain. Wel is waar kon ik hier slechts een slinger van 1,2 M.
lengte gebruiken, terwijl 2 M. mij daarvoor het meest gewenscht
scheen; ook moest ik mijne oogen aan de nadeelen van het verrichten
van talrijke fijne metingen bij petroleumverlichting blootstellen, en
verdreef de vochtigheid mij ten slotte uit het locaal; maar het bood
de gelegenheid om ten minste eenigermate een vasten grondslag te
verkrijgen, door paaltjes in den grond te heijen, en de verschijnse­
len, welke de theorie deed verwachten, boezemden mij te veel belang­
stelling in , om niet te beproeven ze ook met gebrekkige hulpmidde­
len waar te nemen en met de theorie te vergelijken. De vastheid
van den zoo verkregen grondslag stelde mij nog te leur, zoodat ik veel
grooter amplituden gebruiken moest, dan oorspronkelijk in n.ijn plan lag.

Naast de herinnering aan deze moeilijkheden is het mij eene aan­
gename plicht den heer H. D eutgen mijnen hartelijken dank te
betuigen voor de welwillendheid en het vernuft, waarmede hij mij
vooral bij het inrichten van den toestel ter zijde stond.

17
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WAARNEMINGEN VAN DE KLASSE B. II.

§ 2. Be normale onderperiode gaat vooraf.

[A] Gebruikt de toestel met stalen messen en drager. De messen
zorgvuldig horizontaal gesteld.

Azimuth van het benedenmes 3°24' van het bovenmes 93"26'.
Wanneer het beeld van het dradennet van den slinger in het veld van

den kijker 699 deelen van den micrometer doorloopt, zoo komt dit over­
een met eene beweging van het dradennet zelf over een afstand van
7'”">.89, en, daar het op 1400“ ™ afstand van het ophangpunt ligt,
met eene amplitude: / tI t •

Op den rand van het tafeltje aan weerszijden 1.5 HG in azimuth
— 45° ten opzichte van het benedenmes.

Als voorbeeld geven wij de volledige waarnemingen in dit geval op.

[A. I]

Tijd.
Azimuth

van
groote as.

St'S ®5'cn cr<? S

Instelling  van den micrometer in
geheelen en 40e deelen op

het eene
einde der
kleine as.

het andere 1
einde der I
kleine as. |

het eene
einde der
groote as.

ie t andere
einde der
groote as.

(rt) 6 “4 2 ' 0

1 1
4 2 ' 4 5 ” — 7" 10' -b '

4 4 '1 5 " 1 2 - 1 4

4 6 '5 0 " 1 7 - 1 1

4 8 '3 0 " 1 0 - 3 8 1 0 - 6

5 1 ' 2 - 8 , 5

52 '3U " 1 6 - 2 2

5 5 ' — 3'> 36' +
5 8 ' + 1 0 - 3 8 1 2 - 2 3

7„ 7 ' 2 ' ’ 3 6 ' -1- 1 3 - 0

9' 2 - 2 6

:u 1 ü '4 5 " 1 5 - 2 8 ,5
4/

14 ' 4  " 4 8 ' -t- 1 0 - 3 8 1 3 - 1

16' 1 5 - 8

1 7 '1 0 " 2 - 2 7

2 1 ' 7»  4 4 ' + 1 0 - 3 8 1 2 - 3 3

2 3 ' 1 5 - 1 5

P f c  . . 2 5 '6 " 3 - 6
, . Ö 2 S 3 0 '2 0 " 1 2 » 1 2 ' 1 0 - 3 8 1 2 - 1 8

3 3 ' 1 5 - 1
L 3 4 '3 0 " 3 -1 3
i' m 3 9 '4 0 " 1 5 »  5 0 ' + 1 0 - 3 8 H - 3 3

4 2 ' 1 4 - 3 9
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S' Instelling van den micrometer in

Tijd.
Azimuth

l l . ^
geheelen en iOf* deelen cP

groote as. het eene het andere het eene het andere
5' einde der einde der einde der einde der

Heine as. kleine as. groote as. groote as.

4 3 '4 5 "
7 “5 0 '6 ' 18'»34' 0

3 -2 3

5 2 '
5 3 '3 0 '
5 5 ' 1 0 -3 8 1 1 -1 2

3 -3 4
1 4 -3 3

8 “ 3 '4 0 ' 1 9 » 2 8 ' — 1 0 -3 8 1 1 -3 6 ,5 Max, scheen 2 0 “
6
7 '

1 4 -3 5

U '
1 5 '3 0 '
1 8 '

1 8 « 0 ' — 1 0 -3 8 1 2 -2 4 4 -2 6

4 -3 9
1 4 -1 6

2 7 '
2 8 '3 0 "
3 0 '

1 4 » 3 0 ' 1 0 -3 8 1 3 -9
1 4 -5

5 -1 7
4 1 ' 8 » 3 0 ' 1 0 -3 8 1 3 -9
44 '3 0 "

7 “44 '
2 -3 8 1 0 -3 84 7 '

4 9 '
5 2 '3 0 '

— 1 0 -3 8 1 3 -2 0 ,5

3 “2 0 ' 1 0 -3 8 8 -2 4
3 - 4 1 0 -3 8

5 7 '3 0 '
0 “8 '

3 - H 1 0 -3 89 “ 1 ' — 1 0 -3 8 1 3 -0
14 '
1 6 '3 0 "

— 4 “6 '

— 4 “3 0 '

— 1 0 -3 8 1 2 -1 3
3 -3 3 1 0 -3 82 6 ' — 1 0 -3 8 H - 2 7

2 8 '
Min. scheen

4 -4 5
— 8 “

4 0 ' 0
4 1 '
4 2 '!  5 ’

— 2 “ 32 '

4 - 2 0 1 0 -3 8

[A. II]

(a) 7“32'15" 81 “28' 0
34' 81 “28'
36'
37'! 5 '
40 '30’ 84 “36' 10-38 H -1 8

2-12
14-34,5

44'30"
46' 2-38

14-28
17*



T ijd .
A z im u th 4 ^

In s te l l in g  v an  d en  m ic ro m e te r  in
gehee len  en  40® d ee len  op

v an
g ro o te  as.

S '

h e t  eene
e inde  d e r
k le in e  as.

h e t  an dere
e in d e  d e r
k le in e  as.

h e t  eene  ; h e t  andere
e inde  d e r  e in d e  d e r
g ro o te  as. | g ro o te  as.

87»56'
88»

89» 52'
9 l"12 '

10-38
10-38
10-38

10-38
10-38

10-38
10-38

9-38
9-36
9-35

9-35
9-39

10-3
10-8

4-27.5

14- 20

15- 0

14-3

i  10-38

50'30“
54'30"
56'45"
58'15"
59'! 5"

8 “  2 '

6 '

7'
8' 6 "

11
21'

22' 6 "

23'
40'
41'
43'20'
53'
59'

9" 2'
5'30"

14 '

23'45"
25'
32'
35'30'
38'30"

10» 1'

3'
11'30"

10»12'45"
14 '

16'
21'

22'30'
24'
33'
45'
49'

92» 28'
97»

103"44'

106» 40'
107»56'
106» 50' 10-38

10-38
10-38

106» 32'
99»

10-38

10-38
10-38

88» 16'
80» 8'

10-38
10-38

10-38
10-38

10-38
69»
72» 12'
74»

7-20,510-38

9-13
8-36

10-38

10-38

10-38

10-38
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O pmerking. 10-38 komt overeen met den vasten draad van den
micrometer. Voor de onregelmatigheid van de micrometerschroef moet
aan de aflezingen de volgende verbetering worden aangebracht; 2-0
tot 10-0 komt overeen met de werkelijke waarde van 2-0 tot 10-10;
11-0 =  10-39, 12-0 =  11-38, 13-0 =  12-37, 14-0 = 1 3 - 3 6 ,
15-0 =  14-35, 16-0 =  15-33 , 17-0 =  16-31.

Wij vereenigen de twee voorgaande proeven tot het volgende
schema

[A. I] [A. II]. Gemiddelde. Verbeterd.

( ^ o ) - 1 0 ”4 3 '  =  5 . 5 5 2 8 ' 7 8 “4 '  13.  =  5 . 4 1 7 7 - 1 1 » 1 9 ' - 1 1 « 1 9 '
9 « 6 ' [ - h ] ' 5 " 3 3 ' [ - ] ’- 7 « 1 9 ' > [ - H ' 7no'ï

'A 1 * . 1 3 5 0 1 * . 1 2 9 2 1 M 3 2 1 1 " . 1 2 5 8

( A ) 1 5 » 1 0 '  (3, =  5 . 2 8 5 8 1 0 0 " 8 ' ( 3 ,  =  5 . 0 4 5 6 1 2 " 3 9 ' 1 2 « 1 8 '

X 2 1 7 ' ’ 3 4 ' [ - ] ’- 2 1 » 5 1 ' [ - f ] ’- 1 9 H 2 U - 1 ' ' 1 8 “ 5 4 ! .

A 2 * . 9 6 6 7 3 * . 2 1 2 5 3 * . 0 8 9 6 3 * 1 1 5 6
- 6 » 8 '  (3j =  4 . 8 2 9 1 7 0 ' > 3 6 ' P 2 =  4 . 2 9 4 3 - 1 2 » 4 6 ' - 1 1 » 1 9 '

Hierin is (Z ) het azimuth ten opzichte van het vaste mes, dus
(Z) =  Z + i)/d; verder (3 (als op pg. 201) de dubbele Briggische
logarithmus van de dubbele amplitude uitgedrukt in afdeelingen
(40' deelen) van den micrometer; de teekens [ z t ] ’’ duiden op onze
gewone wijze den waargenomen zin van de beweging in de door x
bepaalde ellips aan.

Om de verbeteringen in de laatste kolom te verkrijgen werd de
berekeningswijze van Hoofdstuk I I  § 6 [2] toegepast op de eerste
onderperiode in de kolom „gemiddelde.” Zij geeft \f< =  180“—J/', daar de
«-as in de normale periode met positieve ellipsen overschreden wordt;
verder J /d  =  40', waarvoor men dus zonder merkbare fout ;|/i) =  O
mag stellen, verder

vj;'=  12“1 '^ , 2 J = - 6 4 » 5 5 ' ,  £ =  26«40'^.

Daardoor worden in (131) en (132) van ’t 2 ' Stuk

Cd =  O en i'o  —  O ,

_  - 5 d
èn afgezien van den coëfficiënt -—  ----  (vergel. pg. 195)

Z o^«D =  9'.6426, Z ô 5 d=  3.5219, Z o ^ c 'n =  3.6176.

De aan te brengen verbeteringen volgen nu uit het 2 ' Stuk II  § 1
[1] en [3]; nl.

A^,  =  0,  A J j =  0,
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en afgezien weer van den coëfficiënt ,

Zo^A Sj = :  3 .0 7 4 7 , ZoyA«2 =  3.6889,

L o f f A e , z = 2 . n 3 1 ,  Zo« A f,  =  3.4823.

Daar A = .  — 8T  moet zijn volgt hieruit (vergel. pg. 201)

A;^, =  9', A x , = 4 8 ' ,  A X ,  =  2V,

A Z , = 0 * . 0 0 6 3 ,  A Zj z= i-0* .0260 .

Wij gaan nu de uitkomsten vergelijken met de theorie.
[«] Volgens n°. 38 van ’t l® Stuk vinden wij

[4] Volgens de berekeningswijze in Hoofdst. II  f 5 [2] met

2 X, =  14,021', 2 Z „ =  23»37', 2 x 2  =  37*49',

1— Cos 2X„ Cos2x 1Loff 9'.6916 =
Cos 2 Xf, Sin 2 x ,

— LogTge, £ — 26"20', | = Z o y 7 ^ f ,  e rzz 26*11',

f ê , ] . . . 4 - '  =  f - 2 x ,  =  l l«59';  1 [ « 2 ] . . . g . ' = 2 x 2 - f = l l ' ’38';

[h] Gemiddelde J/'=  11»48'| .

[c]. Volgens de tweede berekeningswijze van n*. 38 van ’t 1® Stuk

hT,
1.1258
3.1156 1800 =  6 5 » 4 ' = - 2 5 ,

Log =  9'.3081 =  Zog Sm^;  [c'J ...4>' =  H *44 '.

De betrekking opgesteld in n°. 30 van ’t 1® Stuk wordt beves­
tigd door

Log ^ T ^ T V x i  =  9'.3173 =  Log TgX , , X , =  11*44',

23*37'
terwijl voor X^ =  A’j waargenomen werd =  11*48'-’-, welke

overeenstemming inderdaad zeer bevredigend is. Deze berekende
waarde van X j in plaats van de waargenomen waarde invoerende
in de berekening, die tot [c,] voerde, vinden wij

[cj]___4-' =11*39'
en voor het gemiddelde van beiden

[ c ] . . . . J / '  =  l l * 4 1 ' | .

Volgens de theorie moesten de waarden
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[«]
[ ]̂
[<̂1

11044'

l l » 4 8 ' | j
l l«4r i |

gemiddeld i4' =  11 ”45'

dezelfde zijn, gelijk ook in zeer bevredigende mate het geval is.
Berekent men met hunne middelwaarde y zoo vindt men deze uit
den duur van de geheele periode met (126) van ’t  1« Stuk

y z= —11”,77 per uur middelbare tijd.
R  1

Volgens pg. 225 de verbetering daarvoor aanbrengende, dat — = 7 ^
400

is, zooals uit de afmetingen van den slinger werd gevonden, wordt

[ A j . . . .  y „  =  — 11 ”,80 per uur middelbare tijd.

Deze waarde moet gelijk zijn aan de draaiingssnelheid van de
aarde om de verticaal van Groningen

[theorie]. . . .  y „  =  —12”,03 per uur middelbare tijd,

waarvan zij inderdaad slechts weinig afwijkt.
De verdere proeven zullen wij schematisch mededeelen, voor zoo­

ver zij zich twee aan twee laten samenvoegen.

[E]

Gebruikt de toestel met stalen messen en pannen.
De messen zorgvuldig horizontaal gesteld.
Azimuth van het bovenmes 83”20',
Azimuth van het benedenmes 173”28' (—6 ”32),

7.89
483' afdeelingen van den micrometer =

Het verschil in wrijving aan
door olieweerstand.

1400
de messen gedeeltelijk opgeheven

[E. Y] 17 Juli. [E. VI]. Gemiddelde. Verbeterd.

( ^ 0) - 2 4 ”2 8 '  0 „ =  5 . 3 8 8 2  6 5 ” 3 6 '  (3„ =  5 . 4 7 3 6 - 2 4 ” 26 ' - 2 4 » 2 6 '

Z i 1 8 ”4 9 ' ^ [ - 1 - ] ' 1 9 ” 3 0 '  [ - ] " 1 9 ” 1 0 ' [ - f - ] ' 1 8 " 5 7 '
T , 1 * . 7 1 7 1 * . 5 0 4 1 * . 6 1 0 5 1 * . 6 0 6 3

( ^ . ) 2 2 ”5 8 ' | 3 ,  =  4 . 7 1 4 6 1 1 8 “1 2 ' ( 3 , = 4 . 8 1 9 6 2 5 ” 35 ' 2 5 " 8 '
X i 3 2 " 1 3 '  [ - ] - 3 6 “3 4 ' [ . f ] ’- 3 4 ” 2 3 1  l - y 3 3 ” 3 3 1

3 * . 7 1 2 5 3 * . 9 5 8 3 3 " . 8 3 5 4 3 . 8 4 7 7
i X , ) - 1 5 » 2 8 '  (3i =  3 . 8 4 3 2 | 5 3 ”5 8 '  (3j =  3 . 7 2 0 0 - 2 5 ” 4 5 ' - 2 4 ” 26 '

Hieruit volgt 2 4-0 =  42 ',
[0] ___ J/' =  14”36't,

[ i , ] 1 2 ”53', [ij]15«45', [A] . . . 4 / ' = 1 4 “ 19'.
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2(56

Met de middelwaarde uit deze beide viiideu wij

uit de geheele periode —11 “.7,

•y,i, uit de eerste onderperiode —12‘'.2;

[E. V en V I ] . . . y , „ = _ 1 2 “,0.

Wij hebben de uitkomst van de berekeningswijze [c], namelijk

[ c , ] . . .  4 - =  1808', [ c j . . .  4 / =  19010',

die eene fout in de verhouding van T,  en doet onderstellen,
wegens de groote afwijking van de uitkomsten [a] en [J], bij de
berekening van niet in aanmerking genomen. Toch is ook de
overeenstemming van [ê,] en [ i j ]  verre van bevredigend, zoodat
aan de fraaie overeenstemming van met de theorie in dit geval
weinig gewicht moet worden gehecht.

In de volgende proefreeksen werden grootere amplituden genomen
om meer onafhankelijk te zijn van toevallige storingen, waaraan ik
de afwijkingen in de vorige proeven toesclu’eef. 'Tevens werd if*’
kleiner genomen om den duur van de periode te bekorten, en daar­
door een wezentlijk voordeel van mijne methode te doen uitkomen.
Dit vorderde kleinere waarden van 2X„ om de berekeningwijze [c]
naast de andere te kunnen toepassen, daar anders de waarden van
2^ te dicht bij 90» vallen en eene kleine fout in de verhouding
van Tl  en eene belangrijke verandering in geeft.

Gebruikt de toestel met stalen messen en dragers.
Azimuth van het beneden mes 85»20'.
De messen zorgvuldig horizontaal gesteld.

7.89
329 afdeelingen van den micrometer

1400

F. IV. (23 Juli). F. VI. Gemiddelde. Verbeterd.

(-Yo) -12»4 '  ((3„ =  5.4100) 78»52'|3o=  5.5248 -1 1 » 3 6 ' - 1 1 »  36'
12»13' [ - ] ' 12»55'[-|-]' 12»34 [-]-■ 12»36'

T t 0.8900 0.9903 0.9401 0.9401
( ^ . ) 21»16'(3, =  5.0206 112»0'(3, =  5.1180 21 "38' 21»47'

Zï 23»42' [ + ] ' 1 7 " 6 ' [ - ] ’- 20»24'[-f] 20»34'
2.1089 2.2528 2.1808 2.1784
- 1 7 “4' (3j =  4.4654 84»46' (3j =  4.6454 - 1 1 »  9' -11»36 '

Hieruit volgt 24-0 =  10»11',
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verder voor
[a] . . .  . vl/' =  7“58'
[i] . . .  . <J/' =  8 “13' J gemiddeld 8 “5 ' ;
[ c ] . . . . J - '  =  8»6'

en uit de geheele periode y,„ = —11“.64,
uit de eerste onderperiode =  —11“.69,

dus [F ] . . . . y , „ = - l P , 7 .

Meer standvastige uitkomsten dan andere proeven uit de vorige
reeksen leverden de proeven met agaatmessen en agaatpannen, waarbij
ik tevens nog weder grootere amplituden gebruikte.

[G]
Toestel met agaatmessen en pannen; de messen zorgvuldig hori­

zontaal gesteld.
Azimuth van benedenmes 47 “3'.
Azimuth van bovenmes 137’’4'.

7.89
377.5 afdeelingen van den micrometer =

1400'
Proef I I I  was eene herhaling van I ,  wij nemen dus het gemid­

delde uit beide en voegen dit op de gewone wijze met I I  samen.

[G. I] 26 Octob. [G. I I I ]  27 Octob.

(Ao)
/ .
T,

( A . )

Xi
T.

(A),

~  1 1 0 2 6 ' 5 . 6 1 4 0
16»7' [— J r
P  O'
28'’46 ' /?. = 5 .4 2 6 2
24040' [-!-]'•
2* 13'
— 1602'/9j = 5 .1 9 2 4

—  1 1 0 3 8 '//’ =  5.6946
I5 0 3 0 ' [ - ] '■
1 *  2 '

2601.)'/? , = 5 .5 0 9 1
23O 3 ' [ - ! - ] ’■
2 *  11 '

-  17026'/? j =  5.3032

[G. I ,  I I I ] . [G. I I]  27 Octob. Gemiddelde.

(A)o — l l ' ’3 2 '/? „  =  5.6543 80<>6';?(l =  5.6332 -  10"43' — 10043 '
Xi I 5 0 4 8 'i [—]»• 1 l 028 ' [ + ] r

59 ' 15"
13"38 '[— ] ' 13024 '

lA 1' 17‘.0021 1*.0031
(A J. 27<>28';9. = 5 .4 6 7 6 I I 2O14 ' / ? ,  =  5.5162 24O5 I ' 24O13 '

23051 '1 [ +  ]'- 220 3 0 '[ — ] >■
2A 27 ' 45"

23011 ' r + i ' - —  21»56'
T . oA 12' 2*.3312 2 *.3412

(A ), —  1 6 « 4 4 '^ j = 5 ,2 4 7 8 81<>50'iïj = 5 .3 1 1 8 —  12027' —  IOO4 3 '

Hieruit vinden wij
3 4 /0 =  13»30';
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verder

en hiermede

[a] . . . . 4/ =  8»32'
[5]. . . .  J; =  gemiddelde 8”45'|^;
[c]___ 4- =9<’6'

<y,„ uit geheele periode —11'’.74,
y,„ uit eerste onderperiode —11°.86;

zoodat
[G I ,  I I I  en I I ] .........y„ =  - l l » ,8 .

Bij G I ,  III  zoowel als bij G. II  werd nog eene tweede geheele
periode nagegaan. Het oorspronkelijk gebied van beide is echter te
zeer verschillend om de wrijving en eindige amplituden door beide
samen te voegen te kunnen elimineeren.

[H]
Alles als bij [G]; verder de wrijving aan de messen door olie-

weerstand nagenoeg gelijk gemaakt; op den rand van het tafeltje
in ’t azimuth 0“ ten opzichte van ’t beneden mes aan beide zijden
I H G ,  en in ’t azimuth 45° 5 .H G /.

In [H U I] werden twee geheele perioden gevolgd; zooals bij [G]
vergelijken wij slechts de eerste perioden.

[11. I I I ]  (11 D ec.) [H . IV ]  (12 D cc.) G em iddelde. V e rb e te rd .

(ATJo —  2 9 « 2 ' / ? o =  5-316S 6 l« 3 8 '/9 o  =  5 .5 0 7 4 —  28042' —  28042'

] ’■ 1201' 1 1 0 5 5 ' [— ]>■ 1205'J.
T , 1.0519 0 .9847 1.0183 1.0265

2»30' y ï, = 5 .1 3 8 6 9 3 “5 0 ' / ï ,  =  5 .2962 3010' 3036 '4

/ a n » 4 4 'è [ + ] ’- 2 2 0 3 I '[ — ] ’■ 2008' 1 +  ] ’’ 20 O5 5 '
2.4561 2 .3403 2 .3982 2 .3853

(Y J —  25»26 ' = 4 .9 0 0 6 600 ?2 ' [1^ = 5 .0 4 5 2 — 27 "3 2 ' — 28 O42 '

Hieruit volgt

[ « ] . . . .  4-' =  8°49'|-
[ê] . . . .  4-':= 8°55'
[c] . . . .  4-' — 8°1'

gemiddelde 8°35';

dus

zoodat

y,o uit de geheele periode 11,29,

y,„ uit de eerste onderperiode 11,18;

[H. III en I V ] . . . . y „ ,  =  - l l ° ,2 .
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De verbeteringen werden, berekend volgens I I , § 5 van ’t 2'= Stuk.
Er werden nu nog proeven verrieht in zeer rnstige nachten, want

er was grond voor het vermoeden, dat windstooten invloed op de
beweging van den slinger konden hebben; inderdaad bleek, dat de
slinger nadat hij aanvankelijk in  rust was gebracht aan zich zelf
overgelaten langzamerhand in beweging geraakte, en wel des te ster­
ker naarmate de windkracht grooter was. Het scheen, dat de bewe­
ging van het gebouw onder den invloed van den wind zich over­
plantte naar den slechts onvoldoende er van afgescheiden toestel. In
deze proeven, die elk twee geheele opeenvolgende perioden omvatten,
werd het aanvankelijk azimuth zoo gekozen, dat zij als herhalingen
van dezelfde proef mochten worden opgevat. Wegens deze bizondere
voorzorgen verbeteren wij ze volgens I I  § 4 van het 2® Stuk.

[H. V en VI]. Eerste periode.

H . V .  15 D ec . H .  V I .  16 D ec . G e m id d e ld e . V e rb e te r d .

( ^ „ ) 6 0 " 2 6 V „  = 5 - 5 0 6 2 —  3 0 “5 4 ' / ï „  =  5 .4022 — 3 0 “ I4 ' —  30» 14'
y.i 1 1“43 '  [ 4 - ] ’’ 1 I » 5 7 ' [ — l l » 5 0 '  [ — ]>■ 1 1 » 5 0 ' [ — ]»•
7’, t “2 '55" I “2 '4 5" 1 5 .0 4 7 2 1 5 .0472

( V ) , 9 2 » 5 4 '  /9, — 5.2770 2 “ 26 ’ / ï ,  = 5 . 2 4 2 4 2»40 ' 2 “40 '

y-, 2 2 “ 42 ' [— ]'■ 2 0 » 2 9 ' [ - f ] > ' 2 I ”3 5 ' ‘ [— ]»• 2 1 » 3 5 ' J [  +  ] r
7, 2 u28 '3 0 " 2 "2 4 '2 0 " 2 5 ,4403 2 5 .4403

( V ) , 5 8 “3 4 ' , ? j  = 5 . 0 0 2 8 —  2 9 " 2 ' / ï i  =  5 .0878 — 30»14 — 3 0 » 1 4 '

gemiddelde J(zz:9“19';

Hieruit volgt
2 g/D =  -  37“34',

[fl]. . .  g-=  9°45'^^

[ 5 ] . . .  g- =  9"56'

[ c ] . . . g /  =  8°17'

dus y,u uit geheele periode — 11 '.97 ,

uit eerste onderperiode — 11°.76;

en gemiddeld

[H. V en V I, 1® Periode]. . .  =  —11“.9.

Verder



270

[H. V en VI]. Tweede periode.

H . V . H . V I . G em iddelde. V erb e te rd .

5 8 » 3 4 ' , S „  =  5 . 0 0 2 8 —  2 9 » 2 ' / ï „  = 5 . 0 8 7 8 —  3 0 » 1 4 ' —  3 0 » 1 4 '

Z i 1 3 " 5 4 '  [  +  ] r U » 2 0 ' i [ — ] r I 2 “3 7 ' [ — ] r 1 2 » 2 8 '*
1“3 ' 3 0 " 1“ 1 ' I 5 ” 1 * . 0 3 9 6 1 * . 0 3 5  1
9 4 » 5 0 ' / ï ,  = 4 . 8 0 2 2 1 » 4 6 '  /S , = 4 . 9 7 3 4 3 » ! 8 ' 3 » 5 '

y-i 2 3 »  13 ' [ — ] ’• 2 0 » 8 ' [  +  ]»' 2 1 » 4 0 '*  r + 1 2 1 » 2 2 ' i
2 “3 6 ' 4 5 " 2 “2 6 ' 2 *  5 2 2 9 2 * . 5 2 4 7

{Xh 5 8 » 3 8 ' / ï ,  = 4 . 4 6 6 6 —  3 0 » 2 '  = 4 . 7 6 2 0 —  3 0 » 4 2 ' —  3 0 » 1 4 '

Hieruit volgt
24-d =  -2 7 '’9',

[«]••• =  8°54' ]

[« ] .. .  4- = z  9 ° l 'i  j gemiddelde 4' =  9»36'

[c ]. . .  4/ =  10°53'j )

dus 7w uit geheele periode = -11°.92,

7w uit eerste onderperiode -12°.21 ,

en gemiddeld

[H. V en VI, 2» Periode]... =r —12®.1.

Ter vergelijking met [H. XII] hebben wij twee proeven, [II. X
en XI] , waarvan wij vooraf het gemiddelde nemen:

Eerde periode Tweede periode.

[H. X] (17 Dec.) [H. XI] (19 Dec.) [H. X]. [H. XI].

(X), 60°46' eo°30' 57”30' 57=18'
(3o 5.5062 5.5362 5.0892 5.0392
X, 1I°30' 12“35' 13»54'^ 14 58 'i
ï ’. 1“4.5' 1“2'35’ 1-3'10" 1»4'35'

(^ )i 91°50' 93“50' 94°2' 96»42'
( 3 , 5.3834 5.3264 4 9056 4.8318
Xi 23"7' 23“54' 26°29' 25'36'
T , 2“31'55' 2“28'45' 2“28'5" 2“28'40'

57°30' 57°18' 53°54' 54»58'
1̂ 2 5.0892 5.0392 4.6250 4.5523

Hiermede komt
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[H. X, XI en XII]. Eerste periode.

(H .  X ,  X I  G e m id d e ld e ] . H .  X I I .  (1 9  D e c  ) G e m id d e ld e . V e rb e te r d .

( ^ ) o 6 0 ° 3 8 '/S o =  -'>-5662 —  3 0 ‘’2 ' ; S „ =  5 .4 6 4 4 — 2 9 “ 4 2 ' —  2 9 = 4 2 '
1 2 ° 2 ' i  [  +  ] r 1 2 ° 4 2 ' [— ] r 1 2 ° 2 2 ' f— H 1 2 = 3 '
lu 3 '2 0 " 1“ 1 '3 5 " 1 * .0 4 1 0 1 * .0 3 0 9
9 2 ° 5 0 ' / ? ,  = 5 . 3 5 4 9 2 ° 4 2 ' / ï ,  =  5 .2 8 3 8 2 ° 4 6 ' 2 0 , 7 ' .

A l 2 3 = 3 0 '] .  [— ] ’■ 2 0 ° 3 5 ' [ +  ]»• 2 2 ° 3 ' [ +  ] r 2 1 ‘’2 2 '4
2 “3 0 '2 0 " 2U 26' 2 * .4 6 9 4 2 * .4 7 3 3
5 7 ° 2 4 ' = 5 . 0 6 4 2 —  2 8 ° 5 2 ' / ï ,  = 5 . 0 6 1 8 — 3 0 ° 4 4 ' - 2 9 = 4 2 '

Hieruit volgt

dus

en dus
Verder

2 4-d = -27»24'].,

[^] . . .  4' =  g 'ig 'l- I gemiddelde g°26';
[c] . . .  ij/ =  g°40 )

y,„ uit de geheele periode — I I “.g6,
ŷ „ uit de eerste onderperiode —12“.00

[H. X, XI en XII, V  Periode]... 7,„ =  - 1 2 “.0.

[H. X, XI en XII]. Tweede periode.

[ H .  X  e n  X L ]  G e m id d . H .  X I I . G e m id d e ld e . V e r b e te r d .

( ^ o l 5 7 = 2 4 ' ;?o =  5 .0 6 4 2 —  2 8 ° 5 2 '/ J ^  =  5 .0 6 1 8 —  3 0 = 4 4 ' —  3 0 = 4 4 '

A l 1 4 = 2 6 '] . [ + ]> - 1 0 = 4 3 '*  [ — ]»• 1 2= 35 ' f — H 1 2 = 2 7 ']

'J'i l» 3 '5 2 " ,= 1=2' 1 * ,0 4 9 0 1 .0 4 5 1
{X}, 95  = 2 2 ' ^ ,  = 4 . 8 6 8 7 0 = 3 4 ', ï ,  = 4 . 8 9 0 2 2 = 5 8 ' 2 = 4 7 '

A l 2 6 = 2 ']  ) - ] ’• 19=31 ' [+ ]»■ 2 2 = 4 7 ' r +  l r 2 2 = 3 1 '»

'J’i 2 u2 8 ' 2 2 ”,= 2 u 2 5 '2 0 " 2 * .4 4 7 5 2 * .4 4 9 0
( V ) , 5 4 = 2 6 ' = 4 . 5 8 8 6 -  2 6 = 4 2 '/ ? ,  = 4 . 6 6 1 8 - 3 1 = 8 ' —  3 0 = 4 4 '

Hieruit volgt
2 4-d= - 2 7 ' ’57'

[ « ] . . . ] /  =  10=4'

[ê] . . .  4 -=  10=2' gemiddelde 0“ 1';

[ c ] . . .  4 =  8=57'
dus y,„ uit de geheele periode -12°.3g

y,„ uit de eerste onderperiode —12°.22,

en dus [H. X, XI en X II, 2= Periode] . . .  y,„ =  -12=.8.
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Slechts twee proeven konden nog worden verricht in de reeks
[K]

Alles als bij [H ], maar geen olieweerstand en aan de massa’s toe­
gevoegd 1 H G aan elke zijde op den rand van het tafeltje in ’t azi­
muth 10® ten opzichte van het benedenmes.

Eerde periode.

f K .  I J  ( 2 0  D ec . ) [ K .  I I ] , G e m i d d e l d e . V e r b e t e r d .

( i f )o —  2 9 ‘>4G ' / ïo  =  5 . 5 0 7 4 6 5 ° 2 0 '  =  5 . 4 4 1 2 — 2 7 ° 1 3 ' — 2 7 ° 1 3 '
1 4 ® 4 7 ' [ - ] » - 8 ° 1 6 '  [ +  ] ' • 1 i ° 3 r >  r - H I 0 ° 5 5 ' i

7 ' . l u 5 ' 2 0 " 5 3 ' 4 0 ' O 'i .G G U 0 * .9 7 2 G
(X), 6 ° 5 8 ' / ï ,  = 5 . 2 9 2 2 9 0 ° 3 8 '  /S , = 5 . 2 3 1 0 3 ° 4 8 ' 2®54 '

r . 2 1 ° 5 0 ' [ + ] ’- 2 I ° 4 8 ' ^ [ - ] ' - 2 I ° 4 9 ' [ - f ] > ' 2 Ü ° 3 2 '1 -
2 U 2 2 ' 2 “ 2 2 '5 0 " 2 * . 3 7 3 6 2 * . 3 8 1 0
2 9 ® 4 6 ' ; ï ,  = 5 . 0 4 5 6 6 1 ® 2 4 ' = 4 . 9 2 9 6 — 2 9 ° l l ' —  2 7 ‘’I 3 '

Hieruit volgt
34-d= - 2 4 » 1 9 ',

[ « ] . . . .  4-= 9 ® 3 7 ' j
[5] . . . .  4< — 9”37' I gemiddelde 4* =  9®43'|.;
[c] . . . . 4 / = 9 ® 5 3 '  I

en dus y,,, uit de geheele periode —12®.78,
y  uit de eerste onderperiode —12®.83,

en dus [K. I  en I I ,  1® Periode] . . .  —12®.8.

Tweede periode.

[ K .  I ] . [ K .  I I ] . G e m i d d e l d e . V e r b e t e r d .

(X)„ —  2 9 " 4 6 ' / ï „  =  5 . 0 4 5 6 6 1 » 2 4 ' / S „  =  4 . 9 2 9 6 —  2 9 » 1 1 ' — 2 9 » 1 1 '

Xi I 4 " 6 '  [— ]>■ 1 0 " 1 9 '*  [-P]»- i 2 » i 2 ' * r — ! '• 1 1 » 5 9 '
1U3 ' 10" 5 6 '5 " 0)'‘ .9 9 3 7 0  9 8 8 5

(if). 5 " I 4 '  f? ,  =  4 . 8 5 1 0 9 2 » I 4 '  / ï ,  = 4 . 7 5 1 8 3 “ 4 4 ' 3 » 2 5 '> .

Xa 1 9 » 3 4 '  [ - ) - ] ’■ 2 3 »  5 0 '  f—]»• 2 1 » 4 2 '  [  +  ]'■ 2 1 » 1 6 '>
2 “ 2 0 '1 5 " 2 “ 2 2 '4 Ó " 2 *  3 5 7 6 2 * . 3 6 2 7

(if/z —  2 8 M 6 ' / ? ,  =  4 . 6 1 1 2 5 8 » 4 2 ' / 5 ,  = 4 . 4 5 7 4 . —  3 0 » 2 ' —  2 9 » U '

Hieruit volgt
2 4-n =  -26®45'>

[«] . . . .4/ =  9®17'|
[J] . . . . 4 / =  9®26'
[ c ] . . . . 4/=i 9»33'
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en dus y,o uit de geheele periode 12'>.50,
uit de eerste onderperiode 12“.56;

zoodat [K. I  en I I ,  2'= Periode] . . .  y,» = —12».5.
Wij vormen nu het gemiddelde uit deze proeven van de [HJreeks,

waarbij tegenover [H. X] en [H. XI] beide [H. XII] gesteld moet
worden.

P
P
P
P
P

P
eb

« D O O O O O O O O O O O
O  f—t r-H I—I !

« O 0 0 C 0 C 0 C D 5 0 C 0  OO
02. 0 ^ 0 0  O  « O  ^  OO

< o  O ï  0 5
„ , 0 5 0 5 i n l O C 5 T f l ' ^o o o o o o o

' ^ O ü O l O ï O ï C O O ï O l

i I I I I M
fe s, a  t
0 5  o  O  O

^  0 5  0 5  ^
6 * r  ^  ü D  è b  o  u rs

0 5  0 5  0 5  0 5  0 5  (> »  0 53 3 3 3 3 3 3
0 5  0 5  0 5  0 5  0 5  0 5

•<|m
_  C 5 i O  l O  -

l > -  o  o  o  o
r -H  0 5  0 5  0 5  0 5  r - i  r— •

< 0  ^  O O  0 0  0 5  0 5
« 0 0  0 5  0 0 C O C O O OO.COtï100 001>.0505

^  r H  0 5  0 5  0 5  O ï  O O  o q
50 ib ib lo

^ 0 c b b 5 0 5 c b ' ^ ^

'■— ^  0 5  0 5  0 5  0 5  r H  o  O

fc a i s!s ift lO lO iO
b « -  r}H C O  C O  p-1

r H  (-H  r H  r H  r H

p  p
”  g

o  ^  0 5

-iM H|(«
w -  w -  v ,x  0 5  Ö  C O  w

M l O  ^  ^  0 5  ^  ^
X ,., O o O O O o O
’ ^ r H —5 0 5  0 5 r H o O

r ^  r H  r H  r H  r H  r H

C O  0 5  r f l  C O  O O  QO
- C 0 0 5 ' < ? f l H < i > - r H r H

r w r H O C O C O O O c o O
^  C O  T f t  TfH O  O  O

ib K5 ib ib 50 ib ^

O O  G O
0 5  0 5

I I ^
I— 11— I  I- - - - - - 1 I 1

p p  p p p  P
« 0> 3  V

«  r H  3  0 5  0 5
r H  0 5

i T * •  H H  V-H .  h H  h - i
I— < t-H  r~ >  t- H  l-H  >-H

a  XI ixi ^  M ><1
w a  a  w w ai w

o•n
'o*̂3
rs
<DO

0 5  c o  0 5  0 5  « o  o  c o
l O  0 5  O  C> CO 5 0  0 5

O  CO CO CO 0 5  5 0O O O O O lO
ib  ib  50 ib  ^

0 5  ^  Ö  O O  O O  ^  O O
0 5  c o  c o  r H  c o  5 0
I o  o  o  o  O  o
o  O O  i > .  ! > .  O O  c o
co 5 0  5 0  5 0  5 0  5 0  5 0

t  a  t  a  a  a
5 0  O 5 0  5 0  5 0  » O
G5  CO 5 0  Tjl ^  5 0

Ö  ^  ^  O O  C O  w  O O
0 5  0 5  c o  0 5  c o  0 5  0 5
3  3  3  3  3  3  3

0 5  0 5  0 5  0 5  0 5  0 5  0 5

05 ... ^  CO Cs cb
co l>» 50 rH 05 co
o  O o  o  O  O  o05 05 co co co «o 50
05 05 05 05 05 05 05

0 5  O  0 5  C O  o O
C O  ï > -  C O  C O  0 5  l O  r H
O S  t > -  O O  0 5  O  O  C O

o i 0 5  0 5  c q  c q  o q  C S  O O
^  ib  ib  ib  ib  ^

5»̂
Ö  ^  Ö  O  Ö  ^  0 5
m  ^  s o  x o  ^  0 5
o  ej o  o  o  o  o
C O  0 5  r H  C O  C O
OS OS CS CS CS OS OS

a  a  a  *  »> fc
U S  XfS a  U S  O  O  U S
^  ^  C O  C O  ^  C O
U S  0 5  ̂  0 5  C O  C O  ^3  3  3 . 3  3  3  3
O rH rH rH rH rH rH

-'fe* «]•«
 ̂ CO O US ̂  ^  OO

r H  C O  C O  u s  u s  u s
O  O  O O  O O  o
0 5  r H  r H  0 5  C O  C O  T «
r H  r H  r H  r H  r H  r H  r H

^  0 5  0 5  0 5  0 0  0 5  0 5
i>. CO CO CO 0 5  OS OS
O O OS CO O GO CO
US US US US o  O O
US US* US us’ US US US*

00 cb CO Ö  Tfi Ö  QO
C O  0 5  T f i  C O  C O  C O  r HO O O ( O O O
r H  O -  O  O  C O  ! > .  t > .
C D  C O  C O  C O  U S  U S  U S

p p p  p7 p
« 4> rH « a> • wr-l'-l . tM OJ _ T3^

rs
a a a a a a a  |



274

Wij vinden dus
[H. Gemiddelde],

Zweving om Zweving ora y^-as. Gemiddelde. Verbeterd.

(^«) — 2 9 0 3 2 ' /9|, =  5.2656 5 9 0 3 2 ' /S„ =  5.3253 — 3O0O' — 300Q'
I 1 „ 4 2 'J [ - ] ’- I2»57' l-f-]'- I2 0 2 0 ' f—]v

1“2 '27"
12014'

lu-2'2" lu2'51" 15,0375
(^1 . l„53 ']iS , = 5 .1003 94"0' = 5 .1 1 7 5

2 3 0 5 6 '
2056'! 2»47'‘

I9047'(.[-M '-
2“25 '46"

21»52' [-!-]’■
2u27'23.o"

21039'4
2“29 '1" 2*.4576

— 27“5 7 '/? , = 4 .8 3 5 4 57“19'/S, =  4.8315 —.30“19' — 30"0'

2 4,,, =  - 2 7 "  12'waaruit volgt * y» — — * i y ,

en verder
[a] . . . 4/ r=  9<’25'^

[ 5 ,] . . .4 -  =  9»21'1 ^
[ c . ] . . . ^  =  9»15'l j , _ 9 n 4 '

Dus y,p uit geheele periode — 11'’.95,
y„ uit eerste onderperiode — 11*’.92;

[H , gemiddelde] . . y,„ =  —11".93.

gemiddeld 4< =  9°22'.

§ 3. Nauwkeurigheid der proeven.

Vormen wij eindelijk het gemiddelde uit al de proeven op deze
wijze met den toestel met agaatmessen verricht (waarbij de waarden
onder [H gemiddelde] gevonden met het gewicht 7 , die onder G
met het gewicht 2 en elke der beide perioden van [K] met het
gewicht 1 genomen moeten worden) zoo vinden wij

uit geheele p. uit eerste ondcrp.
12.04 , 12.04.

[«] [*] w
4/ =  9"14', 4 /=  9019', 4/ =  9''15',

De uitstekende overeenstemming van dit gemiddelde met de theorie:
=  —12o_03, ook in de laatste decimaal is aan toeval toe te schrij­

ven; want de nauwkeurigheid van de waarnemingen bij mijne hulp­
middelen kon slechts de voorlaatste decimaal met zekerheid leveren.

Bij de verschillende proeven, die wij op deze wijze samengevoegd
hebben, waren de omstandigheden nagenoeg dezelfde; zoodat zij vrij
wel als hei’halingen van een zelfde proef mogen worden opgevat.
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Dooï het gemiddelde te nemen doen wij niets anders dan de to e ­
v a llig e  fonten te elimineeren. Dit moet in ’toog  gehouden worden
bij de vergelijking van de nauwkeurigheid van mijne uitkomsten
met die door van der W tlligen met den gewonen slinger van
F oucault verkregen. Immers het nemen van gemiddelden uit de
draaiingssnelheden in verschillend azimuth, die r e g e l m a t i g e  stand­
vastige afwijkingen vertoonen, krijgt eerst beteekenis, wanneer men
ze als in I I I  § 3 van ’t  3<̂ Stuk beschouwt, d. i. als bizonder geval
van de door mij behandelde verschijnselen opvat. Terwijl de gemid­
delde afwijking van de theorie bij mijne afzonderlijke proeven onge­
veer O''.3 bedraagt, wordt zoodra men over eenige proeven het ge­
middelde neemt eene nauwkeurigheid van 0'’.I verkregen. En het
komt mij hoogst waarschijnlijk voor, dat bij een toestel opgesteld
op een grondslag, zooals men die in de nieuwere laboratoria vindt
en beter dan mij ten dienste stond, reeds door écne proef deze nauw­
keurigheid bereikt kan worden.

Nu zagen wij op p. 307 en 308, dat uit de proef i van der

Willigen , die gedurende I I  uren werd voortgezet, op de breedte
van Haarlem gevonden werd —12'’.88, en uit de gedurende 4 uren
voortgezette proef d, —I l ' ’.34; terwijl de theorie — Il®.91 vordert. De
grootste afwijking bij mijne afzonderlijke proeven was [H. I I I  en IV] 0°.8.

De gemiddelden uit proefreeksen van van der W illigen die zich
over 60 uren uitstrekken, nl. —13“.03, —13”.I I ,  —I I ”.97, 11,81
(zie pag. 308) zijn slechts weinig nauwkeuriger dan de uitkomsten
bij mijne meeste afzonderlijke slechts 5 uren durende proeven, en
het gemiddelde van al de proeven van van der Willigen (240
uren) staat in nauwkeurigheid achter bij het gemiddelde van mijne
Waarnemingen uit de [G], [H] en [K] reeks (samen ongeveer
45 uren).

Ik meen dus met deze proeven minstens het hoofddoel bereikt te
hebben, dat ik mij voorstelde, nl. aan te toonen, dat de door mij
behandelde verschijnselen met dezelfde nauwkeurigheid de draaiing
der aarde kunnen bewijzen als de slingerproef van F oucault.

Ter beoordeeling van den invloed der amplituden op de wrijving
ligt het voor de hand de proeven, die twee perioden omvatten tot
een gemiddelde samen te vatten; daarbij moet [H. XII] eenmaal
tegenover [H. X] en eenmaal tegenover [H. XI] in rekening worden
gebracht. Dit geeft

A
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(3 „

Y.
(3,
y,

^ ' 3

^ 3

T ,
X ,

(3.

Gemiddelde uit

II. V I, X II, X II en KI.

- 3 0 » l l '
5.459fi
3» 42'
5.275fi
1'‘.04119

- 2 9 " 8 '
5.0042
2 '‘.4097
2 o 2'
4.9012

-T ^  1"0350
- 2 8 »  3'

4.6742
- T ,  2".403S

Gemiddelde uit

II. V ,X ,X I  en K. II.

90'’- 2 8 » l4 '^
5.5197
2»18
5.3045
1'*.0135

9 0 » -3 r  IS'1

Gemiddelde

- 2 9 " l 2 ' i
5.4896

3"
5,2900
1".0302

- 3 0 »  13'
5.0397
2".4382
3»14'I.
4.8620

1".0327
- 3 0  "4.5'

4 5997
2".4438

5.0152
2'*.4667
4»27'
4.8228
1".0305

90 « -3 3  "27'
4.52.53
2 ".4839

Hieriut werd in het 2» Stuk I I  § 4 afgeleid, dat overeenkomstig
met de proeven in I I  § 4 van dit Gedeelte in de wrijving een term
afhankelijk van de tweede (of hoogere?) macht der snelheid voorkomt,
die een afnemend decrement en eene negatieve waarde van X ^—X„
ten gevolge heeft, maar dat tevens enkele verschijnselen op de aan­
wezigheid van eene wrijving onafhankelijk van de snelheid wijzen.

[G]
§ 4. Verklaring der geëlimineerde afwijkingen.

De samenvoeging van telkens twee proeven had ten doel de sto­
ringen ten gevolge van de eindige amplituden en van de wrijving
recht evenredig aan de snelheid te elimineeren. Wij zullen dus nog
aantoonen, dat de geëlimineerde afwijkingen werkelijk daaraan toege­
schreven mogen worden. Om twee redenen kan men van de over­
eenstemming van de waargenomen afwijkingen tussohen elk paar van
proeven onderling en de volgens I I  § 1 van het 2» Stuk berekende,
geene hooge verwachting koesteren. 1. Omdat zij in vele gevallen
van dezelfde orde zijn als de toevallige fouten bij mijne proeven.
2. Omdat zij vermengd zijn met de afwijkingen ten gevolge van de
wrijving niet recht evenredig aan de snelheid, wier berekening vrij
omslachtig zoude zijn. Wij zullen ons dus bepalen tot de afwijking,
die in deze beide opzichten in de gunstigste omstandigheden voor
de verklaring verkeert, nl. de afwijking
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waar ' op de zweving om de a;,- en " op de zweving om de y,-as
betrekking heeft, en die de som is van de inkrimping ■ van het
gebied bij zwevingen om de a;,-as en van de uitbreiding van het
gebied bij de overeenkomstige zweving om de yj-as. De berekening
wordt zeer eenvoudig doordat de afwijkingen ten gevolge van de
eindige amplituden bij mijne proeven slechts weinige minuten be­
droegen en dus voor ons doel verwaarloosd mogen worden. Noemt
men de gemiddelde afname van den Neperiaanschen logarithmus
van het vierkant der amplitude per seconde bij zwevingen om de
®,-as en F \  dezelfde grootheid voor zwevingen om de y e a s ; zoo
is volgens (136) van het 2'= Stuk

F \  — F \  = .{A o  — Bn) Cose Cos J/' Cos2 J/d ,
s nemende voor de gemiddelde zweving om de i ’j-as; verder volgens
II  § 1 en § 3 van het 2= Stuk

X \  — X \  — -f- —  2 f  Cotg 2 S -|- Sin 2 S Cos r 'j ^

Ae,

V Sin s
^ D —• f l n

) 2 Cos 2 -V'

Cos2 4>üCos'Jj' Sin e .T .^ ,

en alle grootheden weder op de „gemiddelde” zweving om de *j-as
betrekking hebben. Daar de (3, welke wij bij de proeven opgaven, Briggi-
aansche en de F^ Neperlaansche logarithmen zijn, vindt men F„ door

F^ —  2.3025

Nu vinden wij
l o g F \ - F \ log

berekend w aargenom en

[A] 5'.8280 y '2743 12"I0' 12"2'
[E] ? .2355 Ö'.1373 8°21' 20“38'
[P] 5'.5fi47 8'.8180 — 4<’1' --10 '>54 '

[G] 5'.5403 9'.0209 — 6»I4' — 6 ".56'

[K. D Per.] 5'. 1004 «'5.565 2"10' 3» 56'
[K, 2« Per.] 4'.9085 8'.3654 1»23' 3»42'
[H. Gem.] 5'.4330 8'.9040 4'>48' 3»48'

De overeenstemming der berekende en waargenomen grootheden,
ofschoon voldoende om de gegeven verklaring der regelmatige afwij­
kingen te steunen, is niet van dien aard, dat zij een verdere ver­
gelijking van de afwijkingen met de theorie vruchtbaar doet schijnen.

§ 5. De abnormale onderperiode gaat vooraf.

In de proeven [H. I I I  en IV ], waarvan wij alleen de eerste pe­
riode mededeelden, werd nog eene derde onderperiode gevolgd; zij

18*
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laat zich met de tweede onderperiode samenvatten tot eene gelieele
periode, waarin de abnormale onderperiode voorafgaat.

[H. III en IV, Middenperiode'].

I I .  I I I . H . IV . G em  Uliiekle.

2 " 3 0 '  / 9 „  =  r . . I 3 S G 9 3 “ .50'  2 9 0 2 3 “ 1 0 '

/■ 1 7 " 4 4 ' 4  [-(-]' 2 2 " 3 1 '  [ — j ' ' 2 0 “ s '  r + B
1 . 4 0 4 2 1 3 5 6 6 1 . 3 7 9 9

(N ) , ~ 2 5 ” 2G '  /ti’ , =  4 . 9 0 0 6 6 0 “ 2 2 '  /t?, = r , . 0 4 .5 2 — 2 7 “ 3 2 '

y. - » 5 9 '  [ — ] ’• I 3 " 5 8 '  [ 4 - ] ’' 1 0 " 5 8 ' H — ] ’■
2 . 4 4 3 0 2 . 3 0 8 0 2 . 4 0 5 5

(X ), — 1 » 4 '  / S ,  =  4 . 7 4 2 6 5^*2 6 ' 2 M 1 '

aan
Wij vatten deze proef terstond samen met de twee aan twee sa­

mengevoegde middenperioden (2“ en 3® onderperiode), die wij
de medegedeelde proeven over twee perioden kunnen ontleenen:

[H en K, Middenperioden^.
H. III en IV. H. V en VI. II. X, XI en XII. K. I eii II. Gemiddelde.

(A’)o 3 0 1 0 ' 2040' 2040' ~2Ö46' 3048' 302'
Zi 20f>8' 2 |035'I 2 2 0 3 ’ 2 2 0 3 ' 21049' 210.32'

1.3799 1.3931 1.4285 1.4285 1.3819 1.4024
(-Y). -2 /0 3 2 ' -30014 ' . -30044 ' - 3 0 0 4 4 ' -2901 1' - 2 9 0 4 I'

10058'^ 120.37' 1 2 0 3 5 ' 12«35' 12012'!
2.3755

12012'

(-Y)2
2.4055 2.4327 2.4775 2.4775 2.4337
2011' 3 0 18' 2 0 5 8 ' 2058' 3 0 4 4 ' 3 0 2 ’

Hieruit volgt
[«]

. . . 4- :
dus

gemiddeld =  9''10';
8"49'

.. 9°20'.

9»2'
. 8»36'j-,

7 ,„ uit de gelieele periode — l l ' ’.81,
uit de eerste onderperiode —11'*.84;

zoodat [H en K, Middenperioden] . . .  yw ll®-8.

§ 6. WAAENEMINGEN VAN DE KLASSE E.
Zeer opmerkelijk als sierlijk bewijs voor de aswenteling der aarde,

maar minder geschikt voor de berekening, wanneer de wrijving en
de eindige amplituden aanmerkelijke storingen ten gevolge hebben,
is het bizondere geval van de klasse B. II , waarbij de slingeringen
oorspronkelijk in een der symmetrieassen vallen.

Bij ongelijke wrijving aan de beide messen gaan de verschijnselen
bij zweving om ccn der symmetrieassen in de klasse C. JT over
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(vergel. 2*> Stuk I I  § 2); eii 1\ bestaan voor deze as n ie t, en
men kan dus op de gewone wijze de waarnemingen van zwevingen
om de beide symmetrieassen niet tot een gemiddelde samenvoegen.

Toch is het dan mogelijk de waarde van i}/ bevrijd van de storing
door eindige amplituden en wrijving recht evenredig aan de snelheid
te vinden; men moet daartoe aan x<. geval, dat de slingering
niet weder rechtlijnig worden, eene negatieve waarde toekennen en er
den negatieven minimum verhoudingshoek der ellipsen voor nemen,
om vervolgens als vroeger de berekeningswijze [a] toe te kunnen
passen. Voor eene strenge berekening moet men uit de storings-
formulen de verbetering, die in , waargenomen in de zweving
om de andere symmetrieas, moet worden aangebracht, berekenen.
In eerste benadering zal men echter die verbetering mogen verwaar-
loozen of voor T■̂ de uitkomst van andere van de storingen bevrijde
proeven met denzelfden toestel mogen nemen.

Voorbeelden voor gestoorde verschijnselen van deze klasse leveren
de proeven:

[H. V il] (16 Dec.) [H. VIII]. Gemiddelde.

(Aio - 1 2 ' 6 '  (3„ =  6.5858 - 1 2 ' ’4 2 ' (3„= : 5 .5022 — 1 2 “24 ' (3„ =  5 .5440
8'>48'i [-!-]’• 10»32 '[-|-]^ 9 '> 4 0 '[+ ] -

Tl 1 “ 53 '15" 1“ 51 '10" lc 5 2  1 2 ”5
(All - 1 7 “30' - 1 8 » 4 6 ' - 1 8 » 8 '

X ï [2 » 2 5 '] [ - ]^ > ) 2'>11' [ - ] ' 2 '> 1 8 '[ - ] ’'
T, 2 v 2 9 '3 5 ' 2“ 32 '5" 2 - '3 0 '5 0 ”

(Al. - 8 » 2 6 ' 5 .1544 - 1 0 » 3 4 ' (3, r n  5 .1022 - 9 » 3 0 ' (32 = 5 . 1 2 8 3

en tevens van de
Verandering van Klasse.

[II. IX] (IG Dcc.)

W o

T l

T^
(AO,

74” 46'  5.4646
8”8'  [ - ] '■

I  bestaat niet, de ellipsen blijven steeds

2®20'[—] ”■; Minimum van x,
de slingeringen worden niet weder recht­
lijnig, maar % neemt toe en blijft [—]V

Deze waarde werd door berekening" uit II. VIII aangcviild.
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Brengen wij x-i uit [H. IX] als negatief in rekening; zoo komt

[H .  V II  en  V I l l ] , H .  IX. Gemiddelde.

(-X)o - I 2 " 2 4 ' 7 4 ' ’4 6 ' - 1 3 “5 0 '

X i 9 " 4 0 '  [ d - ] ’- 8 « 8 ' [ - ] ' 8 ’ 5 4 '

X
T,

2 » I 8 '  [ - ] ’■
2 > ' 3 0 ' 5 0 '

- 2 » 2 0 ' - 1 '

terwijl nit de tweede onderperiode van H. V II en V III gevonden
wordt

- 1 3 “49'.

Wij zien dus, dat slingeringen, voor welke de tweede onderperiode
juist ophoudt te bestaan (wij verwaarloozen Xi  =  1') inderdaad in
de symmetrieas vallen. Uit de maximumellips X i = ' P '  '^olgt

4-' — 8"54';

terwijl wij bij de [Hjreeks gemiddeld 9"22' vonden; verder met

[H. V II , V III en I X ] . . .  =  -  I IM .
Voegt men [H. V III en IX] alleen samen en ontleent men

aan [H Gemiddelde], zoo komt
=  9»24 '30 '. . . .  =  - 1 2 '’.0;

inderdaad werd [H. V III] onder gunstiger omstandigheden verricht
dan [H. VII].

Opmerkelijk echter is h e t, dat de inkrimping van het gebied plaats
vindt voor ellipsen wier groote as in de nabijheid van de as van
het g r o o t s t e  decrement valt [H. IX ], terwijl de theorie bij 4'd =  0
en alleen lettende op de wrijving rechtevenredig aan de snelheid
vordert dat dit de as van het k l e i n s t e  decrement is. In de proef-
reeks F waar dit verschil der decrementen ten gevolge van de wrij­
ving rechtevenredig aan de snelheid grooter was, vindt men ook in
dit opzicht de theorie bevestigd;

F. V II (24 Juli).

A'g 109”48' (as kleinste decrement 95"7'1,
;;;; en worden niet weder rechtlijnig,
X minimum na ongeveer 2 uur,

vervolgens toenemende
Keerpunten.

In de proeven [H. V III en IX] trad het verschijnsel der keerpun­
ten, die in elke abnormale onderperiode (zie bijv. ook [A. I  en IIJ)



waargenomen werden, liet duidelijkst op. Bij [H. VIII] werd het
eerste keerpunt waargenomen in t  azimuth 9*^22, terwijl het ooi-
spronkelijk azimuth - 1 2 H 2 ' was. Bij [H. IX] was het eerste keer­
punt bij 78"50', terwijl het oorspronkelijk azimuth 74”46' was, het
tweede keerpunt bij 72”6'. Neemt men het gemiddelde uit de beide
eerste, zoo vindt men als oorspronkelijk azimuth — 13”58' en als
azimuth van het keerpunt —10”16'. Volgens (135) van t  1" Stuk
heeft men voor ’t gevul, dat de slingeringen oorspronkelijk in eene
symmetrieas vallen +  Sin%X„ —  hieruit zou volgen X„  =  4 ”44'
ontleent men i}/„ aan de tweede onderperiode van H. V III; zoodat
4 ,0  — — 14.”40', zoo komt voor het waargenomen geval, waar de
slingeringen oorspronkelijk niet juist in de symmetrieas vielen volgens
(135) voor

X„ =  4 ”47',
en dus voor ( X „ ) = - 9 » 5 3 ' (theorie),
hetgeen inderdaad weinig afwijkt van

(.ï^) 10“16' (waarneming).

WAARNEMINGEN VAN DE KLASSE B. I.

§ 7 .

Een voorbeeld van v e r s c h i j n s e l e n  v a n  de  k l a s s e  D,  die de
overgang van B. II  tot B. I  vormt, levert de proef [G. V]. De
waarde van >J/ in de proefreeks [G] was 8”45'1 en in [G. I ,  I II
en II]  werden zwevingen van de klasse B. I I  waargenomen. De
gebruikte ooulairmicrometer was niet geschikt om de afwijking van
ellipsen van den cirkelvorm nauwkeurig te bepalen, waarop het voor
de berekening van deze proef voornamelijk aan zoude komen. Dui­
delijk blijkt echter, dat bij deze keuze van het aanvankelijk azimuth
de verschijnselen nagenoeg tot de klasse D behooreu.

[G. V] (29 Octob.)

(X)^ 54”18' =  5.1996
36“28' [-)-]'■ azimuth 93“ ongeveer

(X), 135»42' (3, =  5.0406
r ,  l-9 '4 0 ’
Xi  43”40' [ - ] ’■ het azimuth der groote as was moeilijk te bepalen

(140“?); eigenlijk niet meer zeker dan dat de
slingeringen nagenoeg c i r k e l v o r m i g  zijn.

T j 2"21'
(V) j  52”34' [(32 =  4.8680],
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Men vindt uit — (*ï)o + (̂ n̂ voor 2 /JTj ongeveer 82“ 16;
4 ' 2

de theoretische waarde van 2 Z “ (zie 1® Stuk n“. 29 zou voor dit
geval 81“8 zijn. Eindelijk zou de onderstelling, dat de zweving
tot de klasse D behoort vorderen X i > hetgeen zeer goed
overeenkomt met de gevonden waarde.

§ 8. Over de slingerproef van F oucault.

De slingerproeven, die na de schitterende ontdekking van F oucault

in grooten getale overal, volgens zijne methode, werden herhaald,
leverden slechts dan eenigermate bevredigende uitkomsten, wanneer
men zeer lange slingers gebruikte. Zulk een slinger werd op pag.
206 beschreven. Om de draaiing van het slingervlak te bepalen
bevestigde men gewoonlijk onder aan den slingerbol eene stift en
bepaalde over welken diameter van een horizontaal onraiddelijk er
onder geplaatsten cirkel deze stift bij het begin en het einde van de
proef zich bewoog. De grootere lengte van den slinger had dan
het dubbele voordeel, dat men eenerzijds den diameter van dien
cirkel grooter kon nemen, en dus zijn richting nauwkeuriger bepalen
kon, anderzijds de proef langer voort kon zetten zonder dat de
afname den amplituden de nauwkeurigheid van die bepaling merk­
baar deed verminderen.

In  het tentoonstellingsgebouw voor 1878 werd te Parijs in een
afzonderlijke ruimte een metalen stuk van 300 KG. aan een ijzer­
draad van 65 tot 70 M. lengte opgehangen. Deze grootsche inrich­
ting van de proef was zeker wel geschikt om de opmerkzaamheid
van het groote publiek op dit schoon bewijs voor de aswenteling der
aarde te vestigen. Maar ook uit een zuiver wetenschappelijk oogpunt
levert de slingerproef van F’oucault nog stof tot beschouwingen.

Poiuio ') heeft eene andere methode ter bepaling van de draaiing
van het slingervlak voorgeslagen, die van de lengte van den slinger
onafhankelijk is. Maar hij schijnt niet tot praktische resultaten ge­
komen te zijn. Van meer invloed dan de waarnemingsfouten in de
bepaling van de draaiing is de afwijking van den toestel van de
eenvoudige onderstellingen, die aan de afleiding van de slingcrformule
van F oucault ton grondslag zijn gelegd.

De afwijkingen, die in I I I  § 1 van het 2® Stuk zijn beschreven
en voor de draaiing van het slingervlak zeer verschillende waarden

>) Cüiiipt. Rend. T. 35, pg. 835.
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ill verscliillencl azimuth leverden, voerden zelfs tot het verkondigen
van de ongegronde meening, dat er een merkbaar verschil bestond
tusschen de draaiiugssnelheid van het slingervlak in en loodrecht op
den meridiaan. Zonder twijfel moeten die afwijkingen echter daaraan
toegeschreven worden, dat de omstandigheden onder welke de theo­
retische formule geldt, bij de gebruikte slingers niet verwezenlijkt
zijn. Dat die formule niet zonder meer op de bewegingsverschijnselen
daarvan mag worden toegepast en slechts als eene eerste benadering
kan worden beschouwd blijkt reeds daaruit, dat de slingeringen bijna
altijd elliptisch worden, terwijl zij bij den eukelvoudigón slinger
voortdurend vlak moesten blijven, wanneer zij dit aanvankelijk waren.

De s l i n g e r p r o e f  van  P oücault d o e l m a t i g  m e t  een  k l e i ­
n en  s l i n g e r  te v e r r i c h t e n ,  is dus een o n o p g e l o s t  v r a a g ­
s tu k  g e b l e v e n ,  waarop mijne opmerkzaamheid door prof. K ir cinioi'F
werd gevestigd.

De oplossing van dit vraagstuk met behulp van den beschreven
slinger ligt voor de hand, zooals ook de afwijkingen bij de slinger­
proef van F oucault, met mijne slingerproeven en met de afwijkingen
bij de proeven van B ravais in het tweede Stuk onder een zelfde
gezichtspunt zijn gebracht. Immers de proef van F oucault moet
eencrzijds, zooals de figuren van L issajous anderzijds, als uiterste
geval van de klasse B worden opgevat.

Wanneer men J/' (door gewichten op het tafeltje te plaatsen) tot
bü» maakt, verkrijgen wij eene beweging van hel slingervlak met
de hoeksnelheid — Xl' bij vlak blijvende slingeringen. Voor den
enkelvoudigen slinger zou dit — , die van negatieve ontbondene
van de draaiiugssnelheid der aarde volgens de naar beneden gerichte
verticaal zijn. De nauwkeurigheid van onze methode van de be­
paling van de draaiing van het slingervlak is onafhankelijk van de
lengte van den slinger, en wanneer men hem aan zeer harde messen
in verdunde lucht ophangt, zal men de proef gedurende eene geheele
omdraaiing kunnen voortzetten, zonder dat de afname der amplitudeu
schade doet aan de nauwkeurigheid van de bepaling van het slin­
gervlak.

Wanneer weinig afwijkt van 90'* hebben wij verschijnselen van
de klasse B. I ,  waarbij de kleine as der ellips echter klein is in
verhouding tot de groote. De beweging van de groote as blijft dan
nagenoeg, die welke overeenkomt met dc beweging van het slingcr-
vlak in de proef van F oucault, maar deze wordt gestoord door oen
verschil van de slingertijden om twee horizontale assen door het ophang-



punt. De storingen ten gevolge van deze oorzaak zoowel als die ten
gevolge van de wrijving werden in het 3® Stuk behandeld en vormen
de verklaring van de regelmatige door B unt en anderen opgemerkte,
en vooral door V an der W illigen  onderzochte afwijkingen, waar­
mede zij in hoofdzaak overeenkomen.

§ 9. De volgende proef levert een voorbeeld van de klasse B. L
bij zeer kleine waarden van 4'”) dus van een g e s t o o r d e  s l i n g e r ­
p r o e f  v an  F oucault.

Toestel met nieuw geharde stalen messen.
Vergrooting als bij [A].
Azimuth van het benedenmes-f 59" 8'.
Azimuth van het bovenmes — SI® 30'.
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[L .I]  (18 Sept.)

Tijd. Azimuth (X). •/.

0 -i- 56’20' 0
30' +  P2'’4' Max 1^26' [ + y
59' +  68'’4'

1“29.'5 +  7 i ”8'
[Niet waargenomen] [-j-87’34'] [0]

4" 14' — 72'’6'
9“ 13' -1- 8°24' Max 16”23'[ [-|-]'
14“31.'7 -f 59” 14'

4 /"= 1 7 "4 9 '-^ ,
y ,„ = -1 2 " .0 1 .

De verbeteringen voor eindige amplituden en wrijving waren in
dit geval onbeteekenend en wij kunnen terstond de theoretische be­
rekening toepassen. Duidelijker kan men de verschijnselen, die de
theorie voorspelt, nagaan bij de volgende proef:

I



[L. II] (19 Sept.)
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T ijd . A z im u th  (X ) .

0» —  47»8' (3„ =  5.6796
15' — 40"8'

34'.8 — 39»36' 1«15' [4-]'
US'.? -  33»32' 2»36'
1“32'.5 — 27»48' 3»7i
2“2'.7 — 2I»38' 3» 46'
2“3I'.1 — 15'20' lM ax4»25I
3“ 13'.9 — 6»44' 4»47 J ^
3“29'.8 — 2»20' 2»30' [-t-]'
4“10'.6 +  5»4'
4"27'.4 +  8»14' nagenoeg 0 [4 -] '
4>‘.32'.4 +  9»32'
4-'35'.4 +  9»58' 0
4"40' +  I0»52' |3, —  5 1146
4”42'.4 4- 1)«24' 0
4“45'.4 +  11»52' nagenoeg 0 [— ] '
5 - 'll '.2 +  lf)»52' 1»56'
fi“9'.9 +  27»5R'
9“4'.9 +  68» 13»17'
9“ 19'.8 +  68»24' 13»45'
9“31'.7 +  70»52' ! 1 3 » 5 4 ')[—] '
9“49'.fi 4- 74» 12' 13»1' Max 13»30'
9“53' 6 4- 74» 1 13»53'|

10" 13'.5 4- 78“52' i  13»34'
10"23'.4 4- 80”36' 13»33'
10"36'.4 4- 83»52' 12»50' [ ~ y

10"54'.2 4- 86»52'
14"2I' —  49»20'(4130»40')^ 0
14«25' j —  48» 10' j i  0
14"31' i 4"32' —  47»0' 47»19' i 0
14"34' 1 —  40»40 1 ’ 0
14-43' -  45» 16' 0
14-54' — 41»40' nagenoeg 0 [ 4 ] ’’

Uit x i  e n  X i  volgt uit 1 4 » 3 2 ' v o o r  de
geheele omdraaiing van het slingervlak 14“33' =  47"8',y,(, =r —11'’.80.

Uit de eerste oiiderperiode vinden wij
4/" =  18».34'; y ,„ ^ -1 3 » .0 9 .
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Uit de tweede oiiderperiode

Dus [L. II] . . .  y „ : ; = - l l “.87.
§ 10. Is liet alleen om de berekening van 7 ,„ te doen, zoo behoeft

men niet eene geheele omdraaiing van het slingervlak af te wachten,
maar men zal, daar, zooals in § 3 van Hoofdst. I I  werd opgemerkt,
de bepaling van het azimuth van de groote as van een slingerings-
elllps minder nauwkeurig wordt, naarmate de verhouding van de
kleine as tot de groote toeneemt, de proef het liefst zoo inrichten,
dat men hij het begin en het einde op rechtlijnige slingeringen
instellen kan, en de proef dus eene geheele onderperiode omvat.
Kont men do ligging van de symmetrieassen van den slinger, zoo
kan men het aanvankelijk azimuth gemakkelijk zoo kiezen, dat de
proef niet langer duurt dan men wenscht. De berekeningswijze [4],
die men dan toepassen moet, geeft dezellde uitkomsten als eene
andere, die ik aan prof. K irchiiofi'  te danken heb, en die ik hier
in aansluiting aan vroegere formulen af zal leiden.

Volgens het eerste stuk heeft men

( T g x ^ y  _  Tg \ { ^ ' - e )
[ l ' g X j  T g ' C r - l - e ) ’

dus

\ T g X ,

^\TgxJ

Sm'‘ j/'
Sin - e

Past men twee malen de regel van N eper op die rechthoekigen
spherisehen driehoek bij aanvankelijk vlakke slingeringen toe, zoo
vindt men

CosZS Sin- 4'*
Cos2 X„ Sin’’-£

Men kan dus 2 J  vinden, vervolgens uit 2^ en 2V,, volgens de
meermalen gebruikte formule Sin\p', 4 ’ c>i eindelijk als te voren.

Evenzoo volgt uit ( )

f  T g x ,  y  _ _  T g \ { V - £ )
\ C o l g X j  2̂ 7 i ( + 4 ^ ’

dus
( Tgx, y
\ ( o ( g X j

+ \ O o ( g X j

Sin4>'
Sin e
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Men vindt dus uit ecne onilorpcriode, waarin de assen van de
sliugcringsellips in het midden de verhouding n hebben en waarbij
de hoek tusschen de rechtlijnige begin- en cindslingering 2 ^ ^  is, door

Cos2S =
1 -

IfM(7os 2 4>o I i'' — Tg 21

4/' volledig bepaald, daar het tusschen O" en 90“ moet liggen,
verder past men de berekeningswijzen toe, die in ’t vorige werden
behandeld.

Wij geven nog een voorbeeld voor een kleine waarde van ï]/".

[M] (20 Sept.)

Alles als bij [L ], slechts in de richting van het bovenme: aan
elke zijde op den afstand van 4 CM., toegevoegd 10 Gr.

T i j d . A z i m u t h  ( jT ) . X

0 — 44“2 I ' 0
10' — 41 “.70'
1 7 ' -  40“28' [ + ] '
30' — 30“ 34' 1“3'

l “32' — 24 “38' 2 “42'
3”2'.7 — 18“ 2" 19'
8-7'.! — 4“52' 2"5'
4“8'.25 ] - f 7 “38' ) O i
4“10'.2 - f 8 “10' 0
4“14'.7 4“ I4'.0 -j-8“5‘2' -|-9“4' 0
4“I8'.7 +  9“52' 0
4“21'.25 ' -f 10“44' J o '
4“25'.25 + 11“20' begin [—J '

J ," = .1 3 “20', 7 , „ = : - 1 2 “.10.
Het gemiddelde uit [L. I], [L. II] en [M] wordt

-y ,„  =  l l “.99. Theorie — 12“.03.
De vergelijking van deze uitkomst met de proeven van V.A.N dek

Willigen toont weder, dat de slingerproef van F oucault met on­
zen kleinen slinger^ wanneer men sleehts acht geeft op de noodza­
kelijke eenvoudige verbeteringen, zeer doelmatig verricht kan worden.



S T E L L I N G E N .

G e e n  der bewijzen voor de tweede wet der mechanische warmte­
theorie , bij een omkeerbaar kringproces, die men uit de wetten der
mechanica alleen heeft trachten af te leiden, zonder te letten op de
waarschijnlijkheid van eiken bizonderen bewegingstoestand onder een
groot aantal mogelijke —  kan, den toets der kritiek doorstaan.

II.

Ook aan Boltzmann’s beschouwingen daarover kan geen bewijs­
kracht worden toegekend.

III .

O. E. Meyer’s bewijs voor de wet van snelheidsverdeeling van
Maxwell-Boltzmann is onhoudbaar.

IV.

Het verschil tusschen de waarde, die de waarneming oplevert voor
de verhouding van den lineairen tot den cubischen elasticiteitscoëffi-
cient, en die, welke theoretisch uit de onderlinge moleculaire wer­
king van een stelsel rustende punten kan worden afgeleid, vindt
zijne verklaring in de warmtebeweging.



289

V.

Het is niet waarschijnlijk, dat de wetten van de voortplanting
m het geluid in strijd zijn met de kinetische gastheorie.

De verklaring der radiometerverschijnselen moet worden gezocht in
de eigenschappen der niet-stationaire warmtegeleiding in gassen,

VII.

De electromagnetisohe theorie geeft de meest bevredigende ver­
klaring van de verschijnselen van het licht.

VIII.

Maxwell’s verklaring van de draaiing van het polarisatie-vlak
onder de werking van magneten is onbevredigend en onvoldoende.

IX.

De brekingsindex van de vloeistoffen vertoont opmerkelijke ver­
anderingen in de nabijheid der kritische temperatuur. De nevel-
vorming bij dit punt moet worden toegeschreven aan den overgang
van toestanden met zeer verschillenden brekingsindex in elkander bij
eene zeer geringe warmtebinding.

De wet van Weber verklaart het best de electrische verschijnselen.

XI.

Berthand maakt ten onrechte tegenwerpingen tegen H elmholtz’
„Theorie der Wirbelbewegung” .

XII.

Terecht stelt Kiuchhoff aan de mechanica ten doel de eenvou­
digste beschrijving van alle bewegingsverschijnselen.

XIII.

De voornaamste beteekenis der niet-Euclidlsche meetkunde moet
voorloopig in de verklaring en de ontwikkeling van het stelsel van
noodzakelijke en toereikende axioma’s voor de Euclidische worden
gezocht.
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XIV.

Het begrip van ruimte is langs empirisolien weg gevormd.

XV.

Er bestaat geen wezenlijk onderscheid tusschen de methoden van
het wiskundig cii van het natuurkundig onderzoek.

XVI.

De onderzoekingen van van uer W.aals openen het vooruitzicht
op do bepaling van het moleculairgewicht van vloeibare verbindingen.

XVII.

Alle scheikundige verbindingen kunnen uit het oogpunt der valentie
worden geconstrueerd door aan te nemen, dat er twee groepen van
elementen zijn, van welke de eene trivalent de andere quadrivalent
is; tot de eerste daarvan behoort de waterstof.

XVIII.

De structuur van benzol wordt het best door de rangschikking
van de koolstof-atoraen in een driezijdig prisma uitgedrukt.

XIX.

T homson’s hypothese over den vortex-aard der atomen is eene
belangrijke schrede op het gebied der mechanische natuurverklaring
en drukt het zegel op Spinoza’s woorden: ,,Materia ubique eadem
est, nee partes in eadem distinguuntur, nisi quatenus matoriam diver*
simode affectara concipimus.
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