Aus den Sitzungsberichten der kaiserl. Akademie der Wissenschaften in Wien.
Mathem.-naturw. Klasse; Bd. CXV. Abt. IIa. Janner 1908.

Bemerkung zur Theorie der Entropiezunahme
in der »Statistischen Mechanik« von W. Gibbs

von

Tatiana und Paul Ehrenfest.

(Vorgelegt in der Sitzung am 22. Februar 1908.)

1. Die Kapitel I bis X der »Statistischen Mechanik« von
W. Gibbs? sind zum grofien Teil einer eigentiimlichen mecha-
nischen Analogie zu den reversiblen Prozessen der Thermo-
dynamik gewidmet. Mit dem Kapitel XI und XII setzt die Ana-
logie zu den irreversiblen Prozessen ein. Die Methode, die
Gibbs hier entwickelt, weicht vollstandig von der Boltz-
mann’schen Methode des H-Theorems ab. Wir wollen,
ohne auf eine Besprechung der ganzen Methode einzugehen,
blofl den Nachweis fiir die folgende Behauptung fiihren:

Das Theorem, dessen Entwicklung das Kapitel XII
gewidmet ist und das den Ausgangspunkt fiir die Gibbs-
sche Theorie der irreversiblen Erscheinungen bildet,
ist vorlaufig unbewiesen, denn der Beweis, den Gibbs
gibt, enthédlt einen Fehler.

2. Der Autor schickt der Entwicklung jenes Problems
folgende Erorterung voraus: Man gebe in einem geschlossenen
Gefal eine inkompressible, nichthomogene Fliissigkeit vor.
Diffusion sei fiir diese Fliissigkeit ausgeschlossen. Sie befinde
sich innerhalb des Gefifies zu allen Zeiten in Bewegung.®

1 W. Gibbs, Elem. Princ. in Statistical Mechanics (London, 1902).
Deutsch von Zermelo (Leipzig, 1905). s

2 Der Einfachheit wegen kann man sich auf eine stationdre Stromung
beschrinken, so daB also #, v, v als Funktionen von x, 5, z von der Zeit
unabhingig gegeben sind.
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Wegen der Inkompressibilitdt behdlt jedes Teilchen seine ur-
spriingliche Dichte (p) bei. Man {iberzeugt sich leicht, daf dann
jeder Ausdruck von der Form:

® = [[[fp)dxdydz (ff[ tiber die gesamte Fliissigkeit)

zeitlich konstant bleibt.!
So wird auch z. B. das smittlere Quadrat der Dichte«

— S S fptdxdydz

2 A 2 : . e . -
T T E e (J J § tuber die gesamte Fliissigkeit)

sich im Laufe der Zeit nicht &ndern konnen.

Andrerseits bemerkt der Autor, es sei unmittelbar anschau-
lich, daB (ausgenommen gewisse singulire Bewegungen) die
Fliissigkeit bei ihrer Bewegung mehr und mehr cinem Aus-
gleiche der Dichte zustrebt (auch dann, wenn Diffusion aus-
geschlossen wird).? Bekanntlich ist aber die gleichférmige Ver-
teilung einer Masse iiber einen Raum gegenitiber jeder ungleich-
formigen Verteilung derselben Masse liber denselben Raum
durch den Minimalwert von p? ausgezeichnet. Danach wiirde
also doch wegen des zunehmenden Dichtenausgleiches p?
abgenommen haben — im Widerspruche mit dem oben ge-
wonnenen Resultat.

3. Gibbs oder deutlicher noch Burbury?® 16st diesen
Widerspruch folgendermaBien: Jene Dichte p, von der wir

d
sagen, dafl d—g =0, d. h. daB jedes Teilchen sein p beibehalte,

1 Seien die Koordinaten eines Teilchens fiir #, . . . 2 ¥2, fiir £...2,, 2,
so fiihre man in den Ausdruck fiir @ als Integrationsvariabeln ein: xp%(2¢;

dann ist: ® = J-fff(P)- (%, 9, 2)
) (“O! Yo, 20)

a ’ ’

e 1, somit auch ® = [ [ [ f(po) dxodyodz,,
8 (g, ¥0» 20)

also =Py w. z. b. w.

dxgdyydzy, wegen der Inkompressibilitat

ist aber p=p; und

2 Zur Veranschaulichung kann man annehmen, daf die verschiedenen
Dichten durch verschiedene Intensititen der Farbung kenntlich seien. In diesem
Falle wiirde sich also mehr und mehr eine gleichformige Férbung aller Stellen
im Gefd8 einstellen.

3 S. H. Burbury, On the variation of entropy astreated in W. Gibbs
»>Statist, Mechan.« Phil. Mag., Aug. 1902, July 1904,
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wird definiert durch eine Raumeinteilung dz, dy, dz, mit der
zur Grenze libergegangen wird. Und fiir sie ist tatsdachlich mit
2
% — 0~ auch dst = 0:

Was uns aber unsere Anschauung als Dichte liefert —
etwa unser Auge als Farbdichte — das ist nicht die durch die
Prédzisionsdefinition festgelegte Dichte; vielmehr 148t sie sich
nur durch eine approximative Definition (einigermafien)
fassen. Wir werden dem hier in Betracht kommenden MafBle
der Dichte — sie heile P — nahe kommen, indem wir das
ganze Gefdf in Parallelopipede von sehr Kleiner, aber nicht
verschwindender Ausdehnung teilen, so dal benachbarte
Parallelopipede vom Auge nicht mehr getrennt werden konnen
und wenn wir dann definieren:

p— JSJpdxdyde __ [ [pdxdydz
SSfaxdydz — Q

Die Integration ist dabei iiber jenes Parallelopiped € zu
erstrecken, von dem wir gerade untersuchen, welche Dichte P
»in ihme« herrscht.!

Wir konnen als Seitenlange willkiirlich z. B. 10~* mm
festlegen. Denn hier kommt es nur darauf an, den Gegensatz
zwischen den Aussagen iiber P und iiber p aufzuzeigen. Im
Gegensatze zu der Konstanz von p? wird man die Konstanz von

5 ot
Pl 3 (N = Anzahl der Zellen Q)

im Laufe der Zeit nicht behaupten. Was uns nach der Be-
merkung von Gibbs die Anschauung unmittelbar liefern soll,
ist nur: Die Inhomogeneitédt von P flacht mit zunehmender Zeit

1 Unser p entspricht dem Gibbs'schen D, also bis auf einen fiir alles
folgende gleichgiiltigen konstanten Faktor auch seinem P (gro8 p), somit weiter
seinem ¢, demnach unser Ig p (bis auf eine additive Konstante) seiner Grofe ).
Trotzdem Gibbs, wie wir sehen, den Gegensatz von p und P bespricht, fiihrt
er doch fiir unser P keine neue Bezeichnung ein. Gerade dadurch kommt sein
fehlerhafter Beweis zu stande; vergl. § 6.

1%
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ab, d. h. P? nimmt ab. Das aber widerspricht nicht der Kon-
stanz von pZ
Auf gleiche Weise wird man behaupten, da8

— _ JJJplgpdrdydz | o= AT
igp= 1 Teardyas (f§J uber die ganze Fliissigkeit)

zeitlich konstant ist. Von
5 LffflgP.p.dxdydz = ZigP.P.Q XP.IgP
L(ffpdxdydz IP.Q LP
L iber alle Q
JJ[ tiber je ein Q

hingegen wird man die zeitliche Konstanz nicht behaupten.

4. Das Theorem des Kapitels XII, das Gibbs zur Grund-
lage fiir die Theorie der Entropievermehrung nimmt, bezieht
sich nur auf die zeitliche Veranderung von lg P. Der Beweis
von Gibbs stiitzt sich auf das Theorem IX des Kapitels XI.
Dasselbe besagt:

Verteilt man einmal mit

konstanter Dichte p, a)
dann mit

variabler Dichte p B)
dieselbe Masse M iiber denselben Raum R, so daf also A

SS§Spaxdyde = [ [ [pydxdydz = M (§[f iiber R) 1)

so ist

J§Jplgpdrdyde > [ [ fp,1g pydxdydz (§[[ tiber R)

(fSfp-lgp.dxdydz kann also bei vorgegebenem M und R
als MafB fiir die Inhomogeneitat der p-Verteilung angesehen
werden.)

Dieses Theorem wird durch eine elementare Rechnung
bewiesen.?

1 Diese Mittelbildung ist also etwas abweichend von der, die F’ definierte.
Wir folgen hier den Entwicklungen von Gibbs. Siehe p. 44 (Ubers. p. 42),
Gl. 108, p. 137, Gl. 452 etc. (Ubers. p. 139).

2 Siehe Kapitel XI, Th. IX, p. 137. Bezeichnungen siche Anm. 3 zu § 3.
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Auf P iibertragen, lautet dieses Theorem:

Verteilt man einmal mit

konstantem P, o')
dann mit
variablem P ) \
\ /
dieselbe Masse M tliber dieselbe Gruppe R von Zellen Q, &

so dafl also
IP.Q =3P,.Q =M, 1)
so ist

LP.IgP>XP g P, (I iiber alleQ,die zu R gehoren).

(X P.1g P kann somit bei vorgegebenem M und R als Maf§
fiir die Inhomogeneitdt einer solchen P-Verteilung angesehen
werden.)

5. Um einen Einblick in die zeitliche Anderung von Ig P
durch die Stromung zu erhalten, stellt Gibbs folgende Be-
trachtung an:

Zur Zeit t' herrsche im Gefiff irgend eine Dichtenvertei-
lung (p und P) der inkompressiblen Fliissigkeit. Wegen der
Stromung herrscht zur Zeit #” eine andere Dichtenverteilung.
Diese messen wir zur Zeit #”, indem wir erstens mit der
dx, dy, dz-Teilung zur Grenze ibergehen (Feststellung von p)
und indem wir ferner das Gefafl in jene kleinen, aber nicht
verschwindenden Zellen @ teilen. Wir greifen eine bestimmte
Zelle heraus; sie heie Q”, Ihr kommt zu ein

"
Pl = Jife gxdydz £ § tiber

und ein Wert von
JSf1g P". p"dxdydz = 1g P".P".Q.

Wir fragen nun: In welchen Parallelopipeden @ sind zur
Zeit ¢’ jene Teilchen anzutreffen, die zur Zeit ¢” in Q" liegen.
Alle diese Teilchen liegen zur Zeit ¢/ in einem kleinen Gebiet @/,
das sich im allgemeinen an einer andern Stelle des Gefdfes
befindet und das aus Q” durch irgend eine Verzerrung hervor-
geht. Wegen der Inkompressibilitét ist jedenfatls @ = Q”,
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Der Autor macht nun darauf aufmerksam, dafl dieses
Gebiet @' im allgemeinen in mehrere Zellen @ hineinragt.
(Schon deshalb, weil es im allgemeinen kein Parallelopiped ist
und doch das Volumen @ besitzt.)

Den betrachteten Teilchen kommt

zu t”. .. dasselbe P”

zu. Zur Zeit ¢’ seien sie aber etwa iiber ¢ verschiedene Q ver-
streut, also kommt den einzelnen Teilchen

zut’... P| oder P{ oder...Pf
zu.

Wir kénnen nun die Teilchen betrachten, wie sie zu #”
in Q" versammelt sind und kdénnen ihnen dabei

a) einzeln den ihnen zur Zeit " gemeinsam zukommenden
Wert P” oder aber

b) jedem einzelnen den Wert P] oder P, ... P/ zuordnen,
der ihm zur Zeit #/ zukommt.

So tberblickt man leicht, welchen Wert von

JIf1g P.pdxdydz

unsere ausgezeichneten Teilchen zur Zeit #/ und welchen sie
zu t" besitzen:

t ... [[fig P p"dxdydz (oder wegen p' = p” auch) =
= [ff1g P'.p'dxdydz

... [ffig P" o"dxdydz = ig P".P".Q S
(§§ tber Q")

Dabei wollen wir noch kurz zusammenstellen, da8 p, p”
und P’ innerhalb des Integrationsgebietes variabel sind und
nur P” innerhalb des Integrationsgebietes Q" konstant ist.

6. Ohne die Ausdriicke B explizit hinzuschreiben und
ohne die GroBien p und Pdurch verschiedene Schreib-

1 Diesen Ausdruck, und zwar gleich in der zweiten Form gewinnt man
auch, indem man p’lg P’ iiber &’ integriert und dann erst als Integrations-
variable die Koordinaten der Teilchen zur Zeit ¢’ einfiihrt. Die Transformations-
determinante = 1. Die Darstellung im Text folgt den Entwicklungen von
Gibbs im Kapitel XIIL
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weise auseinanderzuhalten, verweist nun Gibbs, bei
diesem Punkt angelangt, kurzweg! auf das Theorem IX des
Kapitels XI (siehe »Theorem A« in § 4) und folgert:

Die Teilchen, die zur Zeit ¢” in Q” liegen, liefern
zur Zeit t” einen kleineren Wert von [ flg P.pdxdydz
als zur Zeit Z'.

Und da diese Betrachtung fiir jedes @ angestellt werden
konne, so folge daraus weiter (siehe Definition von ig Pin § 3):

Der Mittelwert von lg P, den die gesamte im Gefafi
befindliche Fliissigkeit zur Zeit #” aufliefert, ist
kleiner als der Mittelwert von Ig P, den sie zur Zeit #/
aufliefert.

Halt man jedoch, wie es hier geschieht, die Grofien p
und P durch die Schreibweise auseinander und schreibt die
Ausdriicke B, die Gibbs blofi durch Worte definiert, in Zeichen
hin, so sieht man ohneweiters, dal das Theorem IX
Kapitel XI, sich nicht auf die Gr6ien B, sondern nur
auf dhnlich gebaute GroBlen bezieht.? Man sieht also,

1 Original, p. 149, 150 (Ubers., p. 152, 153). — Vergl. Anmerk. zu § 3.
2 Hilt man die Bezeichnungen fiir p und P nicht auseinander, so kann
man die Ausdriicke B entweder

a) mit [ [ [ o' lgp dxdyaz, respektive
L "
oder S5 ¢ 1gp axayaz (S iber ")
») mit f [ [P'1g P'dxdydz, respektive
SIS P 1g P axdyaz

verwechseln. Aber auch iiber diese Ausdriicke liefert das Theorem IX, Kapitel XI,
keine Aussage. Im Falle @) ist nédmlich die Bedingung a) des Theorems nicht
erfiillt (siehe § 4), denn p” ist innerhalb Q' durchaus nicht konstant; die
Bedingung 7) ist allerdings erfiillt. Denn es ist

SIS vaxayaz = [ [ [ p"axayaz (f [ J iiber @”).

Im Falle b) ist (siehe Form A’ des Theorems) zwar die Bedingung o)
erfiillt. Denn P’ ist innerhalb Q" konstant. %
Hingegen ist die Bedingung 7') nicht erfiillt, denn im allge-

meinen ist
J§SPraxayaz [ [ fPraxayaz  (§§f 2")

denn fff}”dxdydz stellt nicht die Masse in Q”, respektive ®' dar, wie man
leicht einsieht, wenn man den richtigen Wert ‘f‘f‘r p'dxdydz gegeniiberstellt.
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dadas Theoremdes Kapitels Xll unbewiesen ist,denn
es folgt nicht aus dem Theorem IX des Kapitels XI, wie
der Gibbs’sche Beweis es érfqrdern wiirde.

7. Fur die Beantwortung der Frage, ob sich das Theorem
anderweitig beweisen lieBe — eventuell unter welchen ein-
schrankenden Voraussetzungen — dirften die eigentiimlichen
Betrachtungen einen Fingerzeig geben, die Gibbs noch im
selben Kapitel an jenes Theorem kniipft. Zuvor wollen wir fest-
stellen, was jenes Theorem besagen wiirde, falls man es zugibt.

ig P ist ein Ma8 -fiir die Inhomogeneitdt von P innerhalb
der Fliissigkeit, wie wir im § 4 (4’) gesehen haben, insofern
es seinen Minimalwert Ig P, annimmt, wenn P im ganzen
Gefaff = P, ist. Danach wiirde das obige Theorem iiber Ig P
besagen, daBl die Inhomogeneitit der Flissigkeit (gemessen
in P) zur Zeit ¢” kleiner als zur Zeit ¢/ ist.

Ldge nun nur noch # vor t”, so hieBe das: »Die
P-Inhomogeneitét der Fliissigkeit flacht mit wachsender
Zeit durch die Strémung ab. Also gerade das, wovon Gibbs
sagt, dafl es uns die Anschauung lehrt.

8. Nun ist aber gerade der Umstand bemerkenswert, daf3
in dem ganzen Gibbs’schen Beweis nirgends die Aussage
benétigt oder beniitzt wird, daB ¢/ dem #” zeitlich vorausgehen
miisse. Mehr noch: es ist ersichtlich, da8 # und #” von vorn-
herein ganz gleichberechtigte Momente sind und dal man in
dem ganzen Beweis iiberall statt #/ #” einsetzen kann und
umgekehrt, so dafl man genau so gut zeigen konnte:

Die Teilchen, die zur Teil #/ in Q' vereinigt liegen, liefern
zur Zeit #/ einen kleineren Wert von §§f1g P.pdxdydz als zur
Zeit ", wo sie iiber mehrere Q" zerstreut sind. Und weiter:

Der Mittelwert von Ig P, den die gesamte im GeféB8 be-
findliche Fliissigkeit zur Zeit ¢/ aufliefert, ist kleiner als der
Mittelwert von Ig P, den sie zur Zeit ¢” aufliefert.l

So wiirde ersichtlich, dafl der Beweis und der Satz in
dieser Allgemeinheit absurd ist.

9. Gibbs fiihlt, daf in seinem Resultat eine Paradoxie
liegt, und er sucht sie durch einige eigentiimliche Betrachtungen

1 Vergl. Burbury, I c.
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zu iiberwinden, die wir soweit wiedergeben, als es méglich ist,
ohne weiter ausholen zu miissen. Er fiihrt aus:

Ist auch nachgewiesen, da 1g P zur Zeit #” kleiner als
zur Zeit # ist, so ist damit noch nicht gezeigt, dafi Ig P mit
wachsender Zeit abnimmt. Denn an keinem Punkte des
Beweises wurde vorausgesetzt, da§ Z’ vor ¢’ liege. Wenn zur
Zeit Z' eine inhomogene Verteilung vorgegeben wird und wir
betrachten die Verteilung, die zur Zeit #” herrscht, wo aber
jetzt ¢” vor ¢’ liegen mdge und wir nehmen bei Festhaltung
von #' fiir #” ein immer fritheres und fritheres Datum, so wird
man auich in dieser Richtung im allgemeinen zu einer homo-
genen P-Verteilung kommen.

»The determining différence in such cases is that between
a definite distribution at a definite time and the limit of a
varying distribution, when the moment considered is carried
either forward or backward indefinitely.«

Dazu die Fuinote: »Man konnte damit die kinematische
Tatsache vergleichen, dal, wenn sich zwei Punkte mit kon-
stanter Geschwindigkeit bewegen (mit der einzigen Ausnahme,
daB ihre Relativgeschwindigkeit Null ist), dafl dann ihre wechsel-
seitige Entfernung zu jeder »definiten« Zeit kleiner ist als fiir
= 400 und { = —o0.«

Ferner im Text: »Aber wahrend die Unterscheidung von
»friiher« und »spiter« bei mathematischen Fiktionen ganz
unwesentlich "sein mag, ist dies durchaus anders mit den
Geschehnissen der realen Welt.« '

Die folgenden Bemerkungen stiitzen sich auf Begriffe,
deren Erlauterung hier zu weit fiihren wiirde.

10. Wir glauben folgendermafien resumieren zu koénnen:

Von lg—P gilt zwar nicht wie von IE;; die Aussage, daf} es
konstant bleiben miisse. Es ist aber keineswegs der Nachweis
erbracht worden, dafl es mit wachsender Zeit im allgemeinen
abnimmt, d. h. daff die Inhomogeneitit der Fliissigkeit (in P)
mit wachsender Zeit abflacht.

Es erhebt sich dann die Frage: Lafit sich vielleicht diese
Behauptung, die Gibbs zunichst unmittelbar unter Berufung
auf die Anschauung aufstellt — etwa in engerem Umfang und

T. und P. Ehrenfest. 2
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unter einschridnkenden Voraussetzungen tber den Anfangs-
zustand der Fliissigkeit — auf anderem Wege heweisen?

Jedenfalls ist dieses Theorem des Kapitels XII (aus-
gesprochen fiir einen Raum hdoherer Dimensionszahl) van
Gibhbs zur Grundlage fiir die Theqarie der Entropievermehrung
genommen worden, die er in der »Statistischen Mechaniks«
entwickelt. Alle folgenden Kapitel berufen sich darauf. —Ig P
spielt die Ralle der Entropie. Solange das Theorem nicht
bewiesen ist, solange fehlt der dort gegebenen mecha-
nischen Thearie der irreversibeln Erscheinungen der
Ausgangspunkt.




