SUR UN THEOREME GENERAL DE L'OPTIQUE *

La ,,Dioptrique” de Huygens?!) contient une proposition
remarquable qu’il avait trouvee en 1653 et qui peut etre regardae
comme le prEcurseur du thSoreme fondamental 3), bien connu de
tous les physiciens, auquel Lagrange a et£ conduit dans le cours
de ses recherches sur la theorie des instruments optiques 4). De
nombreuses considérations plus modernes sur la marche des
rayons lumineux dans un milieu quelconque sont intimement
libes k ces r6sultats, et il sera peut-etre interessant d'indiquer
comment ces considerations peuvent etre etendues au cas gen£ral
des corps birSfringents.

§ 1. Imaginons un milieu transparent qui a en chaque point les
proprietes d'un cristal biaxe, et dont la nature change contini-
ment d’un point k un autre. Soit ds une ligne infiniment petite
guelconque. Cette ligne peut etre regard<§e comme un element d'un
rayon de lumtere, ou plutdt comme un 6l6ment de deux rayons,
pour chacun desquels il y a une direction determinee des vibra-
tions, et une direction determinee d’un element superficiel da qui
appartient k une surface d'onde et qui est conjugue avec I'eiement
ds. Si I'on connait les constantes optiques on peut aussi indiquer
pour chacun des deux cas la vitesse de propagation de Tonde et la
vitesse du rayon. Nous representerons la premiere par u et la
seconde parv.

Dans ce qui suit nous nous bomerons & une seule direction de
Vibration; nous dirons donc que cette direction, celle de I'eiement
d’onde da et les valeurs de u et de v sont entierement determinees

1) Archives du Mus6e Teyler 2, 1, 1914.

Cct article a d6ja 6t6 publik, sous une forme un peu differente, dans les
Annali di Matematica Pura ed Applicata, 20. 185, 1913.

*) Huygens, Oeuvres Complfetes, T. 13, p. 198.

) Sur \ine loi generale d’optique. Memoires de I’Acad. royale pour I’'ann6ée 1803.
Classe de math6matique, p. 3. (Berlin, 1805).

4) Sur la th6orie des lunettes. Nouveaux mé6moires de I'Acad. royale pour
I'annee 1778. Classe de mathematique, p.162. (Berlin, 1780).
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quand on a choisi I'’el*ment de rayon ds. Bien entendu, si Ton
considareune ligne quelconquesetsil'on regarde les 616ments dans
lesquels eile peut etre divisee comme des 616ments de rayon, le
choix de la direction de Vibration en chaque point devra 6tre fait
de teile maniere qu'elle change continiment le long de la ligne. I
devra £galement y avoir continuitd quand on passe d'une ligne &
une autre qui en est infiniment voisine.

Apr&s avoir fait le choix dont nous venons de parier, on peut
calculer pour chaque ligne I'intagrale

Ve = «"

La valeur qu’on trouve pour cette expression ne changera pas
quand on intervertit la direction de I'int*gration. En effet, pour
un Pigment de rayon donn£, la vitesse v est ind*pendante de la
direction dans laquelle il est parcouru par la lumi&re. Ajoutons
qu’il en est de meme de la direction de Vibration, de celle de
I'61ement d’onde conjugue avec ds et de la vitesse d'onde u.

§ 2. La construction bien connue de Huygens peut servir &
dSterminer les lignes, courbSes dans un milieu non homogene, que
suivent les rayons lumineux, et nous fait connaitre en meme
temps les positions successives d'une onde. En g€n£ral, et c’est
a ce cas que nous nous bomerons, il n'y a qu'un seul rayon entre
deux points donnes Px et P2 et ce rayon est dEtermin€. par la r&gle
que l'intEgrale (1) devient un minimum. Ce minimum, pour
lequel nous ecrirons

p.

sera une fonction des coordonn£es de Pl et de P2; c'est le temps
que la lumidre met k se propager d'un de ces points & l'autre.

Concevons que des rayons 6manent d'un point fixe Px dans
toutes les directions et choisissons sur chaque rayon un point Pt
tel que le temps T ait pour tous ces points une mEme valeur
dfterminfe. Les points P2 se trouveront alors sur une surface <
quin’estautre chose que la position qu'une onde partie du point Pi
atteindra dans l'intervalle T, chaque el*ment da 6tant conju-
gué avec le demier 616ment ds du rayon qui y aboultit.

Lorentz IV 10
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La normale d’onde qui appartient au dernier elSment du rayon
PjPa est la ligne P2N2, et la ligne correspondante P2N2 pour
le rayon QXP2 fera avec P2N2 un angle infiniment petit ¢p. Donc,
puisque Taxe P2X2 est perpendiculaire & P2N2, onauracos =20
et, si I'on designe par co I'angle entre les plans P2N2N2 et P2N2X2

€0s &2 = sin ¢ cos ¢o,

expression qu’on peut remplacer par ¢ cosco, ou encore par
I'angle que fait avec P2N2 la projection de P2N2 sur le plan

P2N~X2. Quant au signe algfbrique de ce dernier angle, on
regardera comme positive une rotation d'un angle droit de
la ligne P2N2 vers P2X2.

On peut maintenant 6crire pour le second membre de I'6qua-
tion (4)

K hx

et il est permis de remplacer ici u2 par u2, attendu que la diffe-
rence de ces deux vitesses est infiniment petite et que le num6-
rateur ¢J2 Test egalement. On a donc, en vertu des equations
(3) et (4),
ar A
daaxe (170 X=0) = u2hx '

Or, dans le raisonnement qui precede, on peut echanger entre
eux les points Px et P2, ce qu’on exprimera par la permutation
desindices ! et 2. Il en resulte

ar . 0
dwe de (1= 0. %2=10) T
et en fin de compte
u2hx uxh? ' ©

§ 5. En tenant compte de ce qu'un rayon peut etre parcouru
dans les deux directions opposees, on peut exprimer de la manidre
suivante le resultat que nous venons d'obtenir.

Soient Px et P2 deux points arbitrairement choisis, PXP2 le
rayon lumineux qui va du premier au second, PIN1 la normale
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d’onde et la vitesse d’onde telles qu’elles sont au point de
dEpart de ce rayon, PIN! etant tirfe dans la direction de la
propagation. Désignons pareillement par P2N2 et u2 la normale
d’onde et la vitesse d’onde pour le point de dfpart P2 du rayon
inverse P2PX. Soient enfin V1 et V2 des plans quelconques pas-
sant respectivement par PIN1, P2N2, et P1X1, P2X2 deux axes
situf£s dans ces plans, dont le premier est perpendiculaire & PINL
et le second & P2N2. Alors, si on prend sur le premier axe un point
Qi infiniment voisin de P*"PiQx = hx) et sur le second un point
Q> infiniment voisin de P2(~2/?2 = h2> on Peut considSrer les
rayons qui se propagent, I'un de Px & Q2, I'autre de P2 & Qv et les
normales d’onde PxN[ et P2N2 propres aux premiers eléments de
ces rayons. En general ces normales sortiront des plans Vx et V2
Sion lesy projette et si I'on designe par  I'angle infiniment petit
que la projection de PxN[ sur Vx fait avec PiNv et par $2 I'angle
entre P2N2 et la projection de P2N2 sur le plan V2, les deux
expressions qu’on voit dans la formule (5) auront la meme gran-
deur et le meme signe algebrique. Quant aux signes, ils seront
d<Hermin£s pour hx et h2 par le choix des directions positives
P1X1 et P2X2 et pour ijq et ty2 parce que les rotations de PxNx
vers PIX! et de P2N2 vers P2X2 sont considErfes comme po-
sitives.

N’oublions pas d’ajouter que le th*oreme est vrai, non seule-
ment pour un Systeme ol il n'y a aucune discontinuitS, mais
aussi pour le cas ol un certain nombre de milieux transparents
sont s”pares les uns des autres par des surfaces de discontinuit£,
chacun de ces milieux pouvant du reste prasenter un changement
graduel, d’'un point & un autre, des proprietEs optiques. Un arti-
fice mathEmatique dont il n'est pas nfcessaire de parier nous
permet d’arriver a cette extension, par laquelle les rayons de lu-
mi&re deviennent des lignes brisees dont les segments peuvent
etre rectilignes ou courb£s selon les circonstances.

§6. En partant de la formule (5) on retrouve facilement des
thEor&mes bien connus.

Imaginons un Systeme de milieux isotropes et homogenes qui
sont s"par”™s par un certain nombre de surfaces sphfriques cen-
tr<*es. Prenons pour P1 et P2 deux points sur I'axe du syst&me.
Le rayon PIP2 coincide alors avec la portion de I'axe comprise
entre ces points, et on peut faire en Sorte que les points Qlt
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et tous les rayons dont il est question dans le theoreme se troux-
vent dans un meme plan passant par Taxe. De plus, les normales
d’onde coincideront avec les rayons lumineux et les vitesses ux et
«2 seront inversement proportionnelles aux indices de refraction
»i et «2 des milieux ol se trouvent les points Px et P2 Les lignes
PiQi et P2Q2, due nous supposerons avoir la méme direction-,
peuvent etre considerees comme deux ,,0bjets” perpendiculaires &
Taxe et I'on voit facilement qu’alors 4* n'est autre chose que
I'angle sous lequel I'objet P2Q2 est vu du point Pv et que
pareillement  est la grandeur apparente de I'objet PXQX vu du
point P2. La formule (5) devient maintenant

ce qui nous donne

dans le cas nx = n2, et

bhh = +1

si nous supposons en outre hx = h2,

La demiere 6galite exprime le thoréme qui a ete trouve par

Huygens.
§ 7. Revenons au cas general et menons par Px un plan Wx per-
pendiculaire & Px Nx et par P2 un plan W2 perpendiculaire &
P2AT2. Portons sur PINI un segment egal & lI'unite de longueur
et soit W[ un plan passant par I’extremite de ce segment et pa-
rallele au plan Wv

Celapose, si Q2 est un point quelconque de W2 infiniment voisin
de P2, on peut considerer le rayon Px Q2 et la normale d'onde
PXNX appartenant au premier element de ce rayon. Soit R le
point d’intersection de cette normale avec le plan W\ et con-
siderons la relation entre les positions de Q2 et de R.

A cet effet nous choisissons dans le plan Wx deux axes de
coordonnSes P1X1 et PxX[ perpendiculaires entre eux, et nous
d™terminons la position du point R par ses coordonnees xx et xx
par rapport & ces axes, ou plutét par rapport aux axes qu’on ob-
tient en projetant P1X1 et PxX[ sur le plan Wx. Quant au point Q2,
sa position pourra etre determinee par ses coordonnees X2, X2

par rapport k deux axes P2X2 et P2X2 perpendiculaires entre eux
et situes dans le plan W2,
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Evidemment les coordonnees xv x[ seront des fonctions de
X2, et comme toutes ces variables sont infiniment petites et
s’annulent en meme temps, il faut que la relation cherchbe puisse
£tre exprimbe par deux equations de la forme

Si maintenant le point Q2 prend toutes les positions comprises
dans une portion infiniment petite da2 du plan W2, le point R
prendra toutes les positions qui se trouvent dans une portion cor-
respondante do)x du plan et on aura

dcol — D12da2, (6)

si I'on designe par D12 la valeur absolue du d~terminant

al2 M2
av2 ar2

Remarquons que d(x>1 est la mesure de I'ouverture du céne qui
contient les normales d’onde appartenant aux premiers elements
des rayons qui partent du point Px et qui sont re9us par 1 Element
superficiel da? situe au point P2

D’une maniere tout-a-fait analogue on peut considbrer un
faisceau de rayons infiniment mince qui emane du point P3 et
gui decoupe dans le plan W1 un element dcl situb au point Pv Les
normales d’onde propres aux rayons de ce faisceau k leur point de
dSpart rempliront un certain ebne & ouverture du? et on aura la

relation analogue k (6)
da? = D21 di, ]
ol D21 est la valeur absolue du determinant
J a2l az2l'
Ro'l ~271

Or, en faisant attention & la signification des coefficients au,
air, etc., on dbduit facilement de I'bquation (5) que
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si Lon entend par I un des indices 1, V et par Il un des indices
2, 2'. Par cons6quent

N2 n21

et, en vertu des formules (6) et (7),

d(jildal ~ d”~da2
)

Notons encore que dalt da2 sont les sections des faisceaux con-
sidSrSs par des plans normaux aux normales d'onde.
11 serait facile d’introduire en leur lieu les sections par des plans
gui sont normaux aux rayons ou qui ont une direction quelcon-
que.

Pour le cas de milieux isotropes I'equation (8) nous ramene & un

thEor&me qui a 6t6 6nonce pour la premiere fois par M. Strau-
bel 1).

1) Physik. Zeitschrift, 4, 114, 1903.



