
SUR LA ROTATION D’UN ELECTRON QUI CIRCULE 
AUTOUR D’UN NOYAU *)

§ 1. Dans ces demieres ann£es plusieurs physiciens, d’abord 
M. A. H. Compton et ensuite M. M. GouDSMiTet Uhlenbeck, ont 
d£velopp<§ l’hypothese que les £lectrons qui circulent dans les ato- 
mes sont animes en meme temps d’une rotation autour d’un dia- 
metre. Cette id£e a ete appliqu£e avec un succ&s remarquable ä la 
tlfeorie des lignes spectrales et le probleme de l’influence fecipro- 
que des deux mouvements merite donc bien un examen appro- 
fondi.

Malheureusement, si on aborde les calculs, on voit bien tot que 
la question est tres compliqu£e. C’est pour cette raison que j'ai dü 
me bomer ä une premfere approximation; et c'est pour cela aussi, 
sans doute, que mon r£sultat differe par un facteur nunferique de 
celui qui a ete obtenu par M. Thomas. Comme ce physicien je me 
suis laiss6 guider par le principe de la relativife; si on ne voulait 
pas s'en servir le resultat deviendrait tout ä. fait different.

§ 2. Rappeions d’abord la transformation fondamentale de la 
theorie de la relativife restreinte, la transformation de relativife, 
comme je l’appellerai. Elle peut et re mise sous la forme suivante 
(la deuxfeme et la troisfeme'£quation 6tant remplac£es par ...)

x' = x + ■ ^ \t~^x (xvx + yvv + zvz) + wxt 
(a + 1 )c2

V = at + - (xvx + yvv -f zvt), 
c*

0)

°u c> v»> vv, vz et a sont des constantes. La premiere est la vitesse 
de la lumfere; vx> vv, vz sont les composantes de la vitesse v avec

J) Conference faite au Congrfcs international de Physique, Como, septembre 1927.
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laquelle l’origine des x, y, z se d£place dans le Systeme x', y', z', Ü 
et la demi&re constante a la valeur

- — , ----= • V~/
V (1 —v2/c2)

On voit facilement que, pour obtenir les formules inverses, cel- 
les qui expriment x, y, z, t en fonctions de x\ y', z', t', il suffit 
d’echanger l’un contre l’autre ces deux groupes de variables, ecri- 
vant en meme temps — vx, — vv, — vz au lieu de vx, vv, vz.

II y a des formules de transformation correspondantes pour dif­
ferentes grandeurs physiques, vitesses, accelerations etc., et ces 
formules font connaitre aussi les expressions invariantes, c'est-ä.- 
dire celles dont les valeurs numeriques ne changent pas par la 
transformation.

§ 3. Pour determiner le mouvement de l’electron nous nous ser- 
virons du principe de Hamilton en prenant pour la fonction de 
Lagrange L une expression convenablement choisie. Le mouve­
ment r£el qu’il s’agit d’studier sera donc compare avec le mouve­
ment varie qu'on en deduit en donnant aux positions des diffe- 
rents points de l’electron, et par consequent ä leur mouvement, 
des changements virtuels infiniment petits. Si toutes les variations 
sont nulles pour les instants tx et t2 on a la formule

tt t\
S f Ldt + j Wdt = 0, (3)

ix t\
dans laquelle $W est le travail virtuel des forces qui agissent sur le 
Systeme, pour autant que ces forces ne sont pas dejä comprises 
dans la fonction de Lagrange.

L'6quation peut nous faire connaitre les forces qu’on doit faire 
agir pour produire un mouvement arbitrairement donne.

§ 4. La fonction de Lagrange se compose de deux parties Lx et 
L2> qu’on peut distinguer comme la partie electromagnetique et la 
partie materielle. Dans le calcul de Lx nous considererons la Char­
ge de l'electron comme distribu£e sur un certain volume ou sur 
une surface, mais il conviendra de remplacer dans la pens6e cette 
distribution par un assemblage de points charges, le nombre de 
ces points 6tant excessivement grand, meme dans un ^l(§ment de 
volume ou de surface.
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Fixant not re attention sur un de ces points dans la position P 
qu'il occupe ä l'instant considere t, nous avons d’abord ä deter- 
miner les deux potentiels retardes, le potentiel scalaire cp et le 
potentiel vectoriel A, aux composantes Ax, Av> AZi que les autres 
charges produisent au point P. A cet effet nous cherchons pour 
tout autre point Charge Q la position „effective” Qe, c’est-ä-dire la 
Position qui satisfait ä la condition qu’un mobile qui en part au 
moment oü eile est atteinte et qui se meut en ligne droite avec la 
vitesse c, peut arriver en P ä l'instant t. Si nous d6signons par rt 
la distance effective QeP, par vQ la vitesse du point Q dans 
la position Qc, par vQr la composante de cette vitesse dans la 
direction QCP et par eQ la Charge du point Q (comme eP sera 
celle du point P), nous pouvons ecrire pour les parties de 9, de 
Ax, .... qui proviennent du point Q

eQ eQVx
4nre (1 — vr/c) ’ 4ncre (1 — vjc) ’

Les sommes de ces expressions, etendues ä tous les points char- 
g^s Q, nous donneront 9, Ax, .... au point P et la fonction de 
Lagrange cherchee sera

9-----(vPxAx +----- ) »c
si on calcule la somme, etendue ä tous les points P, pour l’instant t
qu’on a choisi, et si on entend par vPx,---- les composantes de la
vitesse de P k ce meme instant.

Posons
vp = 1 — («PS Vqx+--‘ ■)lca _ {4)

re{l—vr/c)

Alors, la fonction cherchee devient

SS
6-p6,

87t
(5)

oü, bien entendu, chaque combinaison de deux points charges 
fournit deux termes pour la somme finale.

Le produit
Ydt

est invariant (§ 2).
(6)
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§ 5. Les vitesses v seront tr&s petites par rapport ä celle de la 
lumi&re et peuvent souvent etre n£gligees en premiere approxima- 
tion. On a alors, au lieu de (5)

v ep eo 
4nr ’

oü r est la distance des positions simultanees de P et de Q et oü 
chaque combinaison PQ donne lieu k un seul terme.

Considerons, par exemple, l’action mutuelle entre un noyau N 
k Charge eN et un Electron dont le centre se trouve ä la distance r 
du noyau, les dimensions de l’electron etant tr£s petites par rap­
port ä r et celles du noyau entierement negligeables. Si les circon- 
stances sont telles que la Charge e de l'electron peut etre conside- 
r£e comme concentr^e en son centre, la fonction de Lagrange 
devient simplement

Mais il y a des cas oü la distribution de la Charge de l'electron 
n'est pas equivalente ä une Charge au centre, mais donne lieu 
encore k un moment electrique />. On doit alors ajouter ä (8) un 
terme correspondant ä l’action entre eN et ce moment. La formule 
(7) donne pour ce terme, si l’on designe par x, y, z les coordonnees 
du centre de l’electron,

__fN 
4n

a /i
dx\r + ...

ou bien
+ pvEv + pzEz>

si E est la force electrique dans le champ du noyau.
(9)

§ 6. Nous parlerons bientot de la partie de la fonction de La­
grange qui provient de l’action entre l’electron et son propre 
champ eiectromagnetique. Mais examinons d’abord la partie ma­
terielle L2 de cette fonction.

II parait tres difficile, sinon impossible, de dire quelque chose 
de ce L2 Sans faire intervenir des hypotheses speciales sur la struc- 
ture de l’electron et sur les forces interieures qui tiennent en equi- 
libre les actions eiectromagnetiques. Je supposerai donc, faute de
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mieux, que l’61ectron est form6 d’une substance solide dou£e des 
propri£tes d’un corps elastique. Elle sera deform^e sous l’action 
des forces 61ectromagnetiques et c’est precisement 1’Energie poten­
tielle de cette deformation, prise avec le signe negatif, qui nous 
donnera la fonction L2.

Si la substance en question aurait une masse materielle dans le 
sens ordinaire du mot, L2 contiendrait encore un terme correspon- 
dant ä l'6nergie cinetique. Pour simplifier nous supposerons que 
cette Energie est nulle ou negligeable. C'est, du reste, une restric- 
tion dont on pourrait facilement s’affranchir.

Evidemment, la necessite de faire l'hypothese sp£ciale que je 
viens d’enoncer diminue de beaucoup l’interet que peuvent avoir 
les considerations qu’on va lire, et on trouvera cet int^ret moindre 
encore si on se place au point de vue de la mecanique des quanta 
moderne. Tout au plus les formules „classiques” qui seront deve- 
loppees ici pourront servir d’introduction ä l’application ä notre 
Probleme de la mecanique ondulatoire ou de la mecanique des 
matrices.

§ 7. Pour adapter les formules de l'elasticite ä la th£orie de la 
relativite on doit d’abord trouver une definition relativiste des 
composantes de deformation qu’on d6signe ordinairement par xx, 
yv> zz (dilatations) et xv, yz, zx (glissements). Voici la maniere dont 
on peut proceder, dans laquelle, du reste, il n’y a rien de nouveau.

Definissons la longueur d’un element de ligne ds dans l'espace 
.R4 ä quatre dimensions x, y, z, t par la formule

ds2 = dx* + dy2 + dz2 — c2dt2 (10)
et disons que deux elements, aux composantes dx, dy, dz, dt et 
d'x, d'y, d'z, d’t, sont perpendiculaires entre eux si 

dx d’x + dy d’y + dz d’z — c2dt d't = 0.
Considerons un corps dont les points se meuvent avec des vites- 

ses qui sont des fonctions continues des coordonn£es. Soient P et 
Q deux points infiniment voisins, LP et LQ leur lignes d univers, 
AP le point de LP qui correspond au temps considere t et Aq le 
point de LQ qui est d6termine par la condition que APAQ soit per- 
pendiculaire ä LP. La longueur de APAQ calculee au moyen de la 
formule (10) sera la mesure de la distance lPQ des deux points du 
corps au moment t. Cette definition conduit ä la formule
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1pq = (xq — + (yQ—yP)2 + (z0 — zP)2 +
| ((*g — xPK + (yQ — yp)v, + fe — }2 (11)

C2 V2

dans laquelle les x, y, z repr6sentent les coordonnees des deux 
points pris tous les deux ä rinstant t, tandis que vxt vy> vz sont les 
composantes de la vitesse v d’un des points, de P ou de Q.

Si R est un troisi6me point infiniment voisin de P et de Q, on 
peut calculerpar des formules semblables ä (11) les longueurs lPR 
et lQR> et dans les trois formules on peut entendre par v la vitesse 
du point P. Connaissant ainsi les cötes du triangle PQR, on peut 
en d6duire par la formule trigonometrique ordinaire le cosinus de 
ce que nous appellerons l’angle ^ entre PQ et PR. On trouve de 
cette mani&re

IpQ IpR cos ^ = (xq — xp) (xr — xp) +........
■ i(XQ — Xp)Vx + • - •} {{Xr — xp)Vx + • ■ •} ,l2)
^ c2 — v2 [

§ 8. Les d6formations xXf ..., xv, ... doivent etre comptees ä 
partir d’un 6tat du corps qu’on peut considerer comme l’etat „na- 
turel” ou „initial”. Nous supposerons que le corps est en repos 
dans cet 6tat M0. Soient x0, y0, z0 les coordonnees initiales; on 
trouve alors en vertu de l’6quation (11) que la distance initiale 
entre les points P et Q est donnee par

PQ — {X0Q X0 p)2 + (y0Q y0p)2 + (Z0 Q Z0 p)2
et la formule (12) montre que deux lignes qui ont les directions de 
deux coordonnees differentes sont perpendiculaires entre eiles.

Les coordonnees x0> y0, z0 pourront servir pour caractdriser un 
point determine de la substance de l’electron, et dans l’etat actuel 
que nous avons ä 6tudier les coordonnees x,yyz seront des fonc- 
tions de x0, yQ, z0 et de t.

Cela pos6 on arrive ä. la d6finition des xx, ..., xv, ... de la 
maniere suivante.

a) Supposons que les coordonnees initiales de P sont x0, y0, zo 
et celles de Q sont x0 + dx0, y0, z0. On a alors
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et on peut calculer 4g par la formule (11). D’autre part on a
/2 — dr2

Si
'PQ
l2l0 PQ

= 1 +S

nous entendrons par la dilatation xx dans la direction x0 la gran- 
deur Je. On trouve

=
1

2

H—;
c

dy \2 I dz \2 
dxj W0/

\ l dx dy dz '
---- 2 Iw» x“ + Vv ä“ + v*— v2\ dx o dx 0 ox0,

(13)

avec des formules correspondantes pour yv et zz.
b) Considerons trois points P,Q,R ayant les coordonnees

xo> y0> zo> xo + dxo> yo> zo> xo> y0 H- dyo> zo 
dans l’etat initial. Dans cet etat le cosinus de 1*angle entre PQ et 
PR est zero et dans l’etat actuel ce cosinus a une petite valeur qui 
est donnee par l’equation (12) et qu’on peut prendre pour la mesu- 
re du glissement xv ou yx dans le plan x0 y0. On trouve

dx dx
’x = zr~ ^ hdxo 3y0

dy dy
dxo 9y0

+ dx
z\V

dy

j dz dz 
dx0 dy0

dz
x dx f dxr dx,

dx dy

(14)

dz

et des 6quations de la meme forme pour yz et zx.
Remarquons que, dans le cas oü les vitesses v sont nulles, ou 

n£gligeables par rapport ä la vitesse de la lumiere, on est ramene 
aux valeurs qu’on attribue ä xx, ..., xv, ... dans la theorie ordi- 
naire de l’elasticite.

§ 9. Nous emprunterons maintenant ä cette demi&re theorie 
l’expression pour l’energie de deformation. Sa valeur par unit6 de 
volume sera donnee par

1 

2
V = A(** + y2v + 4) + + yv + Zz)2 +

+ ^A(xl + yl + zt (15)
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oü A et B sont les modules d’eiasticite. C’est la formule qui con- 
vient aux corps isotropes.

La partie materielle de la fonction de Lagrange devient main- 
tenant

£a = —J UdS, (16)
rintegrale etant etendue ä l'espace S occupe par l'eiectron.

On peut verifier par des calculs directs que les expressions (11), 
(12), (13), (14) et par consequent la valeur de U sont invariantes 
(§2).

Rappeions encore que, dans la theorie ordinaire de l’elasticite, 
les tensions interieures du corps, Xx, ..., Xv, ... se deduisent 
immediatement de l’expression pour U;

dU
Xt=zfa~ = 2Ax* + B(xx 4- yv + zz), ..

X^Yx=~ = Ax,ox„

§ 10. Nous distinguerons maintenant differents cas ou diffe­
rents etats de l’eiectron, commengant par le plus simple qu’on 
puisse imaginer et finissant par un etat qui s’approche autant que 
possible de 1 etat dans lequel l'eiectron se trouve lorsque, tout en 
tournant autour d’un axe, il decrit une orbite. Nous distinguerons 
ces differents etats par des indices 0, 1, ... et nous designerons les 
coordonnees et le temps dans le premier cas par x0, y0, z0, t0, dans 
le deuxieme par xv yv zv tv etc. S'il y a une relation, par exemple 
entre x0, y0> z0> t0 et xv yv zlt tlf on doit penser ä un meme point de 
la substance de l’eiectron.

Les grandeurs relatives k l'etat qui se rapproche autant que pos­
sible de 1 etat de mouvement reel, seront repr6sentees par des 
symboles sans indices.

Nous supposerons que, dans le cas M0> l’eiectron soit sans Char­
ge, qu il se trouve en repos et qu’il ait la forme d’une Sphäre. 
Nous placerons 1 origine des coordonnees au centre. C’est cet etat
Mo <lue nous prendrons pour l’etat initial dont il a 6te question 
au§ 8.

§11. Figurons nous maintenant que la Charge est communiquee
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ä l’electron, de teile maniere qu’elle est fixee ä la substance et 
qu’elle est distribuee symetriquement autour du centre (Cas M^j.
II se produira une dilatation, de Sorte qu’on pourra ecrire

% = (i + <0*o, yi = (i + *i = (i + 
oü g est une fonction de la distance au centre

/ = V^ + yl + %- (17)
La densite de la Charge sera egalement une fonction de cette 

distance, et quand eile est donnee on peut determiner g par les for- 
mules bien connues de l’elasticite. Si, par exemple, une sph&re 
pleine de rayon R porte une Charge superficielle e uniformement 
distribuee, la surface est assujettie ä une tension normale

*2
32tt2jR4'

qui produit une dilatation uniforme
p2

„ =________ f--------------- . (18)

32tt2 (2A + 3B) R4

§ 12. Nous passons au cas suivant M2 en communiquant ä la 
sphere une rotation uniforme autour d’un diametre de direction 
constante. Pour ne pas trop compliquer les calculs nous considere- 
rons la vitesse angulaire co comme une grandeur infiniment petite, 
dont le carre peut etre neglig6. Cela nous pennet de faire abstrac- 
tion de l'aplatissement qui accompagnera la rotation. On recon- 
nait facilement que cette deformation qui est due aux tensions 
magnetiques, dont reffet est plus ou moins analogue ä celui d une 
force centrifuge, est proportionnelle ä w2.

Nous introduisons maintenant les coordonnees x2, ^2 z2 r^P" 
port^es ä des axes qui sont consideres comme immobiles, 1 origine 
etant toujours au centre. Les axes des xv yv zv qui ont des posi- 
tions fixes dans la substance de l’electron, auront, dans le Systeme 
x2> y2, z2, t2, la vitesse de rotation dont les composantes dans les 
directions x2, y2, z2 seront represent^es par Oes compo­
santes auront des valeurs constantes, et les vitesses d un point 
quelconque de l’electron seront donnees par

<V2 — ----
Remarquons ici que la rotation qu’on a fait intervenir dans 1 ap
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plication aux lignes spectrales n’est pas du tout infiniment lente. 
II a fallu attribuer la valeur h/2n au moment de la quantite de 
mouvement et cela exige, avec une grandeur plausible du rayon 
de r&ectron, des vitesses äquatoriales meme superieures k la 
vitesse de la lumi&re. Inutile d’ajouter que de telles vitesses sont 
incompatibles avec le principe de la relativite 1).

§ 13. Gräce au principe de la relativite on peut determiner ex- 
actement ce que devient l’etat de l’electron considere au paragra- 
phe pr£c£dent si on lui communique une vitesse de translation v 
constante. II suffit pour cela d’appliquer les formules (1) apres y 
avoir remplac6 x, y, z, t par x2, y2> z2, t2 et x', y’, zt' par x, y, z, t. 
Les relations ainsi obtenues

a2
X = x2 + + 1)C2^(^X + y&v + Z2vz) + avxt2>

a
t = at2+ - (x2vx + y2vy + z2vz) c

(19)

nous serviront k determiner la configuration de l’electron dans le 
Systeme x, y, z, t pour un temps determine t, si la configuration 
dans le Systeme x2, y2> z2> t2 pour une valeur determinee du 
temps t2 est connue, les valeurs de t et de t2 etant reliees entre elles
par la relation

t = at2 (20)

qui n’est autre chose que la demiere des equations (10) appliquee 
au centre.

*) Supposons que, dans un Systeme y, z, t, l’61ectron tourne autour de Taxe des z, 
Je centre 6tant en repos. Consid6rons un rayon qui ä l’instant t colncide avec Taxe des 
y > un point P de ce rayon aura la vitesse

dans la direction x. wx = — coy
Appliquons maintenant les formules (1) 

Systeme x', y', z\ t', la vitesse du point P avec vy = 0, vz = 0. Dans le nouveau 
sera

x 1—vx(iWie*
Pour le centre cela devient vx. Si l’on suppose que (aR est plus grand que c et si 

l’on donne ä vx une valeur comprise entre c*/oiR et c, on voit que w'x change de 
signe pour y = v*/o> et pour y = c2lvxo>, devenant z6ro au premier point et infini 
au second. II suffirait donc de communiquer ä l’61ectron une vitesse de translation 
de la grandexir indiqu6e (inferieiure ä c) pour briser la continuitd dans son intdrieur.
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Le temps t etant maintenu constant, on voit que, pour un point 
quelconque P de l’electron, t2 differera de t2 et que les coordonn6es 
x2> y2, z2 & Tinstant t2 differeront des valeurs qu'elles ont k l'in- 
stant t2, pour lesqueües nous ecrirons x2, y2, z2. Les diff6rences 
x2 — x2, y2 — y2, z2 — z2 proviennent de la rotation, dans le cas 
M2, pendant l’intervalle de temps t2 —12, et comme les produits 
(üx{t2—12), ... sont consideres comme infiniment petits, on 
peut poser

X2 X2 = (wv^2 ^zy2) (^2 ^2)>

Si, des huit equations (19), (20) et (21), on elimine x2> y2, z2, t2 et 
^2 on trouve x, y, z exprimes en fonction de t et de x^t y^, Zj. On 
obtient pour le centre

xm = vxt , ym = vvt , zm = vzt

et pour un point quelconque

X — Xm = *2 + ~9 (X2Vx + y2VV 4* ¥*) X

X a ( Q.
-------— M1 + 3) + y2^—zz<»vÄ x 1 \ c

(22)

ou
o = Vx(y2<*z — z2 cov) + ....

§ 14. Nous nous servirons de ces formules pour calculer le mo 
ment electrique p de l’electron dont il a et6 question au § 5. Si eP 
est la Charge du point considere P, la premiere composante e ce 
moment a la grandeur

yit&p (X %m)>
ce qui, apr6s Substitution de la valeur (22), sereduit aux sommes 

HepXe,... ; XepXe2,----  ; ----
Etant donnee la symetrie de la distribution des charges dans le 

cas M2, on voit que les trois premieres et les trois demieres som 
mes s’annulent et que chacune des trois autres est 6g e au lers 
leur somme. Notons aussi que le terme en O disparait parce qu
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y entre un terme qu’on deduit du determinant Qeny remplagant 
X2> V2> z2 Par vx> vv, vz.

En fin de compte on trouve pour le moment electrique
Px = P(vvcoz — vzoiv),----  (23)

oü

p = l^’ (24>

l etant la distance au centre dont la valeur est donnee par la 
formule (17).

§ 15. Ce n’est que dans le cas d’une translation rectiligne et uni­
forme que les formules (23) sont rigoureusement exactes. Cepen- 
dant, on peut les admettre en premiere approximation quand on 
considere un Electron qui decrit une orbite autour d’un noyau. 
Revenant ä l’expression (9) on trouve alors une premiere partie 
de la fonction de Lagrange cherchee

L'i P
vx
Ex

Vy

Ev
Ci)x <ov (0Z

(25)

Soient maintenant j, aux composantes jx> jv, jz, 1’acceleration 
du centre de l’^lectron, e sa Charge totale et m sa masse. On aura

et par consequent
eE = mj

mP
e

vx
Ix
<*x

Vy

Ü
cov

Vz
1z (26)

Je dois ä M. A. D. Fokker la remarque que, pour determiner la 
fonction de Lagrange, on doit tenir compte des changements que 
la translation et la rotation de FElectron, si elles existent simulta- 
n6ment, produisent dans la distribution de la Charge.

Du reste, dans les cas qu’on a eu k consid6rer, le terme que nous 
venons de calculer est tr&s petit par rapport aux termes princi- 
paux dans la fonction de Lagrange, tels que \mv2 et — eNe/4Tzr. 
Son influence sur la fr^quence d’une raie spectrale est comparable 
aux effets dont il s'agit dans la theorie relativiste par laquelle M. 
Sommerfeld a expliqu6 la structure fine des raies. C'est pour cela
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qu’il n’est pas n£cessaire de pousser l’approximation plus loin 
dans la d^termination de L[.

Si la Charge de l’electron se trouve ä la surface, l’expression (24) 
prend la valeur eR2/3c2. Le coefficient dans la formule (26) devient 
alors — mR2/3c2, ou, si on prend pour m la valeur bien connue de 
la masse electromagn£tique, — e2R/\3-KCx.

§ 16. Nous allons examiner dans ce qui suit la partie L'[ de la 
fonction de Lagrange qui provient de l’action entre l'61ectron et 
son propre champ electromagnetique et la partie L2 (§ 9) qui est 
due ä la d£formation. Cela nous conduira ä des termes de la meme 
forme que (26) et du meme ordre de grandeur.

Comme ce sont ces petites grandeurs qui nous int£ressent sp6- 
cialement, nous nous bomerons dans le r£sultat final aux termes 
dans lesquels il y a une composante de la vitesse du centre, multi­
ple par une composante de l’accel£ration et par une composante 
de <o et qui, du reste, ne contiennent que des facteurs constants.

Meme avec cette simplification les calculs deviennent tr&s labo- 
rieux, mais heureusement on peut les abr£ger consid6rablement, 
parce qu’on peut montrer d’abord que les composantes de v, de j et 
de co doivent necessairement etre combin6es entre elles comme 
elles le sont dans le determinant de la formule (26). Cela decoule 
de certaines considerations sur la symetrie qu’il suffira d’indiquer 
brievement.

a) La fonction de Lagrange doit avoir la meme valeur pour 
l’61ectron e et pour un autre e' qui se meut de teile mani&re qu ilest 
ä chaque instant l’image de e par rapport ä un plan fixe. Si ce der- 
nier est perpendiculaire ä. Taxe des z, l’expression vx % wv aura 
des signes opposees pour e et pour e'; il en sera de meme pour 
vz 7v co,. De tels termes ne peuvent donc pas se präsenter dans la 
fonction cherchee.

b) A cause de la symetrie de l’electron la fonction de Lagrange 
ne doit pas changer de forme par une rotation des axes des coor- 
donnees. Or, par une teile rotation vx et jv peuvent devenir ce 
qu’6taient d’abord — vv et jx, la composante co, ne changeant pas. 
Il s’ensuit que, si la fonction de Lagrange contient un terme 
Aux;v<o„ eile doit aussi contenir un terme —

Apr^s avoir ainsi d^montre le theoreme que je viens d’6noncer, 
on peut se bomer au cas oü, ä l’instant consid6r6, il n’y a que les
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composantes vx, jy, co2, toutes les autres 6tant nulles. Si, danscette 
supposition, on calculele coefficient du seul terme Avajyu>z, on peut 
e tre sür que, dans le cas general, on aura, avec ce meme coefficient, 
le dSterminant form6 avec les neuf composantes de v, j et co.

§ 17. Pour les calculs qui restent ä faire il est tout d'abord ne- 
cessaire de se former une idee aussi exacte que possible de la confi- 
guration d’un electron dont le centre a un mouvement quelconque 
et qui, en meme temps, toume autour d’un diametre. Supposons 
donc que les coordonnees xm, ym, zm soient des fonctions donnees 
de t\ alors il en sera de meme des composantes vxt vy> vz de la vites- 
se du centre et de la grandeur a que nous definirons toujours par 
la formule (2). Prenons maintenant comme relation entre t et t2> 
au lieu de (20), '

(27)
8

ce qui implique qu’on a simultan6ment t = 0 et t2 = 0, et que, 
entre les intervalles correspondants dt et dt2, il y a la relation

dy = adt2,
comme au § 13, mais maintenant avec un a variable.

Cela pos6, nous obtiendrons le cas M, mentionne dejä au § 10, 
en supposant qu’ä. un instant determine t les coordonnees x, y, z 
d’un point de 1’electron sont donnees par les equations (22) si on y 
prend pour xm, ym, zm, vx, vy> vz et a leurs valeurs variables et pour 
x_2> y» ?2 ^ coordonnees dans le cas M2 pour 1’instant t2 qui cor- 
respond ä la valeur choisie pour t.

Notons que le cas M est ainsi parfaitement defini, mais que la 
transformation par laquelle on passe de M2 ä M n’est plus une 
transformation de relativite. Remarquons aussi que maintenant 
1 etat imagine M ne sera pas un 6tat de mouvement libre comme 
il le serait en l’absence d’une accel^ration; il differera d’un tel 6tat 
libre par des grandeurs qui seront necessairement proportionnel- 
les ä l’acc^leration j. Cependant nous pouvöns imaginer que ce 
mouvement M soit realise par l’application de certaines forces 
ext^rieures convenablement choisies. Nous pourrons determiner 
ces forces, k l’aide du theoreme de Hamilton, et apres cela nous 
pourrons trouver facilement les 16g&res modifications dans le 
mouvement qu’il y aura si les forces en question n’existent pas.
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§ 18. Soit t = 0 l’instant pour lequel nous d£sirons connaitre la 
fonction de Lagrange et supposons qu'ä ce moment le centre de 
r Electron ait une vitesse dans la direction des x et une acc616ration 
dans celle des y, la seule composante de la vitesse de rotation etant 
oc, qui est regardee comme constante (§ 12).

D6signons par #m0, ym0> zm0 les coordonnSes du centre ä l’in- 
stant t — 0, par vx0 et jy0 la vitesse et l'acceleration qui viennent 
d'etre nommees, et bornons nous ä des temps voisins de t = 0, 
nous limitant, ce qui suffira pour notre but, ä des termes en t2. On 
peut ecrire alors

“1“ ^xO 3’m VinQ “t“ ^ ^

VX = Vx0- vv = iv0 l' V*=°

et

parce que nous negligeons

cette expression ne contenant pas de terme avec vx0 jy0 qu'il fau- 
drait conserver (§ 16).

En vertu de la valeur de a on a

et par cons£quent, si on suppose que les axes des xv yv zx et des 
x2> y%> %2 coincident ä l’instant t2 = 0,

X2 ~ %1---> ^2 = Vl 4" I ^2 = Zl-
Si, apr&s avoir substitu£ toutes ces valeurs dans les 6quations 

(22), nous supprimons les indices 0, nous trouvons

(28)

Lorentz VII 13
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A partir d’ici 1 es grandeurs xm, ym, zm> vX) jv seront simplement 
des constantes. Nous n^gligerons constamment les carres de vx, de 
jy et de o)z comme nous l’avons d£jä. fait dans les formules que 
nous venons de dSduire.

§ 19. Pour une valeur choisie du temps t les equations (28) nous 
donnent la position x, y, z d’un point quelconque caracterisee par 
des valeurs spSciales de xv yv zv et on pourrait donc aborder 
directement le calcul de L'[ et de L2. Cependant, il convient de 
simplifier encore un peu en introduisant un nouveau cas Ms. On 
Tobtient par la transformation suivante, qui fait disparaitre le 
terme vx t:

% %m Vx t

*3 z — zm
y3 = y — ym

h = t — -2(% — xm)Cz
(29)

Comme nous n£gligeons le carre de la constante vx, il s’agit cette 
fois d’une transformation de relativitA 

On trouve maintenant les equations

*8 = (*1 + ~,Vxl\o>tX +c4

+ (—öWi — ^vxjvyi + X-iv^zy^t2 — —Vxjv(*zx& 

y8 = tyi—+

^3

+ ^iv^zXjy^+^jy—^vxjv<x>ty}jtl,

= *i> )

qui sont pour le cas Mz ce que les equations (28) sont pour le cas M.
Une differentiation par rapport ä t3 nous foumit les vitesses dans 

1 £tat M3. Nous les reprSsenterons par le Symbole w (la lettre v 
6tant employ£e pour la vitesse du centre dans le cas M), sans 
ajouter un indice 3, parcequeseulesles vitesses appartenant ä M3 
apparaitront dans les formules.

C est pour le cas M3 que le calcul de Lx et de L2 sera mainte­
nant effectue. Apres cela, en vertu de rinvariance de l’expression 
(6) et de C7 (§ 9), nous pourrons passer facüement äl’etat M. Com-
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me au § 14 tout se reduira ä des sommes Stendues ä l'espace Geal­
pt par 1’Electron dans le cas Mv

§ 20. Pour determiner L'[ on peut procSder de la mani&re sui- 
vante.

a) Fixant 1'attention sur un point d£termin6 P de 1’Electron et 
sur l’instant

1
h— ~2 VxXlPc

(31)

qui, pour ce point, correspond ä t = 0, on d6termine pour un 
autre point Q la position effective. Si on 6crit

*3 = VxXlp — X (32)

pour l’instant auquel cette position est atteinte, on aura pour le 
calcul de t l'equation

(*30 — X3p)2 + (y3Q — y3p)2 + (z3 Q — Zsp)2 — t33)

oü les coordonnees de P doivent etre prises pour 1’instant (31) et 
celles de Q pour l’instant (32).

Pareillement, dans les formules suivantes, les vitesses wP et wQ 
seront prises pour ces instants respectivement.

b) Lorsqu’on a determine t, on connait par les formules (30) les 
composantes de wP et de wQ, ainsi que les diff£rences des coordon­
nees. On peut alors calculer le denominateur de 1 expression (4), 
pour lequel on peut ecrire

(x3P x3q)wxq +

c) On calcule 6galement le num^rateur

K = [wxP wxQ

ce qui donnera la valeur de

d) Enfin, apr&s avoir tir6 des £quations (29) la valeur de
äi3 

dt

*
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pour le point P et l'instant (31), on aura
dUW = ^3—3 ,

3dt
ce qu'on substituera dans l’expression (5).

§ 21. Voici les r6sultats de ces calculs:

T = ~zi “I" 2^Mi(yio Vip) 4- -2<*z(xlQy!p h-

+ + xlQy1P 2x1Py1P) -f- .... yvwz

2^VxT^zzi ( *?p + 2#1p#1Q yipyio) 4“

ZT7VxU^z~2c5 z ^ 0*ip4" ^Q)yipyiQ ^xipxiq (ylp+ylo) 4~ (*ioyip xipy iq)

Le coefficient de jvo)g a ete supprime parce qu’il n’est pas n6ces- 
saire de le connaitre; z1 est la distance PQ dans le cas Mv

1
*3P — xip 4- —2vx^zXipyiP,c*

1 2

y*p — yip zö vxOzxip »
- _ „ , 1 , 1 1

3Q — xiQ-r- 4- -^x]vZ^y1Q 4- ~2 Vx<*zxu>y\Q —

1 . 1
4- Vip) — — Vxjyut%xlQ +

(xiq xip) (y1Q + yip),

y*Q yiQ 4“ ^2 7 ~ tojZiXiq -|- — Vx'j Vz1 (2x1P x1Q) 4"
1

2c3^-*1 4- 3%1Qy1P 2x1Py1P)

1 . o 12^4 Vx1 V^z^y-IQ — ^x^z^ip^iq 4"

c4 V*iv°>e( ^apyiQ ^0yip—x^QyiQ-\-xlpxlQy1Q-]r2x1jPx1Qyip)
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Ces valeurs peuvent etre verifiees par Substitution directe dans 
Tequation (33).

Les vitesses deviennent

1 ,1.2
wxp = — ^zyiP — —2 vxuy1P + -2 u<*zyiP,

Wyp — 2 ~21 v^z^IP^IP »
(34)

WxQ = —<*> y iq
1 1 . 2 1

VxUyiQ + "i U^zTlQ + Q.2 c2

wvQ c 1vzi ~b <*>zxiq “b 2c2Vx^v^XlQ p)

~2 Tv^z^iQyiQ + xiQyip xipyio) ~b —0*/**°**l^w? • 
c c

On trouve ensuite

Ar 1* = zi — 2&i*ityiQ—yip) + ... 7>z +

“b 2^4 vxJv°*zzi( #ip + 2%1P%g y ip!Viq) "b

+27*Wii 2 (^ip+^Q)yipyiQ 2%1p^1g(yfP -b yfg)

“b t^igyip xipyip)2

K = 1 + • • • ?>z + ^ «w>.(*fp — yip^ig)»

^8.1 1 
^ ~~ 1 “b vxcozy 1P — Vg/jy(sitylp,

et enfin

^ == - + .../„+ ... (• • • — 3*ip*iq)

2^W7* ... + (xiQyip—xipyio)

§ 22. Si la valeur trouv6e pour est substitu£e dans 1 expres-
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sion (5), on obtient d’abord un terme qui contribue ä l'une des 
parties principales de la fonction de Lagrange. Les autres termes, 
qui nous Interessent maintenant, se simplifient considerablement 
en vertu de la symStrie dans la distribution de la Charge. En eff et, 
une somme de la forme 'L’LePeQ /, dans laquelle / est une fonction 
des coordonnSes x1P, ... z1Q, restera la meme si on echange les x 
contre les y, et par cons6quent tous les termes que cette interver- 
sion ferait changer de signe doivent disparaitre. Tels sont tous les 
termes dans l’expression pour T dont nous avons supprim6 les 
coefficients. En ce qui conceme les deux premiers on pouvait sa- 
voir d’avance qu'il en serait ainsi, parce que des consid£rations 
telles qu’on les trouve au § 16 font prevoir que dans le resultat il 
ne peut pas y avoir des termes avec jv seul ou avec jvo>z. C'est 
pourquoi certains coefficients n’ont pas ete calcules.

En fin de compte on trouve, tenant compte de ce qui a et6 dit 
au § 16,

j*
vx
Ix

Vy
jv

cov

Vz
1z »

OU

G =
I67CC4

3x1pxXq (^iq^ip x1Py1Qy
..Q

Pour le cas d’une Charge superficielle cela devient

5 e2R
1447TC4

§ 23. Dans le calcul de la partie L2 de la fonction de Lagrange 
qui provient de la deformation de l’electron, nous nous bomerons 
au cas qui a ete consider6 k la fin du § 11. Le coefficient a a donc la 
valeur constante (18) et les coordonn6es xv yv zx (§ 11) ne se dis- 
tinguent de x0, y0, z0 que par le facteur constant 1 + ä. Par con- 
söquent, les deriv6es dx3/dx0, .... qui interviennent dans l’ex- 
pression de Tenergie potentielle U, pour le cas M3, se deduisent 
directement des d£rivees dx3/dxv ... qu’on tire des formules (30) 
et pour lesquelles, pour autant qu’elles ne s’annulent pas, nous 
ecrirons
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dx3

dy3
1 + V-xx » = Uv*

dx j
fya
tyi

d z3
I+^'ä71=1'

de sorte que

—- = (1 + o) (1 + V-xx)> • • • • 
d*o
9*3 . .
-— = (1 + er) |iXv • • • • •
9y0

(35)

Ce sont ces valeurs qu’on doit maintenant substituer dans les 
formules (13), (14) et (15). Or, les grandeurs ct et (jl (c’est-ä-dire [lxx, 
(i-iv, ...) seront traitees comme des infiniment petitset dans l'ener- 
gie potentielle U nous negligerons tous les termes qui, par rapport 
ä ces grandeurs, sont d’un ordre superieur au deuxieme. Cela veut 
dire (vu que le terme 1 disparaitra dans les expressions pour xxt 
yv, zz) que, dans les d^rivees (35) et dans leurs carr6s et leurs pro- 
duits on peut se contenter des termes qui sont Unfaires en a et 
en (x.

Nous avons donc ä substituer

9*s 9y3
~— = 1 + O + \LXX , — — \LVX>
OX0 OXq

dx3 9y3 , , „ , „= Vxv — = l + o -r v-w»

dz*
ir = 1 + a-'
OZn

Les trois expressions

dxo dys dz<,
WxT~ -h -b w*öIT»9*o 9*o 0*o

qui figurent dans les equations (13) et (14) pourront etre rempla 
c6es par

WX , Wy , Wl
et comme wt = 0, leurs carr6s et leurs produits ne contiendront 
que les grandeurs

w2x , w\ , wxwt
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pour lesquelles, en vertu des formules (34), on peut ecrire 

1 • 2 1 . 2, — “2 VzJyUzXl , 0.

Quant au d6nominateur c2 — w2, on peut lui substituer c2 parce 
que, de nouveau en vertu de (34), w2 ne contient pas de terme en 
vxjvut.

§ 24. Ces considerations nous conduisent aux valeurs suivantes:
, , 1 • 2

%x = + [Lxx + 2^v*ivc°*yi,
1 • 2

yy = a + [Lvv — — vxivcüzx{ ,

** = ct,

xv ~ \t-xv "i* v-vx> — o, zx= o«
II vient donc, apres Substitution de

l^XX — ~A^x] V^z9\l \*-vv = c4
qu’on d6duit de (30),

U = 1
2M (2A + 35) ® (3y\ — *J).

C est 1 energie potentielle par unit6 de volume, non seulement 
dans le cas Mz pour lequel eile a 6t e calculee, mais aussi pour le 
cas M. Comme les 6quations (28) montrent que, pour le moment 
considere t = 0, le rapport entre deux elements correspondants 
dS et dSx ne differe de l'unit6 que par un terme qui contient 
vx<*t> dS peut etre remplac6 par dSl dans l’integrale (16). De cette
mani6re on trouve comme resultat final, si l’on introduit la valeur 
(18) de g

avec le coefficient

vx Vv Vz
= H Ix 1V 1z

COy C0

H e2R
120trc4*
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II est curieux de remarquer comment les modules d’ElasticitE 
ont disparu du rEsultat, de sorte que la valeur de L est devenue 
independante des proprietes speciales de la substance de la Sphäre 
chargee; on peut, par exemple, la supposer aussi „dure” qu’on le 
desire. Cependant, il est trEs probable que d’autres hypothEses sur 
la structure de l’Electron ameneraient des rEsultats diffErents.

§ 25. II nous reste ä examiner comment l’influence des termes 
jLJ, L'[ et L2 se fait sentir dans le mouvement de 1'Electron. Nous 
nous occuperons seulement de la rotation; ainsi, en appliquant le 
principe de Hamilton, nous ne donnerons aucun deplacement 
virtuel au centre. Rien ne sera changE aux elements des deuxiEmes 
lignes dans les dEterminants (25) et (26) ni k leurs rapports, de 
Sorte que nous pouvons maintenant employer (26) au lieu de 
(25) (ce qui ne serait pas permis, s’il s’agissait du mouvement du 
centre). Les trois fonctions peuvent ensuite etre rEunies en une 
seule pour laquelle nous Ecrirons

L
vv
iv
cov

Vz
U ■ (36)

Nous avons de ja fait remarquer que l’etat M que nous avons 
consider6 dans ce qui precede n'est pas un etat de mouvement 
libre; pour le r£aliser nous devons appliquer aux points de 1 Elec­
tron certaines forces exterieures F que le thEoreme de Hamilton 
peut nous faire connaitre. Imaginons maintenant qu on supprime 
ces forces, ou qu’on introduise un Systeme de forces Egales et op- 
posEes — F; on obtiendra alors l'Etat M' qui existe en rEalitE.

Or, au § 17, nous avons Etabli une correspondance entre les con- 
figurations successives dans les deux cas M et M2, correspondance 
qui est exprimEe par les Equations (27) et (22). Comme nous avons 
posE a— 1, la premiere de ces formules nous dit qu il y a corres 
pondance entre les Etats qui existent simultanEment dans les eux 
cas. Les Equations (22), dans lesquelles nous Ecrirons mamtenan 
*2> y2> 22, nous font connaitre la relation entre les configurations 
correspondantes, les coefficients dans ces formules Etant es onc 
tions donnEes du temps.

Nous servant toujours de ces formules nous pouvons concevoir 
un Etat M'2 qui correspond ä l’Etat W et ü est clair que notre pro-
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bl&me sera r£solu si nous parvenons ä d6terminer ce mouvement 
M'2. Si, par exemple, il est caract£ris6 par une pr6cession de Taxe 
de rotation, nous aurons dans le cas reel M' cette meme precession 
legerement modifi£e conformement aux formules (22).

Comme on passe de M ä M' si l'on fait agir les forces — F, de 
meme un Systeme de forces — F2) qu'on peut appeler les forces 
correspondantes, changera l’6tat M2 en M2.

Nous devons maintenant imaginer des d£placements virtuels. 
Ici encore, on peut mettre en comparaison les deux cas. Pour tou- 
te configuration variee de M2 il y en aura une de M, et pour tout 
deplacement virtuel de M2 il y aura un deplacement correspon- 
dant de M.

Les equations (22) sont telles que les differences entre les gran-
deurs correspondantes x et x2,___sont tr&s petites par rapport
aux valeurs que ces grandeurs peuvent avoir; cela est dü aux fac-
teurs comme vx,---- - a>a,___qui entrent dans les coefficients.
On peut en conclure qu’en general deux grandeurs qui se corres- 
pondent sont, dans le meme sens, peu differentes; il en sera ainsi, 
par exemple, du travail de forces correspondantes pour des depla- 
cements correspondants. Le travail virtuel dans le cas M, que 
nous deduirons de la fonction (36) sera trouve etre proportionnel ä 
v, ä 7 et k w, et dans la difference entre ce travail et le travail cor- 
respondant pour le cas M2, il y aura encore de nouveaux facteurs 
comme v9, ..., wx, — Les travaux virtuels correspondants peu­
vent donc etre consideres comme egaux.

Bien que l’expression (36) ait et6 deduite dans la supposition 
speciale d'une vitesse de rotation constante, nous Fappliquerons 
aussi au cas general d’une vitesse variable. Cela sera permis pour- 
vu que les changements de o soient suffisamment lents.

§ 26. Prenons maintenant comme deplacements virtuels dans 
le Systeme M2 une rotation infiniment petite aux composantes 
e*»e» > Zz \ ces grandeurs seront des fonctions quelconques du temps 
qui s’annulent aux limites t± et t2 (§ 3). Nous avons alors des depla­
cements virtuels correspondants dans le syst&me M et le mouve- 
vement varie de ce syst&me correspondra ä celui de M2 qui n’est 
autre chose qu’une rotation avec des vitesses variables; pa.r con- 
s6quent la formule (35) s'applique aussi bien au mouvement varie 
qu’au mouvement r6el.
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On trouve par de simples considerations cinematiques
dzx

= — + w2ev — (xiyZ,dt
ce qui nous donne

dL dzx 
dL = —

0CO/- dt
dL dL

... + lo)v-------co2 -—le-B-f
0cos

et, en vertu de l’equation (3),

dL \ dLSW ( d (dL \
\ dt \0CO J II * * V 00),

00).

dL y
W2 ö-- I £* d“ • • •0 0),

Cette expression — SW7 est, dans le Systeme M, le travail virtuel 
des forces que nous avons appelees —F; eile represente donc 
aussi le travail virtuel des forces — F2 pour la rotation virtuelle e. 
On peut en conclure que ces forces — F2 donnent lieu ä un couple 
aux composantes

d (dL\ dL dL
Cx~~dt UrJ + “’^r “■ sr;

II ne nous reste qu’ä determiner l'influence de ce couple, nous 
parviendrons ainsi ä connaitre le mouvement M2.

Les derivees de L qui entrent dans les dernieres formules ont 
les valeurs

dL rt ■ • \
—---- — I{vvlz Vzlv)’ ' * •
0O)X

En vertu de la loi des aires elles seraient constantes et par con 
sequent les premiers termes de Cx, ... s'annuleraient si le mouve 
ment dans l’orbite ne füt pas derange par le mouvement de rota 
tion.

Les autres termes de Cx, ... repr£sentent un couple d°nt axe 
est normal ä celui de co. Ce couple laisse donc constante a vi esse 
de rotation, mais donne lieu ä une precession de 1 axe de rota lon. 
Cet axe se d6place avec une vitesse angulaire dont, si Q es 
moment d’inertie, les composantes sont donn6es par
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L’axe de rotation toume donc k chaque instant autour d'un axe 
qui est perpendiculaire au plan de l’orbite.

§ 27. Je terminerai cette 6tude par quelques remarques.
a) Le mouvement de Taxe de rotation que nous venons de d£- 

terminer est accompagn£ d’une precession semblable du plan de 
l’orbite, qu’on d6duit 6galement de la fonction de Lagrange 
trouvee.

b) L’6quation de Hamilton peut nous faire connaitre non seu- 
lement le couple des forces, mais les forces individuelles memes 
qui le produisent. Seulement, on doit consid£rer pour cela des 
d£placements virtuels quelconques et les calculs deviendraient 
extremement compliqu£s.

En r^duisant tout au simple cas Af2 (sans autre mouvement que 
la rotation), dans lequel on peut se servir de la mecanique ordi- 
naire, nous pouvions etre sürs que la connaissance du couple r6sul- 
tant suffirait pour notre but; cela nous permettait de nous bomer 
k une rotation comme deplacement virtuel.

c) II a 6t6 n^cessaire d’appliquer la formule (-36) k des cas oii la 
vitesse de rotation n’est pas constante. En effet, meme si o> serait 
constant dans le mouvement reel, il ne pourrait pas l’etre pour le 
mouvement varie, parce que e qui doit s’annuler aux limites tx et t2 
doit etre variable. II est fort probable que, si la rotation n’est pas 
constante, il y aura des termes avec wx, etc. dans la fonction de 
Lagrange, comme, du reste, eile peut contenir aussi, ä la rigueur,
des termes avec les d6riv£es de jXf__par rapport au temps. Cela
donnerait lieu ä de nouveaux termes dans les 6quations finales, 
mais on peut prevoir que leur influence sera tr^s minime dans les 
cas qu’on aeuä studier. Si, par exemple, ä cöte d’un des termes 
avec <o„ il y en avait un autre dans lequel ce facteur serait rem- 
plac6 par wx, cette demi&re grandeur devrait n6cessairement etre 
multipli£e par un certain temps T qui joue un röle dans le probl&- 
me, tel que la p£riode de Evolution de l'^lectron ou meme le 
temps que la lumiäre met k parcourir une dimension du syst&me. 
Tant que le changement de oix dans cet intervalle T reste tres 
petit, par rapport k cox meme, le terme en pourra etre n£glig£.


