MAX PLANCK UND DIE QUANTENTHEORIE¥)

Wohl selten hat in einem Zeitraum von kaum einem Dezen-
nium, durch die Entdeckung neuer Erscheinungen und das Em-
porkommen neuer Denkweisen, eine Wissenschaft eine so tief-
gehende Umwandlung erfahren wie vor 25 Jahren die Physik.
Das scheidende Jahrhundert hatte in rascher Aufeinanderfolge
die Entdeckung der Rontgenstrahlen, der Radioaktivitit und des
ZEEMANEeffektes gebracht; man hatte die ersten Aufschliisse tber
das Wesen des Elektrons gewonnen, und 1905 sollte Einsteins
erste Abhandlung Uber die Relativitatstheorie erscheinen.

In der Mitte dieser merkwirdigen Periode entstand die Quan-
tentheorie, die, indem sie zu einer Atomistik der Energie fiihrte
und die Einsicht in die Bedeutung des Diskontinuierlichen in dem
Naturgeschehen vertiefte, in ganz besonderem Masze an der Neu-
gestaltung der Physik mitgewirkt hat. Nach und nach hat sie
immer weitere Gebiete unter ihre Herrschaft gebracht, den Bau
der Atome enthiillt und die Sprache der Spektren entratselt. So
ist sie den Physikern unserer Tage ein unentbehrlicher und zuver-
lassiger Fuhrer geworden, dessen Anweisungen sie gern folgen.
Madgen auch ihre Aussagen manches Mal wie unverstandliche Ora-
kelspriiche klingen, wir kdnnen uns das gefallen lassen, dawir tiber-
zeugtsind, dass grosse Wahrheiten hinter denselben liegen missen.

Es ziemt sich wohl, jetzt in Dankbarkeit und Bewunderung dar-
an zurickzudenken, dass Pranck in der Sitzung der Deutschen
Physikalischen Gesellschaft vom 14. Dezember 1900 mit der Ent-
wicklung seiner Hypothese der Energieelemente den Grund zur
Quantentheorie legte, und an der Hand des Meisters noch einmal
dem Wege zu folgen, den er damals gegangen ist.

Das Ziel war, die Art und Weise, wie die Intensitat der Warme-
strahlung von Temperatur und Wellenldnge abhéngt, theoretisch
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zu deuten; die Grundlagen, auf welchen weiterzubauen war, hat-
ten einerseits die Thermodynamik und statistische Mechanik, an-
dererseits Maxwel Is Theorie des elektromagnetischen Feldes ge-
liefert. Seit Kirchhoff wusste man, dass die Energiedichte der
schwarzen Strahlung eine von den Eigenschaften spezieller Kor-
per unabhéngige Funktion von Temperatur und Wellenlange ist.
Auch hatte Boltzmann mit seiner theoretischen Ableitung des
STEFANSschen Gesetzes, und W. Wien mit seinem ,,Verschiebungs-
gesetz” wichtige Eigenschaften dieser universellen Funktion ans
Licht gebracht. Es ertbrigte aber noch, ihre Gestalt vollig anzu-
geben.

Dies war die Aufgabe, die Planck sich auch schon in mancher
friiheren Arbeit gestellt hatte. In den in den Sitzungsberichten
der Berliner Akademie erschienenen und Anfang 1900 in den Anna-
len der Physik zusammengefassten Untersuchungen Uber irrever-
sible Strahlungsvorgange handelte es sich eben darum, den Aus-
tausch der Energie zwischen Ather und Materie im einzelnen zu
verfolgen. Freliich wurde dabei die Materie weitgehend schemati-
siert; als ihre Vertreter gelten P1ancks wohlbekannte lineare Vi-
bratoren oder Resonatoren. Jedes dieser kleinen Geblide hat eine
bestimmte Schwingungszahl und tragt gewisse elektrische Ladun-
gen, durch welche die Wechselwirkung mit dem Strahlungsfelde
ermdéglicht wird. Uber ihre Struktur brauchen keine bestimmten
Voraussetzungen gemacht zu werden; nur wird angenommen,
dass ein Vibrator seine Schwingungsenergie bloss durch die von
ihm ausgehende Strahlung und nicht durch Widerstande anderen
Ursprunges verlieren kann. Andererseits kdnnen die bereits vor-
handenen Strahlen ihn in Schwingung versetzen oder seine Bewe-
gung verstarken oder schwéchen, so dass im allgemeinen die
Energie U des Resonators im Laufe der Zeit zu- oder abnimmt.

Ubrigens wird nachdriicklich betont, was Planck wiederholt
als das Wesentliche der thermodynamischen Behandlung hervor-
gehoben hat: es kommt gar nicht auf alle die rasch und unregel-
massig wechselnden Einzelheiten in den Vorgdngen an, sondern
nur auf das, was sich bei ,,makroskopischer” Beobachtung zeigen
kann. Unter U ist also ein Mittelwert zu verstehen, berechnet fur
eine Zeit, die viele Schwingungsperioden umfasst, aber dennoch so
klein ist, dass von den Anderungen, die beobachtbare Gréssen in
derselben erleiden, abgesehen werden darf. Ahnliches gilt von dem
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Strahlungsfelde. Nicht die einzelnen Schwingungen sind Gegen-
stand der Untersuchung, sondern nur die Intensitaten der sich in
verschiedenen Richtungen durchkreuzenden Strahlen, wobei fiir
jede Richtung und jedes kleine Wellenléngenintervall die Intensi-
tat gemessen wird durch die durch ein senkrecht zur Strahlrich-
tung gestelltes Flachenelement hindurchgehende Energiemenge,
und Strahlen, deren Richtungen in einem kleinen korperlichen
Winkel eingeschlossen sind, zusammengenommen werden. Mit
den Grossen, die zur Darstellung dieser Energiemengen eingefiihrt
werden, hangt die Energiedichte in einfacher Weise zusammen.

Das erste Ergebnis ist nun eine aus rein elektromagnetischen
Betrachtungen abgeleitete Formel, welche die zeitliche Anderung
der Energie des Vibrators, also die Grosse dU/dt zu berechnen ge-
stattet, sobald flr den ins Auge gefassten Zeitpunkt der Wert von
U und die der Strahlungsintensitaten bekannt sind. Daraus er-
giebt sich die Bedingung fir das Gleichgewicht, wenn man dU/dt
gleich Null setzt.

Bezeichnet man die dem Wellenlangenbereich d\ entsprechende
Energiedichte mit udX, so lautet das Resultat, Isotropie des Strah-
lungsfeldes vorausgesetzt,

u= %ou- 0)

Das Problem wird somit geldst sein, sobald man fir jeden Reso-
nator, d. h. fiir jede Schwingungszahl v, die Energie U als Funk-
tion der Temperatur kennt. Dann kennt man eben auch die
»Strahlungsfunktion” u in ihrer Abhéngigkeit von X und T. Dabei
ist noch zu bemerken, dass u nicht purdie Energiedichte der Strah-
lung, sondern auch das Emmissionsvermdégen eines vollkommen
schwarzen Korpers bestimmt. Aus diesem kann dann ferner, auf
Grund des KiRCHHOFFschen Gesetzes, die Emission jedes anderen
Korpers, dessen Absorptionsvermogen man kennt, abgeleitet wer-
den.

Hier liegt der Punkt, wo es klar wird, dass man mit den friiher
in der Thermodynamik und den kinetischen Theorien allgemein
als glltig angesehenen Satzen unmdglich zum Ziele gelangen kann,
dass also ein neuer Weg eingeschlagen werden muss. Nach dem
bekannten Satze von der ,Gleichverteliung” der Energie wiirde
ndmlich beim thermischen Gleichgewicht einem Telchen fir
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jeden seiner Freiheitsgrade im Mittel die kinetische Energie \KT
zukommen. Plancks linearer Vibrator hétte also, da fur ihn die
Mittelwerte der potentiellen und der kinetischen Energie gleich
sind, im ganzen die Energie

U = KT,
und die Formel flr die Strahlungsfunktion ware

U= 87ikT
T X

Es sind keine feinen Beobachtungen nétig, um einzusehen, dass
die Erfahrung diesem Resultate widerspricht. In der Formel ist ja
nichts zu sehen von dem Maximum, das die Strahlungsfunktion bei
festgehaltener Temperatur fur eine bestimmte Wellenldnge auf-
weist. Auch Uberzeugt man sich leicht davon, dass die Gleichung
in vielen Fallen, und zwar was die kleineren Wellenldangen anbe-
trifft, zu einer zu grossen Energiedichte und einer zu starken Emis-
sion fiihrt. Man betrachte z. B. eine polierte Silberplatte bei der
Temperatur von 15° C. und gelbes Licht. Da bei senkrechter Inzi-
denz die Platte etwa 90% der einfallenden Energie reflektiert, so
betréagt ihr Absorptionsvermdgen 1/10. Folglich muss in normaler
Richtung ihr Emissionsvermdgen ein Zehntel von dem eines voll-
kommen schwarzen Korpers sein. Fur diesen letzteren ware nun,
wenn Gleichung (2) gélte, die Emission der absoluten Temperatur
proportional; sie wirde somit bei 15° etwa 5mal kleiner sein als
bei 1200°. Das Emissionsvermdgen der kalten Suberplatte wére
also der 50. Teil von dem eines auf 1200° erhitzten schwarzen
Korpers. Die von diesem letzteren ausgehende Strahlung ist aber
so intensiv, dass der 50. Teil derselben der Beobachtung nicht ent-
gehen konnte. Die Siiberplatte misste im Dunkeln sichtbar sein.
Dass sie es nicht ist, beweist, dass die in derselben enthaltenen,
dem gelben Lichte entsprechenden Vibratoren nicht entfernt die
Warmebewegung haben, die ihnen bei der Ableitung der Formel
(2) zugeschrieben wurde.

Betrachtungen dieser Art zeigen, dass der Satz von der Gleich-
vertetiung der Energie in seiner Anwendung auf die Strahlungs-
erscheinungen imbedingt aufgegeben werden muss. Dieser Schluss
wurde von verschiedenen Seiten gezogen, und es bemerkte z. B.
Rayleigh in einer im Sommer 1900 verdffentlichten kurzen Dis-

@
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kussion des Problems, in der er eine der Gleichung (2) entspre-
chende Formel ableitete, dass diese jedenfalls nur, bei festgehalte-
nem X, fir den Grenzfall hoher Temperaturen gelten kann. Er ver-
suchte auch, wie bereits friiher (1896) W. Wien mit bemerkens-
wertem Erfolg getan hatte, die Formel durch eine bessere zu er-
setzen.

P1anck blieb es aber Vorbehalten, das Versagen des Prinzips
der Gleichverteilung theoretisch zu begriinden.

Einstwelien, in der Abhandlung von der jetzt die Rede ist, be-
schrénkt er sich auf einen &hnlichen Versuch wie die von Wien
und Ray1eigh gemachten; nur hatte er den gliicklichen Gedan-
ken, der ihn spater zu der endgultigen Losung fuhren sollte, die
Entropie der Vibratoren und der Strahlung ins Auge zu fassen. Er
erkannte, dass es fir die Losung des Problems geniuigen wiirde, die
Entropie als Funktion der Energie zu kennen.

Es wird nun zunéchst die Hypothese eingefiihrt, dass die En-
tropie eines Resonators mit der Energie U den Wert

17, U
09— ©)

hat, in welchem a und i zwei ndher zu bestimmende konstante
Grassen sind x). Diesem Ausdruck wird ein dhnlicher fir die En-
tropie der Strahlung, in dem dieselben Konstanten VVorkommen,
an die Seite gestellt und zur Rechtfertigung dieser Annahmen
wird sodann die Anderung der Gesamtentropie bei dem Energie-
austausch, auf den sich die friiher fir dijdt abgeleitete Gleichung
bezog, berechnet. Eine Schlussweise, die der von Boltzmann
beim Beweise seines H-Theorems benutzten &hnlich ist, zeigte,
dass sowohl wenn dU/dt positiv, als auch wenn es negativ ist, also
bei Energielibergéangen von beliebiger Richtung, die Gesamtentro-
pie des Systems zunimmt. Sie erreicht ein Maximum, wenn der
durch das Verschwinden von dUjdt gekennzeichnete Gleichge-
wichtszustand sich eingestellt hat.

Nach dieser Verifizierung der flr die Entropie angenommenen
Ausdriicke kann ein weiterer Schritt getan werden, darin be-
stehend, dass das Entropieprinzip auf den Energieaustausch zwi-
schen zwei Resonatoren verschiedener Schwingungszahl ange-
wandt wird. Im Gegensatz zu der im vorhergehenden betrachte-*)

*) Mit e ist die Grundzahl der natlrlichen Logarithmen gemeint.
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ten Wechselwirkung zwischen einem Resonator und der Strahlung,
bei der man es jedesmal nur mit einer Frequenz zu tun hatte, ist
dieser Austausch, den man sich vorstellen muss, um zu einer Be-
ziehung zwischen den verschiedenen Frequenzen entsprechenden
Energiewerten zu gelangen, als eine virtuelle Anderung des Sys-
tems zu betrachten. Allerdings kann man sich vorstellen, dass er
durch irgendeine geeignete Materie vermittelt wird. Wohlbekannt
ist Prancks ,,Kohlenstdubchen”, dessen er sich oft bei &hnlichen
Fragen bedient hat.

Das Ergebnis der neuen Uberlegung ist nun, dass fiir zwei Vi-
bratoren mit beliebigen Schwingungszahlen, wenn Gleichgewicht
bestehen soll, der Ausdruck

ds
du

den gleichen Wert haben muss. Es liegt nahe, diesen mit dem rezi-
proken Werte der absoluten Temperatur T zu identifizieren, und
das Verfahren lauft also darauf hinaus, dass man die bekannte
thermodynamische Beziehung

s 1
dU-T @
auf die Resonatoren anwendet. Substituiert man fir S den Wert

(3), so findet man die Energie U des Resonators, in T und X aus-
gedriickt, und sodann aus (1) fiir die Strahlungsfunktion x)

u = S70C —acfkT
xs"

Schliesslich liefert der Vergleich mit den Beobachtungen die
Werte der Konstanten a und b.

Das Resultat entspricht genau dem obengenannten von W.
wien aufgestellten Strahlungsgesetze, dessen wenigstens ange-
naherte Giltigkeit gerade damals durch die fortgesetzten Unter-
Suchungen VON Paschen, sowie von Lummer und Pringsheim
dargetan worden war.

Indes war P1anck mit seiner Ableitung keineswegs zufrieden.
Das Beduirfnis, sich von der Willkir in den Formeln fiir die Entro-
piewerte zu befreien, l&sst ihm keine Ruhe und alsbald, in der imx

X) ¢ bedeutet die Lichtgeschwindigkeit.
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April 1900 in den Annalen der Physik erschienenen Arbeit ,,En-
tropie und Temperatur strahlender Warme”, kommt er auf das
Problem zuriick. Er fangt dabei wieder mit der Berechnung der
Entropiednderung an, die den Energieaustausch zwischen einem
Vibrator und dem Strahlungsfelde begleitet, und bedient sich da-
bei seiner friiheren Formeln. Dieses Mal wird aber zundchst tber
die Beziehung zwischen U und S gar keine bestimmte Annahme
gemacht. Das Resultat lautet wie folgt: Ist die Energie des Reso-
nators um AU verschieden von dem Werte U, den sie im Falle des
Gleichgewichtes haben wirde, und &ndert sich dann bei der
Wechselwirkung seine Energie um dU, so ist die Anderung der
gesamten Entropie des Systems, die positiv sein muss,

3 dS
SW*

Offenbar erfordert die Stabuitéat des Gleichgewichtes, dass dU
und AU entgegengesetzte Vorzeichen haben; die Energie des Re-
sonators muss durch die Wechselwirkung abnehmen, wenn sie an-
fangs grosser ist als dem Gleichgewichtszustdande entsprechen
wirde. Pranck setzt also

3 d2S
sqp M- o)

wo / eine positive Funktion von U ist, und schreibt demgemass
fur die Entropievermehrung
—dU - AU /(E]). (o)

Das Resultat zeigt, dass man, wenn man sich lediglich auf den
Satz der Entropievermehrung stiitzen will, fiir S sehr verschie-
dene Funktionen von U annehmen kann. Um eine bestimmte
Strahlungsformel zu gewinnen, wird es daher nétig sein, irgend-
eine weitere einschrdnkende Bedingung einzufiihren, und zu einer
solchen glaubt er nun folgenderweise zu gelangen:

Gesetzt, das System enthalte eine grosse Zahl N von Resona-
toren, die gleichbeschaffen sind und sich fortwahrend alle in dem-
selben Bewegungszustande befinden. Ist dann fiir jeden einzelnen
der Gleichgewichtswert der Energie U, die Abweichungvon die-
sem Werte AU und die in einem kurzen Zeitintervall erfolgende
Anderung dU, so sind die entsprechenden Gréssen fiir die ganze
Gruppe UN = NU, AUN = NAU und dUN = NdU.

dU-AU
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Danun die Vorgéange, die sich an den verschiedenen Vibratoren
abspielen, als voneinander unabhangig betrachtet werden dirfen,
so ist die Anderung der Entropie des Systems N mal so gross wie
sie bei dem einzelnen Vibrator war. Andererseits kann man die
Betrachtungen, die zu dem Ausdruck (s) gefuhrt haben, auch
ebensogut auf die N Resonatoren zusammengenommen anwen-
den. Es muss also die Gleichung gelten

dUNAUNF(UN) = NdU AU f(U), )
d.h. Nf(UN) = f(U),
oder NUf(NU) = Uf(U).

Dies zeigt, dass die Funktion U/(U) bei Anderung des Argumen-
tes konstant bleibt, und es wird also

fo const
oder nach (5)

d*S a

dU*———1j -

wo die positive Konstante a nur noch von der Schwingungszahl v
abhéangen kann.
Hieraus folgt

= —aC7 log (RU),

mit einer zweiten von v abhdngigen positiven Konstante 3. Da
mm aus dem WiIENschen Verschiebungsgesetzte folgt, dass S nur
von U/v abh&ngen kann, so kommt man notwendig zu Formel (3)
und damit zu Wiens Strahlungsgesetz.

Es hatte also zundchst den Anschein, dass man auf theoreti-
schem Wege zu keinem anderen als diesem letzteren wirde gelan-
gen konnen. Als dann aber in den néchsten Monaten die Messun-
gen von Rubens und Kurlbaum die Unzulénglichkeit der WiEN-
schen Formel ausser Zweifel gesetzt hatten, und von verschiede-
nen Seiten Ab&nderungen derselben vorgeschlagen wurden, ka-
men bei Pranck Zweifel an seiner Beweisfilhrung auf, und er
machte ebenfalls einen Versuch, und, wie sich nachher zeigen soll-
te, einen sehr gliicklich gelungenen, die Formel zu vervollkomm-
nen. In der in der Sitzung der Physikalischen Gesellschaft vom
19. Oktober 1900 vorgetragenen Mitteilung ,,Uber eine Verbesse-



MAX PLANCK UND DIE QUANTENTHEORIE 393

rung der WIiENschen Spektralgleichung™, in der er an die oben
mit (7) bezeichnete Beziehung ankniipft, heisst es:

,»In jener Funktionalgleichung stellt der Ausdruck auf der rech-
ten Seite sicher die genannte Entropieédnderung dar, weil sich N
ganz gleiche Vorgange unabhangig von einander abspielen, deren
Entropieanderungen sich daher einfach addieren mussen. Dage-
gen wirde ich es wohl fur mdglich, wenn auch immer noch flr
nicht leicht begreiflich und jedenfalls schwer beweisbar ansehen,
dass der Ausdruck links nicht allgemein die ihm friher von mir
zugeschriebene Bedeutung besitzt, mit anderen Worten: dass die
Werte von UN> dUN und AUN gar nicht hinreichen, um die frag-
liche Entropieanderung zu bestimmen, sondern dass dazu auch U
selber bekannt sein muss. Im Verfolg dieses Gedankens bin ich
schliesslich dahin gekommen, ganz willkirlich Ausdriicke fur die
Entropie zu konstruieren, welche, obwohl komplizierter als der
WIENsche Ausdruck, doch allen Anforderungen der thermodyna-
mischen und elektromagnetischen Theorie ebenso vollkommen
Genige zu leisten scheinen wie dieser.

Unter den so aufgestellten Ausdriicken ist mir nun einer beson-
ders aufgefallen, der dem WiIiENschen an Einfachheit am néch-
sten kommt und der, da letzterer nicht hinreicht, um alle Beob-
achtungen darzustellen, wohl verdienen wirde, daraufhin naher
gepruft zu werden. Derselbe ergiebt sich, wenn man setzt

dzs )

dO2 ~ /(B + @) '
Er ist bei weitem der einfachste unter allen Ausdricken, welche 5
als logarithmische Funktion von U liefern (was anzunehmen die
Wahrscheinlichkeitsrechnung nahelegt) und welche ausserdem fiir
kleine Werte von U in den WiENschen Ausdruck tibergehen”.

Da nach dem Verschiebungsgesetze S eine Funktion von U/v ist
und also derzweite Differentialquotientdie Form 1/v2. F(£//v) hat,
so muss R notwendig der Schwingungszahl v proportional sein und
die Konstante a [die nach (5) negativ ist] muss unabhéngig von v
sein 1). Indem er dies beriicksichtigt, gelangt Planck zu der zwei-
konstantigen Formel?2)

_ CK+
U =gpRr 3

*) Im Originaltext steht irrtuimlicherweise, dasz a proportional v* sein muss.
FBemerkung der Herausgeber).

¥ In derselben bedeutet c nicht die Lichtgeschwindigkeit.
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Hiermit hatte er seine berihmte Strahlungsgleichung gewon-
nen. Zwar fehlte noch eine vollstandige Ableitung aus allgemeinen
Prinzipien, aber es vergingen nur wenige Wochen, bis er auch
Uber eine solche berichten konnte. In der Darstellung, die Pranck
dann schliesslich von seiner Theorie gab 1), dussert er zunachst
wieder, aber jetzt mit grosserer Entschiedenheit, das Bedenken
gegen die fur das WiENsche Gesetz gegebene Ableitung, das schon
fraher bei ihm aufgekommen war. ,,Es wird vor allem nétig sein,
in der Reihe der Schlussfolgerungen, welche zum WiENschen Ener-
gieverteliungsgesetz fuhrten, dasjenige Glied ausfindig zu machen,
welches einer Abanderung fahig ist; sodann aber wird es sich dar-
um handeln, dieses Glied aus der Reihe zu entfernen und einen
geeigneten Ersatz dafur zu schaffen."

Den schwachen Punkt findet er bei erneuter Prifung in dem
der obigen Gleichung (7) zugrunde liegenden Satz, ,,dass bei einer
unendlich kleinen irreversibeln Anderung eines nahezu im ther-
mischen Gleichgewicht befindlichen Systems von N gleichbeschaf-
fenen, im ndmlichen stationédren Strahlungsfeld befindlichen Re-
sonatoren die damit verbundene Vermehrung ihrer Gesamtentro-
pie SN = NS nur abhéngt von ihrer Gesamtenergie UN = NU
und deren Anderungen, nicht aber von der Energie U der einzel-
nen Resonatoren.”

Weil, wie Pranck es ausdriickt, Entropie ,,Unordnung™ vor-
aussetzt, so muss gerade die Ungleichheit der einzelnen Energie-
werte eine wesentliche Rolle spielen. In diesem Gedankengange
geht er jetzt daran, die Entropie der Resonatoren zu berechnen,
und zwar dient ihm dabei das BoLTZMANNsche Prinzip, nach wel-
chem die Entropie eines Systems in einem bestimmten Zustande,
gemass der Formel

S = klog W,

durch die ,,Wahrscheinlichkeit” W dieses Zustandes gegeben ist.
Es kommt also darauf an, die Wahrscheinlichkeit dafir zu fin-

den, dass die N Resonatoren insgesamt die Schwingungsenergie

UN besitzen. ,,Hierzu ist es notwendig"” (in diesem Satze liegt der*)

*) Ich folge nicht der Mitteilung in den Verhandlungen der Deutschen Physikali-
schen Gesellschaft, sondern der ausfiihrlicheren Abhandlung (,,Uber das Gesetz der

Enerl;gieverteilung im Normalspektrum™), die im Marz 1901 in den Ann. der Physik
erschien.
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Keim der Quantentheorie), ,,UN nicht als eine stetige, unbe-
schrénkt teilbare, sondern als eine diskrete, aus einer ganzen Zahl
von endlichen gleichen Teilen zusammengesetzte Grosse aufzu-
fassen. Nennen wir einen solchen Teil ein Energieelement g, so ist
mithin zu setzen

UN = ft, 8)

wobei P eine ganze, im allgemeinen grosse Zahl bedeutet, wéah-
rend wir den Wert von e noch dahingestellt sein lassen."

P1anckberechnetnun die Anzahl von Arten, auf die die Vertei-
lung der P Energieelemente auf die N Resonatoren erfolgen
kann, die Anzahl der ,Komplexionen”, wie er mit einem von
Boitzmann herriihrenden Ausdruck sagt. Aus der Kombina-
tionslehre ergiebt sich daftir

(N+P-1)1
(N— D)Ip!
oder in einer fir den Zweck geniigenden Annaherung
{N + P)N+p
K~ NN+Pp

Der weiteren Rechnung wird sodann folgende Hypothese zugrun-
de gelegt: ,,Die Wahrscheinlichkeit W dafur, dass die N Resona-
toren insgesamt die Schwingungsenergie UN besitzen, ist propor-
tional der Anzahl ¢ aller bei der Verteilung der Energie UN auf
die N Resonatoren mdglichen Komplexionen”. Also:

SN = k\og%
=K{(N+ P)log (N+ P)—NlogN—P log P),

oder mit Beriicksichtigung von (8), wenn man die mittlere Ener-
gie eines Resonators Un/N mit U und seine Entropie Sn/N mit S

bezeichnet,

Daraus folgt sofort nach (4) und (1)

_ 10
U= e*'kT—\
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und

Qnz 1 1)

Schliesslich wird wieder das Verteilungsgesetz herangezogen.
Man sieht sofort an (9), dass das Energieelement e der Schwin-
gungszahl v des Resonators proportional sein muss, also

e = hv,

wo h eine zweite universelle Konstante (neben k) ist. Die Formel
fur u verwandelt sich jetzt in

Such 1

Das ist die endgiiltige Form des PLANCKschen Gesetzes, von
dem man sagen darf, dass seine Ableitung immer eine der schon-
sten Leistungen der theoretischen Physik bleiben wird. Um sie
richtig zu wardigen, missen wir nicht aus dem Auge verlieren,
dass Pranck leicht hatte sagen kénnen: Da selbstverstandlich die
Resonatoren Energie in beliebig kleinen Mengen aufnehmen und
abgeben konnen, so wird die Wirklichkeit dem Grenzfall entspre-
chen, dem wir uns ndhern, wenn wir das Energieelement fortwéh-
rend abnehmen lassen; damit ware er auf die Gleichverteilung
zuriickgekommen 1). Statt dessen hatte er den folgenreichen Ein-
fall, die Grdssen e nicht bloss zunéchst fir die Zwecke der Rech-
nung als endlich anzunehmen, sondern sie auch endlich bleiben zu
lassen. Wir wollen dabei nicht vergessen, dass das Gliick, solche
Einfélle zu haben, nur denjenigen zuteil wird, die es durch muh-
same Arbeit und tiefes Nachdenken verdient haben.

Ubrigens ist es jetzt, da wir die Theorie einmal besitzen, leicht
einzusehen, dass Pi1ancks Hypothese dem Zweck, fir den sie die-
nen sollte, wohl angemessen war. Eine einfache Uberlegung lehrt,
dass die endliche Grosse der Energieelemente wirklich zu einer
Abweichung von der Gleichverteilung fiilhren muss, und zwar,
falls e mit v wéchst, in dem Sinne, dass auf die héheren Frequen-
zen relativ weniger Energie entféllt als auf die tieferen. Man kann
z. B., um zu der Strahlungsformel zu gelangen, in ahnlicher Weise
verfahren wie Bortzmann in seiner Ableitung des MAXWEL Lschen
Verteliungsgesetzes fur Gasmolekiile. Eine Lotterie, an der so-*)

*) Néhert € sich der Null, so geht (11) in (2) Uber.
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wohl die Molekiile eines Korpers wie auch die in ihm enthaltenen
Resonatoren verschiedener Frequenz teilnehmen, soll Gber die
Verteilung einer gegebenen Energiemenge entscheiden; dabei sind
die Molekdile bereit, jede beliebig kleine Menge zu akzeptieren, die
Resonatoren dagegen verlangen endliche Portionen, und zwar um
so grossere, je hoher ihre Schwingungszahl ist. Man kann es ver-
stehen, dass, bei beschréanktem Energievorrat die Teilchen, die
am begierigsten sind, am Ende am wenigsten bekommen. So wirkt
die endliche, mit der Schwingungszahl wachsende Grdsse des
Energieelementes dahin, die Freiheitsgrade mit héheren Frequen-
zen relativ weniger wirksam zu machen. L&sst man die Intensitat
der zu einem Freiheitsgrade gehdrenden elastischen oder quasi-
elastischen Krafte immerfort zunehmen, so wird die Energie,
welche das System in diesem Freiheitsgrade erhalt, stets Kleiner.
So n&hert man sich am Ende dem Grenzfall einer starren, jede
Bewegung ausschliessenden Verbindung.

An diese Erinnerung an den Ursprung der Quantentheorie
moge sich ein fluchtiger Blick auf die reichen Friichte, die sie be-
reits getragen hat, anschliessen. Zahlreiche &ltere und jlingere
Physiker in allen L&ndern haben sich an ihrer Entwicklung betei-
ligt, und Piranck selbst hat unabléssig, von Jahr zu Jahr, auch
unter Umsténden, wo ihm die Arbeit schwer fallen musste, seine
Untersuchungen fortgesetzt. |hm war es stets vor allem darum zu
tun, die Grundlagen der Theorie zu sichern und ihren Sinn klar
hervortreten zu lassen.

Dass nun die Lehre der Energieelemente sich zur allgemeinen
Quantentheorie hat ausbilden kénnen, das ist ihrem merkwirdi-
gen Anpassungsvermdgen zu verdanken, infolgedessen sie sich an
wichtige allgemeine Sétze der theoretischen Mechanik anschlies-
sen konnte. Solange man es nur miteinfach harmonischen Schwin-
gungen zu tun hatte, reichte der urspriingliche Begriff der Energie-
elemente fiir die Anwendungen aus. Spéter, als man lernte auch
andere, vollkommen oder bedingt periodische Bewegungen, mit-
unter sogar nicht-periodische Vorgange zu ,,quantisieren , han-
delte es sich um die Werte von ,,Phasenintegralen oder um die
Grosse begrenzter Gebiete im ,,Phasenraum”. Die in solchen Fal-
len aufgestellten Quantenbedingungen bestehen immer darin,
dass fur die betreffende Grosse nur Werte zugelassen werden, die
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Vielfache eines gewissen Einheitswertes sind, und in den Einheits-
werten selbst steckt immer die Konstante h. Jetzt sind wir soweit
gekommen, dass diese Konstante nicht bloss fur die Intensitat der
Strahlung und fur die Wellenlénge, bei der sie ein Maximum ist,
sondern auch fir die in vielen anderen Féllen bestehenden quanti-
tativen Verhéltnisse verantwortlich gemacht wird. In Verbindung
mit anderen physikalischen Grdssen bestimmt sie, um nur einiges
zu nennen, die spezifische Wérme fester Korper, die photochemi-
sche Wirkung des Lichtes, die Bahnen der Elektronen im Atom,
die Wellenldnge der Spektrallinien, die Frequenz der Rontgen-
strahlen, die durch den Anprall von Elektronen mit gegebener Ge-
schwindigkeit hervorgerufen werden, die Geschwindigkeit, mit
welcher Gasmolekiile rotieren kénnen, und wohl auch die Entfer-
nungen der Teilchen, die sich zu einem Krystall zusammenfiigen.
Man Ubertreibt nicht, wenn man sagt, dass in unserem Weltbilde
die Quantenbedingungen es sind, die die Materie Zusammenhalten
und sie davor beschiitzen, durch Strahlung ihre Energie vollig zu
verlieren. Und dass es sich bei allen diesen Dingen um reelle Zu-
sammenhange handelt, geht tberzeugend aus der Ubereinstim-
mung hervor, die zwischen den aus verschiedenen Erscheinungen
abgeleiteten Werten von h besteht, Werte, die sich (brigens
wenig von der Zahl entfernen, die Pianck vor 25 Jahren aus
den ihm zur Verfugung stehenden Versuchsergebnissen berech-
nen konnte.

Was die Beziehungen zu der &lteren Mechanik betrifft, so ist be-
sonders der Umstand erfreulich, dass, wie in der Theorie der adia-
batischen Invarianten gezeigt wird, gerade die Gréssen, die durch
Quantenbedingungen festgelegt werden, ihre Werte behalten,,
wenn die Bedingungen, unter welchen die Bewegungen eines Sy-
stems stattfinden, langsam geandert werden. Es war denn auch
kein Zufall, dass das mit jener Theorie zusammenhangende Ver-
schiebungsgesetz fur die ndhere Bestimmung des Energieelemen-
tes herangezogen werden konnte.

Freilich ist die Verschmelzung der neuen Ideen mit der klassi-
schen Mechanik und Elektrodynamik noch ein Zukunftstraum und
sind wir noch weit entfernt von einer Quantenmechanik, in
deren Grundlagen das Diskontinuierliche aufgenommen wére. In-
des sind auch bereits in dieser Richtung vielversprechende An-
fange gemacht worden.
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Pi1anck hatte das Gliick, zur Freude aller die ihn als Physiker
und personlich verehren und schatzen, in voller Schaffenskraft
Zeuge der Wirkung seiner Gedanken zu sein. Mdge es ihm ver-

gonnt sein, sich noch lange an den Erfolgen der Quantentheorie
zu erfreuen.



