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in Arubeim. 

(Auszug aus des V crfassers lnaugnrahlissrrlatio11.) 

Erste Mittheilung. 
§ 1. Bei drn ersten Arbeiten über die Undulationstheorie rles Lichtes war es der niichstlirgende Zweck, überhaupt nachzuwrisen, <lass das Licht aus einer Fortpflanzung von Transvcrsalschwingungen be.steht. Nacl1dem aber durch die zahlreichen Untersuchungen über Interferenz, Beugung uncl Polarisation diese Grnndidce der Theorie iibe1· jeden ZweifPl erhoben wa1·, ward PS Ziel weiterer Forschung, zu ermitteln, wPlcher 

Stoff diese Schwingungen ausführe u0ncl welche Kräfte dabei auftret<'n. i:;s besteht nun ein merkwürdiger Gegensatz zwischen cler Vollkommenheit der 'I'heorie, soweit es sich blos um die genannte Grnndidet' hanclelt, und den geringen Fortschritten, welche man während Hingere1· Zrit in der Untersuchung des l\Iechanismus der Lichtschwingungrn gemacht hat. Namentlich zeigt sich dies in clen Hestrebungrn dr1· Physiker, nm die Erscheinungen der Reflexion und Brechung des Lichtre theoretisch zu erklären. Als man zuerst cli� walne Natur cle11 Lichtes, als rine Fortpflanzung von 'l'ransversalschwingungen, erkannte, war man nur mit einrm an,lerweitigen ]!,alle solcher Schwingungrn bekannt. Man hatte beobacl1tet, ,lass diC\ Theilchen fester elasti1>cher Körper derglricheu ßewrgungrn ausfiihren können, und PS lag also nahe, clem Licbtiit.her clic charakteristischen Eigenschaften eines solcl1en Körpers beizulegen. Subnlcl man aber ,•ersuchte, aus dieser Ansicht eine theoretische Erklitnmg drr Eigenschaf'trn des in verschiedrnen l!'iillPu reflectirten Lichtes abzuleiten, stiesH man auf Schwirrigkritru, welche völlig zu brseitigen bis jetzt nicht gelungen ist. 
Zelteohl'ift f. "lktheruatik u. l'byaik, XXll, 1 1 
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Unter den bekannten .Annal1men über die Eigenschaften des Aetbers und über die Schwingungsrichtung des polarisfrten Lichtes entwickelten zuerst Fres n e l und Neum ann Gleichungen, welche in befriedigender Weise die Beschaffenheit des an isotropen, durchsichtigen Körpern reflectirten.Lichtes wiedergeben. Neu m a n n  (und Mac-Cu l l a g b) gelang es sogar, seine Theorie auch auf die Krystallreflexion auszudehnen, und Co r n  u hat mittelst gewisser Abänclernngen auch die Fre s  n e l' sehe Theorie den dabei auftretenden Erscheinungen angepasst. Allein dies<" Resultate konnten nur eneicht werden, indem die Bedingungen für die 'l'rennungsfläcbe zweier Medien mit einer gewissen Willkür gewählt wurden. Werden diese Bedingungen folgerichtig aus der 'l heorie der elastischen Körper abgeleitet, so ist es, wenn die Schwingungsrichtung des einfa11enden Lichtes nicht senkrecht zur Einfällseben<· steht, nicht einmal möglich, ihnen durch Transversalschwingungen allein, wie sie die genannten Physiker annahmen, zu geni.lgen. Man muss dann auch clie Longitudinalschwingungen berücksichtigen, welche in den beiden Medien auftreten. Ausgehend von der F resn  el' sehen Annahme über die Schwingungsrichtung des polarish-tcn Lichtes haben wirklich Ca u eh  y und mehren• andere Mathematiker das Problem in dieser Weise behandelt. Mittelst einiger llilfshypothesen ist f'S ihnen dabei gelungen, Jformeln zu erlial· ten, welche für isotrope Körper eine genügende Ucbereinstimmung mit der Erfahrung zeigen. Wendet man aber die nämlichen Betrachtung<"n auch für die Krystalle an, so ergeben sieb hier Folgerungen, w<>lchen die Beobachtungen widersprechen. Es ist mir nicht bekannt, dass man jemals versucht hat, im Än· schluss an die Neu m a n n' sehe Ansicht über die SchwingungHichtung die Longitudinalschwingungcm in Rechnung zu ziehen. lndcss habe ich „ mich vergebens bemiiht, dabei durch irgendwelche Nehenaunahmen For-meln zu erhalten,· welche mit der Erfahrung im Einklango stehl"n. 
§ 2. Während als,o die bisherige Ansicht iiber die Natur cler Lichtschwingungen keine völlig befriedigende Erklärung der Reflexionserscheinungen liefert, muss jede andere Hypothese, welche weniger Schwierigkeiten bietet, willkommen sein. Eine solche neue Hypotl1ese wurde unter dem Namen dc>r e l  ck t r o  m a g n e ti s c h e n  Li c h t t h eor ie  von l\laxw ell aufgt>stellt.* Bei einer theoretischen Untersuchung über die Bewegungserscheinungen der Elektricität kam er zu dem Schlusse, dass in einem uichtleitenclen Körper transversal schwingende Bewegungen der I�lektricität sich aushreiteu können und dass die Fortpflanzungsgeschwincligkeit dieser Schwingungen im 
,r Maxwell, Elektn'city and .Jfagnetism„ II, S 383, Phil. T1ans. 1865. 
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freien Aether nahe gleich der Lichtgeschwindigkeit sein muss. Dies führte ihn zu der Annahme, dass in Wil'klichkeit das Licl1t aus dergleichen elektrischen Schwingungen bestehe. Später hat Hel m h o l t z* in etwas 11.llgemeinerer Weise die Glcichungen entwickelt, welche die Bewegung der Elektricität in isotropen Körpern zu bestimmen gestattPn. Es blieben dabei <1ie von Maxwell gewonnenen Rrsultate der Ilauptsache nach bestehen. Ausserdem wies H e l m h o l t z "'* darauf hin, dass die 'l'heorie der elektrischen Oscillationen auch an der Grenze von zwei gleichartigen isolirenden Medien dirselben Gesetze der Rc-flexion und Rcfraction ergicbt, wie wir sie beim Lichte finden, ,,vorausgesetzt, dass man entweder die magnetische oclrr die dielektriscl1c Polarisationsfähigkeit beider Medien gleich und letztere sehr gross setzt". Dies veranlasste mich, zu untersuchen, ob in allen Fällen die elektromagnetische Lichttheorie zu einrr befriedigenden Erklärung der Reflexion führen kann. Vorliegende Mittheilung enthält die Resultate cliesc-r Untersuchung för die partielle Reflexion an nicht leitenden Körpern; später werdf' ich die Behandlung der totalen nnd metallischen Reflexion folgen lassrn. Zunächst sollen die allge.neincn Bewegungsgleichungen der Elektl'icitiit rntwickelt werden. Dabei folge ich grösstentheils der .Arbeit von II e l m h o 1 ti; nur sind an seine Formeln einige M:odificationon anznbringen, um sie auch für krystallisirte Körper anwenden zu können. Es wh-d diesen Rechnungen immer das el<'ktrostatische l\fasssystem zu Grnnclr gclf'gt werden. 
§ 3. Die von F a r a d a y  gemachte Entdeckung, dass die Capacitiit eines rlektriscbcn Couclensators von der Natur des zwischrn den Belrgungen befindlichen Nichtleiters abhängt, hat zn dor Ilypothrse geführt, clnss unter dem Einflusse einer clektromotorischen Kraft in den Theilchrn eines Nichtleiters die beiden Elektricitiiten getrennt werden, so class jrdrs 'l'heilche11 an der einen Seite positiv, an der andern negativ elektrisch wird. Die mathematische Behandlung dieser uuter dem Nnm<'n der cl i e l ektds c h e n  P o la.ri s a t i o n  bekannt?n Erscheinung stimmt gcnnn iiberein mit de1jenigen der m a g n e ti s c hen Polarisation. Wählen wir ein rechtwinkliges .Axcnsystcm der x, y, z und betrachten wir ein Element d..r dy clz des nichtlcitenden Mediums am Punkte P. W cnn eine dielektrische Polarisation besteht, wird in cinigrn Pnnktrn clieses Elements freie positive, in anderen freie negative J•fü•ktricität vorhanden sein. Liegt nun in dem Punkte (a:, y, z) die Elcktricitiitsmrngr 
�- Hclmboltz, Ueber die Bewcgnngsgleichungcn der Elektricifät in ruhenden Leitern, Cre lle's Journal 72 (1870). "'* Ebendaselbst, S. 6S, Anmcrknng. 

t• 
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e, so bilden wir die clrei Summen 2ea:, 2ey, 2e z ,  über alle Punkte dE's Elements berechnet. Sind diese Summen s d x d y d z, 11 d x d y d z, � tl x d y d ,, so ist es , da 2e = 0  ist , leicht nachzuweisen , class !;, 'I'/ ,  t als die Componenten einer Strecke e zu betrachten sind , welche in Grösse und Richtung nur von der elektrischen Vertheilung , nicht aber von der Wahl des Axensystems abhängt. Diese Strecke giebt uns G r ö s se  und Ri c h tu n g  der dielektrischen Polarisation im Punkte P und wir wollen �, 'I'/ ,  t die C o m p o n en t e n  dieser Polarisation nennen, 

.... 

Es muss nun fiir jeden nichtleitenclen Körper die in einem Punkte P bestehende dielektrische Polarisation e in hestimmmter Weise zusammenhängen mit der elektromotol'ischen Kraft F, d. h. mit derjenigen Kraft , welche auf die Einheit cler positiven Elektricität , in P conceutrirt, wirken würde. Aehnlich aber, wie in cler Theorie des Magnetismus der Begriff der magnetischen Kraft für das Innere eines magnetischen Körpers einer nähern Definition bedarf, ist dies in unserem Falle, um jede Zweideutigkeit auszuschliessen, für die elektromotoriscbe Kraft nothwendig. Wir wollen darüber folgende Bestimmung treffen. Unter elektromoto
riseher Kraft verstehen wir die Kraft, welche in dem betrachteten Punkte P wirken wiirde, wenn rings um denselben eine unendlich kleine cylindrische Höhle in dem Medium gebildet wäre, cleren Axe in die Richtung der dielektrischen Polarisation fällt und unendlich gross ist gngen den Radius, während P auf halber llöhe liegt. Wie man sieht , stimmt di<'se Definition überein mit derjenigen , welche T h o m s o n  die polare Defini
tion der magnetischen Kraft nennt. * Sind nun X, Y, Z die Componenten von F, so nehmen wir an, dnss in einem isotropen Nichtleiter 

1 )  � = t X, 'Y/ = t Y, t = t Z 
sei , wobei E eine von der Natur des Stoffes abhängige Grösse ist , welcht> wir die C o n s t a n t e  d e r  d i e l e k t r i s c h e n  P o l a r i s a t i o n  nennt>n wollen. Fi.ir einen anisotropen Körper nel1men wir an , class es in jerl<'m Punkte desselben clrei aufeinander senkrechte Riclltungen gebe (II a u  p t d c h t u n  g e n), so dass , wenn dio Axen damit zusammenfallen, gesetzt werden kann 

2) 

Dabei sind aber E1 1 E2 , E3 drei v e r sc h i e d e n e  Constantcn. Denken wir uns nun den ganzen Raum von homogenen l\Iedien eingenommen, welche im Allgemeinen anisotrop sein, aher die nli.mlichru Hauptrichtungen (parallel d<'n Axen) haben mögen. Es sind rlann in 

* Vergl. Thomson, Pap(}l·s on Electrostatics and Magnetism, §§ 479, 517;  -Maxwel l , Electricity and Magnetis11i, §§ .395- 100. 
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jedem Medium die G1:össen E1, t2 , E:i constant, und nur an der Trennungsfläche S zweier Medien ändern sie sich sprungweise. Es sei weite\' durch irgendwelche Ursachen in den Theilcn der Medien eine dielektrische Polarisation hervorgerufen; es soll dann untersucht w<>rden , "'.ie sich diPse im Laufe der Zeit ändern muss. Es sind also �, l'/, � als l!'unctionen der Lage und der Zeit zu bestimmen. Zur Lösung diei,er Aufgabe ist es nothwendig ,  die elektromotorische Kraft zu bestimmrn, welche in irgend einem Punkte wirkt. Diese Kraft setzt sich aus verschiedenen 'l'heilen zusammen, welche wir der Reihe nach l.,ctrachten wollen. 
§ 4. Erstens entspringt eine ekktromotorische Kraft aus der elektl'O

tltatischen Wirkung del' getrennten Elektricitäten. In einem vollkommenen Isolator haben wir in dieser Hinsicht nur die im Innern der Theilchen desselben geschiedenen Elektricitäten zu betrachten. Der Definition des vorhergehenden l':uagraphen zufolge kann man bei der Berechnung der clektl'Omotorischcn Kraft diese Polarisation ersetzen durch eine gewöhnliche elektl'ische Ladung, welche iiber das Innere jedes .Mediums 
mit der Dichtigkeit - (:! + !; + !;) und über die Trennungsfläche S 

zweier Medien mit der Flächendichtigkeit a (; - ;') + b ('T/ - 1{) + c (t- n 
verbreitet ist. In letzterem Ausdrucke sind ; , t/ , t die Componenten der dielektrischen Polarisation an der ersten, f, 1{, f an der zweiten Seite dieser Fläche, wäbl'end mit a ,  b, c die Richtungsconstanten der nach der zweiten Seite gezogenen Normale bezeichnet sind. Ist nun q,1 die Potentialfunction cler erwähnten elektrisch'en Ladung, so gilt fiir jeden Punkt im Inneru eines Mediums die bekannte Bedingung 

3) � + a "'+ a t= � �  * 
a x  oy o z  4 :n: '1'1 > 

und an der Fläche S hat man 
a (;-;') + b (l'/ - r/) + c(t-n = 

4) = 4� �(/ c:1- (�:1)'] + b  [�:1- (�� )' ] + c  [
a
a:1 - ea:1)' ]}· 

Es sind in dieser letzten Gleichung wieder, wie wir dies auch im Fol· gen den immer tbun werden , die W erthe der Functionen an der zweiten Seite von S mittelst Accente von de,n W erthen an der ersten Seite unte1·· schieden. Der Allgemeinheit wegen wollen wir annehmen, dass ausser der betrachteten d i e l e k t r i s c h e n  L a d u n g  noch eine gewöhnliche Ladung vorhanden, welche durch L e i t u n g  entstanden ist. Um dann die totale 
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elektrostatische Wirkung zu berechnen, hat man die Dichtigkeitep cliese1· Ladung zu rlen obf.'n untersuchten Dicht igkeiten zu addircn. J�s sei nun iJ die totale Dichtigkeit im Innt•rn eines )Jediums, a rlie totale l<'Jitch<'lldichtigkeit an der Flächr S, uud rp die von der totalen Ladung herrührende Pot<•ntialfunction. ;\Jan hat dann für den e r s t e n  'l'lieil deI elcktromotorischcn Kraft 

5) 
(j �  

.l:\ = - o x '  
0 rp f1 = - -, 
oy 

;, Z rp 
�i = - o z .  

§ 5. Wenn dio elektromotorischr Kraft im Lauf'!' der Zeit sich äudert, wird <lies 11Uch mit d1•r dielektrischen Polarisation clcr Fall seiu; es wird sich dann 11.lso die Elektricität in den 'l'heilchrn drs l\lediums iu Bewegung befinden. Die Componeuteu dieser elektrischen 8trfünung 
- die wir als d i e l e k t r i s c h en S t r o m  hf.'zcichncn wollen - werden gegeben tlmch die �'ormeln 

6) 
Be8itzt aber das Medium aus1;er der Fähigkeit der dielektrischen Polarisation auch ein Leitungsvermögen, so besteht im Allgemciuen neben dem dielektrischen Strome auch ein gewöhuliche1· Leitungsstrom , der sich mit oratnrem zu einem Gesammt�tromo zusammensetzt, de11t1\·11 Componenten wir u, z,, 1v nennen wolll'n. Ei; ist nun leicht zu 1rntersuchcn, wie sich clnrch den dielektrischen Strom die dielektrische Ladung und ebenso durch den Leitungsstrom die daneben bestehende gewöhnliche elcktrisclie Ladung ändert. Man erhält durch diese Untersuchung eine Beziehung zwi11chen den Grössen 11 , v, 1/J und dE'n Dichtigkeiteu ö und a. Drückt mau andererseits o nnd a mittelst der Oiffe1·entialquotic11tou vou rp aus, so findet man für jeden Punkt im Innern eines Medium& 

7) 
0 lt O V O 1/J J C ( A ) -+-+-=·  - .u rp  
o :i: cy cz 4n  o t  

und für jeden Punkt der Grenzfläche S 
a (u - tt') + b (v -v' )  + c(1v- 1v') 

S) 
= 41n :, { a [!:-G:Y] + b [;;- (!;)'] + c [:;· - (!;)' ] } ·  
§ G. IJie Componenteu u, v, w der elektrischen Strömung wc•rden im Allgemeinen nicht constant sein. gine von Augenblick zu Aug1•11blick variirendo Strömung rnf't aber bekanntlich in jedem Pnukte eine elektromotorische Kraft der r ncluction hervor, und dies ist der z w c i t o 'l'llllil von F, den wir zu beriicksichtigen habeu. GenauP Messungen der durch galvanische Induction enegten Ströme siud nur ausgeführt worden für den 1"al1 , rlass sowohl der inducireude Stromleiter s ,  als der iuducirtc a linear und iu sich geschlossen sind. 
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Ist dann in einem Punkte von a f<'c, die Oomponente der olektromotorischen Kraft der l nduction, nach der Richtung von a genomm('.n, so wollen wir die Grösi;e 
9) 

,lie e lektr o m o t o ri s c h e  K r a ft l ä n g s  a nennen. Uio Versuche haben fi.ir di('se Grösso zu folgendem Resultat geführt. W('nn die Stromintensität i in s sich iindel't, die beiden Leiter aber nicht in Bewegung sind, 
1,, = [> � 

d t '  

s o  ist 
f 2jj'co.� (ds, d a) ' = - A ------'- dS d a. 

• r 
Es erstreckt sich hierbei die Integration über die beiden Leiter, während ,. der Abstand der Elemente d s und d a, und A eine constante Grösse ist. 

Bctrnchton wir jetzt die elektromotorische Kraft f der Induction, welche längs <los Elements d c; von der Aenderung der ,Stromstärke im Element ds geweckt wird. Es ist nicht zu gewagt", anzunehmen, dass rli auch iu diesem Falle gesetzt werden dürfe / = p -, wo 71 blos von der 
d l  Länge und gegenseitigen Lage von d s und d a  abhängt. Weiter leuchtet es ein, dass man durch Integration von p über die beiden Strombahnen die Grösse P erhalten muss. Dieser Condition wird, wie H e l m h o l t z  gezeigt hat, genügt, wenn man setzt 

1 l O) p = - ½A2 [(1 +k) cos ( ds, da) + ( 1- k) cos(r, ds) cos (r, d a)] ds da, r 
wo k eine aus den bisherigen Versuchen nicht bestimmbare Constante ist. 

Da nach 9) / = Fa da, Fa = :a ist, lässt sich ans 10) der W erth 
von Fa ableiten, der natürlich von der Länge von da unabhängig wird. Man erhält demnach für die Componente der elektromotorischen Kraft nach der willkürlichen Richtung tlc; oder lt in einem Punkte, dessen Verbindungslinie mit ds r heisst, 
F,. = - A2 

:� , 
q = 2Jr [(1 + k) cos (ds, lt) + ( l - k) cos (r, ds) cos (r, !i)] i ds. 

Lässt man lt der Reihe nach mit den drei Axenrichtungeu zusammenfallen, so findet man die Oompouenten der elektromotorischen Kraft nach cli('seu Richtungen. Sind nun über den ganzen Raum elektrische Strömungen (u, v, 11J) verbreitet und will man die elektromotoriscbe Kraft der Induction in einem Punkte P ( x, y, z) suchen, so betrachte man u, v, 1v als },uuctionen • der Coorclinaten x', y', ::.' und berechne mittelst der angeführten Formeln zunächst die Wirkung der elektrischen Strömung im Elemente dx' dy' dz am Punkte P' (x', y', z'). Durch nachhcrige Iutegraliou nach x', y', z' 
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ei·giebt sich dann für dsn z w e i t e n '!'heil de!' elektromotorisch<'n Kraft in P 

1 1 )  v _ � au 
A,2 - - ,·J -0 l 1 

und es ist hierbei, wenn der Abstand P P' mit r angedeutet wirJ ,  
ljj'P + '· " 1 - 1,· x - .1 ·  . c , U =J, l-

2
- . 7 + -

2
- . -

1
-.3- [11(.r-.r ) + v  y - y ) 

+ w (i - :')]� <l.c'tiy' tlz' 
' oder 

12) u-Jjj.{7 + 1 -;! [11 0!
2

;·x' + v a!
i
;.y' + ,v a.!�;· =·]} d.i:' dy' dz', 

während sieh V und W in ähnlicher Weise angeben lassen. 
� 7. Für die weitere Untersuchung muss man einige Eigenschaften der .l!'unctionen U, V, W kennen. Es ist bei der Ableitung derselben zu beachten , dass . die Stetigkeit der Grössen 11 1 v, 111 nur an den mein. erwähnten l!'lächen S eine Unterbrechung erleiden kann Ausserdcm bemerke ich noch im Voraus, dass, wie sich später zeigen wird, clie elek· tl'ischen Bewegungen sich immer mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiten, so dass man bei der Untersuchung der von bestimmten Stellen des Raumes ausgehenden Bewegungen jederzeit eine so grosse g<'schlossone Fläche construiren kann, dass ausserhalb derselb(}n u = v = w = 0 ist, Es geht daraus hMvor, dass in nachstehender Untersuchung gewisse Integrale „iiber die unendlich entfernte Grenzfläche des Raumes", in welchen 111 v, ,u vorkommen , verschwinclen miissen. Aussordem werden wir noch andere Integrale über diese Grenzfläche fortlassen, welche cp und die Differentialquotienten da.von enthalten. Dies wircl keinen Fehler herbeiführen, wenn nur bei wachsender Entfernung diese Grössen hinreichend st1u-k abnehmen. Jedenfalls werden unsere Rl'snltate nicht von dieser Vernachlässigung beeinflusst, da in allen Fällen, auf welche wir die 'l'heorie anwenden werden, nirgends eine Anhäufung von freier };:;Jektriciütt auftritt uud demzufolge überall cp = O ii;t. Bei der Berechnung von U nach der Gleichung 12) wollen wir uns zunächst um den }=>unkt P eine geschlossene Fliicho B gelegt denken und clen W e1th U' des Integrals über den ausserhalb dieser l!'läcbe liegenden Haum A betrachten. Wir können dann nachher aus U' U erhalten, m· dC'm wir dia Dimensionen der Fläche sich der Null nähern lassen. Setzen wir 

� 13) <II' =}jj'(u ;;, + D :;, + w :;,) r1x' dy'dz', 
wobei die Integration sich wieder über den Raum A el'streckt, eo ist srl bstverbtändlich 
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, 1 - k  o<Jf' Jfj'" . .  , 
U = -2- . -,-

+ - c/.r dy !l : .  ' 
Ö X  1' 

n 

l�s soll nun zunächst clie Functiou l.Jl' eingehender untersucht wer
deu. Man hat in 1 3) die Integl'ation auszuführen für jeden der 'fheile, 
in welche der Raum A durch die l!..,liichen S zerlegt wird , und nachher 
zn summii-en. Für jeden dieser 'l.'heilräume kann man aber das Integral 
durch einen bekannten l'rocess der partiellen Integration umformen, 
und es verschwinden hierbei , dem Obengesagteu zufolge, die Integrale 
über dio unendliche Grenzfläche des Raumes. Man erhält demnach 

1Jf Jf· l a (u - 11') + b (n - v') + c(w - ,v') l  dS 
1 5) j''- jjj• (ou  0 1, 01v

) - . J r ( (Y u + ß v + r w) dB -: r 
O x' + c y' + 

0 ::.' d x' d y' il ::.'. 

Das letzte Integral , das wir mit J bezeichnen wollen , it;t hiflrhei über 
den H.11um A zu nehmen , die beiden ersten dagegen iiber die Flächen 
S und ß. Es sind weiter (Y ,  ß, y die Richtungsconstanlen der uach aussen 
gezogen<'n Nonn11\e an der .Fläche B .  

Dc-r G leichung 7) zufolge hat man 

1 o jjj' '  J = 4 n; 81 
r Ll cp dx' rly' dz', 

nud wP1111 man auf das hier vorkommonde Integral deu G r e e n ' achen 
Satz anwendet, ergiebt sich 

J = - __p_ Llr rlx'dy' d z' - - - r � - cp _!:.  dB 
1 Jj' j'o 1 o Jjj'( o o ) 

4n 0 1  4 n:  o t  ov  ov  

+ 4
1
n :tJJ:· [::- (!:)'] d S, 

wo mit II untl v tl ic Normalen au drn Flächen S und B angedeutet sind. 
Bringt man diesen Warth von J in die Gleichung 1 5) über und berück
sichtigt mau dabei die Relation 8) , so findet man, dass sich die Integrale 

2 iiber die Flächen S forlheben; es bleibt somit, da Ll r = - ist, 1.J!'= « + JJ, 
• r 

wenn 
1 fjj' 'oq:, 1 , . , 

K= -
2 n J L 

Ft · -;: · rlx dy d z ,  

jj. 1 o jj'( o o . H = - 1·(au + ßv + y w) dB + - - ,. __:!!_ _ <p _..!:.) dB 4 n o t  o v  o v  
gesetzt wird. Sehliesslich ist 

, 1 - k (oK oH) Jjj'" , , , 

1 6) 
U = -2- ox + ex + . -;: dx dy dz 

nn cl mau erhält U, wenn man den Gr�nzwerth dieser Grösse sucht für 
deu �'all, dass die Fläche B unendlich klein wird. 
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!3 8. Nun lässt sich erstens leicht zeigen, dass in diesem !!'alle die 

oll Grösse - sich der Null nähert, so lange wenigstens u, 1•, 11•, g, uucl ox 
0 q> 
o v  tibcrall Pndlich sincl. Um zwPitens den ol{ Grenzwerth von o x  zu er-
halten , bemerken wir, dai;s für eine mit der D. h . k . J O q> b 1c t1g <'It - 27' Ti ü er 
den Raum A verbreitete uud nach dem N e w t o n '  sehen Gesetze au
ziehende Masse K die Potentialfunction und -!! die eine Componente 
der Attraction im I>unkte P wäre. Dl'r Grenzwerth der letzten Grössc ist folglich die x - Oomponente der Attraction für den Jt'all, dass nicht blos der Raum A ,  sondern der g a nz e Raum mit einer Masse von cler geuauntou Dichtigkeit gefüllt wäre. Auch in diesem Falle lässt sich bekanntlich di'o Attraction dm-eh die Differentialquotienten der Potential fuuction ang<>ben. Sei letztere hier 'IJi', i;o hat man 

17) 
wobei 
es ist 

Y/- 1 jjfoq> 1 , , , - - 2 n  • • Ti . ,. . dx dy d z '  
jetzt die Integration oh· ö lJI Lim � = � ·  

uX uX 

sich über den ganzen Raum erstreckt, un<l 

Den Grenzwerth des lotzteu Gliedes in der Gleichung 1 6) kann man in der nämlichen Form angeben , wie dieses Glied selbst, weirn man sich 1111r wiedernm das Integral übor clou ganzen Ra11m genommen d,mkt. Es wird demnach 

18) 

1 - k  r) 1Jf jjj'u , , , U = 2 ox + -;: <Lx dy dz. 
nnd ebenso 

V = l;k :: +}jj';. dx'dy' <L :', 
W 1 - k  81P jj' j',v , , , = -2- � + -;: tix dy dz . 

Diol!e Formeln lassen sich noch umgestalten durch Substitutiou der aus 0 1P o ?J• o P  17) gezogenen W erthc von ,:, .�·· , - -u ,� o y ' o z. '  
Es ist nitmlich o 'I_P' 1 jj('ro<p X - X' , I , ox = 2 n J Tt · � d.1· dy dz , 

uutl wendet man hierauf die partielle Integrntion uach a: an, woh('i wieder das Integral über die unendlich kleine li' )äche B verschwindet, 80 kommt O -q; 1 jjj' • 02 1 � = - 2- ,:, ,:,,.,., , . - . tl .t' rl y' ti z'. ux 1' u l vx r Mau hat <lemuach 
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{"·t ri( 1 - k  o2 cp ) 1 , , , U • J J i - � 0 t O x' + u ; d x d !J d z;, 

und es ist also V als die Potentialfunction einer mit der Dichtigkeit 1 - k 0� cp - -4- � + u verbreiteten Masse zn betrachten. Da nun cp an all!m 
1t u l  (I X  Stellen stetig ist, ist diese Dichte überall endlich und daraus folgt , d asi;  d i e l!' u n c t i o n  U und ihre  D i ff e r e n t i a l q u o t i e n t en ers ter  O r d n u n g  ii b e r a l l  s t e t i g  s in cl, namentlich auch an den :Flächen S, wo clie Oontinuität von u, v, 1v unterbrochen sein kann. Gleiches gilt von den Functionen V, W 'mit ihren Differentialquotienten. Weiter muss U der P o  i s s  o n' sehen Gleichung genügen ; es ist somit 

19) 

a2 cp LI U = ( 1 - k) ffxtft 
- 4 1t 11 

und ehcnso c2<p L1 V = (1 - k) -- - 4 nv 
oy ot  ö2 <p LJ W  ( 1 - k) i h o t - 4 n1v. 

Aus den Gleichungen 18) ergiebt sich noch 
r!U öV o W  1 - k fjj'{ x'- x 1/- '1 :'- z} , , , 
�- + � + ""i:.�- = -2- LJP+ u -.-3-+v ·-

3
-· + iv-_

3
- d.l: d!J d: 

e1 :t: e1 y . e1 ..  , 1 r 1 

und mittelst partieller Integrntion und einiger Umformung findet man für 
. ccp ocp <lai; hier auftretende Integral - 81. Da ausser<lem nach 17) L1 1P = 2

ae ist, orhiilt man 
20) 

sch liesslich 
au av  o w  o cp 
o x + oy + a; = - k "Fi. 

§ 9. Es erübrigt nocl1 , einen d r i t t e n  '!'heil der elektromotorischen Kraft zu untersuchen. Es ist nii.mlich möglich, dass unter dem Einflusse der elektrischen Strömungen in den 'rheilchen des Mediums eine m a gn e t i s c h e  Polarisation geweckt wird, deren Aenderung andererseits in jedem Punkte eine elektromotorisclrn Kraft der Induction bedingen wird. Nimmt man an, dass in Bezug auf die magnetische Pola1·isation die Uanptrichtungen die nämlichen seien, wie für die dielektrische Polarisation, und also wieder den Axen pa_rallel laufen, 110 werden „ wenn L ,  M, N die Componenton der magnetischen Kraft G nach ·den Axenrichtnngen sind, die Componrnten der magnetischen Polarisation bestimmt durch die Gleichungen 
21) 'A = f}1 L ,  µ, = lt2 M, v = f}8 N. 

Es sind hierin f)-1 , f)-2 , &8 constante Grössen, welche mit i1 , E2, Es iibereinstimmen, wenn man für G eine ähnliche nähere Definition voraussetzt, wie oben für F (§ 3). 
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Die magnetische Kraft G setzt sich aus zwei Theilou zusammen. Drr e 1· s tr  entspringt aus tler magnetischen Vertheilung selbst uud hat cli<' Componenten 

22) 
wenn x diu maguotitiche Potentialf'unction ist. Dirsr G röeso genügt clon brkauotou Bediugungcn 

23) 
und 

24) 
11(,l. - ,l.') + b (µ. - f/) + c(v - v') 

= 4
1
n {a [!�- (!�)' ] + b [!: - (!:)'] + c [!!- (!�)']l '  

derrn eiue an jt\dem Punkte gilt, wo ,l. ,  ft, v i;tetig sind, die anderr dagrge11 an den Flächen S, wo dies niclit mehr der J!'all zu seiu braucht. 
Der z w e i t  o Thcil von G riihrt von den im Mrdium stattfinclendcn el„ktrischon Strömungen her und lässt sich berechnen mittelst des bekannten B i o t - S a v a r t' schen Gesetzes, uach welchem die durch ein Stromelement i d� in einem um ,. entfernten Punkte P ausgeiibte magnetische Kraft seukrecht t:1teht zu der dmch ds und P gelegten 1%ene - und zwar nach leicht bestimml,arer !::ieite dieser 1%ene - und gegeben wird durch 

den Au8druck 
A i ds .  sin(r, ds) 

,.2 

Es ist hierbei .4 die nämliche Constante , welche auch in fri.ihercn Gleichuugen auftritt. 
Will man aus dem angeführten Gesetze die von einer beliebigen Strowvertheilung he!'rtihrende magnetische Kl'aft ableiten,  so erweist sich eine nähere Bestimmung des Coordinatcnsystems als nothwendig. Wir wollen nunelunen , rlass eine Rotation (über einen rrchten Winkol) vou der positiven x - nach der positiven y - Axe die nämliche Richtung hat, wie die Bewegung der Uhrzeigel', wenn man sie von der Seite der positiven : - Axe aus betrachtet. Man findet danu ffü die Componenten des 

z we i t e n  Theiles von G 
25) A (ö 'JI � nW) 

o z  oy  • 1 (aw ou) 
/ o .i: - � , 

wo U, V, W wieder die Functionen aus den Gleichungen 18) sincl. 
Da die Richtigkeit des B i o  t - S a  v a r t' sehen Gesetzes nur für geschlossene Ströme strnng bewiesen worden ist, ist es nicht iiberßüssig, hier zu bemerken,  dass in  unseren späteren Anwendungen die Bewegung der Elektricität mit der einer incompressibeln Fliissigkeit i.ibereinstimmt, und also in ein System geschlossener Ströme zerlegt werden kann. 
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Es bie�et keine Schwierigkeit, schliesslich die von einer Aendernng des magnetischen Zustandes geweckte Iuduction zu untersuchen. Denn man kann jedes magnetisirte Theilchen, was seine J<'emwirkung betrifft, durch einen kleinen Kreisstrom ersetzen , dessen Intensität sich mit dem i\:Comente des betrachteten 'l'heilchcns zu gleicher Zeit ändert. Das Resultat, zu welchem man in diesl·r Weise gelangt, lässt sich folgendP.rmassen ausdrücken. Man setze 
L jf f¾ r1:r'd;' d z', M -J.Jf;. d.i-' rly' d :', 

N -jf f7 dx'<ly' d z', 26) 

wo ). , fl , v als Functionen von x', y', z' zu betrachten sind. Man hat dann für den d r i t t e n  Theil der elektromotorischl'n Krnft 

27) X - A !_ (ö N _ ö M) y - A f (o L _ ö N) S - o t  oy oz ' 3 - Ö l  Ö z  O X  ' 
Z = A !_ (o M _ o L) 

3 o t  öx oy . 
Auch die Grössen L, J\f ,  N können nach 26) als Potentialfunctionen betrachtet werden , und zwar von Massen , welche mit den iiherall endlichen Dichtigkeiten ). , f�, v ausgebreitet sind. Es geht daraus hervor, d a s s  a u c h  L, M ,  N, s o w i e  i h re D e d v i r ten e r s t e r  O r d nu n g  a n  a l l n n  S t e l l e n  s t e t i g  s e i n  m ü s sen. 
§ 10. Aus den Gleichungen 2) , 5),  1 1 )  und 27) nhalten wi!' schlirsslich 

28) 

� _ _ o <p _ 
A2 o U + A o (o N _ ö M) 

E1 ox a ,  a, oy ö -:  ' 
'Y/ Ö <p  ö V  o (öL & N )  - = - - - A2 - + A - - - -
f2 ö .II o I ö t o : o a: ' 
t O cp  2 o W  O (oM o L ) 
-;;; = - ä"; - A at + A 8l Ö X -· 0 !J 

und wenn wir ebenso aus 2 1 ) , 22) und 25) die Rl'lation<'n 

29) 
). [o V • ö w] o X ft [o W ö V] ö x '8-1 - A Ö z Ö y Ö X ' ß-2 - A Ö ,1· 0 Z Ö !J ' 

� - A  [au_ a v] - öx -8-3 - o y  ö z  Ö z  
ableiten, haben wir alle zur Bestimmung der elektrischen Bewrgung<'n erforderlichen Gleichungen entwickelt. Es lassen sich indcss daraus noch einfachere ableiten. Differenzirt man niimlicli die zweite und drittr cll'r Gleichuugen 28) resp. nach z und y ,  so kommt nach Subtraction 
!._ (-l) - � (:J..) = A2i [av _ a iv] + A ! L�. (&L + oM + oN) - LILt . c y E:i a : e2 o I c : o y a ,  )o x o x a y a :  { 
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r T' o W  Während die Grösse - - - ,Irr erstP.n der Glcicbtmgt'u 2!lJ Pnt-ö z  oy 

26) 1 . b ö L + il M + öN nommen werden kann, findet man aus e1c t - - = - � ö.r ö y  ö :  und L1 L z:: - 4 ,d ; ois wird demnach 

J) 

c ( ' ) - ö ( '1'1 ) _ 1 + 4 n ,'>1 _4 �J. 0 y E� O z f2 • ,{J 1 Ö I uncl ebenso 
!_ (.1)- !_ ( l_) = � + � 1t {\ .,J o I' , 0 :  f

1 
ö .i· f:l ' �� (' /  ö ( 1) ) C ( ; ) l + 4 1t �:! A (' 11 

0,l' E2 - o y  -;-; {>;i f' (  

Dencl1tet man weiter 20), s o  findet man noch aus 28) 
II) _! (.1) + _! (!!...) + n (1.) = - L1 <p + .12 1, 02 �-o ,'C E1 0 y E2 0 Z E3 0 !• 

In gleicher Weise wie 28) lassrn sich :rnch die Glricliungen 29) hrbandoln, wobei 1!)) und 20) zu berücksichtigen sind. Ausserdem i�t in clen letzten Gloiclmngen, wenn wir uns im Writern auf vollkommen 
o ; on o t  isolinmdo Medien beschriinkeu, u = Fi,  v = t 1 , 11• = 01 zn Retzrn. M:in 

erbiilt in dirser Weise 

III) 
I 

und 
IV) 

0 ( V ) 0 ( /.1, ) [ o2 (p O ;] 
o y {}3 - Ö :  fr 2 = A o :r ö i - 4 n at ' 
!_ (�) - c (..!'...) = A [�cp - 4 ,/>-ti] 
o z ,11 o .r ,{J3 ö !! ö t i: l ' 
Ö ( µ )  ? ( ). )  [ <2cp () � ]  O .c {rt - o y {) 1 

= ,l O z O I - ,J rt Ö 1 
o (�) + !_ (�) + !_ ( 1:..) = - LI 'X• 

ox {}
1 o y v� oz  ,'>:i 

Da die Gleichungen 28) und 20) zu beiden Seiten der mehrerwiihnten l<'lächen S gelten und da wir nusserdem clie Rtctigkcit von U, I', W, L ,  M, N und ihren l>ifferC'nti:tlqnotirnten erster Ordnung narhgewieRen hnbC111 , Prhält mau noch folgrnr1e Bedingungen f'iir <lie Grenze zweier Medirn : 

A) 
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� + o x  =(�)' + (o x)', &, ox &, ox 
J:. + 0 x  -(1:.)' + (�i)' 
{}2 0 y - &2 0 !I 

, 

�+ ox =(�)' + (ox )'. 
-8-3 oz &5 0 z 

15 

Man kau11 11achweisen , * dass die Gleichungen I) bis IV), A) und 
B), wenn man ihnen noch die Bedingung hinzufügt , dass in unend
licher Entfernung s ,  ?/ , � . .l. ,  µ ,  11, cp und X verschwinden, den Becling· 
11ngen 28) uncl 29) vollkommen aequivalent sind. Wir haben es also 
weiter mit den Gleichungen l) bis IV) , A) und B) zu thun , und da diese 
nur die Grössen 5 1 11 ,  �, A., µ ,  ,,, <p, X enthalten , haben wir ausserdem 
nur noch die Formeln zu beachten, welche <p und x als abhängig von 
5 ,  'f/ , � und A. ,  /1- , v darstellen. 

§ 1 1 . Wir wollen zunächst die Bewegung der Elektricität in einem 
unh<'grenzten , homogenen , i s o tr o 11 e n  Nichtleiter untersuchen. Es sei 
für diesen Fall E der gemeinschaftliche W erth von E1 , E2 , Es , eh<'nso 
& cl<'r von {\ , ,'t2 , .fr8 •  Unsere Gleichungen gehen dann i n  folgende ühcr: 

o � - 0 1J = AE ( 1  + 4 n &) °L , oy o z  o t  
a) o 5 _ o � = AE (l + 4 n -8-) oM 

o z  ox  ot ' 
0 71 _ 05 = A , ( 1 + 4 :n: &) fJN . 
ox oy . ot ' 

b) fj 6 + IJ "1 + o_l = - E LI cp + A2 Ir E 0
2 
<p • o :r o y oz o t2 1 

c) 

30) 

oN _ an1 = A [� - 4:n: a s ] o y  ,n ox o t  o t  ' 
ol oN I" o2 cp 0 11

] o z - o x = A l oy o t - 4 :n: a, ' 
oM ol 

[ 
a2cp o t

] ox - oy· = A o z c t - 4 ;r; at ; 
&L oM oN 
rl X + '§y + c z 

= - ,d X' 

wobei an die Stelle von A. ,  /A- , v die .Componenti>n der magnetisch<>n Kraft 
Pingeführt sind. 

Die Abhängigkeit der Function cp von ;, . 'f/, � wird ausgl'clriickt 
durch die Gleichung 3) oder 

o;  + Ot/ + o � =
_.!_

LI d) &x oy & z 4 :n: cp. 

* He lmbol tz ,  a. a 0. 
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Ebenso hat man für X die Formel 23), und wenn man daraus mittelst 30) die Grösse L1 x eliminirt, erhält °;lau 

e) 
Lassen wir X, welche Grösse nur in 30) vorkommt, aus der Acht, so haben wir es nur mit den Gleichungen a), b), c), d) , e) zu thun. Man kann daraus noch andere Formeln ableiten, welche nur entweder s ,  'Y/, �' oder L, llf, N enthalten. Differeuzirt man nämlich die zweite und dritte dor Gleichungen a) resp. nach z und y, so erhii.lt man nach Subtractio n  und wenn man die erste der Gleichungen c) herücksich-

asqi tigt, eine Formel, welche ausser s ,  'Y/, � nur noch ox  012 enthält. Diese 
Grösse kann aber der Gleichung b) entnommen werden, wenn man dar
aus zuvor mittelst d) L1 <p wegschafft. Man gelangt in dieser Weise zu o /;  o ö t folgenden Resultaten. Es werde zur Abkürzung _:_ + __] + -= P 11nd 

ox oy o z  

31) 4 n E ( 1  + 4 n-&) A2 = R2, 1 - (l + 4n..'�)/ 1 + 4:n:t) = s 
gesetzt , so ist 

32) Lls = R2 02 s
+ s 0 P  

Dmch eine 
33) 

0 t2 o x '  
ähnliche Rechnnng ergiebt sich 

'ö2 L o2 ll1 LI L =  lf2 - L1 M = R2 -o t2 ' o t2 ' 
auch 

§ 12. Die Gleichungen 32) und 33) sind sehr geeignet zur Beurthcilung des Charakters de1· elektrischen Bewrgungen, welche in dem ]solator stattfinden können. Denn die Formeln 32) haben genau die glriche Gestalt wie diejenigen, welche zur Bestimmnug der Verschiebungen �, 17, � in einem festen elastischen Körper dienen, und es mnss also cl ie untersuchte elekt.rische Bewegung mit der Bewegung einC's solchen Körpers übereinstimmen. Wie sich nun in elastischen l\oIP,dien eine Störnng des Gleichgewichts vom J�rregungscentrum aus mit endlicher Geschwindigkeit ausbreitet , so muss dies auch in dem Nichtleiter mit einer St ii . r u n g  d e s  e l e k t d s c h e n  G l e i c b g ew i cl1 t s  der Fall Sflin. Wie weit.er im elastischen Körper eine rngelmässige Fortpflanzung transvers:tler und longitudinaler Schwingungen bestehen kann, müssen auch in dielektrischen MPdien transversale und longitudinale e le k t r i s c h e  S c h w i n g u n g e n  - d. b .  periodische Aenderungen der dielektrischen Polarisation - sich ausbreiten können. Flir die Fortpflanzungsgcschwin<ligkeit 1ll'r trnn1:1vl'rsalen ele>ktrischen Oscilhttionen erhitlt man dann aus <le>11 Gll'icl1 11ngen 32) 
1 1 34) v= - =-�------=-
R A 7/ 4 n t ( 1 +  4 n �) 
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In  gleicher Weise folgt aus 33) , dass in  einem magnetisirbaren Isolator auch magn e t i s c h e  Ü A c i l l a t i onen  bestehen können, welche immer transversal sein müssen und sich wieder mit der Geschwindigkeit v fortpflanzen. Natürlich muss zwischen den gleichzeitig stattfindt>nden elektrischen und magnetiscben Oscillationen ein gewisser Zusammenhang bestehen , der durch die Gleichungen a) bis e) bedingt wird. 

§ 13. Ohne beknnnten Tbatsachen zu widersprechen , darf man nicht blos annehmen, auch die Luft ( und der luftleere Raum) besitze noch die Fähigkeit der dielektrischen und magnetischen Polarisation , sondern sogar den für die Luft geltenden Constanten Eo und 00 jeden beliebigen Werth beilegen. Sind nun aber diese Grössen nicht Null, so liefern auch die elektromagnetischen Messungen nicht mehr den wahren Werth der Constante A, den man nur durch Versuche im vollkommen leeren Raume erhalten könnte. H e l m h o l t z  zeigt nun, dass, wenn A' der aus den Messungen folgende W erth dieser Constante ist, der wahre Werth gegeben wird durch die Relation 
A' A = -:-========= , J/(1 +  4 nE0) ( 1 +  4 n &0) und dass mithin 

35) 
ist. Setzt man hierin E = Eo, & = &0 , so erhii.lt man fiir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen 'I'ransversalschwingungen in dt>1· Luft 

36) v=.; -,/ l + -4 1 
A /1 1l Eo Nun stimmt der aus elektromagnetischen Messungen folgende Werth 1 von A' sehr nahe mit de1· Lichtgeschwindigkeit überein . Diese Coincidenz 

wird zur Nothwendigkeit erhoben , wenn man annimmt, erstens dass das Liebt in der That aus transversalen elektrischen Schwingungen bestehe, und zweitens dass die' Constante Fo so gross sei, dass der umgekehrte 
l Werth - gegen die Einheit vernachlässigt werden darf und also 36) in <o 1 v= A' übergebt. Die erste Annahme bildet den Ausgangspunkt der von 

M a x w e l l  aufgestellten e l e k t r o m a g n e t i s c h e n  L i c h t t h e o r i e. Stimmt man ihr bei, so erweist sich auch die N ebenannahmc als nothwendig. * Letztere wird im Folgenden öfter angewandt werden ; hier bemerke ich nur noch, das sie auch für jeden andern Nichtleiter, als die Luft, einen 
• H e lm h oltz , a. a.. 0. Zoihchrift f. Matbumatlk u, Phyaik, XXH, 1. 2 



18  U eher die Theorie der Reflexion etc. 
1 Ro grossen Werth von E erheischt , dass gegen die Einheit zu ver-
E nach lässigen ist. 

§ 14. Da die Betrachtung eines polarisirteu Lichtbündels mit ebenen Wellen von besonderer Wichtigkeit ist, gebe ich hier noch diejenige particuläre Lösung der Gleichungen a) bis e) an , welche nach der M a x w el l '  sehen Theorie ein solches Lichtbündel vorstellt. Wenn wir annehmen, dR.Ss die Fortpflanzungs · und Schwingungsrichtung resp. der � - und y-Axc parallel seien, bc>stcht diese Lösung aus folgenden Werthen : 
11 = a CDS 

2 n: ( t- _.= + P) , N = - 4 r,; A v .  7J, � = t = L = ,11 = <p = 0 ,  T ' V welche, wie man leicht findet, den Gleichungen a) bis e) genügen. Es ist hierbei die Amplitude der elektrischen Schwingungen mit a ,  di<' Schwingungsdauer aber mit T bezeichnet. Beachtet man nun die Beschaffenheit unseres Cool'dinatensystems (§ 9), eo erhält man, cla die Fortpflanzung der Schwingungen nnch allem Seiten in gleicher Weise vor sich gehen kann , aus den angeführten Gleichungen folgenden Satz : Bei der Fortpflanzung eines polarisirten Lichtbiindels in einem isotropen Isolator tritt nirgimds frei<' Elektricität auf und ist also übernll q, = 0. In jedem Punkte besteht weiter einr magnrtische Kraft C, so dass in einem magnetisirbaren Medium .die elektrischen Schwingnngc•n von magnetischen begleitet sind. Es steht dabei die Richtung von r; senkrecht zu der Ebene, welche die Fortpflanzungsrichtung nnd die Richtung der dielektrischen Polarisation e rnthält (Sc hw i n gungs  r b e n r ), und zwar so, dass eine Drehung (über einen rE'chtrn Winkel) von dE'r Richtung von Q aus nach der von G den glE'ichen Sinn liat, wie cli'1 Bewegung der Uhrzeiger, wenn man sie von der Seite der ankommrncl'1n Schwingungen aus bt>trachtet. Endlich ist G =  4 n Av .  Q· § 15. Wh- wollen jetzt die elektrischen Bewegungen in einem a n  -s o  t r o·p e n homogenen Isolator betrachten. Dabei worden wir noch eine Vereinfachung einführen. Di<' Beobachtungen haben niimlich grzeigt, dass für alle Körper, mit Ausnahme der magnetischM l\Ietalle, der Quotient (1 + 4 n: -&) : ( 1 + 4 n: {)-0) nur sehr wenig von der Einheit abweicht, und wir werden also nur einen sehr geringen Fehler begehen, wenn wir dia Grössen 1 + 4 n: {)-1 , I + 4n ·8'i! ! 1 + 4 n 8-3 durch den grmeinschaftlichrn "\V erth 1 + 4 r,; -0-0 ersetzen. 

a) 

Es werden demnach die Gleichungen I) und II) 

\ 

1 

1 ö �  _ _!_ O tJ = A ( 1 + 4 n: -11 ) _?L 
E3 0 y E2 0 Z O O l 1 

1 0� 1 o '  o ,J/ - - - - - =  A(l + 4 n:{)-o) - , <t O Z Es O X O l 
_!_ 0 7J _ !:_  0 � = A (1 + 4 n -&0) � · 
E2 0 X E 1 0 y O t 1 
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ß) _!_ o S + _!_ o '>1 + _!_ o t = _ L1 + A2 k o2 q, 1 
E

1 
OX E2 oy Eo O Z rp O t2 

währenrl die Formeln c) , d ) ,  e) des § 1 1  auch hier ungeiinclert bestelien bleiben. Wir wollen nun untersuchen , ob und in welcher Weise den Bewegungsgleichungen a) , ß) , c), d), e) durch c>ine Fortpflanzung tmns· versaler Schwingungen mit ebenen Wellen geniigt werden kann. 
Es seien l, m ,  n die Cosinus der Winkel, welche die Fortpflanzungsrichtung (d. h. die Wellennormale) mit den positiven Hall,axen hi1-c1et, und ebenso sei die Richtung der elektrischen Schwingungen durch die Grösse.n p, q, r gegeben. Es ist dann zu setzen 

37) i; = p a cos 1/J, '>1 = q a cos 't/J, t = r a cos t/,, 
wob<'i zur .Abkürzung 

2:n; (  lx + m y + n z + ) 'l/l = r t - ---v--- p 
gesetzt ist und v die Fortpflanzungsge!lchwindigkeit der Wellen bedeutrt. 

Bringt man die W crthe von �, 17, � in a) über, so kann man daraus L ,  M, N ableiten ; es ist dabei zu beachten, dass wir eine particuliire Lösung suchen, welche einen Schwingungszustand vorstellt, und nlso constante Glieder hei Seite lassen müssen : In cliesrr Weise finden wir 
38) L = ------ - - - a cost/1 1 (q n 1·m) A (l + 4 n-lt0) v  E2 E3 u. s. w. , wodurch auch den Bedingungen e) geniigt wird. 

Die G!Pichung d) wird befriedigt durch 
, 39) cp = - 2 Tv(p l + q m + r11)n si11 1[J, 
und es folgt dann weiter aus ß) uncl c), wenn wir den oft vorkommen den Factor 4 n A2 (1 + 4 n.{)-0) mit B bezeiclmen, 
40) 

41 ) 

1 + 4 n E l + 4 n E 1 + 411: E  , 
--�1 p i +  2 q m +  3 r n = 4 11:  A2kv2 (p  1 +  q 111 + r 11) ; 

f 1 E2 E3 JI (pl qm r n) - - l - + - + - = Bv2 rp -l ( r l + q m  + n,)J, 
E1 E1 • E2 E3 
q (pl q m  rn) - - m - + -- + - = Bv2 [q - m (p l + q m + r n) I, 
'2 E1 E2 E3 

r (pl q m  i-11) 
- - 11 - + - + - = Bv� fr - n (71 I +  11 111 + rn)]. 
E3 E1 E2 f3 

Ist nun die Fortpflanzungsrichtung durch /, m ,  11 gegPhcn , so hn t  man zwischen v, p ,  q ,  1' die Beziehungen 40), 4 1 )  uncl 42) p2 + q2 + r2 = 1 .  Da indese die Gleichungen 4 1 ) ,  der Reihe nach mit / ,  m ,  11 multiplicirt und dann addirt, 0 = 0 geben, enthalten 40), 4 1 )  und 42) nur vier von einander unabl1iingige Bedingungen zur Bestimmung von v, p, lJ ,  r. 
2* 



20 Ueber die Theorie der Reflexion etc. 
Die Lösung dieser Gleichungen wird seh1· 

d. G 1 1 1 nahme, dass man 1e rössen -, -, gegen 
Ei E2 E3 sigen dürfe. llierdurch wird 40) 

einfach durch die An-
die Einheit vrrnachliis-

p l + qm + r 11 = A2 k v2 ( p l + q 111 + r 11) , 
und es muss also entweder v2 = A! k oder 

43) p l  + qm+  r11 = 0 
sein. Wir halten uns an die letzte Gleichnng, welcho zu Transversalschwingungen führt, während die erste für einen Bewrgungsz11stand gilt, welche den Longitudinalschwingungen in isotropen Medien entspricht. Bringt man den Werth 43) in 41) über, so enthalten diese Gleichungen noch immer zwei Bedingungen zwischen v, p, q, r und lassen sich also durch zwei aus ihnen abgeleitete 1''ormeln ersetzl'n. l\Ian eliminire pl  qm 1· 11 nun zunächst die Grössen - + - + - und n v2 ; es kommt dann 

44) 
Addirt man weiter die plicirt, so erhält man 

45) 

Ei E2 Ea 

p q r , ' 
Ei E� f� = 0. l ' m ,  II 

P, q, ,. 
l<'ormeln 41 ), der Reibe 

o 2 2 Bv2 = p· + L + !:.._ ,  
E1 E2 E3 

nach mit p, q ,  r mnlti-

welche Gleichung die Fortpflanzungsgeschwindigkeit giebt, sobnld mnn aus 42), 43), 44) p, q, r bestimmt hat. Die entwickelten Gleichungen haben eine einfache geometrische Bedeutung. Man setzl\ 46) B t1 = R1
2, Rtt = Rl, B t8 = Rs2 und construirc> ein Ellipsoid (P o lar i s a t i o n s  e l 1  i p s o  i d) mit dr.r Gleichung 

;i 2 y2 z2 

R2 + fi2 + R 2 = 1 . 1 2 S Legt man <laun durch den Mittelpunkt dieser I!'läche eine den Wellen parallele Ebene und sucht man diP. Ricbtungsconstauten p, q, 1· der Axen der hierdurch entstehenden Ellipse E, so wird man gernde auf die Gleichungen 42), 43), 44) geführt. Berechnet man ausserdem die Länge des iu der Richtung ( p, 'f, 1·) gezogenen halben Durchmessers des Ellipsoids und stellt man den W erth desselben mit der Gleichuug 45) zusammen, so gewinnt man folgend1m Satz : In einem anisotropen Medium können sich im .Allgemeinen in einer gegebenen Richtung nur zwei Wellensysteme mit transversalen elektrischen Schwingungen fortpflanzen. Es muss nämlich die Richtung der 
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<>lektriscben Schwingungen entwede1· mit der einen oder mit rler andern Axonrichtuug der Ellipse E zusammenfallen. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit jedes Wellensystems wird dabei durch den umgekehrten Werth der zugehörigen Halbaxe von E gegeben. Einen genau analogen Satz hat man für die Schwingungen elastischer Körper abgeleitet und mau hat diesen henützt, um die Doppel- • brecbung des Lichtes zn erkHiren. * Dabei musste indess angenommen worrlen , dass in einem polarisirten Lichtbündel die Schwingnngsrichtung senkrecht zur Polarisationsebeue stelie. Wenn wir nun in gleicher Weise annehmen, dass in einem solchen Lichtbündel die elektrischen Schwingungen senkrecht zur Polarisationsebene stehen, werden wir auch aus dem abgeleiteten Satze die Doppelbrechung theoretisch ableiten können. In der That bleiben alle Schlüsse, welche man aus dem erwähnten Satze gezogen hat, in der elektromagnetischen Lichttheorie ungeändert bestehen ; man hat sie nnr gleichsam in die Sprache dieser Theorie zu übersetzen. So wird z, B. Nichts geändert an der Ableitung der Wellenfläche und an der Anwendung derselben , um zu einer gegebenen Wellenebene den zugehörigen Lichtstrahl zu finden.** 
§ 16. Es erübrigt noch, die bei einer Fortpflanzung von Schwingungen auftretende elektromotorische Kraft F und die magnetische Kraft G zu untersuchen. Was erstere betrifft , findet man leicht aus den Gleich-

ungen X =  l ,  Y = !!.. , Z = l , dass F senkrecht steht zu derjenigen 
E1 E2 E3 Diametralebene des Polarisationsellip'soids, welche mit der Richtung der dielektrischen Polarisation (! conjugirt ist. Nun fällt aber letztere Rich

tung mit einer .Axe der Ellipse E zusammen, und daraus folgt durch eine einfache geometrische Betrachtung, dass die Richtung von F in die Schwingungsebene fällt , d. h. in die Ebene, welche die Fortpflanzungsund Schwingungsrichtung enthält. Man kann dann aber weiter F in zwei Componenten fi'v und Fe resp. nach diesen beiden Richtungen zerlegen. Dabei ist dann 
l•e = JJ X  + q Y+ r Z =p - +  q - + r - =  !! - + -+-

oder nach 45) 
' � '1/ � (p2 q2 „2) 

E1 E2 Eg El E2 E3 

47) Fe = B v2e. 
Ist weiter ß der Winkel , den die Richtung von F mit der von (! bildet, so wird 

48) 

* Beer, Einleitung in die höhere Optik, S. 236. *"' Dass die elektromagnetische Lichttheorie die Doppelbrechung erklären kann. hat zuerst Maxwe l l  gezeigt. Electr. and Magn . .  §§ 794 797. 
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wobei wir den Winkel ß so rechnen wollen , dass diese Componente positiv ist, wenn ihre Richtung übereinstimmt mit derjenigen , nach welche!' sich die WelIP.n fortpflanzen. Die Grösse ß hat noch eine andere Bedeutung. Es ist nämlich leicht zu zeigen, dass in der Schwingungsebene senkrecht zur elektl'omotorischen Kraft die Richtung des Lichtstrahles liegt, so dass ß auch der Winkel i�t, den dieser mit der W ellennormale bildet. Für den Beweis sehe man z. B. V. v. L a n g' s „Einleitung in die theoretische Physik", §§ 207 und 209, wo der Zusammenhang des Lichtstrahls mit der Ergänzungslinie entwickelt wird, einer Linie, welche in Richtung mit der elektromotorischen Kraft übereinstimmt. Was schliesslich die magnetische Kraft G betrifft, bemerke ich nur, dass ihre Componenten noch immer, wie bei isotropen Medien, durch die Gleichungen c) gegeben werden und dass folglich das am Ende des § 1 4  Gesagte auch noch fül' anisotrope Körper gelten muss. 

§ 1 7. Wil' untersuchen jetzt die Erscheinungen der Reflexion und Rcfraction , welche eintreten, wenn die sich ausbreitende Lichtbewegung auf die Grenzfläche zweier Medien tl'ifft. Zuvor wollen wil' die dazu erforderlichen Grenzbedingungen durch unsel'e Hypothesen über E und ,{} uoch etwas vereinfachen. Aus den Gleichungen A) folgt zunächst för jede beliebige Richtung h, wenn F,, die Componente der elektromotorischen Kraft in dieser Richtung ist, 
0 cp ' (i) cp)' 49) 

Fh + 
oh = F " + 

o li • 

Nimmt man hierin für h erstens <lie Normale n der Grenzfläche mit den Ric!Jtungsconstanten 11, b, c, so wird die _Gleichung 
s ·11 • � ocp s' r/ f ( o q,)' 50) a - + u - + c  - + - = a  ,- +b-,+c  ,- + - . 
E 1 E2 Es O n E 1 E 2 E 8 i) II 

llan kann diese Gleichung el'setzen durch eine andere Relation, welcho 
man erhält, wenn man aus ihr mittelst 4) - wo cp1 = cp ist - (!:) 

Diei;or Gleichung hat man dann noch 4) hinzuzufügen .  Nun kann man aber - der Ilypothese über E (§ 1 3 )  gemäss -- für 
5 1 )  schreiben 
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52) a s + b 1/ + c t = a s' + b 'Y/. + c f  und demzufolge für 4) 
53) o <P (a cp)' 

iin= 'F'n 
und wenn wir nun im Folgenden diese Gleichungen anwenden, wird jedenfalls die Abweichung unserer Resultate von de1· Wirklichkeit sehr 
klein ( von der Ordnung ! ) sein. 

Fiir irgend eine Richtung in der Grenzfläche ist !: = {::)' und 
also nach 49) 54) F11 = F',., 
In gleicher W ei;;e geben die Formeln B) und 24), wenn man das § 1 5  über {} Gesagte berücksichtigt, für jede beliebige Richtung h 

55) G1, = G1
,.. 

Es sind demnach an der Trennungsfläche zweier Medien mit den näm-
lichen Hauptrichtungen folgende Grössen- stetig: a) cp und � cp [53)], b) un die Componente der dielektrischen Polarisation senkrecht zur Grenzfläche [52)J, c) die Componente von F nach jeder Richtung in der Grenzfläche [54)J und d) die Componente von G nach jeder beliebigen Richtung [55)]. 

§ 18. Es seien nnn die beiden Madien durch eine ebene Fläche von einander getrennt, welche im Weitern zur yz - Ebene eines Coordinatensystems gewählt werden möge ; letzteres genüge dabei wieder der Bedingung des § 9. In dem ersten Medium, an der negativen Seite der y z - Ebene, pflanze sieb nun ein unbegrenztes Bündel polarisirten Lichtes gegen die Grenzfläche hin fort. Wir wollen dann untersuchen , ob den Grenzbedingungen genügt werden kann durch 1·eflectirte und gehrochene 'I'ransversalschwingungen , welche sich resr,, im ersten und zweiten Meclium gleichfalls mit ebenen Wellen ausbreiten . DiE>s gelingt, wie sich zeigen wird, wirklich, wenn nur erstens alle Wellennormalen in der Einfallsebene liegen, zweitens die Sinus der Winkel, welche sie mit der Normale der Grenzfläche bilden, den Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der Wellen proportional sind, und drittens die verschiedenen Lichtbündel an der Trennungsfläche gleiche Phase· haben. Die beiden ersten Bedingungen sind mit den bekannten Reflexions - und Brechungsgesetzen identisch. *  
* Da nach den Formeln 34) und 45) v nicht von der Schwingungsdauer abhängt, ist die elektromagnetische Lichttheorie iu ihrer jetzigen Gestalt nicht im Stande , c.lie Dit1persion des Lichtes zu erklären. An die angtiführten Gleichungen muss demnach eine von der Wellenlänge l abhängige Correction angebracht wer-
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Wählen wir die Einfallsebene zur x i ·  Ebene, so lässt sich die Rich
tung, nach welcher sich bei einem Lichtbllndel difl Wellen fortpflanzen, 
durch den Winkel er bestimmen , den sie mit der z - Axe bildet. Wir wol
lfln dabei eine Drehung von der positiven .r • nach der positiven i -Axe 
als positiv betrachten , und annehmen , dass für jedPs Lichtbllndel er po
sitiT sei. Natürlich ist dieser Winkfll flir das einfallende oder für ein 
durchgelassenes Wellensystem spitz , für ein reßectirtes dagegen stumpf. 

Bei jedem Lichtbündel giebt es weiter eine Richtung in de,r Weilen
ebene ,  so dass die dielektrische Polarisation entweder in diese Richtung 
fällt und dann positiv, oder in die entgegengesetzte und dann negativ 
ist. Wir bestimmen die!le Richtung durch den Winkel 0> (das A z i m u th) , 
den sie mit der y - Axe bildet, und zwar wird hierbei positiv genannt 
diejtnige Drehung von der y-Axe aus, welche , von der Seite der ankom
menden Wellen betrachtet, entgegengesetzten Sinn hat, wie die Bewegung 
der Uhrzeiger. 

Ist nun für irgend ein Lichtbündel e die dielektrischfl Polarisation, 
so sind die Componenten derselben nach den Axenrichtungen 

- Bin a , e Bin 0>1 e COS 0>1 CO$ a , e Sin llll1 

und nach dem Satze des § 1 4  die Comi,onenten der magnetischen Kraft 
4 n A v 8i11 a . e eos a,, 4 n Av . e Bin m, - 4 ,s a v cos a . e eo8 a,. 

Weiter ist 

e = a ('081/1, 
2n  ( :z; z . 

) 
111 = - t - - ('08" - - $In " +  p 1 

T V V 

wo mit a die Amplitude bezeichnet ist. Die Grössen p, welche die Phaes 
bestimmen I sind , wie bereits bemerkt, flir alle Lichtbündel gleich , und 

da dies auch mit den Grössen 
sin a 

der Fall iat„ werden an der Tren-
v 

nunpß&che (flir :» = 0) auch die �unctionen 1/1 einander gleich. Dies 
bietet den Vortheil, dass man die aus den Grenzbedingungen folgenden 
Gleichungen durch cosw dividiren und somit in denselben die Grö11en e 
durch die Amplituden a ersetzen kann. Was letztere betrifft , wollen wir 
noch aunflhmen , dass die Amplitude im einfallenden Liebte = 1 sei; fttr 

clen, und es ist nach Maxwell wahrscheinlich, dass diese nur filr l :z a,  verschwin
det, so dll!la für diesen Fall die l"ormeln 34) und 46) genau sind. Filr solche Licht
strahlen mit unendlicher Wellenlänge ergiebt sich dann weiter zwischen dem 
Brechuugsexponenten eines Mediums und seiner Constanten der dielektrischen Po
larisation eine Beziehung, welche zuerst durch M a x w e 11 theoretisch abgeleitet 
und durch spätere Venioche verschiedener Physiker bestätigt worden ist. - Streng 
genommen kann non auch die in dieser Mittheilung entwickelte Theorie der Re
flexion nur für Strahlen mit unendlich groBBer Wellenlll.nge gelten. So weit unaere 
Erfahrung reicht, darf man aber die Formeln C), D), E), F) des § 11) auch ftlr 
andere Lichtstrahlen anwenden. 
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ein reflectirtes Lichtbündel wollen wir sie mit a, für ein gebroclwnl's mit a' andeuten. Ueberhaupt mögen die auf das zweite Medium bezüglichen Grössen mittelst Accente von d<>n Gröss<>n im e1·sl<>n Medium untorschi<>den werden ; ebenso, wo nöthig, die Bestimmungsstücke d<>s einfallenden Lichtes von denjenigen des rPflectirten Lichtes mittelst des Index 0. Schliesslich ist noch zu bemerken, dass wir, da bei Transversal Schwingungen überall cp = 0 ist, nach dem vorhergehenden Paragraphen nur die Stetigkeit von s, Y, Z, L ,  JJI, N zu beriicksichtigen haben. 
§ 1 9. Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir zunächst den Fall, lla::;s beide Medien isotrop sind. Es kann dann nur ein reflectirt<>s und t•b<>nso nur ein gebrochenes Wellensystem auftreten und den Grenzbedingungen kann genügt werden , erstens wenn überall die elekll'ischen Schwingungen senkrecht zu der Einfallsebene , zweitens wenn sie überall dieser Ebene parallel gerichtet sind. Im ersten .Falle ist für jedes Lichtbündel ro = 0, und man kanu für das einfallende, reflectirte und gebrochene Liebt setzen 

1/o = <>o, 
,,, = e , 

I I 

,, = () ,  

L0 = 4n; Av sina . q0, 
L = 4nAv sin ex .  (), L' = 4 n;  Av'si11a'. e', 

N0 = - 4 ,i; A v cos a . q0 , 

N = 4 ,i; A v cos a . q , 
N'= - 4 ,i; A v'cosa'. q', 

wobei ex und ex' Einfalls - und Brechungswinkel sind und für das reflectirte Licht der Winkel zwischen :rortpflanzungsrichtung und .i -AxP 
= 180 ° - ex gesetzt ist. Da weiter ilberall s = t = 111 = 0 ist, haben wir nur die Continuilät 
von Y, L ,  N auszudrücken. Für Y bat man im ersten Medium T/o + 'T/, 

E 
, im zweiten �. Ersetzt man nun an dtw Trennungsfläche p�, (), ,/ durch 

E 

l ,  a, a', so erhält man aus der Stetigkeit von Y und N folgende Gleich-ungen: 
56) l + a  a' 

-- =, ,  
E E 

( 1 - a)v  cos a = rt'v' cos ex'. 
Die Continuität von L '  führt zu einer Relation, welche v1ll'möge der Annahme (1 + 4 n -&) : (1 + 4 n-&') = 1 und der daraus folgenden Proportion 
E :  E'= v'2 : v2 mit der ersten der Gleichungen 56) identisch ist. Aus diesen beiden Gleichungen lassen sieb nun a und a' bestimmen; eine leichte Rechnung ergiebt , , , 

E V cos a - E V cos a 
ll = - , ,  , 

E V cos a + E V cos a 
oder, wenn man auch das Brechungsgesetz berücki;ichtigt, 

C) 

und 
v cos ex'- v'cos a .�in ( a - a') 

a = - , , = - , 
V CQS a + V cos (l Sill (ex+ ex ) 
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D) , si112u 
a = -.-2-, o + a). sin « 

Liegt zweitens die Schwingungsrichtung in der Einfallsebene, so ist für jedes Lichtbündel w = 90° und man kann die drei Wellensystemo vorstellen durch die Gleichungen 
1;0 = - si11 c, • eo , �o = cos ex . eo , m O = 4 n: A v . fJo , 
s = - Sill ex . (1 ,  � = - cos a . (1 ,  JJl = 4 n: A v . q ,  
f = - sin c/. (1', f= cosex'. ,/, ß1' = 4 n A v'. q'. 

Hier ist überall ri = L = N = 0 und man hat nur die Stetigkeit von S, Z ,  l'tl zu berücksichtigen, woraus man, ähnlich wie oben, drei Gleichungen erhält. Die beiden ersten sind 
( 1 - a) cos a a'cos a' 56) (l + a) si11 a =  a· sina', -'---�-- - ---

E - / 

während die dritte, welche aus der Continuitii.t von .M hervorgeht, mit der ersten identisch ist. Aus 57) folgt aber durch �ine ähnliche Umfor-mung wie oben 
E) 

sin a eo s a - sin a' cos a' tg ( a - a') a =  I /
C::: 

/ 1  sin a cos a + si11 a cos a tg ( a + a ) 
, sin a " =  -. -, (1 + a). s111 a 

Aus den hier entwickelten Resultaten * läsi,t sich durch weitere Rechnung ableiten, wie für eine beliebige einfallende Lichtbewegung die Reflexion und Brechung stattfinden müssen. Die Uebereinstimmung der 'Theorie mit der Erfahrung erhellt aber daraus, dass, wie bekannt, die Gleichungen C) und E) durch die -Versuche über die Reflexion des polarisirten Lichtes bei,tätigt worden sind, wenn man nämlich noch annimmt, dass in einem Bündel polarisirten Lichtes clie elektriscbeu Schwingungen senkrecht zur Polarisationsebeue stehen. Aus dieser bereits früher ( § 1 5) eingeführten Annahme folgt dann noch, dass das Azimuth ro eines Lichtbündels auch den Winkel vorstellt, den seine Polarisationseb11ne mit der Einfallsebene ,bildet. 
§ 20. Schliesslich wollen wir noch den Uebergang des Lichtes aus eiuem isotropen in  ein anisotropes Medium betrachten. Es giebt hierbei im Allgemeinen zwei gebrochene \Vellensysteme , welche dem Brechungsgesetze genügen, und sobald die Richtung des einfallenden Lichtes gegeben ist, erhält man die Richtungen der gebrochenen Bündel mittelst einer aus der Theorie der Doppelbrechung bekannten Construction ;  zu gleicher Zeit werden dann für jedes dieser Bündel die Grössen v', w' und ß (§ 16) bekannt. Während nun gewöhnlich die beiden gebi-ochonen 
• Wie bereits § 2  erwähnt wurde , hat Helmholtz zuerst aufdieselben hiugewiesen. 
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Lichtbündel auftreten, kann in besonderen Fällen nur eins derselben entstehen, und es soll zunächst untersucht werden, wie das einfallende Licht polarisirt sein muss , damit dies der .Fall sei. Da an de1· G1·enze 5 , Y, Z, L, m, N stetig sein müssen, haben wir für jedes Lichtbündel die Werthe dieser Grössen anzugeben. Die_Werthe von ;, L, LW, N bieten nach dem § 18 Gesagten keine Schwierigkeit. Was Y und Z betrifft, folgt aus der Gleichung 47) für ein isotropes Medium (wo Fv = O  ist) Y= B v2
'1'/, Z = Bv2t. :E'ür ein isotrop·es Medium sind die Componenten von Fe leicht anzugeben ; hier liefert aber auch Fv eine Componente nach der z - Axe, deren W erth leicht zu finden ist. In dieser Weise erhält man folgende Gleichungen, welche der Reihe nach das einfalJende, das reßectirte und das einzige gebrochone Wellensystem vorstellen, J So = - Sill a . eo Sill OOo , l L0 = 4 n A v sin a.Q0 cosro0 , 

{ 5 = - sin a .  Q sin ro, L = 4 -n:  A v sin a .  Q cos ro, 

Y0 = B v2 • eu 1·os ro0 , M0= 4 n Av. e0sin 000 , 

Y = B vt . Q eo! ca, III = 4 n A v .  e Sill ro, 

Z0 = B v2 cos C't • Qo sin ro0 , 

N0 =- 4 n  A v  CQS a .  e0 cosr,.0, 

Z = - Bv2 cos ct .  (} sin c.:, 
N = 4 n .d v cos a . Q cos w, 

� s' = - sin a', Q1 sin ca', Y'= B v'2 • e' cosro', Z'= Bv'2 Q. (cos c! sin oo' + sin a' tgß),  � L'= 4 n  A v'sin a'. (/cos oo', iJl'= 4 n .A.  v'. p'si11 ro', . N'= - 4 n A v'cos a'. e' cosoo'. 
Es muss nun an der Grenze der beiden Medien ;0 + 5 = s' u. s. w. sein. Ersetzt man dabei wieder eo, Q ,  1/ durch 1 ,  a, a', so erbä.ll; man fol-gende Gleichungen : 

58) (cosr.o0 + a cos ro) sin2a = ci'.cos ro' sin2a', 
59) (si11 ro0 + a si11 ro) sin a = a' sinoo' sin a', 
60) ( cos ro0 - c1 cos ro) sin IX cos IX = a' cos r.o' si11 IX, cus 1X1

, 

61) (sin 000 - a si11 ro) sin2 a cos et =  a' (sin 001 cos a' + tg ß sin a') si112 a'. 
Die drei ersten von diesen Gleichungen sind aus der Stetigkeit vou l, 
M, N, die vierte dagegen aus der von Z abgeleitet. Die Continuität von � führt wieder zU: 59) und die von Y zu 58), so dass man uur den angegebenen Gleichungen zu genügen hat. Be1·echnet man aus denselben die vier Unbekanll'ten @0 , ro, a, a', so giebt die erste Grösse an, wie das einfallende Licht polarisirt sein muss, damit nnr das eine gebrochene Lichtbündel auftrete. Aus den Werthen von oo, a, a' folgt dann weiter, wie für diese ei·ste H a u p t s c h w i n g u n g s r i c h t u u g  des einfallenden Lichtes die Reflexion und Brechung vor sieb gehen. 

Nimmt man zweitt1ns an, es entstehe nur das andere gebrocheno Lichtbündel, so findet man in gleicher Weise die zweite Hauptschwingungsrichtung des einfallenden Lichtes und die dazu gehörigen .l:!'ormeln für die Reflexion und Brechung. Um dann schliesslich das Problem für eine belit1bige Schwingungsrichtung des einfallenden Lichtes zu lösen, hat man nur die Oscillatiouen nach den beiden Hauptschwingungsricb-
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tungen zu zerlegen und jede der beiden Componenten gesondert zu behandeln Um nun die Gleichungen 58) bis 6 1 )  zu lösen , eliminire man aus 58) und 60) rt cosw, aus 59) und 6 1 )  a sin w, und dividire dio hierqurch entstehenden Gleichungen ineinander ; e1, kommt dann 

, , si112a' tg(3 G) tgoo0
= lg w cus (a - a ) +  , . ( + ')' cos W S111 Cl Cl 

Ebenso erhält man, wenn man mit der Wegschaffung von cosw0 uud sin w0 anfängt, 
H) 

, , sin2 a' tg(3 fg w = - lgw cns (a + cx ) +  , . ( ') cosw Sm et - Cl  oder, wenn man G) beachtet, 
Il') ros ( a + c/) 2 si11 2 ex si112 a' ty (3 

tg (ll = - tg Wo ' + . 2 ( ') . ( + ' ' . cos (a- ex )  s111 a- " srn a a )  cosw 
Nachdem hierdurch Wo und w bekannt sind, können a und a' aus 58) und 60) bestimmt werden. ?IIa; findet dann für das reflcctirte Licht 

J) cos ro0 sin ( ex -ex') a = - cosw · sin ( a + a')' 
Zerlegt man die Schwingungen im einfallenden und refl.ectirten Lichte in eine Componento, welche in, und eine zweite, welche senkrecht zu der Einfallsebene polarisirt ist, und ist die Amplitude der ersten Componente für das einfallende Licht 8, für das zurückgeworfene R., so ist 

S = cos w0, R,= a cos w, und statt J) kann man setzen 
J') 

Es sind hiermit alle zur Lösung eines Problems über die Krystallreflexion erforderlichen Gleichungen entwickelt. 
§ 21. Wie bereits § 1 bemerkt wurde, ist es zuerst N e u  m a u  n gelungen, aus theoretischen Griinden Jformeln abzuleiten, welche die Erscheinungen der Reflexion an Krystallen erklären können. Die Richtigkeit dieser Formeln ist durch die Beobachtungen verschiedener Physiker, namentlich durch die genauen Messungen von S e c  b e c k  bestätigt worden. Um die Uebereinstimmung unserer Theorie mit der Erfahrung nachzuweisen, haben wir somit nur zu zeigen, dass die oben abgeleiteten Gleichungen mit den von N e u m a n n  entwickelten identisch sind. Am Ende seiner Abhaudlung* behandelt N e u m a n n  den Fall, dass nur eins der gebrochenen Bündel auftritt. Er giebt dann folgende Gleichungen, welche gelten , wenn nur de1jenige Lichtstrahl entsteht, den er den ordentlich gebrochenen nennt: 
"' Abh,indlungeu der .l:lerliner Akademie, t835; S. lH, U5. 
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, , , sin2cp' tgq' tg a = - lg X COS ( <p - <p ) + , . + , l'OS X SIil ( <p <p ) 
s,_ cos(cp+ cp') , 2 sin 2 cp  sin2 q/ l(1q' tg u - - -(--, tg a + 2 , , , ,  cos cp - <p ) sin ( cp - cp ) sin ( cp + <p ) cos x 

R. = - Sill ( cp -cp') s sin ( cp + qi') 
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Es sind hierin cp, rp', x', a', d' die Grössen , welche wir mit a, a', ro', ro0 und ro bezeichnet }iahen. Weiter ist q' der Winkel, den der gebrochene Strahl mit der Wellenn ormale bildet, und ist also mit unserem Winkel ß (§ 1 6) identisch. Hieraus geht hervor, dass die Gleichungen 62) von G), H') und J') nur durch einige Zeichen verschieden sind, und vollkommen damit übereinstimmen, wenn man x' durch - x' ersetzt. Dieser Unterschied kann nur von den verschiedenen , über die Wabl des Zeichens gemachten Annahmen herrühren. Aus dem gleichen Grunde erklärt es sich, dass auch die N e u m a n n '  sehen Gleichungen für den Fall, dass nur der ausserordentlich gebrochene Lichtstrahl entsteht, nur in einigen Zeichen von G) , H') und J') abweichen. 
Um indess die Uebereinstimmung beider Theorien über jeden Zweifel zu erheben, wollen wir nachweisen, warum sie nothwendig zu den nämlichen Resultaten führen müssen. Wie bekannt ,· leitet N e u m a n n  drei Relationen ab aus der Stetigkeit der Verschiebungen der Aethertheilchen an der Grenze zweier Medien , während er eine vierte Gleichung aus dem Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft gewinnt. Denkt man sich die Lichtbündel begrenzt, so kann die�es Princip - wie es F r e s n e l  und N e u m a n n  anwandten - für den Fall, dass nur ein gebrochenes Lichtbündel entsteht , folgendermassen ausgedrückt werden : 

63) bldH
0

= b2dH + b'2aH'. 
Es sind hie1·in b0 , b, h' die Amplituden der Aetherschwingungen, d und d' die Dichtigkeiten des Aetbers in den beiden Medien und H0, H, 11' die Volumen, welche aus den drei Lichtbündeln ausgeschnitten werden durch je zwei Ebenen, welche der Wellenebene parallel und um die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen von einander entfernt sind. Hierbei wird das gebrochene Bündel schräg durchschnitten, da die heschreibenden Linien der begrenzenden Oylinderfläche die Richtung des Lichtstrahles haben. Bildet IJUn diese. Richtung mit der Normale der 'I'rennungsß.äche einen Winkel y, so führt eine einfache geometrische �etrachtung zu der Proportion 

H H H' . . . , cos y 
0 : : = sm a cos a : sm a cos a : s111 a cos (3. 

Da weiter Ne 11 m a n  n d = d' setzt, geht die Gleichung 63) übe1· in 
(i4 ( 2 b2) . ,. . , cos r b0 -- SIii a cos a = b - sw a --

ß
. coi; 
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Man kann nun cos y ausdrücken in den früher von uns eingeführten Grös
sen. Dazu ziehe mau aus dem Mittelpunkte 111 einer Kugel die drei 
Strahlen M A , 111 B, 111 C der Reihe nach in der Richtung der Normale zur 
Trennungsfliiche , der Wellennormalr und des gebrochenrn LichtstrahlPs. 
Aus dem 11phärischen Dreieck A R  C findet man dann leicht, wenn man 
das § 18 Gesagte berücksichtigt , 

cos y = cos a' <'OS ß + Sill a' Sill ß Sill ro' 
und hierdureb wird 64) 

65) (/10 � - b2) Sill IX C(IS IX = b'2 ( sin a' cos IX1 

+ si112 IX1 Sill ro' lg ß). 
Bei dn Theorie von N e u m a n n  haben weiter die Aetherschwiug

ungen die nämliche Richtung, wie in der hier entwickelten Theorie die 
magnetische Kraft G. Es lässt sich nun zeigen , dass wir, wenn wil' in 
unseren Gleichungen die Componeuten von G durch die Verschiebungen 
der AethE>rtbeilcben ersetzen , gerade zu den von N eu m a n n  angewandten 
Formeln gE>langen. Denn die Gleichungen 58) , 59) , 60) , welch«> die 
Stetigke it von L, 111, N ausdrücken , müssen dann in diejenigen über
gehen , velche N e u m a n n  aus der Continuifät der Verschiebungen ableitet. 
Was fern Pr die Gleichung 61)  an betrifft, wollen wir an ihre Stelle eine 
andere setzen , welche man erhält ,  wenn man 58) mit 60), 59) mit 6 J )  
multiplicirt und die Resultate addirt; es kommt dann nämlich 

( 1 - a2) si113 a cns IX =  a'2 ( si118 c/ cos a' + .�i114 a' si11 ro' tg ß 
Nun kann bt>i jedem Lichtbündel die magnetische Krnft vorgestPllt w<>r
clPn durch rioen Ausdruck , wie g cos,i,, und es bestt>ht dann nach § 14 
zwischrn den Amplituden g0 , g, y' die Relation 

g0 : g : r/ = sin a : " si11 et : a' si11 IX., 
und demzufolge wird obige Gleichung 

(g/- g2) si11 IX ros et = g'2 ( sin a' t'<IS a' + si11� a' �in oo' lg ß). 
Treten nun an die Stelle von L , Al , N die Verschiebungen cler Aether
tbeilchen , so hat man g0 , g, g' durch /J0 , h, // zu ersetzen und man 
orhält dann gerade die Gleichung 65 . 

Da also die Verschiebungen der Aethertheilchen in der einen Theorie 
und die Componenten der magnetischen Kraft in der andern in ganz 
gleicher Weise bestimmt werden , müssen beide 11ucl1 nothwendig zn den
selben Resultaten führen. Was dann aber dir Wabl zwischen den bt>id<>n 
Theorien betrifft , glaube ich , dass man entschieden der elektromagneti
schen Lichttheorie den Vorrnng einräumen muss. Denn bei der aus ihr 
folgenden Lösnng des Reflexionsproblems sind nllP Bedingungen der Auf 
gabe berücksichtigt, während N e u m a n n  Sl'ine Gleichungen nur erhalten 
konnte , indem er einige Bedingungen (nämlich die Continuität cles 
Druckes im Aether) aus clpr Acht liess. 


