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Ueber die Theorie der Reflexion und Refraction des
Lichtes

Von
Dr. H. A. LorexnTZ

in Arnheim.

(Auszug aus des Verlassers Inaugnraldissertation.)

Erste Mittheilung.

§ 1. Bei den ersten Arbeiten iiber die Undulationstheorie des Lich-
tes war es der nichstliegende Zweck, iiberhaupt nachzuweisen, dass das
Licht aus einer Fortpflanzung von Transversalschwingungen besteht.
Nachdem aber durch die zahlreichen Untersuchungen iiber Interferenz,
Beugung und Polarisation diese Grundidee der T'heorie iiber jeden Zweifel
erhoben war, ward es Ziel weiterer Forschung, zu ermitteln, welcher
Stoff diese Schwingungen ausfiillre und welche Kiiifte dabei auftreten.

Es besteht nun ein merkwiirdiger Gegensatz zwischen der Vollkom-
menheit der Theorie, soweit es sich blos um die genannte Grundidee
handelt, und den geringen Fortschritten, welche man wihrend lingerer
Zeit in der Untersuchung des Mechanismus der Lichtschwingungen ge-
macht hat. Namentlich zeigt sich dies in den Bestrebungen der Phy-
siker, um die Erscheinungen der Reflexion und Brechung des Lichtes
theoretisch zu erklédren.

Als man zuerst die wahre Natur des Lichtes, als eine Fortpflanzung
von Transversalschwingungen, erkannte, war man nur mit einem ander-
weitigen TFalle solcher Schwingungen bekannt. Man hatte beobacltet,
stass dic Theilchen fester elastischer Korper dergleicheu Bewegungen aus-
fithren konnen, und es lag also nahe, dem Licbtither die charakteristi-
schen Figenschaften eines solchen Koérpers beizulegen. Suvbald man aber
versuchte, aus dieser Ansicht eine theoretische Erklirung der Eigen-
schaften des in verschiedenen Fiilleu reflectirten Lichtes abzuleiten, stiess
man auf Schwierigkeiteu, welche villig zu beseitigen bis jetzt nicht ge-
lungen ist.
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Unter den bekannten Annalimen iiber die Eigenschaften des Aethers
und iiber die Schwingungsrichtung des polarisirten Lichtes entwickelten
zuerst Fresnel und Neumann Gleichungen, welche in befriedigender
Weise die Beschaffenheit des an isotropen, durchsichtigen Kérpern reflec-
tirten.Lichtes wiedergeben. Neumann (und Mac-Cullagh) gelang es
sogar, seine Theorie auch auf die Krystallreflexion auszudehnen, und
Cornu hat mittelst gewisser Abi#nderungen auch die Fresnel sche
Theorie den dabei auftretenden Erscheinungen angepasst. Allein diese
Resultate’ konnten nur erreicht werden, indem die Bedingungen fiir die
Trennungsfliche zweier Medien mit einer gewissen Willkiir gew#hlt wur-
den. Werden diese Bedingungen folgerichtig aus der 'Iheorie der elas-
tischen Korper abgeleitet, so ist es, wenn die Schwingungsrichtung des
cinfallenden Lichtes nicht senkrecht zur Einfallsebenc steht, nicht einmal
moglich, ihnen durch Transversalschwingungen allein, wie sie die ge-
nannten Physiker annahmen, zu geniigen. Man muss dann auch die
Longitudinalschwingungen beriicksichtigen, welche in den beiden Medien
auftreten.

Ausgehend von der Fresnel’schen Annahme iiber die Schwingungs-
richtung des polarisirten Lichtes haben wirklich Cauchy und mehrere
andere Mathematiker das Problem in dieser Weise behandelt. Mittelst
einiger Hilfshypothesen ist es ihnen dabei gelungen, Formeln zu erhal-
ten, welche fiir isotrope Korper eine geniigende Uecbereinstimmung mit
der Erfahrung zeigen. Wendet man aber die ndmlichen Betrachtungen
auch fiir die Krystalle an, so ergeben sicb hier Folgerungen, weclchen
die Beobachtungen widersprechen.

Es ist mir nicht bekannt, dass man jemals versucht hat, im An-
schluss an die Neumann’sche Ansicht iiber die Schwingungsrichtung
die Longitudinalschwingungen in Rechnung zu ziehen. Indcss habe ich
mich vergebens bemiiht, dabei durch irgendwelche Nehenannahmen F or-
meln zu erhalten, welche mit der Erfahrung im Einklange stehen.

§ 2. Wihrend alsp die bisherige Ansicht iiber die Natur der Licht-
schwingungen keine véllig befriedigende Erklirung der Reflexionserschei-
mméen liefert, muss jede andere Hypothese, welche weniger Schwierig-
keiten bietet, willkommen sein.

Eine solche neue Hypothese wurde unter dem Namen der elektro-
magnetischen Lichttheorie von Maxwell aufgestellt.* Bei einer
theoretischen Untersuchung iiber die Bewegungserscheinungen der Elek-
tricitit kam er zu dem Schlusse, dass in einem nichtleitenden Kérper
transversal schwingende Bewegungen der Elektricitdt sich aushreiten kiin-
nen und dass die Fortpflanzungsgeschwindigkeit dieser Schwingungen im

* Mazxwell, Elektricity and Blagnetism.. 11, 8. 383, Plil. Trans. 1965.



Von Dr. H. A. LorenTz. 3

e ot i e

freien Aether nahe gleich der Lichtgeschwindigkeit sein muss. Dies
fiilhrte ihn zu der Annahme, dass in Wirklichkeit das Licht aus derglei-
chen elektrischen Schwingungen bestehe.

Spiiter hat Helmholtz* in etwas allgemeinerer Weise die Gleich-
ungen entwickelt, welche die Bewegung der Elektricitit in isotropen
Korpern zu bestimmen gestatten. Es blieben dabei die von Maxwell
gewonnenen Resultate der Hauptsache nach bestehen. Ausserdem wies
Helmholtz** darauf hin, dass die Theorie der elektrischen Oscillatio-
nen auch an der Grenze von zwei gleichartigen isolirenden Medien die-
selben Gesetze der Reflexion und Refraction ergiebt, wie wir sie beim
Lichte finden, ,,vorausgesetzt, dass man entweder die magnetische oder
die dielektrische Polarisationsfihigkeit heider Mecdien gleich und letztere
sehr gross setzt‘'.

Dies veranlasste mich, zu untersuchen, ob in allen Fillen die elektro-
magnetische Lichttheorie zu einer hefriedigenden Erklirung der Reflexion
fiilhren kann. Vorliegende Mittheilung enthiilt die Resultate dieser Unter-
suchung fiir die partielle Reflexion an nicht leitenden Korpern ; spiter werde
ich die Behandlung der totalen nnd metallischen Reflexion folgen lassen.

Zuniichst sollen die allgeineinen Bewegungsgleichungen der Elektyi-
citiit entwickelt werden. Dabei folge ich grosstentheils der Arbeit von
Helmholtz; nur sind an seine Formeln einige Modificationen anzu-
bringen, um sie auch fiir krystallisirte Kérper anwenden zu konnen. Es
wird diesen Rechnungen immer das elcktrostatische Masssystem zu Grunde
gelegt werden.

§ 3. Die von Faraday gemachte Entdeckung, dass die Capacitiit
eines clektrischen Condensators von der Natur des zwischen den Beleg-
ungen befindlichen Nichtleiters abhingt, hat zu der Ilypothese gefiihrt,
dass unter dem Einflusse einer clektremotorischen Kraft in den Theilchen
eines Nichtleiters die beiden Elektricititen getrennt werden, so dass jedes
Theilchen an der einen Seite positiv, an der andern negativ elektrisch
wird. Die mathematische Behandlung dieser unter dem Namen der
dielektrischen Polarisation bekannten Erscheinung stimmt genan
iiberein mit derjenigen der magnetischen Polarisation.

Wihlen wir ein rechtwinkliges Axensystem der x, 9, 2 und betrach-
ten wir ein Element dx #y dz des nichtleitenden Mediums am Punkte P.
Wenn eine dielektrische Polarisation besteht, wird in ecinigen Punkten
dieses Elements freie positive, in anderen freie negative Elektricitit vor-
handen sein. Liegt nun in dem Punkte (a,, ) dic Elektricititsmenge

* Helmholtz, Ueber die Bewegungsgleichungen der Elektricitit in ruben-
den TLeitern, Crelle’s Journal 72 (1870).
+% Ebendaselbst, S. 68, Anmerkung.
1*
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¢, 80 bilden wir die drei Summen Zex, Zey, Zez, iiber alle Punkte des
Elements berechnet. Sind diese Summen §dx dy dz, ndx dydz, {dx dy dz,
30 ist es, da Ze=0 ist, leicht nachzuweisen, dass & 7%, { als die Com-
ponenten einer Strecke @ zn betrachten sind, welche in Grosse und Rich-
tung nur von der elektrischen Vertheilung, nicht aber von der Wahl des
Axensystems abhingt. Diese Strecke giebt uns Grosse und Richtung
der dielektrischen Polarisation im Punkte P und wir wollen &, %, ¢ die
Componenten dieser Polarisation nennen.

Es muss nun fiir jeden nichtleitenden Korper die in einem Punkte
P bestehende dielektrische Polarisation ¢ in hestimmmter Weise zusam-
menhingen mit der elektromotorischen Kraft ¥, d. h. mit derjenigen
Kraft, welche auf die Einheit der positiven Elektricitdt, in P concentrirt,
wirken wiirde. Aehnlich aber, wie in der Theorie des Magnetismus der
Begriff der magnetischen Kraft fiir das Innere eines magnetischen Kor-
pers einer nihern Definition hedarf, ist dies in unserem Falle, um jede
Zweideutigkeit auszuschliessen, fiir die elektromotorische Kraft nothwen-
dig. Wir wollen dariiber folgende Bestimmung treffen. Unter elektromoto-
rischer Kraft verstehen wir die Kraft, welche in dem betrachteten Punkte P
wirken wiirde, wenn rings um denselben eine unendlich kleine cylindrische
Hohle in dem Medium gebildet wire, deren Axe in die Richtung der
dielektrischen Polarisation fillt und unendlich gross ist gegen den Ra-
dius, widhrend P auf halber Hohe liegt. Wie man sieht, stimmt diese
Definition iiberein mit derjenigen, welche Thomson die polare Defini-
tion der magnetischen Kraft nennt.*

Sind nun X, ¥, Z die Componenten von F, so nehmen wir an, dass
in einem isotropen Nichtleiter

1) =X, m—"tk, s t=¢tZ
sei, wobei ¢ eine von der Natur des Stoffes abhéingige Grosse ist, welche
wir die Constante der dielektrischen Polarisation nennen
wollen.

Fiir einen anisotropen Korper nelimen wir an, dass es in jedem
Punkte desselben drei aufeinander senkrechte Richtungen gebe (ITaupt-
richtungen), so dass, wenn dic Axen damit zusammenfallen, gesetst
werden kann

2) =X, n=¢gF, (=¢lZ
Dabei sind aber ¢, ¢,, & drei verschiedene Constanten.

Denken wir uns nun den ganzen Raum von homogenen Medien cin-
genommen, welche im Allgemeinen anisotrop se¢in, aher die nimlichen
Hauptrichtungen (parallel den Axen) haben mbgen. Iis sind (lann in

* Vergl. Thomson, Papers on Electrostatics and Magnetism, §§ 479, 617; —
Mazxwell, Electricity and Magnetism, §§ 395— 100,
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jedem Medium die Grissen ¢, &, & constant, und nur an der Tren-
nungsfliiche S zweier Medien dndern sie sich sprungweise.

Es sei weiter durch irgendwelche Ursachen in den Theilen der Me-
dien eine dielektrische Polarisation hervorgerufen; es soll dann unter-
sucht werden, wie sich diese im Laufe der Zeit #indern muss. Es sind
also &, u, ¢ als Functionen der Lage und der Zeit zu bestimmen.

Zur Lisung dieser Aufgabe ist es nothwendig, die elektromotorische
Kraft zu bestimmen, welche in irgend einem Punkte wirkt. Diese Kraft
setzt sich aus verschiedenen Theilen zusammen, welche wir der Reihe
nach bLetrachten wollen.

§ 4. Erstens entspringt eine elektromotorische Kraft aus der elektro-
statischen Wirkung der getrennten Elektricititen. In einem vollkomme-
nen Isolator haben wir in dieser Hinsicht nur die im Innern der Theil-
chen desselben geschiedenen Elektricititen zu betrachten. Der Definition
des vorhergehenden I’aragraphen zufvlge kann man bei der Berechnung
der clektromotorischen Kraft diese Polarisation ersetzen durch eine ge-
wihnliche elektrische Ladung, welche iiber das Innere jedes Mediums

mit der Dichtigkeit —( §+6'n+ §) und iiber die Trennungsfliiche S

zweier Medien mit der Flachendlchtlgkeit a(E—E&) + b(n—m)+c(§—¥)
verbreitet ist. In letzterem Ausdrucke sind &, %, { die Componenten der
diclektrischen Polarisation an der ersten, &, %, ¢ an der zweiten Seite
dieser Fliche, wibrend mit «, &, ¢ die Richtungsconstanten der nach der
zweiten Seite gezogenen Normale bezeichnet sind. Ist nun ¢, die Poten-
tialfunction der erwihnten elektrischen Ladung, so gilt fiir jeden Punkt
im Innern eines Mediums die bekannte Bedingung i
0§ on 0t 1 3
bt} % 8_:=4_n dp,,*
und an der Fliche S hat man
a(E—§) 4 b(n—1) 4 e(t—t) = f

— i -G e [52-Go) 1+ [ - )t
T [Ba: (aaf)}'”[aj AP rend § v
Es sind in dieser letzten Gleichung wieder, wie wir dies auch im Fol-
genden immer thun werden, dic Werthe der Functionen an der zweiten
Seite von S mittelst Accente von den Werthen an der ersten Seite unter-
schieden.

Der Allgemeinheit wegen wollen wir annehmen, dass ausser der

betrachteten dielektrischen Ladung noch eine gewhnliche Ladung
vorhanden, welche durch Leitung entstanden ist. Um daan die totale

3)

{Fih i

p o
® Nt
d=sttanitorg
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elektrostatische Wirkung zu berechnen, hat man die Dichtigkeiten ieser
Ladung zu den oben untersuchten Dichtigkeiten zu addiren. s sei nun
0 die totale Dichtigkeit im Inncrn eines Mediums, ¢ die totale Flichen-
dichtigkeit an der Fliche §, und o die von der totalen Ladung her-
riilhrende Potentialfunction. Man hat daon fiir den ersten T'heil der
elcktromotorischen Kraft

0 4 2
5) B L Ldm P =—22 g 8:"

§ 5. Wenn die elektromotorische Kraft im Laufoe der Zeit sich
dndert, wird dies auch mit der dielcktrischen ’olarisation der Fall sein;
es wird sich dann also die Elektricitit in den Theilchen des Mediums
in Bewegung befinden. Die Componenten dieser elektrischen Strimung

— die wir als dielektrischen Strom hezeichnen wollen — werden
gegeben durch die Formeln

. BE o o0&

6) U = Th v, = 3t w = 5

Besitzt aber das Medium ausser der Vihigkeit der dielektrischen Polari-
sation auch ein Lcitungsvermogen, so besteht im Allgemeinen neben dem
dielektrischen Strome auch ein gewdshulicher Leitungsstrom, der sich mit
ersterem zn eincm Gesammtstrome zusammensctzt, desscu Componenten
wir &, v, 2 nennen wollen. Es ist nun leicht zu nntersuchen, wie sich
dorch den dielektrischen Strom die dielektrische Ladung und ebenso
durch den Leitungsstrom die daneben bestehende gewdhnliche elektrisclie
Ladung éndevt. Man erhilt durch dicse Untersuchung eine Bezichung
zwischen den Grossen u, », » und den Dichtigkeiten d und o. Driickt
man andererscits  nnd ¢ mittelst der Differentialquoticnten von o aus,
ge findet man fiir jeden P’unkt im Innern eines Mediums

au ow__ 1
7 iy 12
) + + B - Taale

und fiir jeden Puukt der Grenzﬂache S
a(u—t) 4 b(v—v') + c(rv—n')

8) _L _a Do o\ oQ ag § lig_(a_?)']

"4z {"[aw (B—m) ]+/ [6y (5y)]+c dz 02 }

§ 6. Die Componenten w, », w der elektrischen Strémung werden
im Allgemeinen nicht constant sein. Kine von Augenblick zu Augenblick
variirendo Stromung ruft aber bekanntlich in jedem Pnukte cine clektro-
motorische Kraft der Induction hervor, und dics ist der zweite Theil
von F, den wir zu beriicksichtigen haben.

Genaue Messungen der durch galvanische Induction erregten Strome
gind pur ausgefiihit worden fiir den l'all, ass sowohl der inducirende
Stromleiter s, als der inducirte ¢ linear und in sich geschlossen sind.
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Jst dann in einem Punkte von ¢ £, dic Componente der clektromoto-
rischen Kraft der Induction, nach der Richtung von ¢ genommen, so
wollen wir die Grosse

9) - F:JFadG

die elektromotorische Kraft lings ¢ nennen. Die Versuche haben
fiir diese Grosse zu folgendem Resultat gefiihrt.

Wenn die Stromintensitdt ¢ in s sich ‘indert, die beiden Leiter aber
nicht in Bewegung sind, so ist

S L A Adj‘m""‘(ds‘ TSN wanty
di r

Es erstreckt sich hierbei die Integration iiber die beiden Leiter, wihrend
r der Abstand der Elemente ds und dg, und 4 eine constante Grosse ist.

Betrachten wir jetzt die elektromotorische Kraft f der Induction,
welche lings des Elements dé von der Aenderung der -Stromstirke im
Element ds geweckt wird. Ks ist nicht zu gewagt, anzunehmen, dass

di .
auch in diesem Falle gesetst werden diirfe f=pd—;, wo p blos von der

Lange und gegenseitigen Lage von ds und de abhiingt. Weiter leuchtet
es ein, dass man durch Integration von p iiber die beiden Strombahnen
die Grosse P crhalten muss. Dieser Condition wird, wie Helmholtz
gezeigt hat, geniigt, wenn man setzt

10) p=—454° : ((1+4k) cas(fis, de)+ (1— k) cos(r, ds) cos(r,do)] ds da,
wo /k eine aus den bisherigen Versuchen nicht bestimmbare Constante ist.
Da nach 9) /= Fydo, F":E{& ist, ldsst sich ans 10) der Werth

von Fg ableiten, der natiirlich von der Linge von de Iunabllﬁngig wird.
Man erhilt demnach fiir die Componente der elektromotorischen Kraft
nach der willkiirlichen Richtung d6 oder /: in cinem Punkte, dessen Ver-
bindungslinie mit ds r heisst,

Ff =—u? (’Jl—?, y= 21—’ [(1 4 k) cos (ds, &) + (1—Fk) cos (r, ds) cos (r, h)] ¢ ds.

Lésst man % der Reihe nach mit den drei Axenrichtungen zusam-
menfallen, so findet man die Componenten der elektromotorischen Kraft
nach dicsen Richtungen.

Sind nun iiber den ganzen Raum elektrische Stromungen (v, v, %)
verbreitet und will man die elektromotorische Kraft der Induction in
einem Punkte P (x,y, z) suchen, so betrachte man u, », 22 als ¥unctionen
der Coordinaten &', ', 2" und berechne mittelst der angefiihrten Formeln
zunédchst die Wirkung der elektrischen Strémung im Elemente da'dy’ dz
am Punkte P’(z',y,2). Durch nachherige Integration nach &', ¢, '
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ergiebt sich dann fir den zweiten 'Theil der elektromotorischen
Kraft in P

ou 2BV ” SO
= — = e S o= — A% —
11) X A2 TR Y2 A alr, /.! a1’

und es ist hierbei, wenn der Abstand PP’ mit r angedeutet wird,

1,8 g 1+/. u Jre [y .').‘—.l" 3 oy
o= f ) S ) =)

+ w(z— :')]é da'dy’ a2’

_././.”u :-;[ ) ﬁax'+ a':a./ i 6'9'25 ]% Pl

wihrend sich ¥V und A in ihnlicher Weisc angeben lassen.

oder

§ 7. Fir die weitere Untersuchung muss man einige Eigenschaften
der Functionen U, ¥; # kennen. Es ist bei der Ableitung dersclben zu
beachten, dass.die Stetigkeit der Grossen w, », w nur an den mehr-
erwihnten Flichen § einec Unterbrechung erleiden kann. Auseerdem
bemerke ich noch im Voraus, dass, wie sich spiter zeigen wird, die clek-
trischen Bewegungen sich immer mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiten,
so dass man bei der Untersuchung der von bestimmten Stellen des Rau-
mes ausgehenden Bewegungen jederzeit eine so grosse geschlossene Fliche
construiren kann, dass ausserhalb derselben #=ov=w =0 ist. Es gcht
daraus hervor, dass in nachstehender Untersuchung gewisse Integrale
witber die unendlich entfernte Grenzfliche des Raumes'‘, in welchen #,
v, /v vorkommen, verschwinden miisscn.

Ausserdem werden wir noch andere Integrale iiber diese Grenzfliche
fortlassen, welche ¢ und die Differentialquotiecnten davon enthalten. Dies
wird keinen Fehler herbeifithren, wenn nur bei wachsender Entfernung
dicse Grossen hinreichend stark abnehmen. Jedenfalls werden unsere
Resultate nicht von dicser Vernachlidssigung beeinflusst, da in allen Fil-
len, auf welche wir die T'heorie anwenden werden, nirgends eine An-
hiutung von freier Elektricitiit auftritt und demzufolge iiberall o =0 ist.

Bei der Berechnung von U nach der Gleichung 12) wollen wir uns
zunidchst um den Punkt P eine geschlossenc Fliche B gelegt denken und
den Werth U’ des Integrals iiber den ausserhalb dieser Fliche liegenden
Raum A betrachten. Wir kénnen dann nachher aus U’ U erhalten, in-
dem wir die Dimensionen der Fliche sich der Null nihern lassen.

Setzen wir

13) W= JJJ ®— ,+v ,+w )rlxdj(lz

wobei die Integration sich wieder uber den Raum A crstreckt, so ist
selbstverstandlich
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14) U= l-’_k a?p‘ +‘/j ~t1( dy dz'.

Hs soll nun zundchst die Function %" eingelender untersucht wer-
deu. Man hat in 13) die Integration auszufiilren fiir jeden der Theile,
in welche der Raum A durch die FEichen S zerlegt wird, und nachher
zn summiven. Fiir jeden dieser Theilriiume kann man aber das Integral
durch einen bekannten Process der partiellen Integration umformen,
und es verschwinden hierbei, dem Obengesagten zufolge, die Integrale
iiber die unendliche Grenzfliche des Raumes. Man erbélt demnach

—jf(«w+5n+ym (lB-—/JJ Ol4p a” a"’)dde e,

Das letzie Integral, das wir mit J bezeichnen wol]en, ist hierbei iiber
den Raum A zu nehmen, die beiden ersten dagegen iiber dic Flichen
Sund B. Es sind weiter o, 8, y die Richtungsconstanten der nach aussen
gezogenen Normale an der Fliche B,

Der Gleichung 7) zufolge hat man

=" 1 al./.j,_/’d(pdm dy’ dz’

nnd wenn man auf das hier vorkommende Integral den Green’schen
Satz anwendet, ergiebt sich

= 29 Rl L A 4

1 4_15./1/./ B (“ e 4z 3!._1L/./( av—q)av) ¢
1
in 9&]1/ [871 )] 45,

wo mit » und v dic Normalen au den Flichen S und B angedeutet sind.
Bringt man diesen Werth von J in die Gleichung 15) iiber und beriick-
sichtigt man dabei die Relation 8), so findet man, dass sich die Integrale

iiber die 1'ldchen § fullheben es bleibt somit, da dr=£ ist, W'=K+H,
=

l{'=——fl/:j' -:T.dm'dy'(lz',
f1=—L/'./’(au+Bv+ym)dB+41 31,//( a—"’-—cpS—DdB

gesetzt wird, Sehliesslich ist

. R
16) === 5 <3‘:1: aw)+//j~(lmlljll.

nud man erhilt U, wenn man den Grenzwerih dieser Grosse sucht fiiv
den Fall, dass die Fliche B unendlich klein wird.

weunn
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§ 8. Nun lédsst sich erstens leicht zeigen, dass in diesem Falle die

oH . :
Grisse — sich der Null n&hert, so lange wenigstens wu, v, », 9 und

ox
0@ . E ; ; oK
— iiberall endlich sind. Um zweitens den Grenzwerth von — zu er-
ov o
lalten, bemerken wir, dass fiir eine mit der Dichtigkeit —QL %—‘f iber
7

den Raum A verbreitete und nach dem Newton'schen Gesetze an-

. . ' . O .

ziehende Masse K die Potentialfunction und 3 die eine Componente
G4

der Attraction im PPunkte P wire. Der Grenzwerth der letzten Grisse
ist folglich die @-Componente der Attraction fiir den Fall, dass nicht
blos der Raum A, sondern der ganze Raum mit einer Masse von cler
geuannteu Dichtigkeit gefiillt wdre. Auch in diesem Falle lisst sich
bekanutlich dfe Attraction durch die Differentialquotienten der Potential:
fuuction angeben. Sei letztere hier zI‘, 10 hat man

17) qf-—-———f/ -1 Ldz’dy’d?,

wobei jetzt die Integration sich ubex den ganzen Raum erstreckt, und
es ist Lim ~—=a—?p.
oz ox
Den Grenzwerth des lotzten Gliedes in der Gleichung 16) kann man
in der ndmlichen Form angeben, wie dieses Glied selbst, wenn man sich
nur wiedernm das Integral iibor deu ganzen Raum genommen deukt.

Es wird demnach

— ko
U_l__/_gi JJ —da;d_/dz

und cbenso

]8) ; V= 1~£‘_—+]JJ—!!:D(!J(I~,
W= l_kazp-l../JJ —(l(t dy (Iz

Diese Formeln lassen sich noch umgestalten durch Substitution der aus
o 0% oW

17) gezogenen Werthe von —, —, —.

) gezog 9z’ 2y Bz

Es .ist nimlich

o
g J'/ a(p e lll dy’dz’,

und  wendet man hlexauf die pa.mclle Integration nach a’ an, wobei

wieder das Integral iiber die unendlich kleine Fliche B verschwindet, so

kommt 3’1" J' 'as,,,
da

Mau hat demnach

Lda'dy'dz.
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1—% 0%9 )
U= /j/( =i 618.7:+u —dx'dy d?,

und es ist also U als die DPotentialfunction einer mit der Dichtigkeit

11—k o

4n dldx
Stellen stetig ist, ist diese Dichte iiberall endlich und daraus folgt, dass
die Function U und ihre Differentialquotienten erster Ord-
uung itberall stetig sind, namentlich auch an den Iflichen S, wo die
Continuitdt von u, v, w unterbrochen sein kann. Gleiches gilt von den
Functionen 7, ¥ ‘mit ihren Differentialquotienten. Weiter muss U der
Poisson’schen Gleichung geniigen; es ist somit

,+u verbreiteten Masse zu betrachten. Da nun @ an allen

AU = (1 — )aa(;a — 4mu
und ehenso
19) ‘ AV:(I_/.-)@—_W,
62
A W= (I—A)d a‘—4nw.

Aus den Gleichungen 18) ergiebt sich noch

ou oV oW _ 1—k /"'/"/ a’—a y—y e AT
3—€C+3_[_/_{T?Z-__2—AF+, M ki o] i ] Pyt

und mittelst partieller Integration und einiger Umformung findet man fiir

das hier auftretende Integral _3_q>‘ Da ausserdem nach 17) 4P = 2

a1l at

ist, erhéilt man schliesslich

20) R
ot
§ 9. Es eriibrigt noch, einen dritten Theil der elektromotorischen
Kraft zu untersuchen. Es ist nimlich méglich, dass unter dem Ein-
tlusse der elektrischen Stromungen in den Theilchen des Mediums eine
magnetische Polarisation geweckt wird, deren Aenderung andererseits
in jedem Punkte eine elektromotorische Kraft der Induction bedingen wird.
Nimmt man an, dass in Bezug auf die magnetische Polarisation die
Hauptrichtungen die ndmlichen seien, wie fiir die dielektrische Polarisa-
tion, und also wieder den Axen parallel laufen, so werden, wenn L, M,
N die Componenten der magnetischen Kraft G nach den Axenrichtnngen
sind, dic Componenten der magnetischen Polarisation bestimmt durch die
Gleichungen
21) A=91L, p="39M, v==33N.
Es sind hierin &,, #;, & constante Gréssen, welche mit ¢, &, & iiber-
cinstimmen, wenn man fiir ¢ eine #bnliche nihere Definition voraussetzt,
wie oben fiir # (§ a3
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Die magnetische Kraft ¢ setzt sich aus zwei Theileu zusammen. Der
erste entspringt aus der magnetischen Vertheilung selbst und hat die
Componenten

L0y oy oy
22) ca’ dy' o'
wenn y die magnetische Potentialfunction ist. Diese Grosse geniigt den
bekannten Bedingungen

oA
%) T

und

XD
|~

1
T an

D W

=i=
™

"(l—l'}+b(u—u')-+3-0(y—V') A )
W b Bi-GY ]+ [5G )+ BE-GH L

deren eine an jedem Punkte gilt, wo A, g, v stetig sind, die andere
dagegen an den Flichen S, wo dies nicht mehr der }all zu seiu braucht.

Der zweite Theil von & rilrt von den im Medium stattfindenden
elektrischen Stromungen her und lédsst sich berechnen mittelst des bekannten
Biot-Savart’'schen Gesetzes, nach welchem die durch ein Stromelement
ids in einem um » entfernten Punkte P ausgeiibte magnetische Kraft
senkrecht steht zu der durch ¢s und P gelegten Ebene — und zwar
nach leicht bestimmbarer Seite dieser Ebene — und gegeben wird durch
den Ausdruck

Aids . sin(r, ds)
= :

Es ist hierbei 4 die ndmliche Constante, welche auch in friiheren Gleich-
nngen auftritt,

Will man aus dem angefiihirten Gesetze die von einer beliebigen
Stromvertheilung herriihrende magnetische Kraft ableiten, so erweist sich
eine nihere Bestimmung des Coordinatensystems als nothwendig. Wir
wollen aunehmen, dass eine Rotation (iiber einen rechten Winkol) vom
der positiven - nach der positiven - Axe die ndmliche Richtung hat,
wie die Bewegung der Ulrzeiger, wenn man sie von der Seite der posi-
tiven z-Axe aus betrachtet. Man findet danu f{ir die Componenten des
zweiten Theiles von &

2V oW (8W cU (GU oV
2 afﬂy i ﬂ_a—z)’ o e

wo U, ¥, W wieder die Functionen aus den Gleichungen 18) sindl.

Da die Richtigkeit des Biot-Savart’schen Gesetzes nur fiir ge-
schlossene Strome streng bewiesen worden ist, ist es nicht iiberfliissig,
hier zu bemerken, dass in unseren spiteren Anwendungen die Bewegung
der Elektricitit mit der einer incompressibeln Fliissigkeit iibereinstimmt,
und also in ein System geschlossener Strome zerlegt werden kann.
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Es bietet keine Schwierigkeit, schliesslich die von einer Aendernng
des magnetischen Zustandes geweckte Iuduction zu untersuchen. Denn
man kann jedes magnetisirte Theilchen, was seine Fernwirkung betrifft,
durch einen kleinen Kreisstrom ersetzen, dessen Intensitit sich mit dem
Momente des betrachteten 'Theilchens zu gleicher Zeit #ndert. Das Re-
sultat, zu welchem man in dieser Weise gelangt, lidsst sich folgender-
massen ausdriicken. Man setze

L= /,_/./'-YAT IL’T.'(I‘I/'(IZ’, M :J/p/.& (IJ*'/[y'(I:"
[ ’ r
] x] ‘v
N =Jjj— dx’dy dz,
r

wo A, u, v als Functionen von &', y’, ¢’ zu betrachten sind.

Man hat dann fir den dritten Theil der elektromotorischen Kraft
o (0N oM\ Y__la{BL INY
ot\dy 0z/' & ot\dz oda/’

0 (6M 0L

f= 47,55 - 5;)

Auch die Grossen L, M, N kénnen nach 26) als Potentialfunctionen
betrachtet werden, und zwar von Massen, welche mit den iiherall end-
lichen Dichtigkeiten &, g, v ausgebreitet sind. Es geht daraus hervor,
dass auch L, M, N, sowie ihre Derivirten erster Ordnung an
allen Stellen stetig sein miissen.

26)

Xy =t

27)

§ 10. Aus den Gleichungen 2), 5), 11) und 27) erhalten wir

schliesslich ' .
e O,
o €="%_Azaarz/+”’aa¢<aalj am)
| e S na )

und wenn wir ebenso aus 21), 22) und 25) die Relationen

rg:/’[a;_a_&f/] 9y ﬁhA[BW 36] 01

oz oyl oz’ w, "lox 0zl ay’

o it ou oV o3
T |ay 92 l 9z
ableiten, haben wir alle zur Bestimmung der elektrischen Bewegungen
erforderlichen Gleichungen entwickelt. Es lassen sich indess daraus noch

einfachere ableiten. Differenzirt man niimlich die zweite und ‘dritte der
Gleichuugen 28) resp. nach z und %, so kommt nach Subtraction

2 (¢ o (9 of[o¥r ow 0 )a (311 oM "y ;
— | RS R = L
ay(es) 6:(52) Aa/[a~ ay]+ o1 o« 8’t+3/+6:

29)
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Wiihrend die Grésse i—l:———aa—v der ersten der Gleicbungen 29) ent-
: oo TRATS 0l., oM N
nommen werden kann, findet man aus 26) leicht 8—1+6_y + 5. =—1
und 4L =—471; e¢s wird demnach
2 (£>_ﬁ ("7 = I dnd, GR
oy \ g 0z 52)—, 9, ot
und ebenso
I) 0 (g) 0 (é‘ 14+4nd, 0n
—_— - — | — :.:————v—-—','l—,
0z \ ¢ oa gy ) o, it
p

_6_(1)_3(3>__1+4"m,, v
e YR A AR L | v

Beaclitet man weiter 20), so findet man ‘noch aus 28)

2 (H) () o
(RN b )y O (O e AT
1 98 \e ) T By \ed TR\ T oy L2

In gleicher Weise wie 28) “lassen sich aneh die Gleiclungen 2%)

hehandeln, wobei 1) und 20) zu beriicksichtigen sind. Ausserdem ist
in den letzten Gleichungen, wenn wir uns im Weitern auf vollkommen

isolirende Medien beschriinken, u=z—'f-, vz%?, m:Zg zn setzen. Man
erhiilt in dicser Weise
0 (v 0 (p,)_ [ %o 0k
3_31(19_3)—8: 8, . oa af“az]’
0 (A ¢ (v) [ 2o 317]
{ AN e | )= _— “—
) a:(a) 0 \ 9y 4 dy ol K el |’
0 [ u ° (& \ ka2 o¢
57(;)"33 Q)—"[azaf““é,]
und :
o (4 0 n 0
m LB
) ox \Y, +ay &y +a: W "

Da.die Gleichungen 28) und 29) zu beiden Seciten der mehrerwiiln.
ten Flichen S gelten und da wir ausserdem die Stetigkeit von U, F, #,
L, M, N und ihren Differentialgnotienten erster @rdnung nachgewiesen
haben, evhilt man noch folgende Bedingungen fiir die Grenze zweier

Medien:
L4
—ST+3:L‘_ & i E}a:)'
Lete dm s L)
A) s2+6y—(£3 & dy/’

=)+ (3



2= () ()
b £ gi(a) + 22
St ()

Man kabn nachweisen,* dass die Gleichungen I) bis IV), A) und
B), wenn man ihnen noch die Bedingung hinzufiigt, dass in unend-
licher Entfernung &, %, §. 4, ¢, », ¢ und 3 verschwinden, den Beding-
ungen 28) und 29) vollkommen aequivalent sind, Wir haben es also
weiter mit den Gleichungen I) bis IV), A) und B) zu thun, und da diese
nur die Gréssen &, %, ¢, &, g, v, @, 7 enthalten, haben wir ausserdem
nur noch die Formeln zu beachten, welche ¢ und 7 als abhiingig von
&, m, ; und A, p, v darstellen. '

§ 11. Wir wollen zunichst die Bewegung der Elektricitit in einem
unhegrenzten, homogeunen, isotropen Nichtleiter untersuchen. Es sei
fiir diesen Fall ¢ der gemeinschaftliche Werth von ¢, &, &, ehenso

¢ der von #,, &,, 9,. Unsere Gleichungen gehen daun in folgende iiber:

Ol Nt QL
a—y--efz_/15(1-;_47“9)a[,
DN G om
on 0& oN
| %—8—5—45(14—4%9-)?
ot D o¢ 0*
b) £+a—z+a—z=-—-edm+zl‘°-lre-ﬂg;
[ @.-@!: /i r az(p /!,vagJ,
oy 0% Loz 01 ot )
07, ""SgN. T 0%y on
) "a_{'a_x_”’l'ayaz“‘“‘éz]’
ol R T
ox oy Lozer &)
. oL oM  oN
30) Ey 5&+a—£=—"11

wobei an die Stelle von 4, ¢, v die.Componenten der magnetischen Kraft
eingefiihrt sind.
Die Abhingigkeit der Function ¢ von &, %, ¢ wird ausgedriickt
durch die Gleichung 3) oder
Rt TR |
d)

85 o0, b e e e

* Helmholtz, a. a O.
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Ebenso hat man fiiv y die Formel 23), und wenn man daraus mittelst

30) die Grosse 4y eliminirt, erhdlt man

aL oM BN

e) B—m+ﬂ+ e
Lassen wir g, welche Griosse nur in 30) vorkommt, aus der Acht, so

haben wir es nur mit den Gleichungen a), b), ¢), d), e) zu thun.

Man kann daraus noch andere Formeln ableiten, welche nur ent-
weder &, %, ¢, oder L, A/, N enthalten. Differeuzirt man nimlich die
zweite und dritte der Gleichungen a) resp. nach z und g, so erhilt man
nach Subtraction und wenn man die erste der Gleichungen c¢) beriicksich-

. ) 2’
tigt, eine Formel, welche ausser &, %, ¢ nur noch 6—;12 enthilt, Diese
n

Grisse kann aber der Gleichung b) entnommen werden, wenn man dar-
aus zuvor mittelst dj Jo wegschaftt. Man gelangt in dieser Weise zu

folgenden Resultaten. Es werde zur Abkiirzung %—é +g—;?+%-§.—:. P und
3 z

31) Anme(1+ 4nd) £= R, 1___(1+4n19f)‘.(l+47z8)=

gesetzt, 80 ist

32) ap=re’ 5+e—, J,Jvmatg-ys et +saP

Durch eine hlmhche Rechnung ergiebt sich auch

2L 81‘5] N

G g’
T AN=R"s, AN=IF .

33) dL= R

§ 12. Die Gleichungen 32) und 33) sind sehr geeignet zur Beurthei-
lung des Charakters der elektrischen Bewegungen, welche in dem Iso-
Intor stattfinden konuen. Deun die Formeln 32) haben genau die gleiche
Gestalt wie diejenigen, welche zur Bestimmuug der Verschiebungen g,
1, & in einem festen elastischen Korper dienen, und es wuss also die
untersuchte elektrische Bewegung mit der Bewegung eines solchen Kor-
pers iibereinstimmen. Wie sich nun in elastischen Medien eine Stérung
des Gleichgewichts vom Krregungscentrum aus mit endlicher Geschwin-
digkeit ausbreitet, so muss dies auch in dem Nichtleiter it einer Sti-
rung des elektrischen Gleicbgewichts der Fall scin. Wie weiter
im elastischen Xorper eine regelmissige Fortpflanzung transversaler und
longitudinaler Schwingungen bestehen kann, miissen auch in dielektrischen
Medien transversale und longitudinale elektrische Schwingungen
— d. b. periodische Aenderungen der dielektrischen Polarisation — sich
ausbreiten konnen. TFiir dic Fortptlanzungsgeschwindigkeit der transver-
salen elektrischen Oscillationen erhiilt man dann aus den Gleichungen 32)

I 1

pe) =r AV47H(1+47:3)
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In gleicher Weise folgt aus 33), dass in einem magnetisirbaren Isolator
auch magnetische Oscillationen bestehen kénnen, welche immer
transversal gein miissen und sich wieder mit der Geschwindigkeit v fort-
pHianzen. Natiirlich muss zwischen den gleichzeitig stattfindenden elek-
trischen und magnetischen Oscillationen ein gewisser Zusammenhang be-
stehen, der durch die Gleichungen a) bis e) bedingt wird.

§ 13. Ohne bekannten Thatsachen zu widersprechen, darf man
nicht blos annehmen, auch die Luft (und der luftleere Raum) besitze
noch die Fihigkeit der dielektrischen und magnetischen Polarisation, son-
dern sogar den fiir die Luft geltenden Constanten &, und 9, jeden belie-
bigen Werth beilegen. Sind nun aber diese Grossen nicht Null, so
liefern auch die elektromagnetischen Messungen nicht mehr den wahren
Werth der (onstante 4, den man nur durch Versuche im vollkommen
leeren Raume erhalten ktjnntq. Helmholtz zeigt nun, dass, wenn A’
der aus den Messungen folgende Werth dieser Constante ist, der wahre
Werth gegeben wird durch die Relation

-

= ’
V(14 4msg) (14 479y

nnd dass mithin
35) ek (144me) (14 4nd,)
A dne(l44nd)
ist. Setzt man hierin ¢ =¢j, & =9,, so erhilt man fiir die Fortpflan-

zungsgeschwindigkeit der elektrischen T'ransversalschwingungen in dex
Luft :

1 1
36 s
) V_A'Vl+4nso'

Nun stimmt der aus elektromagnetischen Messungen folgende Werth

von —; sehr nahe mit der Lichtgeschwindigkeit iiberein. Diese Coincidenz
wird zur Nothwendigkeit erhoben, wenn man annimmt, erstens dass das
Licht in der That aus transversalen elektrischen Schwingungen bestehe,
und zweitens dass die’ Constante &, so0 gross sei, dass der umgekehrte

1
Werth < gegen die Einheit vernachldssigt werden darf und also 36) in
0

1 ;
e iibergeht. Die erste Annahme bildet den Ausgangspunkt der von
Maxwell aufgestellten elektromagnetischen Lichttheorie. Stimmt
man ihr bei, so erweist sich auch die Nebenannahme als nothwendig.*

Letztere wird im Folgenden &fter angewandt werden; hier bemerke ich
nur noch, das sie auch fiiv jeden andern Nichtleiter, als die Luft, einen

* Helmholtz, a. a. O.
Zeitschri{t f, Mathematik v, Physik, X X1T, 1.

o
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so grossen Werth von ¢ erheischt, dass — Bgegen die Einheit zu ver-

nachlissigen ist.

§ 14. Da die Betrachtung eines polarisirten Lichtbiindels mit ebe-
nen Wellen von besonderer Wichtigkeit ist, gebe ich hier noch diejenige
particulire Losung der Gleichungen a) bis e) an, welche nach der Max-
well'schen Theorie ein solches Lichtbiindel vorstellt. Wenn wir an-
nehmen, dass die Fortpflanzungs- und Schwingungsrichtung resp. der
z - und y-Axc parallel seien, besteht diese Losung aus folgenden Werthen :

"=acosg%t(t_i:.+p), =—-4n:Av.1;, §=§=L=;”=(p=0,
welche, wie man leicht findet, den Gleichungen a) bis e) geniigen. Es
ist hierbei die Amplitude der elektrischen Schwingungen mit «, die
Schwingungsdauer aber mit 7 bezeichnet.

Beachtet man nun die Beschaffenheit unseres Coordinatensystems
(§ 9), so erhiilt man, da die Fortpflanzung der Schwingungen nach allen
Seiten in gleicher Weise vor sich gehen kann, aus den angefiihrten
Gleichungen folgenden Satz:

Bei der Fortpflanzung eines polarisirten Lichtbiindels in einem iso-
tropen Isolator tritt nirgends freic Elektricitit auf und ist also tiberall
@=0. In jedem Punkte besteht weiter eine magnetische Kraft G, so
dass in einem magnetisirbaren Medium die elektrischen Schwingnngen
von magnetischen begleitet sind. s steht dabei die Richtung von &
senkrecht zu der Ebene, welche die Fortpflanzungsrichtung nnd die Rich-
tung der dielektrischen Polarisation ¢ enthilt (Schwingungsebene),
und zwar so, dass eine Drehung (iiber einen rechten Winkel) von der
Richtung von ¢ aus nach der von G den gleichen Sinn hat, wie die
Bewegung der Uhrzeiger, wenn man sie von der Seite der ankommenden
Schwingungen aus betrachtet. Endlich ist 6= 4xAv. g

§ 15. Wir wollen jetzt die elektrischen Bewegungen in einem an-
sotropen homogenen Isolator betrachten. Dabei werden wir noch eine
Vereinfachung einfiihren. Die Beobachtungen haben niimlich gezeigt, dass
fiir alle Korper, mit Ausnahme der magnetischen Metalle, der ®uotient
(14479):(1+4n8) nur sehr wenig von der Einheit abweicht, und
wir werden also nur einen sehr geringen Fehler hegehen, wenn wir die
Grossen 14 4n8,, 14429, 1+ 4n9; durch den gemeinschaftlichen
Werth 1+ 479, ersetzen.

Es werden demnach die Gleichungen I) und II)

19¢ 10m_ oL

A5 Tirey Do 5 i (e Rebiee

1igg oo 4 prghn oM

(\‘) , E—lg—z“—;;a—x—/’(l“l"‘lﬂ’so) at,
10n 10§ oN

20 205 o 41+ 4n8) %

( &g 0x & 0y (+n°)9‘;
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wihrend die Formeln c¢), d), e) des § 11 auch hier ungefindert bestehen
bleiben. Wir wollen nun untersuchen, ob und in welcher Weise den
Bewegungsgleichungen «), f), c), d), @) durch cine Fortpflanzung trans-

versaler Schwingungen mit ebenen Wellen geniigt werden kann.

Es seien !, m, n die Cosinus der Winkel, welche die Fortpflan-
zungsrichtung (d. h. die Wellennormale) mit den positiven Hallbazen hil-
det, und ebenso sei die Richtung der elektrischen Schwingungen durch
die Grossen p, ¢, r gegeben. Es ist dann zu setzen

37) E=pacosy, y=gqacusyp, §S=racosy,
wobei zur Abkiirzung

2 lx4-my+nz
gtk

= — | (—
Q" ’1‘ V
gesetzt ist und v die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen bedeutet.
Bringt man dic Werthe von &, », ¢ in «) iiber, so kann man dar-
aus 7, M, N ableiten; es ist dabei zu beachten, dass wir eine particu-

liire Losung suchen, welche einen Schwingungszustand vorstellt, und
also constante Glieder bei Seite lassen miissen. In dieser Weise finden wir
! 1 n o rm
38) L—mv(,———)acosd'
u. 8. w,, wodurch auch den Bedingungen e) geniigt wird.
Die Gleichung d) wird befriedigt durch
©39) =—2Tv(pl4qm+ ru)asiny,

und es folgt dann weiter aus ) und c), wenn wir den oft vorkommen
den Factor 4x 42(1 + 479;) mit B bezeichnen,

40) 1+4’”'p/+ l+4n£2q; +]+41”8 n=4n A2hvE(pl4+ gm+4ra);
1 2 &
K—J(ﬂ+lﬂ+f") BvE[p—1(pl+am+rn),
e & 14 & | =y
41) %—m( +—-+—) Bve{g—m(pl+4gm+ra)|,
) &

gm  rn

5)
—;3—-11 (5_1-'“;: +F—3> =BV’ [r—n (p!+qm+¢n)_].

Ist nun die Fortpflanzungsrichtung durch {, m, n gegehen, so hat
man zwischen v, p, ¢, » die Beziehungen 40}, 41) und
42) Pt iE+r=1
Da indess die Gleichungen 41), der Reihe nach mit 7/, m, # multiplicirt
und dann addirt, 0 =0 geben, enthalten 40}, 41) und 42) nur vier von

einander unabhiingige Bedingungen zur Bestimmung von v, p, ¢, 7
2%
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Die Losung dieser Gleichungen wird sehr einfach durch die An-

nahme, dass man die Grossen il, =Y % gegen die Einheit vernachlis-
1w BE
sigen diirfe. Ilierdurch wird 40)

pldgm+ran= A2kv:(pl+gm+ra),

1
und es muss also entweder vi—= /—’—2}; oder
43) pl+om+4rn=0

sein. Wir halten uns an die letzte Gleichung, welche zu Transversal-
schwingungen fiihrt, wihrend die erste fiir einen Bewegungsznstand gilt,
welche den Longitudinalschwingungen in isotropen Medien entspricht.

Bringt man den Werth 43) in 41) iiber, so enthalten diese Gleich-
ungen noch immer zwei Bediugungen zwischen v, p, ¢, » und lassen sich
also durch zwei ans ihnen abgeleitete Formeln ersetzen. Man eliminire
nun zunichst die Grossen I—:-I-l-T- +%" und Rv2; es kommt dann

2

i e A

) b
£ & &

I, m, n

p’ q‘ =

Addirt man weiter die Formeln 41), der Reibe nach mit p, ¢, » multi-
plicirt, so erhilt man

45) Bvi=

44) =0.

PP
£l hioiaan®s
welche Gleichung die Fortpflanzungsgeschwindigkeit giebt, sobald man
aus 42), 43), 44) p, ¢, » bestimmt hat.
Die entwickelten Gleichungen haben eine einfache geometrische Be-

deutung. Man setze

46) s = Y L e e= G =
und construire ein Ellipsoid (P o laris ationsellipsoid) mit der Gleichung
o £

R9+ 2+Rs_]

Legt man daun durch den Mittelpunkt dieser Fliche eine den Wellen
parallele Ebene und sucht man die Ricbtungsconstanten p, ¢, » der Axzen
der hierdurch entstehenden Ellipse £, so wird man gerade auf die Gleich-
uugen 42), 43), 44) gefiihrt. Berechnet man ausserdem die Linge des
in der Richtung (p, 7, ») gezogenen halben Durchmessers des Ellipsoids
und stellt man den Werth desselben mit der Gleichung 45) zusammen,
so gewinnt man folgenden Satz:

In einem anisotropen Medium kénnen sich im Allgemeinen in einer
gegebenen Richtung nur zwei Welleusysteme mit transversalen elektri-
schen Schwiugungen fortpflanzen. Es muss ndmlich die Richtung der
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elektriscben Schwingungen entweder mit der einen oder mit (ler andern
Axenrichtung der Ellipse £ zusammenfallen. Die Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit jedes Wellensystems wird dabei durch den umgekehrten Werth
der zugehsrigen Halbaxe von E gegeben.

Einen genau analogen Satz hat man fiir die Schwingungen elasti-
scher Korper abgeleitet und man hat diesen heniitzt, um die Doppel-
Lrecbung des Lichtes zu erkliren.” Dabei musste indess angenommen
werden, dass in einem polarisirten Lichtbiindel die Schwingungsrichtung
senkrecht zur Polarisationcebene stele. Wenn wir nun in gleicher Weise
annehmen, dass in einem solchen Lichtbiindel die elektrischen Schwing-
ungen senkrecht zur Polarisationsebene stehen, werden wir auch aus dem
abgeleiteten Satze die Doppelbrechung theoretisch ableiten kénnen. In der
That bleiben alle Schliisse, welche man aus dem erwihnten Satze ge-
zogen hat, in der elektromagnetischen Lichttheorie ungeindert bestehen;
man hat sie nur gleichsam in die Sprache dieser Theorie zu iibersetzen.
So wird z. B. Nichts gedindert an der Ableitung der Wellenfliche und an
der Anwendung derselben, um zu einer gegebenen Wellenebene den
zugehorigen Lichtstrahl zu finden.**

§ 16. Es eriibrigt noch, die bei einer Fortpflanzung von Schwing-
ungen auftretende elektromotorische Kraft # und die magnetische Kraft
G zu untersuchen. Was erstere betrifft, findet man leicht aus den Gleich-

§ ]

ungen X=F_1, :::2-, Z=§8, dass F senkrecht steht zu derjenigen
Diametralebene des Polarisationsellip'soids, welche mit der Richtung der
dielektrischen Polarisation ¢ conjugirt ist. Nun fillt aber letztere Rich-
tung mit einer Axe der Ellipse £ zusammen, und daraus folgt durch
eine einfache geometrische Betrachtung, dass die Richtung von F in die
Schwingungsebene fillt, d. h. in die Ebene, welche die Fortpflanzungs-
und Schwingungsrichtung enthilt. Man kann dann aber weiter /' in
zwei Componenten Fy und Fg resp. nach diesen beiden Richtungen zer-

legen. Dabei ist dann
. 4 X . : 3 IS |
1"e=]u¥+l/i+rl=p—§—+ q%-}-r%: Q(%‘*‘%-{-?)
1 2 3 1 2V Ny
oder nach 45)
47) Fg = BVEQ.
Ist weiter 8 der Winkel, den die Richtung von ¥ mit der von g bildet,
50 wird ;
48) Fy=F, iy,

* Beer, Einleitung in die hohere Optik, S. 236.
*# Dass die elecktromagnetische Lichttheorie die Doppelbrechung erkliren kann,
hat zuerst Maxwell gezeigt. Electr. and Magn., §§ 794— 797,
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wobei wir den Winkel f so rechnen wollen, dass diese Componente po-
sitiv ist, wenn ilhre Richtung iibereinstimmt mit derjenigen, nach wel-
cher sich die Wellen fortpflanzen.

I>ie Grisse § hat noch eine andere Bedeutung. Ks ist ndmlich leicht
zu zeigen, dass in der Schwingungsebene senkrecht zur elektromotori-
schen Kraft die Richtung des Lichtstrahles liegt, so dass B auch der
Winkel ist, den dieser mit der Wellennormale bildet. Fiir den Beweis
sehe man z. B. V. v. Lang’s ,Einleitung in die theoretische Physik",
§$ 207 und 209, wo der Zusammenhang des Lichtstrahls mit der Ergin-
zungslinie entwickelt wird, einer Linie, welche in Richtung mit der
elektromotorischen Kraft iibereinstimmt.

Was schliesslich die magnetische Kraft G betrifit, bemerke ich nur,
dass ihre Componenten noch immer, wie bei isotropen Medien, durch die
Gleichungen c) gegeben werden und dass folglich das am Ende des § 14
Gesagte auch noch fitr anisotrope Kérper gelten muss.

§ 17. Wir untersuchen jetzt die Erscheinungen der Reflexion und
Refraction, welche eintreten, wenn die sich ausbreitende Lichtbewegung
auf die Grenzfliche zweier Medien tritft. Zuvor wollen wir die dazu
erforderlichen Grenzbedingungen durch unsere Hypothesen iiber ¢ und 9
noch etwas vereinfachen.

Aus den Gleichungen A) felgt znnéchst fiir jede beliebige Richtung
k, wenn F; die Componente der elektromotorischen Kraft ix dieser Rich-
tung ist,

19) nta2—r,+(22).

Nimmt man hierin f{iir 2 erstens die Normale » der Grenzfliche mit den
Richtungsconstanten (¢, b, ¢, 8o wird die Gleichung

&
50) (ll+//—'7-+0£-+@=a§— c£+<?—£)
£ £ & On o
Man kann diese Gleichung ersetzen dmch eine andere Relation, welche
man erhidlt, wenn man aus ihr mittelst 4) — wo p, =¢ ist — (g—g)
n

2\ 3
und (3—:?) wegschafft; es kommt dann

1+4n:£1 _'_I‘,)I-I-ll:»;s2 Jiie 1+4rz53§ ]+4’“:§

51) & & £y £y
i 1+£4n£qn,+cl+%ua3§,-

2 Eg

Dieser Gleichung hat man dann noch 4) hinzuzufiigen.
Nun kann man aber — der Hypothese iiber ¢ (§ 13) gemiss — fiir
51) schreiben i
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52) ak+bon+ct=al'+by+cf
und demzufolge fiir 4)
29 (Bq))'
Y an \an

und wenn wir nun im Folgenden diese Gleichungen anwenden, wird
jedenfalls die Abweichung unserer Resultate von der: Wirklichkeit sehr

klein (von der Ordnung %) sein.

Fiir irgend eine Richtung in der Grenzfliche ist —Z—%—(?Z’) und
also nach 49)
54) Fy=F'y,
In gleicher Weise geben die Formeln B) und 24), weun man das § 15
iiber & Gesagte beriicksichtigt, fiir jede beliebige Richtung &
55) G =6
Es sind demnach an del Trennungsﬂache zweier Medien mlt den niém-

lichen Hauptrichtungen folgende Gréssen stetig: a) @ und s [53)] b)

die Componente der dielektrischen Polarisation senkrecht zur Grenzﬁache

[52)], c) die Componente von F nach jeder Richtung in der Grenzfliche

[54)) und d) die Componente von G nach jeder beliebigen Richtung [55)].
\

§ 18. Es seien nun die beiden Medien durch eine ebene Fliche von
einander getrennt, welche im Weitern zur yz-Ebene eines Coordinaten-
systems gewihlt werden moge; letzteres geniige dabei wieder der Be-
dingung des §9. In dem ersten Medium, an der negativen Seite der
yz-Ebene, pflanze sich nun ein unbegrenztes Biindel polarisirten Lichtes
gegen die Grenzfliche hin fort. Wir wollen dann untersuchen, ob den
Grenzbedingungen geniigt werden kann durch reflectirte und gehrochene
Transversalschwingungen, welche sich resp. im ersten und zweiten Me-
dium gleichfalls mit ebenen Wellen aunsbreiten. Mies gelingt, wie sich
zeigen wird, wirklich, wenn nur erstens alle Wellennormalen in der
Einfallsebene liegen, zweitens die Sinus der Winkel, welche sie mit der
Normale der Grenzfliche bilden, den Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der
Wellen proportional sind, und drittens die verschiedenen Lichtbiindel an
der Trennungsfliche gleiche Phase- haben. Die beiden ersten Beding-
ungen sind mit den bekannten Reflexions- nnd Brechungsgesetzen iden-
tisch. *

* Da nach den Formeln 34) und 45) v nicht von der Schwingungsdauer ab-
hingt, ist die elektromagnetische Lichttheorie in ihrer jetzigen Gestalt nicht im
Stande, die Dispersion des Lichtes zu erkliren. An die angefihxten Gleichungen
muss demnach eine von der Wellenlinge ! abhiingige Correction angebracht wer-
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Wihlen wir die Einfallsebene zur a:z-Ebene, so lisst sich die Rich-
tung, nach welcher sich bei einem Lichtbiindel die Wellen fortpflanzen,
durch den Winke! a bestimmen, den sie mit der - Axe bildet. Wir wol-
len dabei eine Drehung von der positiven .z- nach der positiven z-Axe
als positiv betrachten, und annehmen, dass fiir jedes Lichtbtindel « po-
sitiv sei.  Natiirlich ist dieser Winkel fiir das einfallende oder fiir ein
durchgelassencse Wellensystem spitz, fiir ein reflectirtes dagegen stumpf.

Bei jedem Lichtbiindel giebt es weiter eine Richtung in der Wellen-
ebene, 8o dass die dielektrische Polarisation entweder in diese Richtung
fallt und daonn positiv, oder in die entgegengesetzte und dann negativ
ist. Wir bestimmen diese Richtung durch den Winkel o (das Azimuth),
den sie mit der y-Axe bildet, und zwar wird hierbei positiv genannt
diejenige Drehung von der y-Axe aus, welche, von der Seite der ankom-
menden Wellen betrachtet, entgegengesetzten Sinn hat, wie die Bewegung
der Uhrzeiger.

Ist nun fiir irgend ein Lichtbiindel ¢ die dielektrische Polarisation,
so sind die Componenten derselben nach den Axenrichtungen

—sine .QSinw, QcCosw, COSa.QSIN®,
und nach dem Satze des § 14 die Componenten der magnetischen Kraft
Arndvsine.@cosw, 4nmAv.gsinw, —4mavcose. gcose.
Weiter ist

2n T z
0 = « cos, 1;:=—-T- t—;—cosa-—;sma-{-p i

wo mit ¢ die Amplitude bezeichnet ist. Die Grossen p, welche die Phaes
bestimmen ,; sind, wie bereits bemerkt, fiir alle Lichtbiindel gleich, und

! ‘ ¥ sino L
da dies auch mit den Gréssen —_ der Fall ist,  werden an der Tren-

nungsfliche (fiir # =10) auch die Functionen % einander gleich. Dies
bietet den Vortheil, dass man die aus den Grenzbedingungen folgenden
Gleichungen durch cesy dividiren und somit in denselben die Gréssen g
durch die Amplituden @ ersetzen kann. Was letztere betriffit, wollen wir
noch annehmen, dass die Amplitude im einfallenden Lichte =1 sei; fiir

den, und es ist nach Maxwell wahrscheinlich, dass diese nur fiir I = oo verachwin-
det, 80 duss fiir diesen Fall die Formeln 34) und 45) genau sind. Fir solche Licht-
strahlen mit unendlicher Wellenlinge ergiebt sich dann weiter zwischen dem
Brechuugsexponenten eines Mediums und seiner Constanten der dielektrischen Po-
larisation eine Beziehung, welche zuerst durch Maxwell theoretisch abgeleitet
und durch spitere Versuche verschiedener Physiker bestitigt worden ist. — Streng
genommen kann nun auch die in dieser Mittheilung entwickelte Theorie der Re-
flexion nur fiir Strahlen mit unendlich grosser Wellenliinge gelten. So weit unsere
Erfahrung reicht, darf man aber die Formeln C), D), E), F) des § 139 auch fir
andere Lichtstrahlen anwenden,
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ein reflectirtes Lichtbiindel wollen wir sie mit «, fiir ein gebrochenes mit
a" andeuten. Ueberhaupt mégen die auf das zweite Medium beziiglichen
Grossen mittelst Accente von den Grossen im ervsten Medium untorschie-
den werden; ebenso, wo ndthig, die Bestimmungsstiicke des einfallenden
Lichtes von denjenigen des reflectirten Lichtes mittelst des Index 0.
Schliesslich ist noch zu bemerken, dass wir, da bei Transversal
schwingungen iiberall ¢ =0 ist, nach dem vorhergehenden Paragraphen
nur die Stetigkeit von & ¥, Z, L, M, N zu beriicksichtigen haben.

§ 19. Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir zunichst den Fall,
lass beide Medien isotrop sind. Es kann dann nur ein reflectirtes und
¢benso nur ein gebrochenes Wellensystem auftreten und den Grenz-
bedingungen kann geniigt werden, erstens, wenn iiberall die elektrischen
Schwingungen senkrecht zu der Einfallsebene, zweitens wenn sie iiberall
dieser Ebene parallel gerichtet sind.

Im ersten Falle ist fiir jedes Lichtbiindel @@= 0, und man kavu fiir
das einfallende, reflectirte und gebrochene Licht setzen

No=0p Ly=4rdvsina.g, Ny=—4ndvcosa.g,

n=9, L=4ndvsina.9, N = 4dmdvcose.g,

W=¢, L=A4ndvsind'. ¢, N=_—4ndv'cosd.¢,
wobei @ und o Einfalls- und Brechungswinkel sind und fiir das reflec-
tirte Licht der Winkel zwischen Fortpflanzungsrichtung und x-Axe
=180° — & gesetzt ist.

Da weiter iiberall E=§¢= M =0 ist, haben wir nur die Continuitiit

?
von ¥, L, N auszudriicken. Fiir ¥V bat man im ersten Medium m‘——j—-—’,

’

im zweiten g Ersetzt man nun an der Trennungsfliche g,, ¢, ¢ durch

1, a, a’, so erhilt man aus der Stetigkeit von ¥ und N folgende Gleich-
ungen:

56) 14« .

, (l—a)vcose=dav cosa’.
£ g

Die Continuitét von L filhrt zu einer Relation, welche vermoge der An-
nahme (14+478):(14+4x9)=1 und der daraus folgenden Proportion
e:€=v2:v® mit der ersten der Gleichungen 56) identisch ist. Aus diesen
beiden Gleichungen lassen sicb nun « und « bestimmen; eine leichte

Rechnung ergiebt
£vicose —eveosa

ev cosa' 4 evcosa

oder, wenn man auch das Brechungsgesetz beriicksichtigt,

C veus&'— v'cosa sinfe—d)
J) (e o e T

veosa+ veosa sin(a+ o)
und
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sine

D) ol arw (14 a).

Liegt zweitens die Schwingungsrichtung in der Einfallsebene, so ist
fir jedes Lichtbiinde] ®=90° und man kann die drei Wellensystemo
vorstellen durch die Gleichungen

o= —SMa.Qyy, G= c0Se.9y, Hy=4mAv.pg,,
E=—sine.g, ¢{(=-—cosa.g, M =4mniv.g,
F =—sind.¢, = vcosd’.¢, M =4ndav. ¢

Hier ist iiberall n=L1= N=10 und man hat nur die Stetigkeit von £,
Z, M zu beriicksichtigen, woraus man, &#hnlich wie oben, drei Gleich-
ungen erhilt. Die beiden ersten sind

(1—a)cosa _ a'cesd

56) (14 a) sina = « sina’, 5 ——
£

wihrend die dritte, welche aus der Continuitit von M hervorgeht, mit
der evsten identisch ist. Aus 57) folgt aber durch eine &hnliche Umfor-
mung wie oben

sinacose —sina cose  lg(e—a')
E) e e T e i
sine cose - sina cosa’ {g(ate)
sine
1) =— (14¢).
Snao

Aus den hier entwickelten Resultaten ¥ léisst sich durch weitere Rech-
nung ableiten, wie fiir eine beliebige einfallende Lichtbewegung die Re-
flexion und Brechung stattfinden miissen, Die Uebereinstimmung der
Theorie mit der Erfahrung erhellt aber daraus, dass, wie bekannt, die
Gleichungen C) und E) durch die-Versuche itber die Reflexion des pola-
risirten Lichtes bestitigt worden sind, wenn man nédmlich noch annimmt,
dass in einem Biindel polarisirten Lichtes die elektrischen Schwingungen
senkrecht zur Polarisationsebene stehen. Aus dieser bereits friiher (§ 15)
eingefiihrten Annahme folgt dann noch, dass das Azimuth w eines Licht-
biindels auch den Winkel vorstellt, den seine Polarisationsebene mit der
Einfallsebene ,bildet.

§ 20. Schliesslich wollen wir noch den Uebergang des Lichtes aus
einem isotropen in ein anisotropes Medium betrachten. Es giebt hierbei
im Allgemeinen zwei gebrochene Wellensysteme, welche dem Brechungs-
gesetze geniigen, und sobald die Richtung des einfallenden Lichtes ge-
geben ist, erhidlt man die Richtungen der gebrochenen Biindel mittelst
einer aus der Theorie der Doppelbrechung bekannten Construction; zu
gleicher Zeit werden dann fiir jedes dieser Biindel die Grossen v',
und B (§ 16) bekannt. Wihrend nun gewshnlich die beiden gebrochonen

* Wie bereits § 2 erwihnt wurde, hat Helmholtz zuerst auf dieselben hiu-
gewiesen, ;
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Lichtbiindel auftreten, kann in besonderen Fillen nur eins derselben
entstehen, und es soll zunichst untersucht werden, wie das einfallende
Licht polarisirt sein muss, damit dies der .Fall sei.
Da an der Grenze &, ¥, Z, L, M, N stetig sein miissen, haben wir
fiir jedes Lichtbiindel die Werthe dieser Grossen anzugeben. Die Werthe
von §, L, ¥, N bieten nach dem § 18 Gesagten keine Schwierigkeit. Was
Y und Z betrifft, folgt aus der Gleichung 47) fiir ein isotropes Medium
(wo £y =0 ist) ¥=Bv?n, Z=2Bv%;. Fir ein isotropes Medium sind
die Compouenten von /7y leicht anzugeben; hier liefert aber anch Fy eine
Componente nach der z- Axe, deren Werth leicht zu finden ist. In dieser
Weise erhilt man folgende Gleichungen, welche der Reihe nach das ein-
fallende, das reflectirte und das einzige gebrochecne Wellensystem vor-
stellen,
)& = — sina. gq sinwg, Yo= BV:. 0, c050,, Z,= Bvicousc.ggsinag,
'L0=4nAvsina.gocoso)0, My=4m Av.0ySih wg, Ny=-4mA4VCcusa.gyCoSaq,
E= —sina. gsina, ¥ = Bv*. g cof w, Z=— Bvicose.gsine,
L=4ndvsina.gcosw, M=4ndv.gosino, N=4mAdvcosa.g cosw,
! E= —sina’. g'sinw’, Y'=Bv? gcosw, Z'=8v?p (cose'sine
+ sina’ tgB),

)L': A dvsine.gcosw’, M=4mAdv . ¢sine’, N=-4mdv'cose’ o cosw .
Es muss nun an der Grenze der beiden Medien & + £=¢£" u.s. w. sein.
Ersetzt man dabei wieder g4, 0, ¢ darch 1, «, ¢, so erbilt man fol-
gende Gleichungen:

58) (coswp+ ¢ cosw) sl = da'cosw'sindd,

59) (sinw,+ asinw) sina =d sine’sin &,

60) (cosw, — tcosw) sin e cose = d cos w’sina’ cus e,

61) (sinwy— asinw)sina cosa =a'(sinw cosa’ 4 tg B sine’) sin®a’.
Die drei ersten von diesen Gleichungen sind aus der Stetigkeit vou £,
M, N, die vierte dagegen aus der von Z abgeleitet. Die Continuitét von
& fiihrt wieder zu 59) und die von ¥ zu 58), so dass man unur den
angegebenen Gleichungen zu geniigen hat. Berechnet man aus densel-
ben die vier Unbekammten w,, @, a, @, so giebt die erste Grosse an,
wie das einfallende Licht polarisirt sein muss, damit nur das eine ge-
brochene Lichtbiindel auftrete. Aus den Werthen von o, «, @ folgt
dann weiter, wie fiir diese crste Hauptschwingungsrichtung des
einfallenden Lichtes die Reflexion und Brechung vor sicb gehen.

Nimmt man zweitens an, es entstehe nur das andere gebrocheno
Lichtbiindel, so findet man in gleicher Weise die zweite Hauptschwing-
ungsrichtung des einfallenden Lichtes und die dazu gehérigen Formeln
fiir die Reflexion und Brechung. Um daun schliesslich das Problem fiir
eine beliebige Schwingungsrichtung des einfallenden Lichtes zu losen,
hat man nur die Oscillatiouen nach den beiden Hauptschwingungsrich-
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tungen zu zerlegen und jede der beiden Componenten gesondert zu be-

handeln
Um nun die Gleichungen 58) bis 61!) zu lésen, eliminire man aus

58) und 60) « cosw, aus 59) und 61) « sinw, und dividire dic hierdurch
entstehenden Gleichungen ineinander; es kommt dann
sin®a’ (gB

{ =lw ¢ — N T | PO A
G) go, =g cos(a “)+coswsz'n(tx+o:)
Ebenso erhélt man, wenn man mit der Wegschaffung von c¢osw, nud sin a,
anfingt,
T
’ A sinfa {
H) go=—tlga cos (a4e’) +— 9

cosw sin(a—a)
oder, wenn man G) beachtet,
cos(ata’) 2sin2asin?a tyf
cos(a—e)  sin2(a— ) sin(a+ &) cosw’”

H) tso=—1gn,

Nachdem hierdurch w, und @ bekannt sind, konnen « und ¢’ aus 58)

und 60) bestimmt werden. Man findet dann fiir das reflectirte Licht
cosw, sin(a—e)

T cosw “sin(a4o)

Zerlegt man die Schwingungen im einfallenden und reflectirten Lichte
in eine Componente, welche in, und eine zweite, welche senkrecht zu
der Einfallsebene polarisirt ist, und ist die Amplitude der ersten Com-
ponente ftiir das einfallende Licht S, fiir das zuriickgeworfene £, so ist
S=cosw,, f;=¢cosw, und statt J) kann man setzen

J) o

J) e Ceds
sin (a4 )
s sind hiermit alle zur Losung eines Problems iiber die Krystall-
reflexion erforderlichen Gleichungen entwickelt.

§ 21. Wie bereits § 1 bemerkt wurde, ist es zuerst Neumaun
gelungen, aus theoretischen Griinden Formeln abzuleiten, welche die
Erscheinungen der Reflexion an Krystallen erkliren konnen. Die Rich-
tigkeit dieser Formeln ist durch die Beobachtungen verschiedener hy-
siker, namentlich durch die genauen Messungen von Seebeck bestitigt
worden. Um die Uebereinstimmung unserer Theorie mit der Erfahrung
nachzuweisen, haben wir somit nur zu zeigen, dass die oben abgeleite-
ten Gleichungen mit den von Neumann entwickelten identisch sind.

Am Ende seiner Abhandlung® behandelt Neumann den Fall, dass
nur eins der gebrochenen Biindel auftritt. Er giebt dann f{olgende
Gleichungen, welche gelten, wenn nur derjenige Lichtstrahl entsteht, den
er den ordentlich gebrochenen nennt:

* Abhandlungen der Berliner Akadeniie, 1835; S. 144, 146
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, / 2 sing lgq’
lga=—1lgx co = ———
4 = q))+coswsm(q>+¢)
62) :ga'=_"°‘(q’+2;) o aln2aeind wicinToltyd Wk
cos(p—o) sin2{p — @) sin(@ 4 @) cosa
__sinlo—9)¢
T sin(et @)

Es sind hierin ¢, ¢, &, d, ¢ die Grossen, welche wir mit «, ¢, @, @,
und ® bezeichnet haben, Weiter ist ¢’ der Winkel, den der gebrochene
Strahl mit der Wellennormale bildet, und ist also mit unserem Winkel
B (§ 16) identisch. Hieraus geht hervor, dass die Gleichungen 62) von
G), H) und J’) nur durch einige Zeichen verschieden sind, und voll-
kommen damit iibereinstimmen, wenn man & durch —a’ ersetzt. Dieser
Unterschied kann nur von den verschiedenen, iiber die Wabl des Zei-
chens gemachten Annahmen herriihren. Aus dem gleichen Grunde erklirt
es sich, dass auch die Neumann’schen Gleichungen fiir den Fall, dass
nur der ausserordentlich gebrochene Lichtstrahl entsteht, nur in einigen
Zeichen von G), H') und J°) abweichen.

Um indess die Uebereinstimmung beider Theorien iiber jeden Zweifel
zu erheben, wollen wir nachweisen, warum sie nothwendig zu den n¥m-
lichen Resultaten fiihren miissen. Wie bekannt, leitet Neumann drei
Relationen ab aus der Stetigkeit der Verschiebungen der Aethertheilchen
an der Grenze zweier Medien, wihrend er eine vierte Gleichung aus dem
Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft gewinnt. Denkt man sich
die Lichtbiindel begrenzt, so kann dieses Princip — wie es Fresnel
und Neumann anwandten — fiir den Fall, dass nur ein gebrochenes
Lichtbiindel cntsteht, folgendermassen ausgedriickt werden :

63) bldHy=b2d H+ V3 H'.

Es gind hierin #&,, #, " die Amplituden der Aetherschwingungen, d und
d’ die Dichtigkeiten des Aethers in den beiden Medien und H,, H, I’
die Volumen, welche aus den drei Lichtbiindeln ausgeschnitten werden
durch je zwei Ebenen, welche der Wellenebene parallel und um die
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen von einander entfernt sind.
Hierbei wird das gebrochene Biindel schriig durchschnitten, da die he-
schreibenden Linien der begrenzenden Cylinderfliche die Richtung des
Lichtstrahles haben. Bildet nun diese Richtung mit der Normale der
‘I'rennungsfliiche einen Winkel y, so fiihrt eine einfache geometrische
I}etrachtung zu der Proportion

0s y

osf’

Da weiter Neumann d=d’ setzt, geht die Gleichung 63) iiber in

s g . +CoS
G (b2 — b%) sina cose = b2 sina Y

cosﬁ'

) sy [ A
Hy:H:H =sinacosa: sina cosa: Sina
c
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Man kann nun cosy ausdriicken in den friiher von uns eingefiihrten Gros-
sen. Dazu ziehe man aus dem Mittelpunkte M einer Kugel die drei
Strahlen # 4, M B, MC der Reihe nach in der Richtung der Normale zur
Trennungsfliiche, der Wellennormale und des gebrochenen Lichtstrahles.
Aus dem sphirischen Dreieck 4 2C findet man dann leicht, wenn man
das § 18 Gesagte beriicksichtigt,
cos y= cosc'cosf + sina’ sin f sinw’
und hierdureb wird 64)
65) (gt —b2) sina cosa = b? (sina’ cosa’+ sin® o sinw’ g8).

Bei der Theorie von Neumann haben weiter die Aetherschwing-
ungen die néimliche Richtung, wie in der hier entwickelten Theorie die
magnetische Kraft G. Es lisst sich nun zeigen, dass wir, wenn wir in
unseren Gleichungen die Componenten von ¢ durch die Verschiebungen
der Aethertbeilcben ersetzen, gerade zu den von Neumann angewandten
Formeln gelangen. Denn die Gleichungen 58), 59), 60), welche die
Stetigkeit von L, M, N ausdriicken, miissen dann in diejenigen iiber-
gehen, velche Neumann aus der Continuitiit der Verschiebungen ableitet.
Was ferner die Gleichung 61) anbetrifft, wollen wir an ihre Stelle eine
andere sctzen, welche man erhilt, wenn man 58) mit 60), 59) mit 61)
multiplicirt und die Resultate addirt; es kommt dann nimlich

(1—a?) sinda cosa = a’® (sin3c’ cosa’+ sinta’sinw’ tgf3).
Nun kann bei jedem Lichtbiindel die magnetische Kraft vorgestellt wer-
den durch cinen Ansdruck, wie ¢ cosy, und es besteht dann nach § 14
zwischen den Amplituden g¢,, 9, ' die Relation

9:9:G=sine:asine: o’ sina’,

und demzufolge wird obige Gleichung -

(02— ¢7%) sin e cosa = ¢% (sina’ cos o'+ sin® o’ sin o’ (yf).
Treten nun an die Stelle von Z, M, N die Verschiebungen der Aether-
tbeilchen, so hat man g, g, ¢ durch &, #, & zu ersetzen und man
erhiilt dann gerade die Gleichung 65'.

Da also die Verschiebungen der Aethertheilchen in der einen Theorie
und die Componenten der magnetischen Kraft in der andern in ganz
gleicher Weise bestimmt werden, miissen beide aucli nothwendig zn den-
selben Resultaten fiilhren. Was dann aber die Wabl zwischen den beiden
Theorien betrifft, glaube ich, dass man entschieden der elektromagneti-
schen Lichttheorie den Vorrang einriumen muss. Denn bei der aus ihr
folgenden Losung des Reflexionsproblems sind alle Bedingungen der Auf-
gabe beriicksichtigt, wihrend Neumann seine Gleichungen nur erhalten
konnte, indem er einige Bedingungen (nimlich die Continuitit (les
Druckes im Aether) aus der Acht liess.



