1 Elektrostatica en magnetostatica

wet van Gauss

divE:lp@j{E-dgzl pdv
€ S €0 JVs

wet van Ampere

rotB = poj < 7{ B-dl = yO/ j-dS
C Sc

1.1 Ladingsverdelingen met hoge symmetrie
1.1.1 Spiegelsymmetrie
p = p(lz]) = E = 2E(|z]) sign(z)

Gauss = E = 2—/ o(|Z'|)dZ’
€0 JO

1.1.2 Bolsymmetrie
p=p(r) = E=7E(r)

1.1.3 Cylindersymmetrie
p=p(R) = E = RE(R)

= A 1 R
Gauss = E = R_— [ p(R)R'aR
auss R Jo p(R")

1.2 Stroomverdelingen met hoge symmetrie

1.2.1 Spiegelsymmetrie
j = 9j(lxl) = B = 2B(|x|) sign(x)

. X
Ampere = B = —2;10/ i(1x'])d!
0

1



1.2.2 Cylindersymmetrie (spoel)
j=¢i(R) = B =2B(R)

Ampere = B = 2]/10/ j(R")dR’
R

1.2.3 Cylindersymmetrie (draad)
j=2j(R) = B = §B(R)

L R
Ampere = B = 4)7/10%/ j(R")R'dR
0

2 Elektrodynamica

2.1 Geleidende plaat

e | = zjo voor |x| < W/2; j = 0voor |x| > W/2; op t = 0 wordt de
stroom plotseling aangezet. Vraag: Bereken het magnetische veld.

e uit symmetrie: B = §B(x,t); voor t — co geeft de magnetostatica de
tijdsonafhankelijke oplossing

Boo(x) = pojogW sign(x) voor |x| > W/2
Hoe bouwt dit magnetische veld zich op in de tijd?
e golfvergelijking in vacutim:

0? 02
WB = 60}1()@B, |X| > W/2

algemene oplossing: B(x,t) = f(x —ct)+g(x+ct), metc =1/, /€opo
de lichtsnelheid

e benadering: stel B(xW/2,t) = £0jo3 W8(t), waarbij de stapfunc-
tie 6(t) abrupt van 0 naar 1 springt bij + = 0 (verwaarloos dus het
opbouwen van het veld binnenin de plaat)



2.2

e rechts van de plaat (x > W/2) is er alleen een golf die naar rechts

beweegt, dus ¢ = 0; de functie f vinden we uit de randvoorwaarde
opx=W/2,

B(x,t) = f(x—ct)=f(W/2—c[t+i1W/c—x/c])
= VOJO%WG(t + %W/C — x/C) ~ ]/lojo%WG(t — x/c)

links van de plaat vinden we B(x, t) = —pojos WO(t + x/c)

Condensator

een cirkelvormige condensator wordt met wisselspanning opgela-
den; Vraag: Bereken het elektrische en magnetische veld. Cylindersym-

metrie: E = 2E(R,t), B = $B(R, t).

tussen de platen is vacuiim, dus we mogen de golfvergelijking toe-
passen; in cylindersymmetrie luidt die voor het elektrische veld:

02 1 0 1 02
are- TRaRE T @ap
het bijbehorende magnetische veld vinden we uit 0E/dR = 9dB/0t

als de wisselspanning frequentie w heeft, zullen E en B ook met die
frequentie oscilleren; zoek een oplossing van de vorm

E(R,t) = Re{E'(R)e'“!}, B(R,t) = Re{B'(R)e“!}

de golfvergelijking voor de complexe functie E’ wordt

dz / 1 d / 2!

de complexe functie B’ volgt dan uit dE’/dR = iwB’
de oplossing is een Besselfunctie:
E'(R) = aJo(wR/c), B'(R) = (ia/c)J1(wR/c)

we hebben gebruikt dat de Besselfuncties J; en Jy aan elkaar gerela-
teerd zijn door J1(x) = —(d/dx)]Jo(x); de variabele a is een complexe
constante



e schrijft a = ae®, met « en ¢ reéel; dan volgen de elektrische en mag-

netische velden

= Z2aJo(wR/c) cos(wt + 8)
= ¢(a/c)J1(wR/c)cos(wt + 8+ 71/2)

Col

het E en B veld variéren 90 graden uit fase in de tijd

3 Geleiders

3.1 Perfekte geleider

e een perfekte geleider vult de halfruimte x > 0; langs het grensvlak
x = 0 wordt op t = 0 een uniform magneetveld 2By aangelegd;
Bereken de stationaire veldverdeling in de geleider. De perfekte geleider
(elektronendichtheid ) voldoet aan df/ dt = «E, met a = ?n/m.

e magnetostatica: B = 2B(x), B(0) = By, j = 9j(x); uit dj/dt = 0 volgt

E =0 = p = 0. De wet van Ampere luidt

= - d .
rotB = poj = —-B(x) = —Hoj(x)
x
Omdat we maar 1 vergelijking hebben voor 2 onbekenden kunnen
we dit probleem niet oplossen. We moeten de voorgeschiedenis in
rekening brengen.

e Aanloopproces: E = §E(x,t) = a~'9j/0t # 0. Combineer deze
materiaalvergelijking met de tweede Maxwellvergelijking

~ 0 0 0
100, _9
xdxot’ ot



e Samen met de wet van Ampere levert dit op

dj/dx = —aB } 02

9B/dx = _]/loj = WB = ,uOlXB

e algemene oplossing
B(x) = Cre XM+ Cre¥/t, A = 1/ /pow
randvoorwaarden: C; = By, C; = 0 = B(x) = Bpe */*; de bijbeho-
rende stroomverdeling is
](x) — _iiB — ﬂe_x/A
poox  poA

Niet-perfekte (Ohmse) geleider

e de materiaalvergelijking is nu j = o'E met ¢ het geleidingsvermogen;
we veronderstellen dat het aangelegde magneetveld met frequentie
w oscilleert: B = 2B sin wt voor x = 0.

e combinatie van de Maxwellvergelijkingen met de materiaalvergelij-
king levert op

d d
—E = —=B
ox ot
d d d
— 2B = i ZE = uooE ZE
Fy Ho] = €oto 7, HPooE - €opo,
e oplossen in complexe notatie:
d
EE/ = —ZC(JB/
d
_ﬂB/ = uo0E + eopoiwE’ =~ pogoE’
e combinatie van deze twee vergelijkingen levert op
A2
d_sz/ = iW]/lOUE/
A2
@B’ = iwpooB’

randvoorwaarde B'(0) = —iBy; oplossing B’ (x) = —iBgexp(—x+/iwpo0)
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e terug naar de reéele velden,
B(x,t) = Re{—iBge“e *Viwh}
— Boe *’sin(wt — x/8), &= (poow/2)" 12
het bijbehorende elektrische veld volgt uit
, 1 4

Moo dx
WO oy 3/6
= E = —Bype sin(wt —x/6 + 1t/4)

V2

het elektrische veld loopt dus 45 graden in fase achter bij het magne-
tische veld

4 Wet van Biot en Savart

e uitgangspunt is de algemene oplossing van de Po1ssonverge11]kmg
voor de (tijdsonafhankelijke) vectorpotentiaal A in de ijk divA = 0,

A’() /d—»/ VOJ( )

4r|7 — 7|

e bereken het magnetische veld uit B = rot A,

B‘(?) _ /d—»/ “I/lo]( )X J 1

4 oF |7 — 7|

_ [ g W] () X (7~ 7)
- /dr 4nt[f — 70
Hier hebben we gebruik gemaakt van de formule
01 7

ol 7R

en substitutie van7? — 7 — 7

e nu maken we de benadering van een dunne draad: d¥' = Sd¢, jS =
Iy, 4, = (F=7)/|F=7|,re=|F 7|

= B ”OI/MW”’




5 Magnetische dipool

e De vektorpotentiaal in dipoolbenadering is gegeven door

-

=, 1 RN rgN —
Ay =10 [P

We willen dit herschrijven in dezelfde vorm als de elektrische dipool:

4_7-[3“ _ 2 =n Y — =\ 712
llorA = /(r r)a_,/xw(r)dr

waarbij ji = [ @(7)d7.

o Bewering: ji = 1 [ 7 x j(¥)d7. We bewijzen het in omgekeerde rich-
ting:
- L[ = g
i = E/rx](r)dr
1/, d )
= E/rx (a—?xw(r))dr
1 0 o\ - 1 [, 0_ . .
= E/(ﬁ,w(r)) rdr—i/r ﬁ,w(r)dr
1 0.\ 4 n. 1 0 2\ o
= —5/ <ﬁr) -w(r)dr—i—i/ ﬁ,-r> w(7)dr
I N
= —E/w(r)dr—l—i @(7)dr
- [amar
Q.E.D.



6 Inhomogene golfvergelijking

e We zoeken de algemene oplossing van de inhomogene golfvergelij-
king
>’ 10> _ 1
ﬁq)(r, t) — C—zwq)(r, t) = —ap(r, t)

Bewering: deze oplossing is te vinden uit de algemene oplossing van
de Poisson vergelijking door de geretardeerde tijd tg =t — [F — 7| /c
te introduceren:

2 1 P(?/r tR) =
d(7,t) = d
(1) ey ) |[7—T7| g

e We zullen dit bewijzen door substitutie. Bereken eerst grad @, ge-
bruikend van dtg /97 = —c 1 (7 —7') /|F — 7|. Dat levert op

47180%@(?,15) — /d?’ {p(?’,tR)ai 1q,‘

47‘(808?@(7’,15) = /dr' [p(r',tR)A‘?__,,|
3 ., 177 3 1
— )= L
TG e ey B

dtR cof |[F—71?
1 1 9
+ 27 7/|at%{f7(7’ R)]

3 1 F-7
FF—F| [F—7P



9 F-7 1
oF F-7E [F-7P]
1
A = —Ans(7 -7
I
Merk op dat 9/dtg = 9/dt en 6(7 —7)p(7,tr) = 6(F¥ — 7 )p(7,t). Je
vindt dan
2
ﬁqD(r,t) = 4n€0/d —4ns(F—7)p(7, tr)

82
+ Cz |r—_"| at%p(r ,tR)

1 1 02

Q.E.D.

7 Bewegende puntlading

7.1 Dipool van Hertz

e Ga uit van de Liénard-Wiechert potentialen

o) = I ( !

drteg \ [F— 0| —c 15 - (7 — o7)

1
te T

e Benaderingen tot op eerste orde in de kleine parameters ér/renv/c:

CA(F ) = @w’, )

1 5r 5
7 — o7 = 1——c089+(9< r) ,

7

11 0
——7-(7—07) = —c050+(9 <U r)

rec cr

v 1o, - orv
;(t—tR) = E;]r—ér(tRﬂ = _+O(r c>



e Substitutie in de potentiaal

dreg ., 1 !
O(Ft) = o
q (7. 1) r—orcost —r(v/c)cosb|, ., r
— 1<ﬁc059—|—2€089)
r\r ¢ t—r/c

-

t—r/c
e Nu hetzelfde voor de vectorpotentiaal

A L) = (?> : .

¢) iy dmeg[r—orcosf —r(v/c)cosb]i_, /.

q
4rtegr

oftewel A = (yg/4m)r1p(t —r/c).

1.
= Ev(t —1/c)

7.2 Elektromagnetische straling

e Bereken de elektrische en magnetische velden uit de dipoolpotentia-
len. Voor straling neem je alleen de termen mee die afvallen als 1/7.
Eerst het magnetische veld.

B ~ 109 x p(t —r/c)

47tr OF
S . Bt —
= (8?(t r/c))xp(t r/c)
TS N
= 4mfcrxp(t‘ r/c)

o Nu het elektrische veld.

. A
E(r,t) = —-V&— o
~ 1 1 a - A ;’lo -
T 4megrc (aFP(t r/c)) ! 47Up(t r/c)
1 1 AT A 1 ]- i
- 4rTegr ;rp(t B r/c) e 4rTegr c_zp(t B r/c)
— cBx?
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8 Stelling van Poynting

e De door de elektromagnetische krachten verrichtte arbeid per tijds-
eenheid en per volume-eenheid is E - j. We willen dit uitdrukken in
termen van de elektrische en magnetische velden (zonder lading of
stroom):

-

TR | =z
]-E—%(VXB)-E—soE-g

e Vereenvoudig dit gebruik makend van

=

V-(ExB)=B-(VxE)—E-(VxB)

Het resultaat is de stelling van Poynting;:

E = ——V-(ExB)+—B-(VxE) -2
j oV (ExB)+ B (VB) - 25
o a 80 —»2 1 —»‘2 1 = =

d -
= —a(ug—kug) —V']u

9 Golfpijp

¢ Differentiaalvergelijking en randvoorwaarde voor TE golf E= JReE'(z )ei(kx_w)
in rechthoekige golfpijp

;_;E'(z) = (K = w?/c*)E(z), E'(0)=0=E(b).

e Oplossing: E'(z) = Csin(n7mtz/b), met mode-index n = 1,2,3,...en
dispersierelatie k?> + (n7t/b)?> = (w/c)?. Dit is een lopende golf als
n < wb/mc. De afkapfrequentie is w, = c7t/b. Het elektrische en
magnetische veld is

E = {Csin (n—nz> cos(wt — kx)

b
- NTT nmzy .
B = xEC cos <T> sin(wt — kx)
k.. /nnz
-+ zaC sin (T) cos(wt — kx)
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e Fasesnelheid vg,ee = w/k = c[1 — (n7c/wb)?]~1/2, groepsnelheid
Ugroep = dw/dk = c[1 — (n7c/wb)?|1/2.

10 Elektromagnetische impuls

e We willen de elektromagnetische krachtdichtheid F = pE + jx B
schrijven in termen van alleen E en B. Invullen van de Maxwellver-
gelijkingen geeft

0 =\ = 10 5 0 = _»
‘F—€0<§,E)E+<%ﬁXB—€O§E)XB

e Dit willen we nu omschrijven in de vorm van een balansvergelij-
king, F = divergentie van iets plus d/dt van iets anders. We maken
gebruik van de relaties

_ (%E)xﬁ—ﬁx(%xﬁ)
Ex(%xE) _ (%g E-EJF
Ex(%xﬁ) — 21BR-B- 2B

e Substitutie geeft

F = so{(%~l§)§—]§x (§x§>}

?
0, = = 15 0 =
—goa(EXB)—%BX<$,XB)
- af(5E)E+E 2E]
1 (ﬁ B>B+B a_fB}



0 = = 10 5
e (Ex B) - zaq(€0|E|2 —O|B|2)

De term met divergentie B is nul, maar is toegevoegd vanwege de
symmetrie.

e Definieer nu de Maxwell stresstensor T met elementen

1. =
Top = €0 (EaEﬁ—§§“ﬁ|E|2)

1 1. =0
+ " (B,XBﬁ - 55a5|B| )
De balansvergelijking voor impuls wordt dan

0 d -
F = 5 T—€0V0§]u

11 Relativistische wet van Newton

e De tweede wet van Newton in de relativiteitstheorie luidt

d_ dd,

at?’ ~arad’

We willen bewijzen dat de arbeid W = [ F.dl gelijk is aan de toe-
name van de relativistische energie E = mc?(1 — v?/c?)~1/2.

F=

e Integreer de kracht langs een pad van 7; op tijd ¢; naar 7 op tijd ¢;.

frdp - trdpodl trdp
— _ — _— — _ dt
w A R TR Tl M

— /tf d__ mo Gt
B ti dt (1 —02/c2)1/2

2\(7. A7/ AR
( mdd/dt +(m/c ) (0 dv/dt)v) 5t

v\ (1—02/c2)1/2 (1—02/c2)3/2
mdv - dv/dt
- / —02/c2) 32t

(1
rd 2
- /z d_( Z,2/C2)1/2) dt
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12

QED

Nogmaals de bewegende puntlading

Het elektrische en magnetische veld van een bewegende puntlading
kunnen we uitrekenen via de Liénard-Wiechert potentialen. Een
equivalente, maar meer directe berekening gebruikt de Lorentztrans-
formatie vanuit het ruststelsel. Als de puntlading g in stelsel S een
snelheid v in de x-richting heeft, dan is hij in rust in het stelsel S’
dat zich met een snelheid vg = v t.o.v. S beweegt. In S’ (met de
puntlading in de oorsprong) geldt

S
N  4reg [7)3

De inverse Lorentztransformate van S’ naar S geeft het elektrische
veld

E x!
E; _ 4728 (xIZ + yIZ + Z/2)—3/2 W’
E; 0 ’)’Zl

Nu moeten we nog ¥ omschrijven naar 7. Definieer 7y = (vt,0,0).
Dan geldt

X' =v(x—x), ¥ =y—vyo, 2 =2-2
Gebruik ook dat
Y2 (x —x0)? 4 (y — o) + (z — 20)* = 2|7 — 7| cos® 8 + |7 — 7| sin? O
waarbij 6 de hoek is tussen de vector 7 — 7 en de x-as.
Invullen geeft

o1 v (7 — 7o)
4eq [y2|7 — Fo|2 cos? 8 + |7 — 7|2 sin? §]3/2

Teller en noemer delen door 7> levert het eindantwoord op:
E_ q T-—T 1—0v%2/c2
 4meg |[F—Tol? [1 — (v/c)? sin? 0]3/2

Het bijbehorende magneetveld volgt het snelst uit B = (1/¢%)7 x E.
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