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L E V E N S B E S C H R I J V I N G

Mijn studie volbracht ik aan de R ijksun iversite it te  Leiden. Ik legde
een candidaatsexamen af met hoofdvakken wis- en natuurkunde en met b i j 
vak sterrekunde. Op 1 Ju li 1936 deed ik  h e t doctoraal examen, dat a ls
hoofdvak omvatte experimentele, gecombineerd met theoretische natuurkun
de en a ls  bijvak wiskunde.

Als le ra a r was ik daarna achtereenvolgens verbonden aan diverse scho
len voor middelbaar en voorbereidend hoger onderwijs te  ’s-Gravenhage
en Hilversum.

Op 1 October 1941 ging ik over naar het Centraal Bureau voor de Sta
tis tie k  (C.B. S .) te ’s-Gravenhage, waar ik werkzaam was aan de afdelin
gen overheidsfinanciën, conjunctuuronderzoek en wiskundige s ta t is t ie k .
Hier verzorgde ik s ta tis tiek e n  betreffende overheidsfinanciën en na de
bevrijding ook de s ta tis tie k  over de financiën van de Nederlandse rege
ring in Engeland, alsmede de s ta tis tie k  van de oorlogsschaden in Neder
land. Gedurende de bezetting werd aan het C.B.S. een pommissie voor de
nationale boekhouding ingesteld, waarvoor ik een aantal n o ta ’s over de
financiën van de Overheid schreef. Bij het verwerken van s ta t is t is c h e
gegevens kwam ik op het terrein  van de correlatierekening.

Op 16 Maart 1947 ging ik  over in de d ienst van het M inisterie  van
Oorlog, waar ik to t heden toe werkzaam ben. Ik werd benoemd bij de Tech
nische s ta f  Koninklijke landmacht (T .S .), waar ik to t  taak kreeg ener
z ijd s  om de theorie van de b a llis tie k  en de waarschijnlijkhéidsrekening
te  bestuderen en dienstbaar te maken aan de p rak tijk , anderzijds om de
organisa tie  van een rekenbureau op mij te  nemen. Dit rekenbureau voert
b a llis tisch e  en andere wiskundige berekeningen u i t  en verwerkt de waar-
nemingsuitkomsten van de schietproeven. Met ingang van 15 December 1951
werd de T.S. opgeheven en kreeg de b a llis tisch e  afdeling hiervan de naam
Commissie van Proefneming.

In de gelegenheid gesteld om enkele studiereizen naar buitenlandse
b a llis tisch e  centra te  ondernemen, bezocht ik in 1952 Zweden (Bofors),
Londen (Apolied b a l l is t ic s  ordnance board) , Lorient (Commission d 'ex
perience de Gavre), P arijs  (Service technique des constructions e t  armes
navales, Direction des etudes e t  fabrications d’ armement). In Amerika
bezocht ik in 1953 het B a llis tic  research laboratory van Aberdeen prov
ing ground te  Aberdeen, het Naval ordnance laboratory te White Oak, het
National bureau of standards te  Washington, de In ternational business
machines corporation te  New York, a ls  ook h e t b a ll is tis c h e  bureau op
het Department of defense (Pentagon) te  Washington.

Nadat ik in 1951 voor de o ffic ieren  van de T.S. een reeks voordrach
ten had gehouden over de uitwendige b a l l is t ie k , werd ik in September
1951 aangezocht om het vak b a llis tie k  aan de cadetten en de applicaten
van de Koninklijke M ilita ire  Academie te  Breda te  doceren. Ik schreef
een cursus uitwendige b a llis tiek  om bij. deze lessen te gebruiken.

Van de ballistische studies, die ik verrichtte, noem ik hier:
1. Het verschil in de p rak tijk  tussen de twee Franse methoden G.H.M. I

en G. H. M. II en de Amerikaanse methode Moulton.
2. Een onderzoek over de wijze, waarop de invloed van de atmosfeer in

de b a llis tiek  wordt verwerkt.



3. De invloed van de ro la tie  en de kromming van de aarde op de baan van
een projectiel.

4. De vermindering van de ro ta tie  van een p ro jectie l, dat zich in de
atmosfeer voortbeweegt.

5. Het onderzoek van een methode voor het berekenen van rakettenbanen
(Runge-Kutta) en het opstellen van rekenschema’ s hiervoor.

6. Een rapport over de wenselijke uitgaven voor wetenschappelijke
research en het in de toekomst in Nederland benodigd aantal inge
nieurs.

7. Een onderzoek over het toepassen van de moderne steekproefmethoden
bij het opstellen van eisen voor keuringen van af te leveren m ilita ir
materieel.

8. Verder schreef ik een encyclopedie-artikel over b a llis tie k  in de
Technische Winkler Prins.
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S A M E N V A T T I N G

De bedoeling van d it geschrift is  een behandeling te geven van
de theorieën, die de grondslag vormen voor de berekening van de
noodzakelijke gegevens van projectielbanen voor land- en lucht-
doelkanonnen, onder normale atmosferische omstandigheden. De me
thoden, die uitvoerig zijn  behandeld, nl. de methode S i a c c i  voor
landdoelkanonnen, alsmede de methoden Ga r n ie r , Haag, Marcus 1918
(G. H.M. I )  en Ga r n ie r , Haag, Marcus 1929 (G.H. M. I I )  voor lucht-
doelkanonnen, worden heden ten dage in Nederlandse b a llis tische
kringen gebruikt.

In hoofdstuk 1 worden enkele formules afgeleid voor de projec-
tielbaan in het luchtledig, terwijl tevens de vergelijking van de
veiligheidskromme wordt bepaald. Hoofdstuk 2 behandelt de even-
wichtsverstoringen, die een pro jectie l met respectievelijk  sub-
sonische, sonische en supersonische snelheden, in de atmosfeer
veroorzaakt. Bij de supersonische snelheid wordt het begrip van
de kopgolf nader verklaard. In hoofdstuk 3 worden a lle  uitwen
dige invloeden behandeld, die een roterend projectiel in de atmo
sfeer ondervindt, waarbij wordt vermeld welke vereenvoudigingen
we aannemen bij de mathematische behandeling van het probleem.

Het gyroscopisch effect is  ie ts  uitvoeriger beschreven, waar
bij wordt gewezen op het belang van een ju is te  ro ta tiesnelheid
van het p ro jec tie l, in verband met de s ta b ilisa tie  van het pro
je c tie l in de baan.

Hoofdstuk 4 is  geheel gewijd aan de luchtweerstand, waarbij
verschillende luchtweerstandswetten worden vermeld. Een methode
wordt aangegeven om op proefondervindelijke manier een lucht-
weerstandswet te bepalen. Beschreven is  verder de moderne theo
rie , waarbij men bij de bepaling van de luchtweerstand, rekening
houdt met de verandering van de geluidssnelheid als functie van
de temperatuur. Nader verklaard is  ook het begrip weerstandsgraad.

In hoofdstuk 5 hebben we de manier beschreven, waarop in de
b a llis tiek  rekening wordt gehouden met het luchtgewicht. Het be
grip standaardatmosfeer wordt verduidelijkt, terwijl enkele theo
retische en practische formules voor het luchtgewicht als functie
van de hoogte worden behandeld.

We hebben in hoofdstuk 6 de differentiaalvergelijkingen van de
projectiel baan opgesteld, voor het geval men het p ro jectiel als
een sto ffe lijk  punt beschouwt. Uit deze vergelijkingen worden de
exacte en de benaderde ballistische hoofdvergelijkingen afgeleid.

1



We behandelen vervolgens in hoofdstuk 7 enkele algemene eigen
schappen van de projectielbaan in de atmosfeer.

Hoofdstuk 8 geeft een uiteenzetting van het uitwendig-ballis-
tische hoofdprobleem en de wijze van oplossen van dit probleem
volgens vijf verschillende manieren. De methoden Otto-Lardillon
en Bashforth worden in dit verband genoemd.

In hoofdstuk 9 wordt de benaderde ballistische hoofdvergelij
king geintegreerd, waarbij zogenaamde primaire functies worden
ingevoerd. Vermeld worden de methoden Didion en Didion-Bernoulli,
alsmede de eerste twee methoden van Siacci. De in dit hoofdstuk
afgeleide formules worden in hoofdstuk 10 herleid in de vorm, zo
als ze door Siacci in zijn derde methode worden gebruikt, waarbij
tevens nog zogenaamde secundaire functies worden ingevoerd. Ver
der worden de tabellen van Fasella besproken, die bij deze metho
de behoren.

Hoofdstuk 11 behandelt de oplossing van hqt uitwendig-ballis
tische hoofdprobleem met behulp van reeksontwikkeling. In dit
verband worden de methoden Piton-Bressant en Duchêne vermeld.

Tenslotte worden in de hoofdstukken 12 en 13 de beide methoden
van Garnier, Haag, Marcus uitvoerig afgeleid, welke methoden ge
bruikt worden voor de berekening van de projectielbanen voor
luchtdoelgeschut. Bij deze methoden worden de projectielbanen vak
voor vak berekend, zodat we tot veel exactere resultaten komen
dan bij de methode Siacci. Bovendien hebben we bij deze methoden
het grote voordeel, dat we de nauwkeurigheid van onze berekende
waarden voortdurend onder controle kunnen houden.
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B E N A M I N G E N  EN N O T A T I E S

D efin itie  B a llis tiek

Onder ballist iek  verstaat men de wetenschap, die de gedragin
gen van het projectiel bestudeert.

Zij i s  in combinatie met de waarschijnlijkheidsrekening de
basis waar de schietregels op berusten en zij is  onderverdeeld
in inwendige-, uitwendige- en uitwerkingsballistiek.

Inwendige b a ll is t ie k

Dit is  de studie van de gedragingen van het p ro jec tie l in de
vuurmond, van de scheikundige verschijnselen die hier optreden en
van de natuurkundige verschijnselen, die de beweging van het pro
jec tie l to t resultaat hebben. Zij tracht verband te leggen tussen
pro jectie l-soort, kruitlading en vuurmond-soort. Zij bestudeert
op ieder punt in de vuurmond de snelheid van het projectiel en de
bijbehorende gasdruk. In het bijzonder is  een punt van onderzoek
de aanvangssnelheid (de snelheid Vo van het p ro je c tie l ' gemeten
bij de monding) en de maximum gasdruk.

De inwendige ballistiek  wordt practisch toegepast bij het ont
werpen en construeren van vuurmonden.

Uitwendige b a llis tie k

Dit is  de studie van de gedragingen van het pro jectie l nadat
d it de monding van het kanon heeft verlaten. Zij vindt practisch
toepassing bij het berekenen van de baan, het samenstellen van
schootstafels en het berekenen van andere, voor de oplossing van
het artillerieprobleem noodzakelijke gegevens.

U itw erkingsballistiek

Dit is  de studie van de gedragingen van het projectiel van het
moment, dat het p ro jec tie l het doel t r e f t ,  bijv. het doorboren
van pantser of beton, het onderzoek van de scherfbeweging. Uit de
studie van deze phase is  het mogelijk te beslissen welk soort
projectiel of in een bepaald geval moet worden gebruikt.
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D I V E R S E  B E N A M I N G E N

Figuur 1
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N O T A T I E S

Figuu r  2

OBCDE
OBC
CDE

O
E

ÖA
Z AOK

P
PK
OK
OP
FG

Z GFH
C

CL
OL
OE

s
Z NEM
Z PEL

t
T

= p ro je c tie l  baan.
= klimmende tak.
= dalende tak.
= beginpunt van de baan in de monding van het kanon.
= eindpunt van de baan, dus h e t punt waar h e t p r o je c t ie l

het z. g. maaiveld bere ik t, punt van inval.
= beginsnelheid V .

O
= uitvaartshoek cp.
= w illekeurig  punt van de p ro jec tie lbaan .
= vluchthoogte y.
= horizon tale  afstand x.
= schuine afstand, gemeten volgens de rechte l i j n  OP.
= snelheid V van he t p ro je c tie l  in  he t punt P.
= 9 = hoek tussen de ric h tin g  van de snelheid en de horizon.
= culm inatiepunt, hoogste punt van de baan.
= culminatiehoogte y .

C
= horizontale  afstand xc van he t culm inatiepunt.
= dracht X = to ta le  ho rizon ta le  afstand , afgelegd door het

p ro je c tie l.
= eindsnelheid Ve van het p ro je c tie l .
= 0e =hoek tussen eindsnelheid p ro je c tie l  en de horizontaal.
= <o = invalshoek. Daar wij voor co een hoek in  h e t e e rs te

kwadrant nemen en 0e een hoek in  he t v ierde kwadrant i s ,
i s  co = - 9  .

= v lu c h tt i jd , benodigd om een punt in  de baan te  bereiken.
= to ta le  v lu c h tti jd , waarin het p ro je c tie l  z ijn  gehele baan

doorloopt.
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H o o f d s t u k  1

DE  B A A N  V A N  E E N  P R O J E C T I E L
I N  H E T  L U C H T L E D I G

1 .1 .  A f le id in g  algemene formules

Beschouwen we het projectiel als een s to ffe lijk  punt, terw ijl
we de aanwezigheid van de atmosfeer verwaarlozen, dan is  de op
lossing van het ballistische probleem zeer eenvoudig.

Figuur 3
Een g e d e e l te  van de baan van een in  he t l u c h t 
l e d i g  voortbewegend p r o j e c t i e l .  De beweging
wordt ontbonden langs de h o r iz o n ta le  x- en de

v e r t i c a l e  y -a s .

Ontbinden we in figuur 3 de beweging langs de x-as (horizon
taal) en de y-as (verticaal), dan ontstaan de volgende vergelij
kingen:

Vx = Vo coscp 1

V = V sin™ -  gt iy o ~

x = Vo coscp t  ) Baanvergelijking
„ .  ̂ „ , 2 ( in parametervormy = VQ smcp t  -  b gt ’

( 1 )

( 2 )

Eliminatie van t  u it  (2) geeft de vergelijking van de baan in het
luchtledig:

6



( 3)
g x2

y = x tgcp------ ------- —
2V2 cos 2<p

We zien d a t (3) de v e rg e lijk in g  van een parabool i s ,  waarvan
de as evenwijdig loopt aan de y -as . De top van de parabool v a l t
samen men het culm inatiepunt.

In h e t cu lm inatiepun t i s  de v e r t ik a le  snelheidscom ponent
Vy = o, daar de baansnelheid h ie r  horizon taa l ge rich t is .  Voeren
we d i t  in  v e rg e lijk in g  (1) in , dan vinden we:

o = V sincp -  gt (3a)

De t  h ie r u i t  opgelost le v e r t  ons de v lu c h tt i jd  t o t  h e t culmina
tiepunt:

VG sincp (4)

Voeren we (4) in  v e rge lijk ing  (2) in , dan volgt voor de coördina
ten van het culminatiepunt:

xc = V cos<p Vo sincp V* s in  2cp

. V sincp V2 s in 2cp V2 s in 2cpy c = V sincp — ------ L -  fc g -2 — — ï  = -2 --------X.
g g2 2g

In het eindpunt van de baan is :  y = o. D it invoerende in
vinden we:

(5)

( 6 )

( 2) ,

o = V sincp t  -  Vi g t2

H ieru it vo lg t de to ta le  v lu c h tti jd  voor de gehele baan:

2V sincpT = — 2-----I  (7)
g

Voegen we de waarde van (7) in  (2), dan volgt de formule voor de
dracht:

coscp 2Vo sincp V2 s in  2cp

V erge lijken  we (4) met (7) en (5) met (8 ), dan b l i j k t  d a t de
v lu c h tti jd  to t  het culm inatiepunt j u i s t  de h e lf t  i s  van de to ta le
v lu c h tti jd , te rw ijl de x-ccó‘rd inaa t van het culm inatiepunt j u i s t
de h e lf t  i s  van de dracht.

In formule (81 vinden we b ij een gegeven V , de grootste  waar
de voor X, a l s  s in  2cp maximaal i s ,  dus voor s in  2cp = 1, o f
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2cp = 90° en cp = 45°. Schieten we in het luchtledig onder een hoek
van 45°, dan wordt dus de grootste dracht bereikt.

Nemen we twee hoeken:

cp = 45 + a en cp2 = 45 - a ,

dan is: sin 2cpt = sin (90 + 2a) = cos 2a

en: sin '2cp2 = sin (90 - 2a) = cos 2a .

Voeren we deze hoeken in (8) in, dan vinden we in beide gevallen
dezelfde waarde voor X, nl:

V 2 cos 2a
X = -2-------

g
Kiezen we dus twee hoeken, waarvan de één evenveel groter is dan
45°, als de ander kleiner dan 45°, dan bereiken we in het lucht
ledig een even grote dracht.

De culminatiehoogte kan ook berekend worden uit de vluchttijd
volgens de formule van H a u p t (Sl a d e n ):

gT2
y = --- = 1.226 T2 O)c 8

Stellen we nl. voor het culminatiepunt: t * H  T, dan volgt uit
(3a): V sincp = h gT en vinden we voor het culminatiepunt:

V 2 sin 2cp 54 g2T2 g T2 «
y  s  ■ = ■ ■■ =  -------
c 2g 2g 8

Bij benadering kan de formule van S l a d e n ook gebruikt worden voor
de baan in de atmosfeer.

De hoek 9, die de raaklijn aan de baan in een willekeurig punt
maakt met de horizontaal, kunnen we bepalen door (3) te differen
tiëren naar x:

tg 9 dy
dx tgcp -

g x
V 2 cos2cp

O  T

(10)

1.2. De gemiddelde hoogte van een projectiel

De gemiddelde hoogte waarop een projectiel zich bevindt gedu
rende de beweging in het vacuum, is:

y gem = ?  f  y dt = Y  ?  (vo sincP t - 54 gt.2)dt =“ A o o
= Y  (54 Vosincp T 2 - j  g T3) f 54 Vosincp T - j- gT2 .
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„ , 2V„ sin®
M. b. v. (7): T = ------------- '  wordt d it:

g
V2 s in 2cp 2V2 s in 2cp 1 V2 s in 2cp

**" = g 3g 3 l
en m. b. v, (6):

y g«» = 3 y c ( H )

Met behulp van de formule van Sladen kunnen we deze gemiddelde
hoogte ook uitdrukken in  de v lu c h ttijd , nl:

2 2 gT2 gT2
y gem ” 3 y c -  3 8 "  12

1.3. De omhullende of veiligheidskromme

Houden we de beginsnelheid  Vo constan t, doch gaan we de u i t -
vaartshoek cp variëren  van 0° to t  180°, dan k rijgen  we voortdurend
een andere pa rabo lische  baan. We kunnen nu gaan vragen naar de
kromme, d ie  aan al deze parabolen raak t. We beschouwen daartoe
twee krommen met de uivaartshoeken cp en cp + Acp .

Schrijven we de baanvergelijking (3) in  de vorm: f<x, y , cp) =0,
dan gaan we het sn ijpun t bepalen van:

f  (x. y; cp) = 0 en f  (x, y, cp + Acp) = 0

o f van f  (x, y, cp) = 0 en f  (x, y, cp+Acp) -  f  (x, y, cp) = 0 .

Figuur  4
De gemeenschappelijke raakkromme aan

twee parabolische projectielbanen.
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Volgens de middelwaardestelling geldt nu:
f(x,y,cp*Acp) -  f(x,y,cp)

Acp
f ' (x,y,cp+0. Acp) ,

waarin o < 0 < 1 .
Laten we nu Acp to t o naderen, dan volgt:

lim f* (x,y,cpt0. Acp) = f ’ (x,y,cp) ,
Acp-o

waarbij dan tevens het snijpunt overgaat in een gemeenschappelijk
raakpunt aan de omhullende. We vinden nu de vergelijk ing  van de
omhullende door elim inatie van cp u it:

f(x,y,cp) = 0 f^(x,y,cp) * 0 .

Passen we d it  toe op vergelijking (3) van de baan:
s / 2

y = x tgcp
g x

2V2 c o s2cd

f(x,y.«p)

fyx.y.cp)

2 V2 x
c o s 2cp

2 V„
tgcp +----- - y  = 0

2 sincp coscp x2 2 V2 x
cos4cp

Uit deze la a ts te  vergelijking volgt: tgcp
g cos cp

V2

0 .

g x
Verder

sec2cp = 1 + tg 2cp = 1 +-2 ----------- T  ■ ■ - =  T „ 2 . 2COS ‘‘cp g X

Deze waarden substituerende in de baanvergelijking (3), vinden we:
r2 „ .2  V4 v2

y =—- f r (1 2g 2V2 ~2- 2g-x- g 2V2 2g

V2 gx2 (13)
2g 2V2O

De verge lijk ing  van de omhullende b l i jk t  een parabool te  z ijn ,
waarvan de as samenvalt met de y-as.
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Figuur 5
Met O als oorsprong zijn parabolische banen getekend van projec
tielen, die in het vacuum met constante V0 worden afgeschoten,
terwijl de 5p varieert van 0° tot 180°. De omhullende of veiligs-

kromme wordt voorgesteld door ABC.
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H o o f d s t u k  2

DE EVENWICHTSVERSTORINGEN IN DE ATMOSFEER,
VEROORZAAKT DOOR EEN BEWEGEND PROJECTIEL

2. 1 .  Subsonische snelh eid

Bij de volgende beschouwingen veronderstellen we dat de baan
van het projectiel kan worden weergegeven door een rechte lijn .

\ A'
A B |

I
f
t
I
I
l

F igu ur  6
Twee achtereenvolgende standen van een proj ec-
t ie l ,  dat zich met subsonische snelheid voort
beweegt. De evenwichtsverstoring veroorzaakt
in A is  in A' gekomen, als het projectiel B

bereik t.

Is een bewegend lichaam met een snelheid kleiner.dan die van
het geluid (subsonische snelheid) in A aangekomen (fig . 6), dan
veroorzaakt d it  hier een evenwichtsverstoring van de lucht. Deze
verstoring plant zich sneller voort dan het lichaam, zodat deze
in A' gekomen is , a ls het lichaam zich in B bevindt. Alle even-
wichtsverstoringen, die het lichaam veroorzaakt, zullen zich dus
sneller voortplaten dan het verstorende element.

Indien het lichaam nu in B is  aangekomen, zal het van de ver
storing, die in A werd veroorzaakt (golf A1) geen invloed meer
ondervinden.

Figuur 7 toont ons, dat de achtereenvolgende evenwichtsversto
ringen, veroorzaakt in de punten A, B, C en D, respectievelijk
reeds in A', B', C' en D' z ijn  aangekomen, a ls  het bewegende
lichaam zich in E bevindt.

12



V>’
D E I
\Y ___  1

\
\
1___L

\
\
l__ l_

\
I
1__|_A  A "  |

/
--- 1

/
—  n —

1
--1

1
/ / 1 // / 1 /

/ / // / /

Figuur 7
Vijf verschillende standen van een projectiel met constante sub-
sonische snelheid bewegende langs een rechte baan. De pilaats van
de evenwichtsverstoringen is aangegeven, als het projectiel in E

is aangekomen.

2. 2. Supersonische snelheid

Beweegt een lichaam zich met een snelheid, groter dan die van
het geluid, supersonische snelheid, dan ligt het probleem anders,
daar dan de verstoring achterblijft bij het bewegende voorwerp.

Figuur 8
Constructie van de kopgolf en de mondingsgoll voor een projectiel,
dat zich met een constante supersonische snelheid langs een rechte

baan beweegt.
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We veronderstellen de snelheid van het p ro jectiel enige t i jd
constant. Is  de snelheid van het p ro jec tie l groter dan die van
het geluid, dan b l i j f t  het p ro jec tie l voor t.o . v. de geluids
golven. Veronderstel het projectiel 'is  op de t i jd  0 in de monding
van het kanon (A), dan is  het na één seconde in B, na 2 sec. in
C, enz. De evenwichtsverstoring in A is  na 1 sec. in Aj enz. en
na 6 sec. in Ag gekomen. Dan heeft het p ro jec tie l ju is t  G be
reik t.

Is het pro jectie l in G, dan heeft de evenwichtsverstoring van
de monding A zich voortgeplant tot Afi. We noemen d it de mondings-
gol f .  Uit figuur 8 b lijk t dat deze is  achtergebleven bij het pro
je c tie l. De verstoring in B plant zich 5 seconden voort to t inBs.
In C slech ts 4 seconden to t in C4, terw ijl de geluidsgolf in F
zich slechts één seconde to t Px voortbeweegt.

Trekken we u it  G de gemeenschappelijke raaklijnen aan de c ir 
kels, die de evenwichtsverstoringen aangeven, 6 seconden na het
begin van de beweging, dan krijgen we de l i jn  PGQ, die het sto~
ringfront aangeeft. Deze li jn  noemen we de kopgolf.

Als de kopgolf de waarnemer passeert hoort men de kopknal, bij
voorbijgaan van de mondingsgolf Afi hoort men de mondingsknal. Het
tijdsverloop tussen beide heet de knalafstand.

Figuu r  9
Constructie  van de kopgolf en de mondingsgolf voor een p r o je c t ie l ,
dat z ich  met een afnemende supersonische snelheid  langs een rech
te  baan voortbeweegt. De gemiddelde sn e lh e id  over de afstand EP

i s  g e l i jk  aan de g e lu id ssn e lh e id  genomen.
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Veronderstellen we de snelheid van het projectiel wederom gro
te r dan die van het geluid, doch laten we, zoals in de werkelijk
heid het geval is , de snelheid van het projectiel voortdurend af
nemen, dan worden de afstanden AB, BC, enz. die het p ro jec tie l
per seconde aflegt, voortdurend kleiner. We veronderstellen, dat
in de la a ts te  seconde, dus over de weg EP, de snelheid van het
projectiel gelijk is  aan die van het geluid. Dan zal dus de even-
wichtsverstoring, veroorzaakt in E, g e lijk tijd ig  met het projec
tie l in P komen.

Om A is  nu een cirkel met s traa l gelijk  aan 5 x de geluids
snelheid, om B 4 x, enz. De mondingsgolf is  nu de cirkel S om A.
De kopgolf is  de gemeenschappelijke kromme aan de cirkels. Dit is
nu een gebogen l i jn  en geen rechte meer. In F wordt de snelheid
van het projectiel kleiner dan die van het geluid. Het projectiel
zal dus achterblijven bij de evenwichtsverstoringen. Het gevolg
is, dat de kopgolf het pro jec tie l lo s laa t en d it  vooruit loopt.
Men spreekt h ier van het loslatingspunt P. De kopgolf s taa t in P
ju is t  loodrecht op de voortbewegingsrichting AF van het projec
t ie l .  Voorbij het loslatingspunt gaat de kopgolf alleen verder,
breidt zich u it, doch b l i j f t  gelijk van vorm.

2.3. Sonische snelheid

Beschouwen we nu het geval, dat een voorwerp zich voortbeweegt
met een snelheid gelijk  aan die van het geluid, sonische snel
heid.

We veronderstellen nu, dat het bewegende lichaam zich enige
t i jd  met een constante snelheid, gelijk  aan die van het geluid,
voortplant. We krijgen dan het geval van figuur 10.

De evenwichtsverstoringen, teweeggebracht door het projectiel,
planten zich nu even snel voort als het verstorende voorwerp, zo
dat d it  zich gelijk tijd ig  in E bevindt met de golven, die zich
van A, B, C en D uitbreiden. Deze laa ts te  zullen interfereren en
elkaar verzwakken of versterken. Het lichaam zal dus bij zijn be
weging door de ruimte, voortdurend vergezeld zijn door het gehele
storingsfront dat het veroorzaakte. Het is  aannemelijk, dat d it
front een sterke invloed u itoefen t op het zich voortbewegende
p ro jec tie l, dat zich in een volkomen verstoorde atmosferische
ruimte bevindt, die het bewegende p ro jec tie l zeer sterk bein-
vloedt. Een en ander maakt het duidelijk, dat een projectiel met
een snelheid van om en nabij die van het geluid, een veel grotere
storende invloed ondervindt tengevolge van d it conglomeraat van
evenwichtsverstoringen. Later zullen we d it ie ts  meer wiskundig
behandel en.
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Figuur 10
Ben p r o j e c t i e l ,  d a t  z ic h  van A t o t  E met een c o n s ta n te  so n isc h e
s n e lh e id  lan g s  een r e c h te  baan beweegt, komt g e l i j k t i j d i g  met de

ev e n w ic h tsv e rs to r in g en  in  E aan.
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H o o f d s t u k  3

DE UITWENDIGE INVLOEDEN OP EEN PROJECTI EL,
DAT ZICH IN DE ATMOSFEER VOORTBEWEEGT

We zullen hieronder de verschillende uitwendige invloeden ver
melden, waaraan een roterend p ro jec tie l onderworpen is , a ls  het
zich door de atmosfeer voortbeweegt. Daar de mathematische vorm
geving te gecompliceerd zou worden, als we met al deze invloeden
rekening hielden, zullen we enkele beperkende veronderstellingen
moeten invoeren. Verder zullen we bij de opstelling  van de d if
ferentiaalvergelijkingen, het projectiel als een s to ffe lijk  punt
beschouwen.

Een roterend, zich in de atmosfeer voortbewegend, projectiel
ondervindt de volgende invloeden:

3. 1. De v e r s n e ll in g  ten g ev o lg e  van de zw aartekracht

De versnelling van de zwaartekracht wordt constant veronder
steld  en onafhankelijk genomen van de hoogte waarop het lichaam
zich in de atmosfeer bevindt. Verder wordt de rich tin g  van de
versnelling der zwaartekracht langs de normaal op het aardopper
vlak genomen en verondersteld dat deze versnellingsvectör zich
gedurende de beweging evenwijdig verplaatst.

3 . 2 .  De luchtw eerstand

Zie hoofdstuk 4.

3 . 3 .  De heersende wind

De berekeningen worden uitgevoerd in een volkomen w indstille
atmosfeer. De lucht i s  dus in ru s t gedacht. De invloed van de
wind kunnen we zonodig met speciale correctieformules berekenen.

3 . 4 .  De d ra a iin g  van de aarde om z i j n  as

Deze invloed is gering en k rijg t pas enige betekenis voor zeer
grote drachten. We verwaarlozen deze invloed.
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3. 5. De kromming van de aarde

Ook hier heeft het eerst voor zeer grote drachten zin om met
deze factor rekening te houden. We nemen in de praktijk het aard
oppervlak als een plat vlak aan.

3.6. Het Poisson-effect

Is er een hoek tussen de as van het projectiel en de raaklijn-
aan de baan, zodanig, dat de spits van het projectiel boven de
raaklijn aan de baan ligt, dan ontstaat daar ter plaatse onder de
spits een luchtverdichting en aan de achterzijde een luchtverdun
ning.

We kunnen het nu populair zo beschouwen alsof de spits van het
projectiel van dit luchtkussen afvalt en wel bij rechts-roterende
projectielen naar rechts.

3.7. Het Magnus-effect

We veronderstellen een rechts-roterend projectiel. Aan voor-
en achterzijde stroomt de lucht er langs, respectievelijk volgens
A en B. Aan de voorzijde is de bewegingsrichting A van de lucht
dezelfde als die van het projectiel. Aan de achterzijde echter is
de bewegingsrichting B van de lucht tegengesteld aan die van het
projectiel.

Figuur 11
Een rechts roterend projectiel beweegt

zich in de richting van C.

Aan de achterzijde ontstaat bij B een grotere druk, in verge
lijking met die aan de voorzijde bij A, zodat het projectiel een
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verplaatsing naar voren k rijg t. In de baan gezien k rijg t het pro
je c t ie l tengevolge van het Magnus-efféct dus een afwijking naar
links. Voor kleine uitvaartshoeken is  de invloed van het Magnus-
effect gering, doch voor hoeken groter dan 60° wordt deze belang
rijk en

3.8. Het gyroscopisch e ffe c t

Het gyroscopisch effect ontstaat tengevolge van de ro ta tie  van
het p ro jectiel om zijn  as. Deze roterende beweging is  te  verge
lijken  met de beweging van een to l. Het idee om een p ro jec tie l
een draaiende beweging te geven, is  ontstaan u i t  de noodzaak om
het te stabil iseren  in zijn baan. Onder stabiliseren wordt ver
staan het pro jectie l zodanig in zijn baan te laten bewegen, dat
de sp its  voortdurend naar voren b l i j f t  en de as van het projec
tie l nagenoeg b l i j f t  samenvallen met de raaklijn aan de baan.

Hoewel een volledige behandeling van het gyroscopisch effect
ons veel te ver zou voeren, zullen we voor een beter begrip er
toch ie ts  van zeggen.

K

Figuur  12
Een r e c h ts  ro te ren d e  t o l  h e e f t  S a l s  s teunpun t.
Het gewichtG g r i j p t a a n  In Z. Een k ra c h t  K g e e f t
de t o l  een u i tw i jk in g  MA, met h e t  gevolg, d a t  de
top A van de t o l  een c i r k e l  baan ABCDA gaa t  be-

b esch r i  j ven.
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In figuur 12 zien we een draaiende tol, die in S op de grond
steunt. Gezien in de richting SA hebben we te doen met een
rechtsrotatie (met de wijzers van het uurwerk mee). Oefenen we op
de tol in het punt A een kracht K uit in het vlak van tekening,
dan zal de tol tengevolge van deze kracht een beweging krijgen
loodrecht op het vlak van tekening, naar voren toe (praecessie-
beweging). In werkelijkheid ondervindt de tol voortdurend de in
vloed van de zwaartekracht G, die in het zwaartepunt Z vertikaal
naar beneden is gericht. We kunnen deze kracht ontbinden in twee
componenten PZ en QZ. De component PZ heeft dezelfde invloed als
de kracht K en veroorzaakt een draaiing van de tolas AS om- de
verticaal SS', zodat de spits A een baan ABCDA beschrijft.

We gaan dit nu toepassen op een bewegend projectiel, waartoe
we figuur 13 beschouwen.

2/ i /
e. i /

Figuur 13
Van een rechts roterend projectiel beweegt het zwaartepunt Zzich
in de richting AB. De as CD van het projectael maakt_een hoek a
met de voortbewegingsrichting. De luchtweer^stand W grijp het
punt P aan. De ontbondene W t veroorzaakt de tolbeweging van net

proj ectiel.
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Is AB een deel van de baan van het rechts roterende projectiel,
waarin het zwaartepunt Z zich dus voortbeweegt, terw ijl de as van
het projectiel een hoek a maakt met de baan van het zwaartepunt,
dan zal de luchtkracht (luchtweerstand) W aangrijpen in hèt punt
P, dat tussen de sp its  C' en het zwaartepunt Z is  gelegen. De
kracht WP is  gericht evenwijdig aan AB. We kunnen deze ontbinden
in Wj loodrecht op, en W2 langs de projectielas. De kracht W zal
de beweging van het projectiel vertragen, terw ijl W de tolbewe-
ging veroorzaakt. Het zwaartepunt Z kunnen we vergelijken met het
steunpunt S u i t  figuur 12. Tengevolge van de kracht W , zal de
sp its  C een beweging gaan uitvoeren loodrecht op het vlak van
tekening naar achteren. De sp its  C gaat nu een soortgelijke be
weging beschrijven, als vermeld in figuur 12. Daar het zwaarte
punt Z zich echter langs AB voortbeweegt, zal de beweging van de
sp its  worden u itg e rek t to t  een spiraal vormige beweging om de
baan.

De projectielbaan is  echter n ie t recht, zoals bij AB is  aan
genomen, doch gekromd. Beweegt de sp its  C zich naar beneden, dan
zal door de voortbeweging van het zwaartepunt de helling van de
baan intussen veranderd zijn. De hierboven beschreven spiraalvor
mige beweging zal hierdoor gestoord worden en wel op deze wijze
dat de volledige beweging om de baan n ie t wordt uitgevoerd. We
krijgen een veel beperktere spiraalvormige beweging van de spits,
zodat deze zich voornamelijk aan de rechterzijde van het baanvlak
b l i j f t  bewegen. Bij een ju is te  s ta b i l is a tie  van het p ro jec tie l
is  de periode van de praecessiebeweging zodanig gekozen, dat het
naar beneden gaan van de sp its  van het p ro jec tie l gelijke tred
houdt met de richtingsverandering van de raaklijn aan de baan.

Doordat de sp its  van het p ro jec tie l zich voortdurend aan de
rechterzijde van het baanvlak bevindt, zal de luchtstroom die het
p ro jec tie l ontmoet, naar links worden afgebogen. Volgens het
principe a c tie  is  reac tie  zal het p ro je c tie l een kracht naar
rechts ondervinden, zodat we tengevolge van het gyroscopisch
effect voor een rechts roterend projectiel een zijdelingse afwij
king naar rechts ten opzichte van het^baanvlak kunnen verwachten.

De u ite indelijke  zijdelingse afwijking, de derivatie ,  is  de
resultante van het Magnus- en het gyroscopisch effect. Voor u it-
vaartshoeken to t ongeveer 60° is  de invloed van het Magnus-effect
gering, zodat we een derivatie  naar rechts krijgen. Voor u it-
vaartshoeken boven 60° echter, wordt het Magnus-effect aanzien
l i jk  groter, zodat d it het gyroscopisch effect kan gaan overtref
fen. Voor zeer grote uitvaartshoeken zullen we dus rekening moe
ten houden met een derivatie, links ten opzichte van het schoots-
vlak.

Bij het opstellen van de differentiaalvergelijkingen voor de
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projectielbanen in hoofdstuk 6 zullen we hét gyroscopisch e ffec t
buiten beschouwing laten.

r
3.9 . Het s ta b ilise re n  van een p ro je c tie l

Is  de rotatiesnelheid van het pro jectie l te  groot, dan zal de
praecessiebeweging te langzaam zijn. Het naar beneden bewegen van
de sp its  van het projectiel zal dan te langzaam zijn in vergelij
king met de richtingsverandering van de raaklijn aan de baan. De
as van het p ro jec tie l zal dan achterblijven met het gevolg, dat
de bodem van het p ro jec tie l het e e rs t op het doel komt (z. g.
bodemtreffers) . We zeggen dat het p ro jec tie l overgestabiliseerd
is .

Roteert het projectiel te langzaam, dan wordt de praecessie te
snel. In dat geval wordt door de sp its  van het p ro je c tie l de
volledige spiraal om de baan uitgevoerd. De as van het projectiel
maakt in dat geval voortdurend een veel te grote hoek met de be
wegingsrichting van de luchtstroom, zodat de weerstand tengevolge
van deze luchtstroom overdreven groot wordt. Het gevolg is  een
belangrijk verlies in afstand. We noemen een dergelijk projectiel
onder gestabiliseerd.

De s ta b i l i s a t ie  is  één van de m oeilijkste problemen van de
projectie lconstructie . Het i s  ook mogelijk projectielen te s ta 
biliseren zonder ro tatie . Daartoe worden ze voorzien van vleugels
aan de achterzijde. We noemen d it s tab ilisa tie  volgens het p i j l -
principe.
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H o o f d s t u k  4

DE L U C H T W E E R S T A N D

4.1. Algemene mathematische vormgeving

Figuur 14
Het zwaartepunt van het projectiel bevindt zich
in S.-De snelheid V is  gericht volgens de raak
lijn  aan de baan en maakt van hoek 0 met de ho
rizontaal. De luchtweerstand W is tegengesteld
gericht aan de snelheid. Het gewicht P grijp t

in S aan, verticaal naar beneden.

Zoals reeds eerder opgemerkt, beschouwen we voor de mathema
tische vormgeving van de beweging van het projectiel, d it a ls een
s to ffe lijk  i)unt S (fig. 14). De snelheid V is  steeds gericht vol
gens de raaklijn aan de baan, terw ijl de richting van het gewicht
P samenvalt met de normaal op het aardoppervlak. Daar we het
aardoppervlak als-een p la t vlak beschouwen, zal de vector voor
het gewicht (en dus eveneens die voor de v e rsn e llin g  van de
zwaartekracht) zich gedurende de beweging van het p ro jec tie l in
de baan, evenwijdig aan zichzelf verplaatsen. De luchtkracht W
veronderstellen we samen te vallen met de raaklijn  aan de baan,
doch tegengesteld1 gericht aan de snelheidsvector.

In het algemeen wordt de kracht tengevolge van de luchtweer
stand wiskundig in de volgende vorm gebracht:

( 1 )

( 2)

W = luchtweerstand.
P = projectiel gewicht in kg.
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g = versnelling der zwaartekracht in m/sec2.
c = ballistische coefficient.
f(V) = snelheidsfunctie.
k = constante,
i = vormwaarde.
R = straal doorsnede projectiel (half kaliber) in m.
8 = luchtgewicht ter plaatse in kg/m3.
8o = normaal luchtgewicht op zeeniveau in kg/m3.
P

— r-j = metaal belasting = gewicht per m 2 doorsnede.7t K

4. 2. Factoren, waarvan de luchtweerstand afhankelijk is

Deze luchtweerstand is afhankelijk van:

4.2.1. De vorm van het lichaam en de aard van het qppervlak
Dit vindt in de formule zijn weerklank in de factoren 71 R 2 en

i.
De weerstand is niet recht evenredig met de doorsnede, want

Didion (1848) vond dat bij grotere doorsneden de luchtweerstand
per eenheid van doorsnede kleiner is, dan bij kleinere opper
vlakken. Krupp bewees dit in 1912 nogmaals met behulp van schiet
proeven.

Om aan dit bezwaar tegemoet te komen, vermenigvuldigde Didion
nog met de factor

„ „ 0,0470,74 +--------- .
0,05 + 2R

Deze factor is voor R = 0,065 m ongeveer gelijk aan 1.
De evenredigheid met i is eveneens onjuist, daar de projec-

tielvorm niet door een enkelvoudige factor kan worden voorge
steld, terwijl deze eveneens afhankelijk is van de snelheid. Het
zal n. 1. later blijken dat we de snelheidsfunctie f(V) niet vol
komen exact kunnen voorstellen. Het verschil tussen de mathemati
sche vorm van f(V) en de werkelijkheid moet dan verdisconteerd
worden in de i-waarde (of eventueel in de k).

We geven in figuur 15 een schets,van een projectiel, waarin
BCEF het lichaam, ABFG het afgeschuinde achterdeel (tap), CDE het
ogief en.HD.de lengte-as voorstelt. We beschouwen CD als een boog
van de cirkel, waarvan M het middelpunt is. We noemen M het krom-
temiddelpunt en MC de kromtestraal. We zien dus dat hoe groter de
kromtestraal is, hoe slanker het projectiel en hoe kleiner de
i-waarde. Dit is in overeenstemming met de vormwaarden uit tabel
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B C

Figuur 15
Schematische voorstelling van een projectiel.
CDE: ogief, M: kromtemiddelpunt, MC = MD: krom
testraal. ABFGT afschuining aan de achterzijde

(tap). HD: lengte-as van het projectiel.

I, indertijd door Krupp opgesteld en waarbij de kopstraal in het
kaliber is uitgedrukt.

Tabel I
Vormwaarden i
volgens Krupp

Kopstraal,
uitgedrukt
in kalibers

Vormwaarde i

0, 5 1,40
1 i, ïo
2 0,85
3 0,70
4 0,65
6 0, 55
8 0,50
10 0,45

Om aan het bezwaar van de snelheidsafhankelijkheid van i tege
moet te komen, stelde Eberhard de volgende formule op:
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* 1 bI^a-v-cV
waarin a, b en c bepaald worden door kromtestraal en afplatting
van de projectielkop.

Voor een projectiel met een kopstraal van 3 kaliber en een af
platting van 0,36 kaliber is:

a = 1,3206
b = 58,2
c = 0,0001024 .

Met deze waarden van a, b en c vinden we bij een snelheid van
V =400 m/sec, een i =0,882 en bij een snelheid van V = 800 m/sec,
een i =0,857. We zien hieruit dat de invloed van de snelheid op
de vormwaarde vrij gering is.

Hebben we een projectiel met een afgeschuind achterdeel, dan
worden de i-waarden uit tabel I met 5% verminderd.

In het algemeen zal de luchtweerstand geringer worden als we
de ballistische coefficient klein houden. Dit kunnen we bereiken
door:
le. Voor de vormwaarde ï een zo laag mogelijke waarde te nemen.

We bereiken dit door het projectiel een zeer spitse kop en
dus een grote kromtestraal aan het ogief te geven.

2e. De doorsnede van het projectiel klein te houden.
Teneinde de waarde van de luchtweerstand zo laag mogelijk te

houden, is het dus van belang om een slank projectiel met een
zeer spits ogief te kiezen.

4.2.2. De relatieve bewegingen van het projectiel ten opzichte
van het zwaartepunt

Tengevolge van het Poisson-effect (3;6) en het gyroscopisch-
effect (3.8) zal de lengte-as van het projectiel niet voortdurend
samenvallen met de raaklijn aan de baan. De lengte-as zal steeds
een schommelende beweging uitvoeren ten opzichte van deze raak
lijn.

De beide genoemde effecten, alsmede het Magnus-effect (3.7)
hebben tot gevolg, dat het zwaartepunt niet een baan beschrijft,
die in het verticale schootsvlak is gelegen, doch een baan, die
ten opzichte van dit schootsvlak een zijdelingse afwijking ver
krijgt. Ook de wind kan een zijdelingse verplaatsing van het
zwaartepunt veroorzaken. We hebben echter reeds vermeld (3.3),
dat we bij onze berekeningen uitgaan van een windstille atmosfeer.

Zoals reeds in de aanvang van dit hoofdstuk opgemerkt, maken
we voor de mathematische vormgeving vereenvoudigende veronder
stellingen, zodanig dat:
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Ie. Het zwaartepunt een baan beschrij f t  in het verticale schoots-
vlak.

2e. De lengte-as van het projectiel voortdurend samenvalt met de
raaklijn  aan de baan.

3e. De snelheidsvector aangrijpt in het zwaartepunt en gericht is
volgens de raaklijn.

4e. De luehtweerstandsvector aangrijpt in het zwaartepunt, samen
valt met de raaklijn en tegengesteld gericht is  aan de snel
heidsvector.

5e. De versnelling van de zwaartekracht aangrijpt in het zwaarte
punt en samenvalt met de normaal op het, a ls een p la t vlak
gedachte, aardoppervlak. Deze versnelling wordt gedurende de
beweging constant verondersteld.

We hebben een groot aantal beperkingen ingevoerd. Echter zijn
al deze verwaarloosde factoren van invloed op de beweging van het
projectiel en dus op de grootheden, die we u iteindelijk  wensen te
berekenen. We kunnen deze verwaarlozingen alleen verantwoorden in
de constante k (zfe 4.1, formule (2)), terw ijl we voor de zijde
lingse afwijking (derivatie) achteraf een correctie moeten aan
brengen. Sommige b a llis tic i laten deze constante k weg, dan moe
ten we het vinden in een co rrec tie  op de vormwaarde i .  In de
praktijk baseren we onze baanberekeningen a lt i jd  op experimentele
waarnemingen, zodat d it weinig moeilijkheden oplevert, daar we
dan onze ballistische coefficient c aanpassen aan de waamemings-
punten. Een ju is te  kennis van de waarden der grootheden u i t  (2)
van 4.1 is  alleen vereist voor a prio ri berekeningen, als we nog
n ie t de beschikking hebben over experimentele waamemingspunten.

4.2.3. De temperatuur, de druk en de relatieve vochtigheid van
de lucht

Zie hoofdstuk 5.

4.2.4. De snelheid van het zwaartepunt
Hiermede hangt samen de mathematische vormgeving van de snel-

heidsfunctie f(V).
Dit geeft in de praktijk vele moeilijkheden, daar de afhanke

lijkheid  van de luchtweerstand met de snelheid f(V) u itslu itend
experimenteel bepaald kan worden.

Een algemeen geldige theoretische wet is  nog n ie t gevonden.
Voor f(.V) k ie s t men soms V", waarbij n b e tite ld  wordt a ls  de
weerstatidsgraad. Vroeger koos men n = 2, waarbij deze waarde voor
het gehele snelheixlsgebied werd gebruikt.

Beter is , zoals u i t  proeven volgt, om de n in verschillende
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snelheidszones een andere waarde te  geven, waarbij b l i jk t ,  dat
omstreeks de geluidssnelheid, de n een maximum vertoont.

, J .
4.2. 4.1. Vier facetten van de wiskundige vormgeving

Voor de wiskundige vormgeving van de luchtw eerstandsfunctie
f(V) moeten we rekening houden met de volgende v ier punten:
a. Golfweerstand.
b. Zuig- en wervelweerstand.
c. Wrij viiïgsweerstand.
d. De hoek, die de as van het p ro je c tie l maakt met de rich tin g

van voortbewegen.
Diverse b a l l i s t i c i  hebben zich met de o p s te llin g  van lucht-

weerstandswetten bezig gehouden.
P e ite li jk  is  e r  geen een, die geheel voldoet.

4 .2 .4 .2 . Oudere wetten
We zullen  de voornaamste vormen, die voor f(V) gekozen z ijn ,

bespreken:

f (V) = V2 (Newton en Otto-L ardillon)

f(V) = V3 (Bashforth)

f(V) = V4 (P iton-Bressant)

f(V) = V2 (l + — (Did io n )

f(V) = V2 ( l  +-g£jp) (ST. Robert)

Deze wetten worden gewoonlijk voor het gehele snelheidsgebied ge
bruikt.

4. 2.4.3. Zonewetten
Verder kent men nog de z.g. zonewetten:
a. Zonewetten van Mayevsky:

f(V) s V2 voor V < 240 m/sec

f(V) s V3 voor 240 < V < 295 m/sec

f(V) s V5 voor 295 < V 375 m/sec

f(V) s V3 voor 375 < V <
s 419 m/sec

f(V) = V2 voor 419 < V <
s 550 m/sec

f(V) = V1» 7 voor 550 < V < 800 m/sec

f(V) s yl» 55 voor 800 < V 1000 m/sec
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b. Zonewetten van S iacci II:
f(V) 3 V 2 voor V <

3 240 m/sec
f(V) 3 ' V 3 voor 240 < V <

3 282 m/sec
f(V) = V 6 voor 282 <  V <

3 343 m/sec
f(V) 3 V 3 voor 343 < V <

3 420 m/sec
f(V) 3 V 2 voor 420 < V <

3 700 m/sec
Zonewetten van Chapel - Vallier - Hojel:

f(V) 3 V 2» 5 voor V < 300 m/sec
f(V) = V s voor 300 i V < 330 m/sec
f(V) 3 V-263 voor V > 330 m/ sec.

4. 2.4.4. Eenheidswetten

Nadien hebben we de z. g. eenheidswetten gekregen,
a. Allereerst de eenheidswet van Siacci:

f(V) = 0,2002 V-48,05 +1/(0,1648 V-47,95) 2 + 9,6 + —  442 V(V‘300)
371 i (*) 10

Deze eenheidswet heeft Pasella gebruikt om zijn tabellen te
berekenen, Behorende bij de methode S iacci III, welke methode nog
altijd gebruikt wordt om schootstafels voor landdoelgeschut te
berekenen. Voor snelheden tot 1200 m/sec is deze wet in tabelvorm
uitgerekend door Cranz (I, tabel 6).
b. Verder de luchtweerstandswet behorende bij de methode Garnier,
Haag, Marcus (1918):

log [ÜXI] = log [0,2550 +■
'A » 8
1+0,0392 (-Jq )

27226+494 V'2
■ arctgV]

Vh-6

waarin V' = ^~/30 en VH is V in hectometers.

Deze wet wordt gebruikt bij het berekenen van schootstafels
voor luchtdoelgeschut. Bij de methode G.H.M. behoort een tabel,
waarin F(V) berekend is tot V = 2000 m/sec. De Amerikanen stel
den hiermede hun „Ballistic Tables” (1929) samen.

4.,3. Proefondervindelijke bepaling van de luchtweerstand

Kieken we een zodanige opstelling van ons kanon, dat de pro
jectiel baan nagenoeg horizontaal is, terwijl we aannemen dat de
baan voorgesteld kan worden door een rechte lijn, dan kunnen we
de zwaartekracht bi,j onze beschouwingen buiten rekening laten.
We verschieten ons projectiel bij 0 (fig. 16) en meten de snel-
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Figuur 16
Het p r o j e c t i e l  wordt v e r o n d e r s te ld  z ic h  v a n u i t  0 vo lgens een rech
t e  l i j n  v o o r t  t e  bewegen. De punten  P j  en Po n e t  de c o ö rd in a te n
Xi en x 2 l ig g e n  op  een a f s ta n d  s van e lk a a r .  T)e gemeten snelheden

in  P i  en P 2 z i j n  r e s p e c t i e v e l i j k  V{ en V2. ■

heid in de punten Pj en P2. Daar we de zwaartekracht buiten be
schouwing laten, kunnen we volgens de wet van levende kracht en
arbeid zeggen, dat de door de luchtweerstand verrich te  arbeid
gelijk  is  aan de afname van de hoeveelheid van beweging van het
projectiel.

Figuur 17
Langs de v e r t i c a l e  a s  i s  de lu ch tw ee rs tan d
a f g e z e t  en langs  de h o r i z o n ta l e  as  de a f 

s tanden  u i t  f i g .  16.

Geven we in figuur 17 schematisch de luchtweerstand W a ls
functie van x, dan is

X 2
ƒ W dx = m (V* -  Vj) (3)

We kiezen nu een gemiddelde luchtweerstand Wm, zodanig dat
opp XjABx2 = opp XjCSx2 .
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Formule (3) gaat dan over in:
x 2

W ƒ dx = m (V? -  V*)m > i
X 1

W (x, -  x.) - 14 m (V* -  V*) (4)
m 2 1 i  4

Uit (4) is  Wm op te lossen.
We voeren deze berekeningen voor diverse snelheden u it  en zet

ten de gevonden waarden in figuur 18 grafisch u it.

“ 1-------

F igu ur  18
Langs de ordinaat is  de luchtweerstand W afgezet en

langs de abscis de snelheid van het projectiel.

We vinden h ie r dus de gemiddelde waarden voor W in diverse
snelheidsin tervallen  en trekken voorlopig door de middens van
AB, CD en EF een kromme I, die de luchtweerstand W als füric'tife
van de snelheid V bepaalt. De ju is te  p laa ts  van de kromme is
onzeker, daar, zoals b lijk t u it figuur 17, de keuze van Ŵ samen
hing met gelijke oppervlakken. We gaan nu een controle uitvoeren.

m dV dx „ dV------- -- m V —dx dt dx.

dx = V dVw

ƒ 2 dx = ƒ 2 -  V dV
«, V, w
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I

r * m
x 2 -  X 1 = j  j  V dv = opp. VjABV2 (5)

V1 - J

(zie fig. 19).

Figuur 19
Langs de ordinaat is  V afgezet en langs de abcis V. Hierin is  m
de massa en V de snelheid van het p ro jec tie l, terw ijl de lucht

weerstand door W wordt'' weergegeven.

We leiden nu u i t  de kromme I van figuur 18 een kromme II  af
van figuur 19. Het oppervlak VjABV2 moet nu gelijk zijn aan x2-x
(fig. 16). Klopt d it niet, dan moet de kromme I anders getrokken
worden. We gaan net zo lang door to t we goede resultaten vinden.

We hebben dan de weerstand W als functie van de snelheid ge
vonden en kunnen nu.trachten de definitieve kromme I in een ana
lytische vorm te brengen.

4. 4. De invloed van de geluidssnelheid op de luchtweerstand

De onderzoekingen der Franse b a ll is t ic i  naar de vorm en het
gedrag der functie f(V) (de analytische luchtweerstandswet) toon
den het bestaan van een crjtische waarde dezer functie aan.

Deze waarde werd bereikt wanneer de snelheid van het projec
t ie l  de snelheid van het geluid bereikte. Passeerde de snelheid
van het projectiel de snelheid van het geluid, dan trad een ver
schijnsel op, de zgn. „ball i s t i sche  go lf”, wat to t uitdrukking
kwam in een groter energieverlies van het projectiel.

Volgens de kinetische gastheorie is  de kinetische energie van
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de moleculen, die zich vrij in een gas bewegen, evenredig aan het
kwadraat van de snelheid van voortbewegen. Deze snelheid is even
redig aan de wortel uit de absolute temperatuur.

waarin v de snelheid van het geluid en 9 de absolute temperatuur

Feitelijk is de snelheid v van het geluid rechtevenredig met

waarin c-/c- de verhouding is tussen de soortelijke warmte bij
constante dnik en die bij constant volume, terwijl 9 de absolute
temperatuur voorstelt. Daar voor een bepaald gas de verhouding
der soortelijke warmten vrijwel constant is, kunnen we de ge
luidssnelheid rechtevenredig met de wortel uit de absolute tempe
ratuur stellen." ■■ ,

Daar de geluidssnelheid in feite de snelheid is, waarmee de
moleculen een evenwichtsverstoring in de atmosfeer voortplanten,
is er een correlatief verband tussen geluidssnelheid en snelheid
der moleculen of tussen geluidssnelheid en kinetische energie der
moleculen. Wij hebben een zich met een bepaalde snelheid voortbe
wegend lichaam en de bewegende moleculen, die tezamen botsings-
en wrijvingsverschijnselen veroorzaken, waarbij de wederzijdse
snelheden maatgevend zijn.

De luchtweerstand is dus afhankelijk van de snelheid van het
bewegende lichaam en van de snelheid der moleculen, dus van de
geluidssnelheid.

Het is dus volkomen te aanvaarden om de weerstandsfunctie van
de lucht te schrijven als afhankelijk van beide grootheden. Men
heeft hiervoor gekozen de vorm:

waarbij dus de snelheid van het bewegende lichaam wordt uitge-
drukt in de geluidssnelheid ter plaatse. De functie van de pro-
jectielsnelhèid wordt dus vervangen door een functie van b, het
getal Van Mach. Darrieus heeft in 1922 er voor het eerst in bal
listische kringen op gewezen, dat de functie F de vorm van formu
le (7) moest worden gegeven.

Ook de vorm V/v is juist, daar immers de weerstand zeer sterk
toeneemt als de snelheid van het lichaam om en nabij de geluids
snelheid komt. Zou laatstgenoemde snelheid tengevolge van een
hogere temperatuur bv. met 10% toenemen, dan zou het projectiel

(6)

voorstelt.

,VxF (b) = F y (7)
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de sterke vergroting van de weerstand ook eerst ondervinden, in
dien zijn eigen snelheid met 10% was vergroot. Het is dus ver
klaarbaar om V en v in de vorm van een breuk te schrijven.

Een verklaring voor het feit, dat een bewegend lichaam juist >
bij de geluidssnelheid een grotere weerstand ondervindt, is te
vinden in hoofdstuk 2.

De snelheid van het geluid is dus een functie van de absolute
temperatuur der middenstof, zodat ook de waarde van P een veran
dering ondergaat als de temperatuur zich wijzigt, daar de ballis
tische golf dan optreedt bij een andere snelheid.

De functie F zal die verandering dus tot uitdrukking moeten
brengen.

Daar de functie F(b) voor b = 1 een discontinuiteit blijkt te
vertonen, heeft de Franse ballisticus Dupuis een luchtweerstands-
wet ontwikkeld, die op het getal van Mach is gebaseerd.

Onder zijn leiding werden in de jaren 1921-1923 schietproeven
gehouden door de „Commission de Gavre”, teneinde experimentele
waarnemingen te verkrijgen. Deze wet wordt bij de methode G.H.M.
II gebruikt.

De luchtweerstandsfunctie is van de vorm:

P(b) = Pj(b) - jP2(b) .

Deze is getabelleerd in bijlage B van Gamiers verhandeling in
het Mémorial de 1 ’artillerie frangaise 1929 met drie alternatieve
waarden voor de parameter j. Deze parameter geeft de mogelijkheid
de luchtweerstandsfunctie aan te passen aan de uitwendige Vorm
van het projectiel gezien vanuit een aërodynamisch gezichtspunt.
Voor moderne, slanke projectielen wordt de waarde j = 0,04 ge
bruikt, voor de oudere projectielmodellen geldt.j = 0,24, terwijl
voor de tussenvormen de waarde j = 0,14 kan worden ingevoerd.

Deze parameter j geeft dus naast de vormwaarde i een tweede
mogelijkheid om met de vorm van het projectiel rekening te hou
den.

Uit resultaten van de praktijk is het mogelijk gebleken een
grafiek te construeren voor j als functie van de ogiefhoogte h,
waarbij h uitgedrukt wordt in kalibers (fig. 20).

De functiewaarden F (b) en F (b) zijn verkregen uit experimen
tele gegevens en op de volgende wijze mathematisch voor te stel
len.
Voor b ^ 1:

Fj(b) = 96000 [(b - 0,5) + 0,16596 (b - 2,05). 10’5* 5<b‘ 94> *]

F2(b) = 96000 .
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0,25

Figuur 20
j = vormwaarde vo lgens  de wet van Dupuis (Tabe l  B, G.H.M. I I ) .
h = hoogte  Van h e t  o g i e f ,  u i t g e d r u k t  in k a l i b e r s .

Voor b ^ 1:

Px(b) = 96000 [0,1399976 + 0,36. KT5* 8< 1-b>]
Pj(b) = 96000 [0,35 + 0,65.10"5*8(1"b)] . *

Voor b = 1 geven de twee functies van Pj(b) resp. P2(b) gelijke
waarden.

Zetten we de functie F(b) grafisch u it ,  dan b li jk t  deze bij
b = 1 een discontinuiteit te bezitten, zodat we bij het uitvoeren
van berekeningen, in de omgeving van d it  punt, speciaal moeten
Oppassen. Voor j = 0,24 is  F(b) als functie van b grafisch u i t 
gezet in figuur 21. De weerstandsgraad n (zie verder) springt
hier van 10,5 voor b = 1 -  e to t 3,8 voor b = 1 + e, waarin e een
zeer klein getal voorstelt.

4 .5 . Een nadere beschouwing van de weerstandsgraad

We hadden de luchtweerstand aanvankelijk geschreven volgens de
formule:

W = — c f(V) (8)g
Hierin is  de ba llis tisch e  coeffic ien t c afhankelijk van het

veranderlijke luchtgewicht, en daar d it  la a ts te  een functie is
van de hoogte, is  c dus eveneens een functie van de hoogte. Noe-
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F(b)

Figuur 21
De fu n c t ie  F(b) van de luchtweerstandswet van Dupuis i s  langs de
ord in aat  en h e t  g e ta l  van Mach langs  de a b sc is  a fg e z e t .  In A i s
een d i s c o n t i n u ï t e i t .  Bij h e t  in tabelvorm brengen van de fu n c t ie

z i j n  de krommen voorbij h e t  punt A geëxtrapoleerd .

men we de b a l l is t is c h e  c o e ff ic ie n t op zeeniveau c en nemen we
een functie h(y) aan, die verandert met de hoogte, dan kunnen we
c a ls  volgt uitdrukken:

c = co h(y) .

Formule (8) gaat dan over in:

W = |  co h(y) f(V) (9)

log W = log P -  log g + log co + log h(y) + log f(V) (10)

Beschouwen we de luchtweerstand voor een constante hoogte, dan
z ijn  log g en log h(y) constan t. U iteraard  z ijn  ook log P en
log co constant. Formule (10) gaat voor een constante hoogte over
in:

log W = A + log f(V) (11)

Hier in is  A een constante grootheid.
Bij sommige b a llis tisc h e  methoden is  verondersteld:

f(V) - V" (12)
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dus: log W = A + n log V (13)

Nemen we n constant, a ls  V verandert, en zetten we langs de
coordinaatassen log W en log V af, dan wordt formule (13) gra
fisch voorgesteld door een rechte l i jn  (fig . 22).

log W

log V
Figuur 22

Grafische v o o rs te l l in g  van formule (13) voor n constant.

Van de log W-as wordt een stuk A afgesneden, terw ijl de rich-
tingscoefficient van de rechte l i jn  wordt gegeven door n, waarbij
n = t'g ou

Hoe- groter de n, hoe s te i le r  de rechte loopt en hoe sterker
dus de toename van de luchtweerstand als functie van de snelheid
is.

Verandert de n in het snelheidsgebied, dan vinden we op de
logarithraische schaal van fig. 22 geen rechte meer, doch een gra
fische l i jn ,  waarvan de rich tingscoeffic ien t van t i jd  to t t i jd
verandert. Neemt de snelheid V met een bedrag dV toe, dan zal de
luchtweerstand meer toenemen, naarmate n groter is . De n is  dus
een maat voor de verandering van de luchtweerstand in een bepaald
snelheidsgebied. We noemen n de weerstandsgraad.

Om een inzicht te krijgen in de luchtweerstand kunnen we dus
in plaats, van log W langs de y-as, hierlangs log ffV) afzetten.
Dit scheelt slechts het stuk A dat van de y-as wordt afgesneden.
Voor een constante n vinden we op deze wijze fig. 23. Zoals boven
reeds vermeld, zal de grafiek voor log f(V) als functie van log V
in het algemeen een kromme zijn.

De helling van de kromme bepalen we nu door in ieder punt de
weerstandsgraad  (tangens van hellingshoek) u it te rekenen.

We vinden: f'CVl ,
d [log, f(V)] d [ln f(V)] H vT  dV V f (V)

n = tg “ = d [log V] = d [In V] = ^  f(V)

V f'(V) d [log f(V)] /1/IN
dUS‘ n = _ f(V) d [log V]
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log f(V)

lOg V :

Figuur 23
Log f (V) a ls  functie  van log V, vopr n constant.

Bij de methode G.H. M. I is  de vertraging van de luchtweerstand:

r  = c f(V) = co e"h* f (v)  (15)

In r  = In cq -  hy + In f(V) (16)

Nemen we de hoogte constant, dan kunnen we dus weer In f(V)
als functie van In V, of log f(V) als functie van log V uitzetten.
De weerstandsgraad wordt dan bepaald door formule (14).

De vertrag ing  van de luchtweerstand wordt b ij de methode
G.H.M. II voorgesteld door:

r =■ co x , F(b) = co ï r P(b) (17>
O

Hierin is  H de atmosferische druk te r plaatse waar het projec
t ie l  zich bevindt en H is  de druk op zeeniveau.

O

In r = In co + In H -  ln H0 + In F(b) (18)

Kiezen we de hoogte weer constant, dan k rij gen we een inzicht
in de luchtweerstand door log F(b) grafisch voor te s te llen  als
functie van log b. In deze formules is  b de snelheid van het pro
je c t ie l ,  gedeeld door de snelheid van het geluid. Hier is  reke
ning gehouden met de verandering van de geluidssnelheid als func
tie  van de temperatuur of, wat voor de standaardatmosfeer op het
zelfde neerkomt, als functie van de hoogte. Houden we de hoogte
constant, dan is  ook de geluidssnelheid voor d e •standaardatmo
sfeer constant en kunnen we op deze wijze de luchtweerstandswet
en de weerstandsgraad van G.H.M. II vergelijken met G.H.M. I en
u it  de grafieken hjet onderscheid aflezen.

Voor de weerstandsgraad van G.H.M. II vinden we:
P* ( b)

d [log F(b)] d [ln F(b)] F(b) db b F '(b) (ig)
d (log b) d (ln b) db

b
F(b)



Bij de zonewetten voor de luchtweerstand (Mayevski, Siacci II ,
e .d .) is  de functie f(V) gegeven door Vn. De weerstandsgraad n
v a riee rt h ie r in de diverse snelheidsin tervallen . Op de zone-
grenzen verandert de weerstandsgraad p lotseling, zodat er in de
vertraging behalve een d iscon tinu ite it ook een sprong optreedt.
Deze sprong kan ongedaan gemaakt worden door een geschikte keuze
van de, bij de in tegra tie  van de ballistische hoofdvergelijking,
optredende integratieconstanten.

Bij de Engelse methode van schootstafelberekening wordt de
vertraging tengevolge van de luchtweerstand voorgesteld door:

V2 P (|) (20)r  -------- -----
10 4c

a = geluidssnelheid.
c = ballistische coefficient, constant in de baan.
p 0  = functie van het getal van Mach.

In r = 2 In V + In P .(—) -  ln c -  ln ÏO4
,V\

d (ln r)
d (In V)

2 + ■

d [ln P (5 )]

d (In V)

”(i)
*  ( f )

2 + - dV
V

2 +
V P '(J)

Stellen we weer: b = 4  , dan is  de weerstandsgraad:
a

b P' (b) d [log P(b)]n = 2 + ---------- -- 2 + ---------------- -
P(b) d(log b)

( 21)

• We hebben u i t  het voorgaande gezien, dat de weerstandsgraad
in het gehele snelheidsgebied sterk aan verandering onderhevig is
en wel speciaal in de buurt van de geluidssnelheid.

Schrijven we voor de luchtweerstand:

W = — c f(V) , (22)
g

dan leiden we de weerstandsgraad af u it  f(V). In de analytische
vorm, die we voor f(V) moeten kiezen, is  dus in de eerste plaats
het natuurkundige verschijnsel „luchtweerstand” verwerkt, doch in
de tweede plaats bevat deze analytische vorm compensaties voor de
beperkende veronderstellingen, die we in hoofdstuk 3 invoerden.
In principe is ,h ie rb ij c alleen maar afhankelijk gesteld van de
hoogte. Daar de analytische vorm echter ook weer n ie t geheel
exact is , zullen we een geringe afhankelijkheid van c en dus van
1 of k met de snelheid vinden. Voor ons betoog verwaarlozen we
d it laatste  echter.
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Stellen we de luchtweerstand voor door de formule:

( 23)

dan is  de weerstandsgraad constant en gelijk aan 2. Alles wat we
bij (22) in de f(V) verwerkten, moeten we nu in de c, verantwoor
den. Deze la a ts te  wijze van mathematisch voorstellen vinden we
o. a. bij de hierboven behandelde Engelse methode. Men b e ti te l t
c dan met de naam dragfunction.

Door g e lijk s te llin g  van de formules (22) en (23) kunnen we de
dragfunction afleiden u it de analytische functie f(V). We vinden:

f(V) (24)

De functie —-
c

f(V) is  in figuur 24 grafisch uitgezet voor

de eenheidswet van Siacci. We zien h ie ru it dat to t snelheden van
ongeveer 200 m/sec de snelheidsfunctie f(V) kan worden voorge
steld  door V2. Voor grotere projectielsnelheden b lijk t d it echter
n ie t meer- mogelijk te zijn . Tevens le e r t de figuur ons, dat de
kromme voor V=300 m/sec een buigpunt vertoont, het z. g. buigpunt
van Mayevski. Bij een snelheid van ongeveer 500 m/sec wordt het
z. g. maximum van Hojel bereikt.

Figuu r  24^
Grafische v o o r s t e l l in g  van 106 — = i o 6 voor de

C y  2
eenheidswet van S ia c c i .
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Tenslotte geven we in figuur 25 een beeld van de weerstands-
graad voor de eenheidswet van Siacci. Duidelijk b lijk t dat deze
weerstandsgraad bij het naderen van de geluidssnelheid sterk
s t i jg t  van n * 2 to t  n = 6, om voorbij de geluidssnelheid weer
regelmatig af te nemen. Dit verschijnsel is  volkomen in overeen
stemming met het buigpunt dat we in figuur 24 vonden voor een
snelheid van 300 m/sec.

0 ,5  200 210 220 230 240 250 260 210 280 290 300 S »  320 330 340 350 360 370 380 300 400 410 430
■ " » V in  a/sec

Figuur  25
De w eers tandsg raad  n a l s  fu n c t i e  van de p r o j e c t i e l s n e l -

h e id  V, voor de eenheidswet van S ia c c i .
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H o o f d s t a k  5

DE  V E R W E R K I N G  V A N DE  A T M O S F E E R
I N  DE  B A L L I S T I E K

S. I .  L ach tgew ich t

De atm osferische toestand  wordt bepaald door temperatuur, druk
en re la tie v e  vochtigheid van de lu ch t. Deze d r ie  invloeden komen
to t  u itdrukking in  de fac to r

8
57

(z ie  4 .1 , formule 1).
H ierin  i s  s o he t z.g. normale luchtgewicht, d.w.z. he t gewicht

van 1 m3 lu ch t° in  kilogrammen, op zeeniveau. D it i s  dus f e i t e l i jk
h e t s o o r te li jk  gewicht van de luch t.

We berekenen h e t normale luchtgewicht met een formule, die we
u i t  de gewichtsformule van de natuurkunde afleiden . Deze gewichts-
formule lu id t:

Het gewicht van 1 m3 luch t, b ij een druk van 76 cm en een tem
p e ra tu u r van 0° C, bedraag t 1,293 kg. Voor h e t luchtgew icht 80
vinden we dan:

1.1,293
H 273

76 ~T"~

O

4,65 -  .
T

( 1)

H ierin  moet H in  cen tim eters  kwikdruk en T in  graden ke lv in
worden ingevoerd. In formule (1) i s  de vochtigheid verwaarloosd.
Willen we hiermede rekening houden, dan móet de formule gecorri
geerd worden:

(H - 4  f  E)T 8
( 2)

f  = vochtigheidsgraad.
E = verzadigingsdruk van waterdamp in  cm kwikdruk.

In  deze formule wordt de druk gecorrigeerd  voor de vochtig
heid. In de Franse methoden co rr ig ee rt men gewoonlijk de tempera
tuur voor de vochtigheid.
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5.2 .  Standaardatmesfeer

Behalve het luchtgewicht op zeeniveau moeten we ook, volgens
een bepaalde formule, het verloop aannemen van het luchtgewicht
met de hoogte. Zodoende komen we to t het luchtgewicht 8 op zekere
hoogte boven zeeniveau.

We maken hiervoor gebruik van de standaardatmosfeer, die geba
seerd is  op een jaargemiddelde voor druk, temperatuur en vochtig
heid op zeeniveau, terw ijl een bepaald verloop van deze groothe
den als functie van de hoogte is  aangenomen. Enkele veel gebruik
te standaardatmosferen, met het daaruit berekende normale lucht
gewicht, zijn verzameld in tabel II.

Tabel I I
Gegevens te r berekening van het luchtgewicht

(op zeeniveau) voor diverse standaardatmosferen

Standaard Barometer- Tempera- Vochtig- Normaal lucht
atmosfeer stand tuur heid gewicht

U. S.A. 29, 53 inch = 59° P = 78% 525,9 g ra in s /ft3 =
750,05 mm 15° C 1,2035 kg/m3

Gr. B ritt. 30 inch = 60° P = 50% 534,22 g ra in s /ft3
762,0 mm 15,6° C = 1,223 kg/m3

I. C. A . N. 760 mm 15° C 0% 1, 2255 kg/m3
Nederland
vódr 1940 760 mm Ooo 80% 1,243 kg/m3

Siacci-
Fasella 750 mm 15° c 50% 1, 206 kg/m3

G. H. M.
I en II 755,33 mm 16° C 75% 1,208 kg/m3

Voormalig
N. 0 ,1. 758,0 mm 26,4° C 83% 1,164 kg/m3

5 . 3 .  Temperatuur en druk

Is  het temperatuurverloop als functie van, de hoogte, alsmede
de druk op zeeniveau vastgelegd, dan is  volgens de natuurkundige
wet van de barometrische hoogteverdeling tevens het drukverloop
als functie van de hoogte bepaald. Op iedere willekeurige hoogte
kan nu hét luchtgewicht met behulp van formule (1) worden bere
kend.
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Moderne onderzoekingen op b a llis tis c h  gebied hebben aange
toond, dat men bij de luchtweerstand rekening moet houden met de
veranderlijkheid van de geluidssnelheid als functie van de tem
peratuur. Hieruit volgt dat het beter is  de correcties tengevolge
van temperatuur- en drukverandering gesepareerd te berekenen, dan
d i t  te  doen door middel van het luchtgewicht, waarin beide zijn
ingevoerd. Wordt deze nieuwere methode toegepast, dan i s  het
noodzakelijk te werken met de afwijking van de normale druk op
zeeniveau, alsmede met de ballistische temperatuur.

5.4. De barometrische hoogteformule voor een constante tem
peratuur

Wë zullen enkele formules afleiden voor de verandering van het
luchtgewicht als functie van de hoogte en wel in de eerste plaats
die, waarbij de temperatuur constant wordt gehouden.

We gaan u it  van de toestandsvergelijking voor een ideaal gas:

We vestigen er de aandacht op, dat de h ier gebruikte gascon
stante R voor ieder gas verschillend is . Deze is  te verkrijgen
door de in de physica gebruikte universele gasconstante te delen
door het moleculairgewicht.

We hebben de massa van 1 m3 lucht, voor een bepaalde tempera
tuur, druk en vochtigheid, gesteld op 6 kg. Gaan we bij onze be
schouwingen u it van 1 kg lucht, onder dezelfde omstandigheden,
dan wordt h e t volume hiervan: v = g .
Formule (3) neemt dan de vorm aan:

p = R T 5 . (4)

Veronderstellen we een luchtkolom met een doorsnede van 1 m2
en beschouwen we daarin een laag op hoogte y m met een luchtdruk
van p kg/m2; en een laag op hoogte y + dy m met een luchtdruk
van p + dp kg/m2 (fig. 26)..

Stijgen we nu dy meter van het eerste to t het tweede niveau,
dan is  het gewicht van de lucht in die kolom gelijk aan 6 dy kg.
De drukverandering bij deze stijg ing bedraagt nu:

dp = -  6 dy . (5)

Houdt men de temperatuur constant, dan geldt voor formule (4):
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y
Uit de formules (5) en (6) volgt:

< - - - - -  l m 2 .......... ->

Figuur 26
Cylindervormige luchtkolom
met een doorsnede van l m 2.
Luchtdruk op y en y + dy m,

resp. p en p + dp kg/m2.

8

Met behulp van (6) wordt deze formule:

= 8  e ”  p °  y  . ( 8 )O

Deze betrekking geldt dus u its lu iten d  a ls  de temperatuur constant
i s  verondersteld.
Gaan we u i t  van p = 760 mm en 8 = 1,243 kg/m3, dan vinden we

O  O

8„
= 0, 000120 .

P o

Voor p = 750 mm en 8 = 1,206 krijgen we a ls  resu ltaat:
O  O

8-2. = 0,000118 .
P o

Gewoonlijk neemt men voor-̂ 2. de waarde h = 0,0001.

Voor grotere hoogten wordt in  de methode G.H.M. I gebruikt
h' = h (1 + ay), waarin a = 0 ,13 .10”4, waardoor een gecorrigeerde
formule ontstaat:

s =- 6 e-h' y = e erh(1+ay)y .O o (9)

5. 5. De barometrische hoogteformule voor een veranderlijke
temperatuur

Tot ongeveer 12 km hoogte in de z. g. troposfeer, neemt de tem
peratuur voortdurend af.

Noemen we \  de tem.peratuurgrad.ient, d. w. z. het bedrag waarmee
de temperatuur afneemt bij s t i jg in g  van 1 m, dan geldt voor de
hoogte y:



T = T -  X y .y o
( 10)

Maken we wederom gebruik van de formules:

dp = -  8 dy en p = 8 R T ( 11)

waarin nu voor T te  substitueren  is :  Tq -  X y, dan k rijgen  we:

P dy

Geïntegreerd:

of:

dp = -

dp
P

P
ln  p

R (T0 -  Xy)

dy_______
R (T0 ,r  Xy)

:r- ln  (T -  Xy)
y

y=o

, P 1 T0 -  Xyln  —  = ---- ln  — -------
■ P RX T

_L = [T° ~ ^ ] R^
P . To

( 12)

Met behulp van (11) vinden we:
p _ 8 R (T0 -  Xy) = Tc -  Xŷ  R>

P T '  80 R T0 ‘  Tc

s = 8 (13)

S te lle n  we de tem peratuur op 12 km hoogte op -  54,6° C en op
zeeniveau g e lijk  10° C, dan i s

= _6416_= 0 0054 .
12000
R = 29,29 .

Met formule (11) gaat formule (13) over in:

» r Xy,p„X5 = 8o [1 - y ]  y°

8 T
_Q__B . _  ^

(14)

daar: 1 80T0

R Po
Voor de I . C.A.N. standaardatmosfeer i s  To = 288. De troposfeer
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wordt h ier verondersteld te eindigen op 11 km hoogte, waarbij de
temperatuur -  56,5° C is . We vinden dan X = 0,0065.

5 .6 . De barom etrische hoogteform ule voor de s tr a to s fe e r

Op 12 km hoogte begint de stratosfeer. In deze laag stellen  we
de temperatuur constant: Tx = 218,4. We vinden dan m. b. v. (.11):

P dydp =* - R T,

dp
P

Geintegreerd: ln p

y -  y i
R T,

_P_ = e" R Tx
px

J . p 8Voor constante temperatuur i s : ---- =---- , dus
Px 8 x

y -  y  1

8 = 8j e R Ti (15)

Substituéren we voor 8X, de waarde u it  (14), waarin y = y x =
12000 m, dan gaat formule (15) te r  berekening van het luch t
gewicht in de stratosfeer, over in:

80T0

.. p-xo T
- 1 y -  yj

e '  R T i (16)

Opmerking: Bij de methode G.H.M. II wordt voor het luchtgewicht
de formule gebruikt:

p T'
p T'o  y

(17)

Waarin T' de voor de vochtigheid gecorrigeerde temperatuur is.
Deze formule is  op eenvoudige wijze u it  de gewichtsformule van

de natuurkunde af te leiden. Deze luidt:
„  P  T oG = v s --------

P T
( 18)
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Nemen we voor h e t volume van de lu c h t v = l m 3, dan i s  h e t
gewicht van deze lu c h t op zeeniveau s = 8 waarbij een druk po
en een tem peratuur Tq behoren. Voor .een druk p en een tempera
tu u r T , op een hoogte van y meter, kunnen we dan he t gewicht van
de lu c h t G = 8 berekenen. De gewichtsform ule g e ld t voor droge
lu c h t .  We kunnen e c h te r  zonder bezwaar de tem peratuur voor de
vochtigheid corrigeren , waarna dus (17) volg t u i t  (18).

5.7. Overzicht van de afgeleide formules voor de verandering
van het luchtgewicht a ls  functie van de hoogte

A .
A

8 = 8  e po y (19)

Deze formule

y o

i s  th eo re tisch  A fgeleid voor eeft constante tempe-
ra tu u r.

B . 8 = 8  e ~ hy (20)

C .

y °

8 = 8  e - h <1+ay>y (21)

D .
y ° 1

5 = 6  ( l  -2L)R>- (22)

De formule D

y o t
o

i s  th e o re tis c h  a fg e le id  voor een v e ra n d e rlijk e
temperatuur.

E .
p T'

8 =• 8 —ï  —2_ (23)
y ° p T'*o y

Om na te  gaan in  hoeverre  deze form ules in  de p r a k t i jk  van
e lk a a r v e rsc h illen , hebben we h iervoor berekeningen uitgevoerd.
De volgende gegevens z ijn  h ie rb ij  gebruikt:

8 = 1,243 kg/m3 (760 mm, 10° C, 80% vochtigheid).
Po = 10333 kg/m2.
T° = T — >y. >. = 0,0054.
TV = 283° K.
h° * 10"4.
a = 0 ,13 .10"4
R = 29,3.
y in  meters.

De waarden van p en T ', benodigd voor de formule (E), z ijn
o n tle e n d  aan de ta b e l le n , behorende b ij  de methode G.H.M. I I
(1929). De resu lta ten  z ijn  verzameld in  tabel I I I .
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Tabel III
Het luchtgew icht a ls  fu n c tie  van de hoogte

volgens d iverse  formules

v
8y in  kg/m3

in  m
A B C D E

0 1,243 1, 243 1,243 1,243 1,243
1000 1,102 1,125 1,123 1,122 1,117
2000 0, 977 1,018 1,013 1,011 1,006
3000 0,867 0,921 0,910 0,908 0, 907
4000 0,768 0,833 0,816 0,815 0,818
5000 0,681 0,754 0,730 0,729 0,738
6000 0,604 0,682 0,651 0, 651 0,666
7000 0,536 0,617 0,579 0, 579 0,600
8000 0,475 0, 559 0, 514 0,515 0, 539
9000 0,421 0, 505 0,455 0,456 0, 483

10000 0,373 0,457 0,402 0,403 0, 430
11000 0, 331 0, 414 0,354 0,355 0,378
12000 0,294 0,374 0,311 0,312 0,328

De form ules B en C worden gebru ik t b ij de methode G.H.M. I .
De c o rre c tie  a k r i j g t  pas invloed op gro tere hoogte.

De getallenwaarden voor C en D z ijn  nagenoeg g e lijk . H ie ru it
b l i j k t ,  d a t de gecorrigeerde  formule van G.H.M. I p a s t  b ij de
theo re tisch  afgeleide formule.

De formule E wordt gebru ik t b ij de methode G.H. M. I I .  Afwij
kend van h e t b ij  deze methode g eb ru ik e lijk e  luchtgew icht i s  t e r
v e rg e lijk in g  met de andere c ijfe rre e k se n  voor 8o = 1 , 2 4 3  kg/m3
gekozen.

5 .8 . Enkele s tan d aard a tm esfe ren

Voor de Amerikaanse standaardatm osfeer i s  he t luchtgew icht en
de temperatuur a ls  functie  van de hoogte, vermeld in  tabel IV.

Luchtgewicht, druk en tem peratuur a ls  fu n c tie  van de hoogte,
geeft ons tabel V voor de B ritse  standaardatmosfeer.

Een veel gebruikte standaardatmosfeer i s  de I. C. A.N.
De berekening van 8 geschiedt h ie rb ij volgens de formule:

8  =
7

„ , ,  0,0065 y x 4. 255
8o ( l  “  288 (24)
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Tabel IV
Het verloop van luchtgewicht en temperatuur a ls  functie
van de hoogte, voor de Amerikaanse standaardatm osfeer

(voor h e t midden van de hoogte zones)

Hoogte in
duizend tal
len  voeten

Luchtge-
wicht in

kg/m3

Temperatuur

in  °P in  °C

0 1,2034 59,0 15,0
0,3 1,1920 58,1 14,5
1,05 1,1643 55,7 13,2
2,25 1,1208 52,0 11.1
3,75 1,0691 47,5 8,6
5,25 1, 0197 43,0 6,1
7.5 0,9497 36,4 2,4

10,5 0,8638 27,7 - 2,4
13,5 0,7858 19,3 -  7.1
16,5 0,7146 11,1 -11,6
21 0,6199 - 0,8 -18,2
27 0,5130 -16,1 -26,7
33 0, 4244 -30, 5 -34,7
39 0,3512 -44,1 -42,3
45 0,2905 -57,3 -49,6
51 0,2404 -69,7 -56, 5
57 0,1989 -81,6 -63,1

Tabel V
Het verloop van luch tgew ich t, druk en tem peratuur a ls
functie  van de hoogte, voor de B ritse  standaardatm osfeer

(voor h e t midden van de hoogtezones)

Hoogte in
du izendtal
len voeten

Luchtge- Druk Temperatuur
wicht in

kg/m3 in mm
kwikdruk

in  m il
l ib a r

in °P in °C

0 1,223 762,0 1015,9 60 15,6
1 1,184 735,1 979,3 58,2 14,6
3 1,109 683,5 911,2 54,4 12,4
5 1,039 635,5 847,2 50,4 10,2
7 0,974 590,3 780,9 46,1 7,8
9 0,913 548,1 730,6 41,5 5,3

11 0,855 508,5 677,8 36,6 2,6
13 0,802 471,4 628,4 31,3 -  0,4
15 0,751 436,6 582,0 25,7 - 3 , 5
18 0,681 388,6 518,0 16,6 - 8 , 6
22 0,598 331,2 441,5 3,0 -16,1
26 0,526 280,9 374,4 -12,6 -24,8
30 0,462 237,0 315,9 -30,4 -34,7
34 0,405 198,1 264,1 -50,7 -45,9
38 0,341 164,7 219,4 -56,2 -49,0



Substitueren we in  formule (22):

T0 = 288
X = 0,0065
R =2 9 , 3

dan vinden we voor de exponent —----  1 = 4,253 .
RX

H ieru it zien we dat formule (24) g e lijk  is  aan de theo re tisch ,
voor een veranderlijke  temperatuur, afgeleide formule (22).

Tabel VI geeft een overzich t van he t verloop van luchtgewicht,
druk en temperatuur, a ls  functie  van de hoogte, voor de I.C . A.N.
standaardatmosfeer.

Tabel VI
Het verloop van luchtgew icht, druk en temperatuur,
a ls  fu n c tie  van de hoogte, voor de I.C . A.N. s tan 

daardatmosfeer

Hoogte
in km

Luchtge-
wicht in

kg/m3

Druk Tempera-
tuur in

°C
in  mm

kwikdruk
in m il
l ib a r

0 1,2255 760,00 1013,25 15,00
0,5 1,1677 716, 00 954,59 11,75
1 1,1121 674, 09 898, 70 8,50
1,5 1, 0585 634,23 845, 60 5,25
2 1,0068 596,21 794, 08 2,00
2,5 0, 95722 560,11 746,78 - 1,25
3 0, 90940 525,79 700, 99 -  4,50
3,5 0,86356 493,23 657,60 - 7,75
4 0,81935 462, 25 616,28 -11,00
4,5 0,77697 432,90 577,16 -14, 25
5 0,73629 405,08 540, 07 -17,50
5 ,5 0,69725 378,73 504, 93 -20,75
6 0,65982 353,78 471, 67 -24, 00
6,5 0,62395 330,18 440, 20 -27, 25
7 0,58959 307,87 410, 46 -,30, 50
7,5 0,55669 286,80 382,36 -33, 75
8 0,52522 266,91 355, 84 -37, 00
8,5 0,49512 248, 15 330, 84 -40,25
9 0,46637 230,47 307, 27 -43, 50
9,5 0,43891 213,83 285, 08 -46,75

10 0,41270 198,17 264,21 -50,00
10,5 0,38771 183,46 244,59 -53,25
11 0, 36389 169,64 226, 17 -56, 50
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5 .9 .  Het b a l l i s t i s c h  luchtgew icht

De schootstafels werden berekend voor een bepaalde standaard
atmosfeer. In het algemeen zal de werkelijke atmosferische toe
stand hiervan afwijken. We moeten hiervoor dus corrigeren. Hier
toe maken we gebruik van een gewogen gemiddeld luchtgewicht, het
z. g. ballistisch luchtgewicht. Men verdeelt hiertoe de atmosfeer
in horizontale lagen (zones). Voor een bepaalde projectiel baan is
het culminatiepunt bekend of anders op eenvoudige wijze met de
formule van Sladen u it  de v luch ttijd  te berekenen. We weten dan
welke zones het p ro jec tie l doorloopt. In het midden van iedere
zone wordt het luchtgewicht berekend volgens de standaardatmo
sfeer. Deze luchtgewichten worden vermenigvuldigd met de ge-
wichtsfactoren, die voor iedere zone z ijn  vastgesteld, daarna
algebraisch gesommeerd en ten s lo tte  gedeeld door de som van de
gew ichtsfactoren. We hebben nu het z.g. normaal b a l l is t is ch
luchtgewicht gevonden. Op dezelfde wijze wordt gehandeld met de
gemeten luchtgewichten van de dag. We vinden dan het ballistisch
luchtgewicht van de dag. Het verschil tussen de beide b a ll is 
tische luchtgewichten geeft ons een maat voor de aan te brengen
correcties.

Vroeger werden de gewichtsfactoren berekend u it de tijd , gedu
rende welke een projectiel zich in de zone bevond. Voor een pro-
jectielbaan van 1anddoelgeschut moeten we dan de partiele  vlucht-
tijden voor de stijgende en de dalende tak per zone samentellen.

Voor luchtdoelgeschut hebben we slechts rekening te houden met
de p artie le  vluchttijden van de stijgende tak. Tegenwoordig is
men echter afgestapt van de p a rtie le  vluchttijden en heeft men
andere methoden ontwikkeld om de wegingsfactoren te bepalen.

Wil men de atmosferische correcties bepalen met behulp van de
druk op zeeniveau en de temperatuur, in plaats van met behulp van
het luchtgewicht, dan moet men de ballistische temperatuur in
plaats van het ballistisch  luchtgewicht berekenen.

De keuze van de hoogtezones is  in diverse landen verschillend.
In Nederland had men vóór 1940 zones van gelijke dikte van 500 m.
In Engeland en Amerika heeft men atmosferische lagen gekozen,
die met de hoogte in dikte toenemen. Bij de Britse zones zijn de
dikten van de lagen 2000 voet to t een hoogte van 16.000 voet,
daarna wordt de dikte 4000 voet. De Amerikaanse zones zijn tegen
woordig in internationaal verband, als z. g. standaardzones aan
vaard. Deze hebben to t 6000 voet een dikte van 1500 voet, daarna
to t 18000 voet een dikte van 3000 voet, terw ijl ze daarna met
6000 voet opklimmen.

Deze zone-indelingen worden dan gebruikt bij de samenstelling
van het m ilitaire weerbericht.
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H o o f d s t u k  6

A F L E I  D I  N G V A N
D E  E X A C T E  E N  D E  B E N A D E R D E

B A L L I S T I S C H E  H O O F D V E R G E L I J K I N G

6 .1 .  E x a c te  b a l l i s t i s c h e  h o o f d v e r g e l i jk in g

Z oals reed s  e e rd e r  vermeld, z u lle n  we voor de o p s te l l in g  van
de b ew eg in g sv e rg e lijk in g en  van h e t  p r o j e c t i e l  in  de a tm osfeer,
d i t  a l s  een s t o f f e l i j k  punt beschouwen, te rw ij l  we v erd er de be
perkende v e ro n d ers te llin g en  invoeren, omschreven in  hoofdstuk 3.

W =mc F(V)

P = mg

Figuur 27
Het p ro jec tie l, a ls  s to f fe li jk  punt beschouwd, bevindt zich in het punt
A van z ijn  baan. De snelheid V, gerich t volgens de raak lijn , maakt een
hoek 9 met de horizontale  rich tin g  x. De luchtweerstand W i s  tegenge
s te ld  gerich t aan de snelheid V. Het pro jec tie lgew ich t P i s  v e rticaa l

naar beneden gericht.

In  f ig u u r  27 b ev in d t h e t  p r o je c t ie l  z ich  in  A. De sn e lh e id  V
en de w eerstand  W v a lle n  samen met de r a a k l i jn  in  A, doch z i jn
teg en g este ld  g e r ic h t. Het p ro je c tie lg e w ic h t P i s  g e r ic h t evenwij
d ig  aan de y -a s . De r a a k l i jn  in  A s l u i t  een hoek 9 in  met de ho
r iz o n ta a l .  We kunnen nu de volgende v e rg e lijk in g en  o p s te lle n :

V = V cos 9 i
( 1 )

V = V s in  9 ’y
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( 2)V =-ËL= \/v 2 + v 2‘
d t  x y

d2x dVm----- = ra — — = -  W cos 9 (3)
d t2 d t

d2y dV
— - = m — 2- = -  W sin  9 -  P (4)
d t 2 d t

W = m c f(V) (5)

p = m g (6)

Voor de versne llingen  langs de coordinaatassen k rijg e n  we nu
m. b. v. bovenstaande vergelijkingen:

— *■ = -  c f(V) cos 9 (7)
d t

—— » -  c f(V) s in  9 -  g (8)
d t

Voor de v e rsn e llin g  langs de raa k lijn  aan de baan hebben we:

dV—  = -  c f(V) -  g s in  9 (9)
dt

Figuur 28
AB i s  een s tu k je  ds van de p r o j e c t i e lb a a n .  M i s  h e t
krom tem iddelpunt van de baan en p de k ro m te s t ra a l .
De r i c h t in g s v e r a n d e r in g  van de sn e lh e id ,  a l s  h e t

p r o j e c t i e l  van A n a a r  B beweegt i s  g e l i j k  d9.
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( 10)

Voor de versnelling langs de normaal van de baan geldt:

V2-  g cos e = —p
Hierin i s  p de kromtestraal van de baan. Beschouwen we in figuur
28 een stukje AB, ter lengte ds van de baan, waarvan het kromte-
middelpunt in M gelegen i s ,  dan zal bij verp laatsin g  van het
s to f f e l i jk  punt van A naar B, de raaklijn een richtingsverande-
ring d0 ondergaan. H ieruit volgt dat Z AMB = d9. Bovendien i s  BM
gelijk  aan de kromtestraal p.

v. ds = p d9 (11)

F igu ur  29
Een oneindig kleine aangroeiing ds van de baan.

Beschouwen we in figuur 29 wederom een oneindig k le in e  aan
groeiing ds van de baan, dan kunnen we schrijven:

dx = ds cos 9

dy “ ds sin 9

Uit (10) en (11) volgt:

U it (12) en (14) volgt:

V2 d 9 = -  g cos 0 d£

V2 d 0 = -  g dx

( 12)

(13)

(14)

(15)

We kunnen nu (14) a ls volgt veranderen:

V2 tg 0 d 9 = -  g cos 0 tg 0 ds = -  g sin 0 ds

Met behulp van (13):

V2 t g 0 d 0 = - g d y

Eveneens Uit (14):
/) q

V2 d 0 = -  g cos 0 —— dtdt

en m. b. V. (2): V2 d 0 = -  g cos 0 V dt

(16)
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of: V d 9 = -  g cos 9 dt (17)

Elimineren we dt u it  (7) en (17), dan vinden we:

dV = -  c f(V) cos 9 . -  V d —-* g cos 9
,  . c f(V) V d 9of: d(V cos 9) --------------------

Hieruit volgt de z.g. ballistische hoofdvergelijking:

g d(V cos 9) = c.V f(V) d 9 | (18)

Deze vergelijking is  exact.
Men sc h r ijf t deze vergelijking soms in een enigszins andere vorm.
Uit (18) volgt:

-  g V sin 9 d 9 + g cos & dV = V c f(V) d9

g cos 9 dV = [g V sin 9 + V c f (V)] d9«. v tg  9 ,
de g

6 .2 .  Benaderde b a l l i s t i s c h e  h o o fd v e r g e lijk in g

Bij verschillende ba llis tisch e  methoden wordt de hoofdverge
lijk in g  benaderd, alvorens men to t in tegratie  overgaat. Deze be
nadering, waarbij we uitgaan van (18), wordt als volgt uitgevoerd.

d 9 g d(V cos 9)
cos29 ” V cos 9 C f (V) cos 9

d e
c o s29 V cos 9 c f (V_cos_£) {coS 0}

ct [cos 9]

Tot nu toe is  de herleiding exact. Een benadering verkrijg t
men door voor de volgende cosinuswaarden een constante te nemen:

[cos 9] *

d 9
co s29

o en {cos 9} = y

g d(VJ»M)

v_cos_e f  ( V ^ l )  y

( 19)



Noem V_cos_9 _ u> dan worcjt de benaderde hoofdvergelijking:
d 9 g du

COS20 c y u f(u)
Vergelijking (20) is  geschikter voor in teg ra tie  dan (18). In

(20) is  een sp litsing  van de beide variabelen u en 9 verkregen,
terwijl (18) in fe ite  drie variabelen 0, V en V cos 9 bevat.

6 .3 . De keuze van de constanten o en y

Bij de afleiding van de benaderde hoofdvergelijking hebben we
enkele malen een veranderlijke cosinuswaarde vervangen door een
constante, een zekere middelwaarde dus. Hieruit volgt dat we geen
banen kunnen berekenen met deze benaderde vergelijking, waarin
9 veel varieert. P e ite lijk  kunnen we slechts gaan to t een u i t -
vaartshoek cp van ongeveer 15°. De invalshoek w  is  groter, dan de
uitvaartshoek cp. De waarde van oo, behorende bij cp = 15° is  af
hankelijk van de vuurmond en de lading. We komen n ie t hoger dan
w = 22°. Nu is  cos 15° = 0,97 en cos 22° = 0,93. Tot u itvaarts-
hoeken van 15°, varieert de cosinus van 9 dus tussen 1 en 0,93.
Op de benadering t. g.v. een keuze van o  en y, kunnen we nog weer
een correctie toepassen, zodat we met onze uitvaartshoeken to t
45° kunnen gaan. Voor cp = 45° (cos 45° = 0,71) is  ai = 60° (cos
60° = të). De cosinus van 0 varieert dus in het interval tussen
1 en %. Op te merken valt, dat in het grootste deel van de baan
de cosinus > 0,71. Slechts in het a lle rla a ts te  stuk van de baan
beweegt cos 0 zich tussen 0,71 en Vz. Diverse b a l l i s t ic i  heb
ben in de loop der jaren de benaderde hoofdvergelijking als u i t
gangspunt voor hun methoden gebruikt, waarbij de keuze van o en y
verschillend was.

We zullen hieronder een overzicht geven van de keuze van a en
y, zoals d it in de loop der jaren bij de verschillende b a ll is t i 
sche methoden is  geschied. Tevens zullen we de bij deze methoden
gebruikte luchtweerstandswet vermelden (tabel VII).
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CJ1
03 Tabel VII

De keuze van de constanten j e n  y

B a l l i s t i s c h e
methode Waarden van a  en f B ij zonderheden L uch tw eerstan d sw et

Borda  ( 1 7 6 9 ) a  = 1 ; Y -----------coscp
f  (V) = V2

D i d i o n  (1 8 4 8 )
1a  = Y = —
a

«  ,  ?<*» -  ; 5 (8 , ,  /  ^
t g  cp -  t g  0  COS 9

f (v) = v 2 ( i  + 4 3 g )

Di d i o n -B e r n o u l l i
iCT = Y = —
a

a  a l s  b i j  D idion f(V) = V2, V3, V4

S i a c c i  I  (1 8 8 0 )
1

o- = Y = —a
a  w ordt in g ev o erd  in  de p r im a ire
f u n c t ie s  ( z ie  l a t e r )

f(V) Zonew etten van Mayevski

Kr u p p  (± 1 8 8 5 ) ct = y = 1 f(V) e ig en  lu c h tw e e rs ta n d sw e t

S i a c c i  I I  (1 8 8 8 )

S i a c c i  I I I  (1 * 9 6 )

er = co s cp ; y = P c o s 2cp

a  = cos cp ; y = P cos 2cp

p r im a ire  en s e c u n d a ire  fu n c t ie s
p = c o r r e c t i e f a c t o r  om t e  kun
nen gaan t o t  u itv a a r ts h o e k e n
van 45°

f(V) zonew etten  van S ia c c i

f (V) een h e id sw et van S ia c c i

Va l l i e r  (1 8 9 4 ) ct = cos cp p y = P c o s 2cp f(V) zonew etten  van C hapel-
V a ll ie r -H o je l



H o o f d s t a k  7

E N I G E  A L G E M E N E  E I G E N S C H A P P E N  V A N
DE P R O J E C T I E L B A A N  I N  DE A T M O S F E E R

Alvorens we ons met de verdere in tegratie  van de ballistische
hoofdvergelijking zullen bezighouden, willen we eerst enige alge
mene eigenschappen van de projectielbaan in de atmosfeer a f le i
den. Deze eigenschappen zijn  op eenvoudige wijze te ontlenen aan
de to t nu toe afgeleide formules, Ze z ijn  verder onafhankelijk
van de aard van het pro jectie l of van de keuze van de luchtweer-
standswet.

We onderscheiden nu de volgende eigenschappen:

7.1. De horizon ta le  component V cos 0 van de baansnelheid V
neemt langs de baan voortdurend af

Bewijs'. We gaan u it van de ballistische hoófdvergelijking.

g d(V cos 0) = c V f(V) d0

c V, f(V) en g zijn voortdurend positief, d0 is  stpeds negatief,
dus d(V cos 0) i s  steeds negatief, dat wil zeggen Vcos0 neemt
a lt i jd  af.

7.2. In twee niveaupunten Aj en A2 maakt de baansnelheids-
vector hoeken 0 t en 02 met de horizon taal, zodanig dat
01 < 4 0 21

We kiezen in figuur 30 twee niveaupunten A2 en A2, d.w. z. pun
ten die evenver boven het horizontale vlak liggen. We hebben dan
de bovengenoemde eigenschap.
Bewijs: Volgens formule (16) van 6.1 is:

i , r  - '  x f ' .

g dy = V2 tg 0 d 0
tg 0 d 0 g d y

• o£: ' ” cos20 * (V cos 0) 2
Integreren we deze vergelijking van A2 to t C: . t
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c

Figuur 30
Een projectielbaan in de atmosfeer met het beginpunt Oj en het
eindpunt 02. De punten Aj en A2 liggen op een horizontale l i jn .

0 y
tg  9 d 9

cos20

y A.

g dy
(V cos 9) 2

tg 20j g dy
(V cos 0 )2

( 2)

Integreren we (1) van C to t A2:

tg 0 d 0
y A „

g dy
cos20 | (V cos 9 )2

y„

tg 2e, g dy
(V cos 0)

(3)

Volgens eigenschap 1 zal V cos 9 voortdurend afneraen, zodat de
noemer van het rech te rlid  van (2) steeds groter i s  dan de noemer
van het re c h te r lid  van (3). Dientengevolge i s  de integrand van
(2) steeds k le in e r dan die van (3). Daar de integratiewegen bij
beide even groot zijn , zal dus de waarde van de integraal u i t  (2)
steeds k le iner z ijn  dan die u i t  (3).

60



••• tg 2 e j < tg 2 e2

of: e 2 c e 2

Nemen we nu voor de niveaupunten 0 t en 02, dan zien we onmid
d e lli jk , dat <p < co. U it deze eigenschap vo lg t dus, dat de u i t -
vaartshoek 9  steeds k le iner i s  dan de invalshoek ca

7.3. In twee niveaupunten At en A2, i s  de snelheidsvector Vx
in Aj steeds groter dan de snelheidsvector V2 in A2

Bewijs : Volgens de wet van levende kracht en arbeid is :

5&mV2 - 5 6 m V 2 = /  kds

Daar At en A2 even hoog liggen v e rr ic h t de zw aartekracht in
to taal een arbeid = o. De arbeid van de luchtweerstand is :

ƒ kds = -  ƒ mc f(V) ds

dus: 56 m ( v 2 -  V2) = -  ƒ m c f(V) ds

De waarde van het rech terlid  i s  steeds negatief, zodat

V 2 <  \ \

of: >-  v 2 < v x

7.4. In twee niveaupunten At en A2, i s  de absolute waarde van
de vertica le  snelheidscomponent in Aj steeds groter dan
die in A2

B ew ijs : Uit formule (8) van 6 .1  volgt:

d(V sin  0) = -  [g + c f(V) sin 0] dt

Uit formule (1) van 6.1 volgt:

—  = V sin 0dt
dus: 54 d(V sin  0) 2 = -  [g + c f(V) sin  0] dy

Geïntegreerd in  de stijgende tak van Ax to t  C vinden we:
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y

K d(V2 s in  9j) 3 = I [* + c «V) s in  0] dy (4)

yAAi
In de dalende tak i s  s in  0 < o, in  de stijgende  tak i s  s in  0 > o.
Schrijven we in  de dalende tak -  |s in  0 |, dan i s  geïn tegreerd  in
de dalende tak van C to t  A2:

y »A j

-  Yi (V2 sin  02) 2 = j [g -  c f(V) |s in  ©|] dy

of:

y c
yc

(V2 s in  02) [g -  c f(V) s in  0 | ] dy (5)

V erg e lijk en  we de be ide  re c h te r le d e n  van (4) en (5 ), dan
b l i j k t  de in te g ra n d  van (4) voortdurend een g ro te re  waarde te
hebben dan die van (5), zodat we concluderen:

Vj s in  0X > V2 I sin  02

7 . 5 .  De x -coord in aat van h e t cu lm inatiepunt C l i g t  d ich ter
b ij 0 2 dan b ij  Ot

Bewijs: dx = — .
tg  0

In tegreren  we van Oj to t  C, dan is :
yc

0
Doen we d i t  eveneens van C to t  0 2, dan volgt:

0

y c
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Nu is  tg 9 in de dalende tak voortdurend negatief, zodat we kun
nen schrijven:

ye

o

Nu is  steeds 0t < |0 2|, dus t g Bt < |tg 0 2|, zodat de integrand
van (6) steeds groter is  dan die van (7). Daar bij beide integra
len over dezelfde weg wordt geïntegreerd, concluderen we, dat

x > x
C1 C2

7 .6 . De v lu ch ttijd  voor de stijgende tak i s  k leiner, dan die
voor de dalende tak

Bewijs: Uit formule (1) van 6.1 volgt:
dy—  = V sin 0dt

V sin 0
Geïntegreerd van 0. to t C vinden we:

y„
dy

o
V sin 0

Eveneens voor de dalende tak:

' 2  l V sin 9
y.

Nu is  02 een hoek in het vierde kwadrant, wat to t gevolg heeft,
dat sin 02 voortdurend negatief is . We kunnen dus schrijven:

ye

' 2 | |V sin ©]
o
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Nu is  Vt sin 0j > |v 2 sin02|, dus de integrand van (8) is  kleiner
dan die van (9). Daar we over dezelfde weg integreren, is  dus:

7.7.  De lengte van de stijgende tak OjC i s  groter, dan die
van de dalende tak CO2

Bewijs: dy = ds sin 0.
Integrerend van 02 to t C en van C to t 0 2, vinden we achtereen
volgens:

sin 0

sin 9

( 10)

Daar sin 0 in de dalende tak weer voortdurend negatief is ,
kunnen we voor laatstgenoemde vorm schrijven:

sin 0
( 11)

Nu is  weer 9t < 10 | , dus sin 0 < |sin  02| en dus is  de in te
grand van (10) voortdurend gro ter dan die van (11), zodat we
vinden:

S„ > S
O j C  COj

7.8. De hoogte y c van het culminatiepunt C l ig t  a ltijd  tussen
K X t g f e n l i X t g u

Bewijs (zie fig. 31):
Voor de parabolische baan met u itvaarts- en invalshoek cp is:

sin 2cp V* sin cp cos cpX —------------- — 2 ---------------------
g g
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V2 s in 2cp . ,y = —2-------— = 54 X tg cp
c 2g

Nemen we nu een parabolische baan met u itvaarts- en invalshoek w
en gelijke dracht X, dan is: yc * 54 X tg a> .

De b a llis tisc h e  kromme met uitvaartshoek cp en invalshoek <*>
l ig t  daartussen in, zodat voor het culminatiepunt geldt.

14 X tg  q) < y c < 54 x tg  co

B

Figuur 31
O.AO, en OiBOo z ijn  p ro jectielbanen in het lu ch tled ig
met uivaartshoeken resp. cp en ox OjCOj i®. eej1 P roj ec
t i e l  baan in de atmosfeer met een uitvaartshoek cp en een

invalshoek

7.9. Het punt van de miniuum snelheid l i g t  voorbij het cul
minatiepunt. De oneindig voortlopende baan h eeft een
asymptoot, terwijl de snelheid dan een limietwaarde be
reikt

Beschouwen we in fig. 32 een projectielbaan in de atmosfeer,
met in C het culminatiepunt.

Ie ts  voorbij het culminatiepunt vinden we- het punt M, waar de
baansnelheid minimaal is.

Daarna neemt de snelheid weer toe. Veronderstellen we dat de
baan naar beneden toe oneindig ver doorloopt, dan nadert de snel
heid to t een zékere lim iet. De dalende tak zelf b li jk t  dan een
asymptoot te bezitten.
Bewijs:
le. Minimale snelheid in M

In de dalende tak is  sin 9 negatief, dus:
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p

Figuur 32
De projeetielbaan OCM is  een baan in de atmosfeer, die bij onein

dig voortlopen nadert aan de asymptoot PQ. In het punt M is
de snelheid minimaal.

— = -  cf(V) + g |sin  e|
dt

Is  sin 0 klein, dan zal —  < 0 blijven en de snelheid afnemen.
dt . I

Neemt sin e toe, dan is  er een ogenblik dat: -  c f(V) +g|sin 0| = 0
wordt en de snelheid een minimum bereikt voorbij het culminatie-

dVpunt. Daarna wordt —  > 0 en neemt de snelheid weer toe.dt
2e. Limietwaarde van de snelheid voor een oneindig voortlopende

baan dV
Voorbij het punt met de minimumsnelheid wordt—— weer posi

tie f . Hierdoor neemt V en dus c f(V) toe.
We krijgen zo u ite in d e lijk  een evenwichtstoestand, waarbij

c f(V) en g Isin e| elkaar opheffen en —  = 0 wordt, zodat de
dt

snelheid constant b l i j f t  en een zekere limietwaarde bereikt.

3e. De oneindig voortlopende baan heeft een asymptoot
Volgens formule (17) van 6.1 is:

V d 9 V cos 0 d 9dt  -----------------------------------;—
g cos 9 g cos-'e

Nu heeft V cos e een eindige waarde, zodat we hiervoor een
zekere middelwaarde [V cos e] kunnen aannemen.

ID
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Dan i s t  0

f  dt -  tv cos e l ,  f  d e
f g J  cosae

o cp

[v cos el
t  = --------------*- ( - tg  9 + tgcp)

g
Voor t  = ® moet het rech te rlid  co en dus tg 0 = -  oo worden. Hier
u i t  volgt weer, dat 9 = -  y .  De oneindig voortlopende p ro je c tie l-
baan b l i jk t  dus een asymptoot te  bezitten.
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H o o f d s t u k 8

D I R E C T E  I N T E G R A T I E  VAN DE E X A C T E
B A L L I S T I S C H E  H O O F D V E R G E L I J K I N G

8 .1 .  D iverse methoden van in te g r a t ie

In hoofdstuk 6 hebben we de exacte hoofdvergelijking opgesteld
en h ie ru it tevens een benaderde hoofdvergelijking afgeleid, zoals
deze algemeen gebruikt werd, in de, tegen het einde van de 19e
eeuw, ontwikkelde oplossingsmethoden. Bij deze methoden wordt de
benaderde hoofdvergelijking dan geheel exact geintegreerd. Voor
dien ging men gewoonlijk u i t  van de exacte hoofdvergelijking, die
werd geintegreerd, en waarbij gedurende de in tegratie zekere be
naderingen werden toegepast. De moderne Franse methoden gaan weer
u i t  van de exacte hoofdvergelijking, waarbij gebruik gemaakt
wordt van reeksen, die worden afgebroken na een aantal termen.

Globaal gezien hebben we dus de volgende manieren, waarop de
oplossing van het uitwendig ballistische hoofdprobleem kan worden
aan gepakt:

le. Uitgaan van de exacte hoofdvergelijking. Deze integreren,
waarbij gedurende de in tegratie bepaalde benaderingen worden toe
gepast.

2e. De benaderde hoofdvergelijking afleiden u i t  de exacte,
waama de benaderde vergelijking geheel exact wordt geïntegreerd.

3e. Als uitgangspunt kiezen we de reeksontwikkeling van
Mc Laurin voor de baanvergelijking, waarna door herhaalde d iffe
ren tia tie  van deze reeks de benodigde vergelijkingen worden ver
kregen.

4e. Zoals de moderne Franse methoden doen, uitgaan van de
exacte hoofdvergelijking en deze verder verwerken met behulp van
reeksen, die worden afgebroken na een aantal termen.

5e. Direct uitgaan van de oorspronkelijke differentiaalverge
lijkingen, waarbij de mathematische behandeling v rij eenvoudig
b lij ft.

Voor 1940 geschiedden de noodzakelijke berekeningen voor het
bepalen van projectielbanen aanvankelijk met behulp van logarith-
mentafels. Daarna ging men over to t handrekenmachines, die la te r
weer werden vervangen door electrische tafelrekenmachines. Werd
door deze verbeteringen het rekenwerk reeds aanmerkelijk ver
sneld, het bleef toch nog a l t i jd  zo, dat aan de hand van reken-
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schema’ s een enorme hoeveelheid rekenwerk moest worden verzet om
een schootstafel samen te stellen . Speciaal kwam d it naar voren,
toen in de eerste wereldoorlog het luchtdoelgeschut werd ontwik
keld en, zoals gebruikelijk  is , de banen hiervan in gedeelten
(z. g. vakken) werden berekend. Als eerste e is  voor een b a l l i s t i 
sche methode wordt dus gesteld, dat de mathematische opzet zoda
nig is , dat het rekenwerk zo veel mogelijk beperkt wordt. Hier
door wordt de mathematische behandeling vaak zeer gecompliceerd,
mede als gevolg van de voorwaarde, dat herhaalde berekening van
een baanvak zoveel mogelijk moet worden vermeden. Als tweede eis
geldt, dat het rekenwerk aan de hand van schema’ s eenvoudig is ,
zodat na enige oefening d it vlo t kan geschieden en mensen zonder
speciale wiskundige scholing d it  kunnen uitvoeren. Een belang
rijke  derde e is  is  nog dat tabellen zijn samengesteld, die bij de
methode behoren, zodat de ballistische functies eenvoudig zijn af
te lezen.

Door de invoering van de electronische rekenmachines in de
tweede wereldoorlog zijn de eerste twee eisen vervallen. De elec
tronische machine werkt zo snel, dat beperking van het rekenwerk
geen primaire eis meer is  en dat zonder bezwaar voor een baanvak
herhaalde, benaderende berekeningen kunnen worden uitgevoerd. Een
gevolg hiervan is  de opkomst van de b a llis tisch e  methoden, ge-
noemt onder 5e.

8. 2. Enkele oudere b a llis t isc h e  methoden

We zullen nu verder in d it hoofdstuk zeer kort twee der oudere
methoden vermelden, d ie een d irec te  in te g ra tie  van de exacte
hoofdvergelijking toepassen (geval, genoemd onder l e).

8 . 2, 1. De methode Euler-Otto (Otto-Lardil lon)
Euler heeft in 1753 deze methode wiskundig ontwikkeld, waarna

Otto in  1842 tabellen  heeft samengesteld. Enkele jaren la te r
heeft Lardillon deze tabellen uitgebreid en ze in een handiger
vorm gebracht. De methode is  tegenwoordig meestal bekend onder de
naam Otto-Lardillon. We kiezen als vertraging van de luchtweer
stand:

c f(V) = cV2 .

Zoals u i t  het voorgaande b li jk t  (o. a. de zonewetten van
Mayevski) is  bij een constant houden van de ballistische  coeffi
cient c deze methode slechts geldig to t V = 240 m/sec. Als onaf-
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hankelijk veranderlijke wordt gekozen de 9. De baan wordt be
schouwd a ls  een veelhoek, waarbij uitgaande van het culminatie
punt steeds een z ijde  van de veelhoek a ls  A s wordt berekend.
Hierna z ijn  A x, A y en A t  te vinden. Door sommatie worden ge
vonden s, x, y en t. Voor de berekening van mortierbanen wordt
deze methode nog wel eens toegepast.

De formule voor de ballistische coefficient lu id t hier:

. . n R2 8c = ki -----g -i—
P 8

O

k = 0,0140
8 = 1,206 kg/m3

O
i = 1 voor een kopstraal van 2 kaliber van het ogief.

8.2 .2 . De methode van Bashforth
Deze Engelse methode l i j k t  wel op de voorgaande, alleen wordt

h ier voor de vertraging van de luchtweerstand geschreven:

c f(V) = c V3 .

Ook voor deze methode werden tabellen samengesteld.
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H o o f d s t u k  9

DE I N T E G R A T I E  V A N  DE B E N A D E R D E
B A L L I S T I S C H E  H O O F D V E R G E L I J K I N G

9 . 1 .  De form ules voor x, t  en y

We hebben de benaderde hoofdvergelijking afgeleid  in  formule
(20) van 6. 2. Deze lu id t:

d e  g du

waarin

cos2e c y u f(u)

v cos e

( 1 )

( 2)

We gaan nu de in te g ra tie  uitvoeren volgens h e t systeem, ge
noemd in hoofdstuk 8 onder 2e. Integreren we (1) van de oorsprong
to t een willekeurig punt van de baan, dan k rij gen we:

9 u

dude g
cos20 cy I u f(u)

waarbij

Noem:

dan is:

u =
Vo cos cp

J(u) = -  2g ■ƒ-u^f(u)

tg  0 = tgcp —  [j(u) -  J(u )]2cy °

Uit formule (15) van 6.1 volgt:
V2cos20

dx = - -
V2d 0 de u2 cr2 d 0

g
Met behulp van (1):

dx = -
2 2

U  < 7

cos2e

gdu

cos20

u du
g c y u f(u) c y f(u)

(4)

(5)

( 6)

( 7 )
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X u
u du

c y f f(u)
u

Noem nu: D(u)
u du
ffu'i

”  x = — [D(u) -  D(uo)]

U it formule (17) van 6 .1  volgt:

d t -  “Vd 9
g cos 0

en met behulp van (1):

V cos 9 d0 <j

g cos J9
u a d 0

g cos20

d t = - u cr gdu a  du

Noem:

g c y u f(u) c y f(u)

[T(u) -  T (u JJ

Formule (16) van 6 .1  gééft ons:

V2 t g 0 d 0 = - g d y

( 8)

(9)

( 10)

( 11)

Zouden we h ie r  dezelfde  in tegratiem ethode volgen a ls  boven,
dan le v e r t  ons d i t  m oeilijkheden op in  verband met de tg  9. We
leiden  daarom de dy af u i t  de dx.

dy = tg  0 dx

We vinden m. b. v. (6):

dy = tg  m dx r-—<----[ j ( u)
2c y

-  J (u o)] dx
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De la a ts te  term wordt in twee delen g e s p lits t , die een ver
sch illende herleid ing ondergaan, daar J(uo) constant en J(u) van
x afhankelijk i s  en dus mede geïntegreerd moet worden.

dy = tg cp dx -  .  1 -J(u) dx +— —- J ( u j  dx
2c y 2c y

Met behulp van (7):

dy tg ^ dx _ _ J _ j ( U) — ^  dx
2c y Y c f ( u )  2c y

dy = tg cp dx +■
o2 u J(u)du

2c2y2 f(u)
Geïntegreerd vinden we: u

-2 T u j ( U) du

2c y

y = x tg  cp +■
2cV f(u) 2c y

J(u ) dx

J(u ) x ( 12)

Stellen  we nu: A(u) = -  ƒ u J(u) du
f(u)

Lossen we tevens u it  (9) op:
2

c y D(u) “ D(uo)
en substitueren we dat in (12), dan krijgen we:

y= xtgcp--i-A(U) ~ A(u°_L + -i-j(uo) X
J ^ 2c Y D(u) - D(uo) 2c Y

X fA(u) -  A(u0) ‘
y -  x tg  cp —

2c y D(u) -  D(uo) 0 > J

(13)

(14)

L 9 J . J  W  V W * «  -----------O ------- ------------------- --------------- ~

c een constante middelwaarde kan gebruiken. Evenzo voor i.
De fu n cties  D(u), T(u), J(u) en A(u) z ijn  de z. g. primaire

functies van Siacci.
Voor f(u) = un kunnen deze fu n cties eenvoudig geïntegreerd

worden, voor een meer ingewikkelde v o o rste llin g  van f(u) wordt
d it gecompliceerder.

9 .2 . De methode Didion (1848)

Di di on  k ie s t  o = Y = "a' dus volgens (2),: u = a V cos 9. De
luchtweerstandsfunctie sc h r ijft  hij a ls  volgt:
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m-
Voor a neemt D m  ion een zekere theoretische waarde, ten doel

hebbende om de toegepaste benaderingen zoveel mogelijk op te
heffen. Deze blijkt voor de kwadratische luchtweerstandswet ge
lijk te zijn aan de later door Siacci in zijn derde methode in te
voeren p (z. g. Ausgleichfaktor). In zoverre wijkt Didion van de
algemene oplossingsmethode af, doordat hij x als onafhankelijk
veranderlijke aanneemt. De aangenomen luchtweerstandswet is zoda
nig, dat alle integraties kunnen worden uitgevoerd en zonder ge
bruik te maken van de primaire functies, alle grootheden in de
vorm van formules kunnen worden gebracht. Didion heeft een tabel
gemaakt voor de in deze formules voorkomende e-machten (Cranz I,
tabel 5).

9.3. De methode Didion-Bernoulli

Uit de literatuur blijkt, dat de Amerikanen deze methode in
het begin van de tweede wereldoorlog nog wel gebruikten. Om
streeks 1920 werd de methode Didion-Bernoulli toegepast bij de
Commissie van Proefneming.

Wederom is a  = Y = ^  dus u = a V cos 9. Voor de luchtweer
stand: cf(V) = cVn. De a is dezelfde als bij Didion, x wederom de
onafhankelijk veranderlijke. Voor de in de formules optredende
e-machten kan men wederom tabel 5 van Cranz I gebruiken.

Gewoonlijk wordt voor n = 2, 3 of 4 gekozen.

9.4. De methoden Siacci I en Siacci II

In 1880 publiceerde Siacci zijn eerste methode, waarbij geko
zen werd: a  = y = i  en u = a V cos 9 .

Deze waarden worden ingevoerd in de vergelijkingen (6), (9),
(11) en (14). Bij deze methode worden dus uitsluitend de primaire
functies gebruikt. Voor de luchtweerstand wordt gebruik gemaakt
van de zonewetten van Mayevski.

Men is vrij in de keuze van de bij de integratie der primaire
functies ontstane integratieconstanten, daar de functies in de
formules steeds als verschillen optreden, bijv. D(u)-D(u ). De
integratieconstanten worden nu zodanig gekozen, dat bij de gren
zen dezer zones, waar immers de weerstandsgraad verandert, geen
sprongen in de waarden van de luchtweerstand optreden.
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Door deze keuze wordt voorkomen, dat bij de grenzen van de
zones voor een bepaalde u-waarde twee functiewaarden voorkomen.
De waarden in de tabellen sluiten dus aan. Bij de punten van aan
sluiting is een knik aanwezig, zodat dus de functies wel een
discontinuïteit vertonen.

In 1888 verscheen een tweede methode van Siacci, waarbij ande
re zonewetten werden gebruikt (zie 4.2.4.3.b.) en zg. secundaire
functies werden ingevoerd. Voor <r en y werden andere waarden ge
kozen en wel dezelfde, die hij bij zijn derde methode gebruikt.



H o o f d s t u k  10

D E  M E T H O D E  S I A C C I  III
( S I A C C I - F A S E L L A )

10.1. De formules voor een willekeurig punt van de baan

In 1896 maakte S iacci een derde methode openbaar. Door F asella
werden bij deze methode tabellen samengesteld, die in 1901 werden
gepubliceerd. Vandaar dat deze methode nogal eens wordt aangeduid
als de methode Siacci-Fasella.

De formules van de methode S iacci III worden gevonden, door
die uit hoofdstuk 9 te herleiden. De integratiemethode berust dus
op het systeem van hoofdstuk 8, vermeld onder 2e.

S iacci stelt:

We gaan dit nu invoeren in de vergelijkingen (2), (4), (6),
(9), (11) en (14) van hoofdstuk 9 en vinden dan achtereenvolgens:

o  = cos cp en Y = P cos2cp (1)

V cos 0 V cos 9u = (2)ö cos cp

u V0 cos cp VQ cos cp
1 °  T _  x r----  ---------- = Vo cos cp *

(3)o o

[J(u) - J(Uo)]

[J(u) - J(u0)]2c p cos2cp (4)

X = c Y [D(u) - D(u ) ] ---~[D(u) - D(u )]o c p °
(5)

t =— —  [T(u) - T(u )] =
c y

1 [T(u) - T(uo)] (6)c p cos cp

'A(u) - A(u )X tg cp
2c y [D(u)
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X
(7)y = x tg  9 ----------------—

2 cp cos^cp
f A ( o ) - A < u - )  ,(.;]•

Siacci noemt nu:
D(u) -  D(u )

f o(x) = ö(u) -  D(uo)

f 4(x) = J(u) -  J (u o)

A(u) -  A(u )f(x) =-----------------— _  J ( u  )
D(u) -  D(uo) °

f ,(x )  = T(u) -  T(u )o o

Verder voert h ij z. g. secundaire fu n c tie s  in:

.  f(x)f ,(x )  = ---------
f  (x)

f-2(x)
f 4(x)
f(x) -  1

c PSiacci s c h r i j f t  verder
c ' noemen we de gereduceerde b a ll is t is c h e  co e ff ic ien t.
De vergelijk ingen (4) t/m (7) k rijgen  nu de volgende vorm:

tg  9 = tg  cp -
2 cos2cp

f 4(x)

x = c ' f  (x)

COS Cp
f 3(x)

y = x tg  cp -
X c

------- r f (x)2 cos cp

(9)

( 10)

( 11)

Deze verge lijk ingen  gelden dus voor een w ille k eu r ig  punt van
de baan. U it de vergelijk ingen (8) en (11) en door te  s te lle n :

tg  e

vinden we: tg  cp -  tg  e
2 cos2cp

«  T

' f 4(x)

tg  cp =----- ~
x 2 cos2cp

f(x)
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Delen we beide bovenstaande vergelijkingen op elkaar, dan volgt:

f 4(x) _ tg  y -  tg  e
f(x) tg  9 -  tg  e

f 4(x) tg  e -  tg  0
f(x) * tg  cp -  tg  e ( 12)

10. 2. De formules voor h et eindpunt van de baan

We gaan nu de formules afleiden, die voor het eindpunt van de
baan gelden. Voor d i t  eindpunt kunnen we stellen :

y = o, x = X,

u i t  (9):

tg e = 0, 9 = — na en V = Ve

(13)

Uit ( 11): o = X tg  <p----- ^—— f(x)
2 cos2<p

f(X) sin 2cp
c' (14)

En door deling van (13) en (14) op elkaar, vinden we:

f  (X) f(X) sin  2 <p
f „(X) X

De secundaire functie f j  wordt dus u its lu ite n d  gebruikt voor
het eindpunt van de baan.

De vergelijkingen (2), (10) en (12) worden voor het eindpunt
van de baan:

cos cp

(16)

(17)

(18)

10.3. De formules voor het culminatiepunt

Ter bepaling van de coördinaten van het culminatiepunt sch rij
ven we de vergelijkingen (8) en ( 11) in de vorm:
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tg  cp [ l
s in  2

1 r  f ( x-f(x c)3 = Xc tg  cp [ l ----^ - ]

tg  8 = tg  Cp [ l  -■
o ' f . ( x  ),

f 4(xc)] = tg  cp [ l -------—S-]
sin  2 cp

Voor he t culm inatiepunt i s  9 = O, dus u i t  (20):
f(X)

f 4(xc) = f  (X)

(19)

( 20 )

( 21)

Heeft men f(X), dus f 4(xc) gevonden, dan kan men in  tabel VI,
b ij dé gegeven V en de gevonden f . ( x  ) een waarde van f  (x )

O w C O C
bepalen, We vinden dan voor het culm inatiepunt:

x = f  (x ) c 'c o N c ( 22)

Men bepaalt daarna met de gegeven V en de gevonden f  (x ) u i t
O  O  O

de tab e llen  van Fasella de waarde van f (x c) , waarna de y gevon
den wordt u i t  (19).

Er z ijn  speciale  tabe llen  berekend te r  bepaling van de coördi
naten van h e t culm inatiepunt. S te l t  men in  d i t  punt u = u r dan
volgt u i t  (5):

xc = c ' [D(uc) -  D(uo)]

Xc n *
=----  [ö(u ) -  D(u )] = f .

X 0OX 5

Verder vo lg t u i t  (4), door b ij he t culm inatiepunt 8 = 0  te  s t e l 
len:

s in  2 cp
J(u  ) -  J(u  ) (24)

Hierna volgt u i t  (7):

y = x tg  cp - Xc A(u ) -  A(u )
2 co s2cp Lö(uc) -  D(u ) J ( u  )

x_ c'
2 cos2cp L c

en met behulp van (24):

c 'x .
y. «•

s in  2 cp A(u„) -  A(u )
Y + J(u  ) -  c °

2 cos2cp J(u  ) -

D(u ) -  D(u )J

A (uJ -  A(u )
D(u ) -  D(u )
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Stel nu:

f  -  y ° Xc c ' - [j(u  ) A(Uc) "  A(Uo)l
6 X tg  cp X s in  2 cp L ( c D(u ) -  D(u )JC O

Deze fu n c ties  f .  en z ijn  speciale  functies, die door Fasella5 O
in  tabelvorm  z i jn  gebrach t en d ie  dus u i ts lu i t e n d  g e ld ig  z i jn
voor de berekening van de coördinaten van he t culminatiepunt.

10 .4 . De c o r r e c t ie fa c to r

Van groot belang b ij deze methode i s  de c o rre c tie fa c to r  p, die
de onnauwkeurigheden, o n tstaan  door.de toegepaste benaderingen,
zoveel mogelijk moet opheffen.

De methoden, d ie  berusten  op de benaderde hoofdvergelijk ing ,
waarbij in  de baan v e ran d erlijk e  cosinuswaarden worden vervangen
door constan ten , z i jn  f e i t e l i j k  s le c h ts  te  gebruiken to t  u i t -
vaartshoeken van ongeveer 15°. Het gebruik van de c o rre c tie fa c 
to r  |3 g e e f t  ons e c h te r  de m ogelijkheid  om de geld ighe id  dezer
methoden u i t  te  breiden  to t  u itv aa rtsh o ek en  van ongeveer 45°.
S iacci h e e f t  van deze m ogelijkheid  gebruik gemaakt en gaat a ls
volg t te  werk:

De exacte hoofdvergelijk ing lu id t:

de g d (V cos 9)
------- -— ----------------------------------------------- , ( 26 )
cosze V cos 0 c y f(V) cos e

waarbij c de c-waarde op hoogte y is .
Siacci I I I  s c h r i j f t  de hoofdvergelijking a ls  volgt:

/V cos 9\
dg g o ( cos cp '

cos2e V cos e „ f  (V cos 9̂
cos cp ° cos cp p cos2cp

(27)

waarbij c de c-waarde op zeeniveau v oo rste lt.
S iacci gebruikt n l. in  de gehele baan een constante c-waarde,

die g e lijk  aan c wordt genomen. De p geeft hierop een co rrec tie ,
die afhankelijk  i s  van dracht en e lev a tie . S te llen  we (26) g e lijk
aan (27), dan volgt:

d (V cos 9)g d (V cos 9) & v gQg ^  /

V cos 0 cy f(V) cos 9 V cos 9 A f  (V cos 9) o cos2cp
COS Cp ° Cos cp

of: c f(V) cos 0 = c f  [y cPg-§] p cos2cpy ° cos cp
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f(V) cos 0
( 28 )

Co f  (V COS 0 )  coga^
cos cp

Voor vlakke banen v ersch ilt p weinig van 1. Na een omvangrijke
herle id ing , waarbij enkele vereenvoudigingen worden toegepast,
vindt men een formule voor een middelwaarde Pm van p. Met behulp
hiervan werd een tabel samengesteld voor to t  45° en X to t  20
km. De p b l i jk t  te  variëren tussen 0,77 en 1,18 (Cranz I , tabel
II, s lo t) . Verder is  deze p-waarde in de vorm van een diagram be
rekend (Cranz I, diagram 6).

10.5 . Enkele opmerkingen over de gereduceerde b a l l i s t i s c h e
c o e f f ic ie n t

We schreven voor de b a llis tisc h e  coeffic ien t (4.1, form. 2)1

7i R 2 8c = k i ------  g ----
P 8

O

In de t i jd  van Siacci gebruikte men z. g. normaal-proj ectielen ,
dat waren p ro je c tie le n , waarvan de krom testraal van het og ie f
twee kaliber bedroeg. Men r ic h tte  de methoden zo in, dat voor het
norm aalprojectiel een waarde i  = 1 kon worden gekozen. Voor af
wijkende projectielvorm en had i  dan een andere waarde. Siacci
hield  zich aan d i t  gebruik, doch het bleek hem, dat dan voor een
normaalprojectiel k de waarde 0,896 moest aannemen. Volgens Cranz
zou nog beter z ijn  k = 0,865.

Siacci s c h r i j f t  nu voor z ijn  b a ll is t is c h e  co effic ien t; '
D2 8 1000 i  . 0,896 ' '

C = ■ (29)
P . 1,206

H ieruit volgt voor de gereduceerde b a llis tisch e  coeffic ien t c'
1 1,206 . P

c p D2 8 1000 i  . 0,896 p
(30)

Uit de in le id ing  van het tabellenboek vort Fasella  b l i jk t  dat
deze aanneemt:

P
c ,  ----------------- -

1 1000 D2

en _  c f

• 6, i  p
In deze la a ts te  formule heeft 8f de betekenis van de verhou-
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ding van het luchtgewicht ter plaatse tot het luchtgewicht op
zeeniveau, dus:

88. = ------
f 1,206

We vinden dus:
c, 1,206 P

c' =-----------------;------  (31)
1 8( i (3 1000 D 2 8 i (3,

We zien dus, dat (30) en (31), afgezien van de constante 0,896,
aan elkaar gelijk zijn. De i-waarde in formule (31) voor de ge
reduceerde ballistische coefficient van Fasella, moet dus enigs
zins anders gekozen worden en wel voor een normaalprojectiel
i = 0,896.

10.6. De tabellen van Siacci-Fasella

Op basis van de eenheidswet van Siacci voor de luchtweerstand
(4.2.4.4a), die geldt tot V = 1200 m/sec, werden door Siacci in
1896 tabellen voor de primaire functies samengesteld, die later
door Fasella werden uitgebreid tot de secundaire functies (1901).

De titel dezer tabellen luidt:
Tavole balistiche secondarie - Ettore Fasella.

Deze tabellen zijn geconstrueerd met dubbele ingang, naar de
argumenten fo en Vq waaruit dan de u, f, fx, f2, f3, f4, f5 en f6
zijn af te lezen.

De Vo klimt van 160 m/sec tot 1000 m/sec op met 10 m/sec en
van 1000 m/sec tot en met 1500 m/sec op met 100 m/sec.

De f varieert van 0 tot 10.000, opklimmend met 100.
O

Zijn uit schietproeven de gegevens: cp, X en Vq bekend, dan be
paalt men volgens (15):

fj(X) sin 2 f
X

In de tabel voor fx zoeken we nu in de kolom voor Vo de waarde
van f op en bepalen fo.

Met behulp van (13) vinden we nu c'. De andere f-waarden kun
nen daarna in de diverse tabellen worden opgezocht.

Willen we een ordinaat bepalen bij een willekeurige abcis x,
dan bepalen we fQ(x) = — zoeken daarbij op een f(x) en substi
tueren deze in (11), waarna de ordinaat wordt berekend.

Voor het culminatiepunt gebruiken we (21), waarna bij Vo en
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f (x ) een f (x ) wordt gevonden. Vervolgens bepalen we f(x ),4 c - o c c
waarna (19) de ordinaat van het culminatiepunt levert.

Op te merken valt, dat voor een bepaalde baan een c' wordt
gezocht, die voor de gehele baan constant blijft. De fo-waarde is
echter afhankelijk van het punt in de baan, dat men beschouwt.
Voor eind- en culminatiepunt en voor willekeurige punten in de
baan, moeten we dus steeds een andere f -waarde bepalen. Op te
merken valt echter, dat bij het gebruik van de formules (23) en
(25) ter bepaling van de coördinaten van het culminatiepunt, we
hier de waarde f (X) voor het eindpunt van de baan moeten aan
houden.

r-
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H o o f d s t u k  11

DE OPLOSSING VAN HET BALLISTISCHE HOOFDPROBLEEM
DOOR REEKSONTWIKKELING VAN Mc LAURIN

1 1 . 1 .  Formules  v o o r  y ,  6 ,  V en t

We zullen nu de theorie behandelen van de oplossing van het
ballistische hoofdprobleem, zoals genoemd in hoofdstuk 8, punt 3,
waarbij we uitgaan van een reeksontwikkeling volgens Mc Laurin.

Hebben we een functie F(x), die in het interval (o,x) eindig
en eenduidig is  en continu verloopt, te rw ijl de d iffe ren tiaa l-
quotienten van hogere orde a lle  bestaanbaar zijn  en de restterm
met toenemende n to t nul nadert, dan kunnen we de reeksontwikke
ling van Mc L aurin toepassen.

F(x) = F(o) +—j-  F* (o) +— -F"(o) + - |j -F " '(o )  + ( 1)

We willen (1) gebruiken om de baanvergelijking van het projec
tie l op te stellen, zodat:

Nu is:

dus:

F(x)

F' (x) = —- = tg 9

F" (x) =----( tg 0)
dx

1 d9
cos2 *9 dx

( 2)

(3)

(4)

d9
dx

g
V2

F"(x)
V2 c o s 29

(formule (15), 6.1.)

(5)

Fm (x) = — (
dx ' v 2 co sV -  g- —  (V2 c o s29 )-1

2 V cos 9 d(V cos 9) 2 g V cos 9 d(V cos 9) d9

V4 c os49 dx V4 cos49 d9 dx

Volgens formule (18) van 6.1 is:
d (V cos 9)- c V f(V)

d9 g
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d u s: Fm (x)
2 g V cos 0 o V f(V) g

g V2

pm (X)

V4 cos40

2 g c f(V) cos 0

g

(V cos 0 )4

S te llen  we in  (2) t/m (6) de x = o, dan k rijgen  we:

F(o) = o , F '(o ) « tg  cp , F"(o) *

2 g c f(V )
Fm (o) =

V’ cosJcp
Deze waarden invoerende in  (1 ), vinden we voor de baanverge-

l i jk in g :

V2 cos2cp

x tg  cp -
g x g c f(V„) xJ

2 V2 co s2cp 3 V4 cos3q
+ r e s t

y = x tg  cp
g xJ

2 V2 cos2cp
[1 +

2 c f(V0) x
3 V2 cos cp

rest] ( 8 )

Om de verge l ijk ing  voor 0 te  vinden moeten we (7) d if f e re n tië 
ren naar x:

dy
dx

tg  0 = tg  cp -  • g X g c f(V„) X-1
COS'cp V4 cos3cp

-+ r e s t

De 'v erge l ijk ing  voor de snelheid V kunnen we vinden door (9)
te  d iffe re n tië re n  naar x. U it (4) en (5) volgt:

—  ( tg  0)dx
g

V2 c o s20
We vinden door d i f f e re n t ia t ie  van (9):

g -v g 2 g c f(V„) x
V2 cos20

1

V4cos3cpV2 cos2cp
O  T

1 i -  2 c f(V ) x

+ r e s t

V cos 0 V , cos cp
[ 1  ♦ -

V2 cos cp
r e s t ] ; ( 10)

r 2 C f(V„) X
V cos 9 = Vo cos cp Ll + ----- -̂----°------+ re s tj

V2 cos cp
Met de reeksontwikkeling van Newton:

r c f(V ) x ?
V cos 0 = V cos cp [ 1 ----- >—  ------+ re s tj

V2 cos cp ( 11)
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De v e rg e lijk in g  voor de ho rizon tale  snelheidscomponent lu id t:

dxv = —  = V cos 0
* dt

d t dx
V cos 0

en m. b. v. (10): d t
dx

V cos cp
O  '

[1 +
2 c f(V ) x
________________ O

V2 cos cp
+ res t] %

d t
dx ,

-------------------  [ 1  +
V o cos cp

c f(V ) x
O

V2 cos cp
+ res t]

Door in te g ra t ie  vinden we de verge l i jk ing  voor de v luch tti jd :

t
x

V cos cp
+

c f(V„) X2

2 V2 cos2cp
+ r e s t ( 12)

Zijn de u itvaartshoek  cp en de aanvangssnelheid Vo gegeven, dan
le v e r t  ons (7) voor een gegeven ab sc is  x de o rd in a a t y van een
punt u i t  de baan.

V e rg e lijk in g  (9) l e v e r t  ons de hoek 0 voor een w ille k e u rig
punt van de baan, te rw ij l  we voor h e t eindpunt van de baan, dus
voor x = X, h ie r u i t  de invalshoek oo vinden (oo = -  0e). U it (11)
le iden  we de snelheid  V in  een punt van de baan a f en voor x = X
en 0 = -  oo, de e indsnelheid  Ve. T enslo tte  g ee ft (12) de v luch t
t i j  d t  en voor x = X de to ta le  v lu c h tti jd  T voor de gehele baan.

Er z i jn  twee b a l l i s t i s c h e  methoden van enig belang, waarbij
deze w ijze van oplossen van h e t b a l l i s t i s c h e  hoofdprobleem a ls
basis  i s  gekozen, n l. de methoden P iton-Bressant en Duchêne.

11.2. De methode Piton-Bressant

V ergelijk ing (8) wordt h ie r  geschreven in  de vorm:

g x 2 r
y = x tg cp - __ „-------— Ll + k xj

2 V* cos^cp
H ie rin  i s  k een co n stan te , d ie  bepaald kan worden door één

waamemingspunt. Deze waarde geld t dan voor een bepaalde Vo en cp.
S o o rtg e lijk e  v e rg e lijk in g en  z ijn  a f  te  le id en  a ls  (9), (11) en
( 12) .
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11. 3. De methode Duchêne

Duchêne k ie s t voor (8) de volgende vorm:

x tg  cp
2 V2 cos cos cp cos 2cp

A x B x2
■]

De constanten A en B hangen nu in  teg en ste llin g  to t  de k van
P iton-Bressant, u its lu ite n d  van de V af. Deze methode i s  nauw-

O
keuriger dan de voorgaande, doch le id t  to t ingewikkelder bereke
ningen.

Vbor de bepaling van A en B z ijn  twee waamemingspunten nood
zakelijk.
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H o o f d s t a k  12

DE N E T H H D E  G A R N I E R .  H A A G ,
M A R C U S  1 9 1 8  ( G. H. M.  I )

12 .1 . Berekeningsmethoden van project!elbanen voor luchtd oel
geschut

Tot nu toe hebben we methoden behandeld, die geschikt waren
voor het berekenen van projectielbanen van landdoelgeschut. Daar
wij te land meestal slechts te maken hebben met vaststaande doe
len, waarvan de plaats bij benadering bekend is , behoeven we hier
slechts op de hoogte te z ijn  van de gegevens aan het eindpunt en
in het culminatiepunt van de baan. Voor het eindpunt voornamelijk
de to ta le  horizontale afstand (dracht) to t de vuurmond en de in
valshoek. Deze‘‘la a ts te  is  vooral van belang bij brisantgranaten,
waarbij de vorm van de schervenbundel een grote rol speelt en de
invalshoek zodanig moet worden gekozen, dat we een gunstige
scherfwerking krij gen. De hoogte van het culminatiepunt moet be
kend z ijn  in verband met de invoering van de atmosferische cor
recties. Verder in teresseert ons de project!elbaan van een land-
doelkanon, voor de praktijk, echter weinig.

Anders is  d it  met projectielbanen van luchtdoelgeschut. Hier
hebben we te doen met zeer snel bewegende vliegtuigdoelen, die op
variërende hoogten passeren. We hebben dus alleen maar belang
s te llin g  voor de stijgende tak van de projectielbaan. Behalve dat
we van ieder punt in de baan de coördinaten moeten weten, is  het
tevens noodzakelijk de gegevens te kennen over snelheid en
vluchtti j d.

We nemen aan (fig. 33), dat het kanon in A geplaatst is  en het
vliegtuig bij B wordt waargenomen. Bij deze waarneming moeten de
snelheid en de koers worden vastgesteld. Het kanon moet nu zo
worden ingesteld, dat vliegtuig en p ro jec tie l g e lijk tijd ig  in C
komen. Voor de bepaling van de afstanden AC en BC moet de vlieg-
tuigsnelheid V , het snelheidsverloop van het p ro jec tie l in de
baan, alsmede de vluchttijd  van het projectiel bekend zijn. Uit
e indelijk  wordt de hoek a, de zg. voorloophoek, bepaald. Het
vuurleidingstoestel, dat bij een batterij luchtdoelkanonnen wordt
gebruikt, moet in s taa t z ijn  om de benodigde berekeningen voor
een ju is t  treffen u it  te voeren. Hiertoe worden de resultaten van
onze berekende projectielbanen, alsmede de te gebruiken correc
tie s , in het vuurleidingstoestel ingevoerd. De moderne waame-
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Figuur 33
on uS - e rich.t}ng, het kanon naar het vliegtuig. V
rto ynn5ieSP'v,Vlileg tUi f" en Pr°Jectielsnelheid . Hoek a  i lde voorloophoek. Het p ro jec tie l t r e f t  het v lieg tu ig  in

c#

mingsmethoden s te l le n  ons in s ta a t om rich tin g s-  en snelheids-
veranderingen van he t v lieg tu ig  te bepalen, zodat we voortdurend
de versnelling naar rich ting  en grootte kunnen invoeren.

U it het bovenstaande volgt, dat we voor luchtdoelbanen n ie t
kunnen vo lstaan  met de eenvoudige berekeningen, die we voor
landdoelbanen uitvoerden. We berekenen h ie r de baan in gedeelten
(z.g. vakken). De grootte van een vak wordt gekozen, afhankelijk
van de gewenste nauwkeurigheid. Aan het einde van ieder vak bere
kenen we, behalve de coördinaten, ook de v lu ch ttijd , de snelheid
en de hoek tussen de raak lijn  aan de baan en de horizon. De eind
waarden van een bepaald vak worden weer gebruikt a ls  beginwaarden
voor een volgend vak. Hebben we al deze gegevens to t het culmina
tiepun t berekend, dan kunnen we ze g rafisch  afbeelden en voor
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tussenliggende waarden interpoleren. Tevens is  het dan mogelijk
om de p ro jec tie l baan zélf, zeer nauwkeurig in een grafische vorm
te brengen.

12.2. Afleiding van enkele benaderde formules

In 1918 verscheen: „Calcul des tra jec to ire s  par arcs succes-
s ifs ”  door M. Garnier, a ls uitgave van de „Mission de balistique
des t i r s  aeriens” (M.B.T.A.). Cranz heeft de methode n ie t in zijn
boek opgenomen. Wel is  deze te vinden in: „Charbonnier -  Balis
tique exterieure”, band 2, pg 752 e. v. De methode is  bekend ge
worden onder de naam: „Methode Garnier , Haag, Marcus I . Ze is
geschikt voor het berekenen van projectielbanen in gedeelten
(vakken), ten behoeve van luchtdoelgeschut. Bij de methode beho
ren tabellen, die het rekenen vergemakkelijken.

De methode berust op het integratie-systeem, vermeld in hoofd
stuk 8, onder 4e.

We gaan u i t  van de b a llis tisch e  hoofdvergelijking (zie 6.1,
formule 18), waarin 0 is  vervangen door t. Deze x wordt a ls  on
afhankelijke veranderlijke gekozen.

g d (V cos x) = V c f(V) d x (D

d(V cos x) _ c f(V) d x
V cos x g cos x

( 2)

(3)

Deze p is  dus de verhouding tussen de twee voorkomende versnel
lingen, nl. die tengevolge van de luchtweerstand en die tengevol
ge van de zwaartekracht.

De hoofdvergelijking wordt:

du _ d t

u K COS X

Om goede resultaten te verkrijgen met deze methode, die spe
ciaal is  opgezet om de banen van het luchtdoelgeschut te bereke
nen, verdeelt men een baan in vakken.

Geeft men begin en einde van een vak respectievelijk de indi
ces 0 en 1, dan is  dus geintegreerd:

Stel V cos x

c f(v)
g
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du
u

d x
cos x

J
u

J
i X

Voor p neemt men in  h e t vak een zekere middelwaarde pia ( i
middelwaarde, a = approché, benaderd).

dus d x
Pk COS X

X o

‘ la
Pi ,

d x
cos x

J
X

4 ,
d x

cos x d 5 -  D % •  ln  tg

X

dus:

(7)

x

D S i
tg  ( f +  1?)

A l n  U la  = 111 Uo "  P i a  D ?

u la i s  dus benaderd, omdat ook pia  benaderd is .
In Briggse logarithmen wordt formule (9):

log u la = log uo -  Pia  M D S

H ierin i s  M = 10log e = 0,43429 .

S te llen  we 9a = P i a M D ?

dan gaat (10) over in:

(9)

( 10)

( 11)

log u la = log u p -  9a ( 12)

Bekend z ijn  nu x en x , daar x de onafhankelijk veranderlijke
is ,  die men k ie s t , Ivenals de aangroeiing x , - xB = D x .
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We kunnen M dus berekenen. Voor M |  i s .  opklimmend met ê ê a
minuut, een tabel aanwezig. Door a ftrekk ing  van de waarden u i t  de
tabel i s  D t- te  verkrijgen.

Doen we een s c h a tt in g  voor p . a, dan i s  dus u te  berekenen
en u i t  u la i s  weer a f  te  leiden:

COS T j

Voor de berekening van de elementen x. y, s en t  gaan we u i t
van de formules (14), (15). (16) en (17) van 6.1.

dx _ V2
"dr" g~ d 4>

dy v2
dx = ~ T tg T (15)

S u b s titu ee r h ie r in
in:

dx =

dy =

ds =

d t =

ds V2
dx g COS X (16)

dt V
dx g COS X (17)

u
cos t ’ dan gaan deze vergelijk in gen over

u2 d x 2 j  / tg T\
g COS2X

= -  u d (—=-
g- ) (18)

u 2 tg  x
g COŜ X d x = -  u 2 d (19)

u 2 d x = -  u 2 d ( i l )
gg COS3x (20)

u d x u d (tg  ^ (21)S  cos2x
u a -̂-----)

g

H ierin is :  x

d x u  rsm  x „
T  -  rl L----5—+ lnCOSJX COS 2X ( 22)

Om de in te g ra t ie  u i t  te  voeren, kiezen we voor u h e t meetkun
dig gemiddelde tussen u en u . n.1

o l a '
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/ u u (23)

Stel de aangroeiing in het vak:

Dx = dx = Xi - x0
J
x

Evenzo kiezen we Dy, Ds en Dt.
Dan wordt geïntegreerd: x,

Uit (18): Dx * - u u,a a l a g

Stel o (^)
X

ili. - . * D ( Ü 4  ■ A, (24)

Dx = u u, A,a o la 1 (25)

Uit (19): Dy = - u u,a o la d

X

Stel d

X

- D (i£) - . (2.)2g

Qy„ = u u A,a o l a 2 (27)

Uit (20):

Stel

Ds = - u u,a o la d < %
jT

ƒ  d ( 7 > - . (52) . (52)
g T g To 1

= D (— ) = A3
g

ro
Ds = u u, A,a o la «a

f, ' .i
(28)

(29)
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üit (21):

-  V u„ “ l. d ( ^ )g
J
T

v u  u 7  A.o la 1 (30)
De waarden van Alt A2 en A3 zijn te ontlenen aan de tabellen

___  tg x tg2xvoor ----, — —  en —  .

12.3, De fout in verband met de keuze van u

De u komt voor onder het integraal teken. We kiezen een zekere
gemiddelde waarde, die voor het integraal teken gebracht wordt en
niet geïntegreerd wordt.

In het algemeen doen we dus feitelijk het volgende:
Er is een niet-integrabele functie f(W).

W_ W_ w.

f (W) dW f (W) dW + I f (ff) dff

wï "ï

= eerste integraal + tweede integraal. (31)

W is een zekere constante middelwaarde, tussen W, en W gelegen.m a o

W - W + (ff - W )m m

dW = d (W - ff )m

f (ff) - f [ff + (ff - ff )] = f (x + h)m m

waarin x = W en h = W - Wm m

De reeks van Taylor luidt:

f(x+h) = f(x) + - L f i ( X) + A -  f"(x) +JL. f'"(x) +
X! Z! 3!

+ .... + —  f<n>(x+9h)
n!
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Passen we deze reeksontw ikke ling  toe op de bovengenoemde fu n c tie
f(W), waarbij we voor n = 4 kiezen, dan vo lg t:

W-W (W-WV
f(W)v-  f(W ) + ----- — f 1 (W ) +

m 1! “ 2!
f"(W  ) +

(W-W.)
f "  (W ) +

(ff-W J
f" " [W  + 0(W-W ) ] (32)

S chrijven  we:

en:

f(W ) = fm' m

f""[w + e(w-w )] = f IV

De eerste  in te g ra a l van (31) in  een reeks on tw ikke ld , gee ft dan:
w_

ra

f(W) dW = f m (W-Wm)
J

+ % f l  (W-Wm) 2m ' m' + - -  f "  (W-W ) 33! m v m

+ _i_ f ( w - W  ) 4

Kies nu

dan is :  (W-W )

+ —f IV (W-W ) 5
5! «■ ™

1
W p + W ,

2

-  (W,-W ) = -  W, +i m  1
Wo+Wx _ W0-W1 DW

(33)

(W-W ) -  (W,-W ) 2
1 m

(DW)

x
w

(W-W ) . (W1"W0 )3 _ (DW)
V 2 '  4 enz.

f(W) dW = f  —  _ f i  i DD . 2 + f i i  ^£wl !
m 2  ” 4.2!  ” 8.3!

f m (DW)4 + f i V_(DW)
16.4! a 32.5! (34)
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De tweede integraal van (31) geeft uitsluitend plustekens bij de
termen der reeks. Hierbij treedt nl. op:

(W-W )m = w -wo m
W0+WJ W0-Wj .DWff ■ = -----  —----a 2 2 2

wm

(W-W )m (W -W ) (PW)2
4

wm

enz.

De tweede integraal van (31) geeft dus:

f(W) dW f DW + , (DW)2 + f) (DW)3 t fJII (DW/ + fIV (DW)5
»> 2 “ 4.2! m 8.3! “ 16.4! P 32.5!

Wm (35)
Bij sommatie van (34) en (35) vallen diverse termen tengevolge
van de mintekens weg:

yI f(W) dW = f DW + f" ■DW)3 + (fIV + f2V) (Dff)5 (36)
I “ m 4! a P 32.5!
w i

f£v en f^v zijn van W afhankelijk en mogen dus feitelijk niet
buiten het integraal teken worden gebracht. Daar deze termen toch
worden verwaarloosd, is dit geen bezwaar. Afbreken na de eerste
term geeft een vrij goede benadering, daar de volgende term reeds
van de derde orde in DW is.

12.4. Toepassing van de reeksontwikkeling uit 12.3 op de aan
groei ingen dx, dy, ds en dt

We hadden volgens (18):

dx = - u 2 d (*’?.-?)
g

en dus: x = - ƒ u 2 d (-g **)
g

Hierin is dus te stellen:u2 = if(W) en — Ü— L =  W .
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Gebruiken we slechts de eerste term fm DW der reeks (36), dan is
hierin f = u u, enm o la

DW = të Tq---tg =  A, (zie 24)
g

We vinden dus dezelfde formule voor de aangroeiing van x als in
(25),

Volgens (20) is:

Dx = u u, A,a o la 1

ds = - u 2 d (-̂ 2)

en: s = - ƒ u2 d (I2)
g
K

In (36) stellen we nu f(W) = u 2 en W = — -.
Dan is:

f = u u,m o la

en: DW = °----22-L = a ,

De eerste term der reeks (36) geeft nu:

Volgens (21) is:

Ds = u u, Aaa o la j

dt = - U d (H_3
g

en: t - ƒ u d (— )̂

We stellen in (36): f(W) = u en W

dan is:
tg To tg Ti

tg T

f = V U  U.m o la

en: DW
, 2

Voor dy - - u 2 d (—  ■-) = f(W) dW ligt de zaak enigszins anders,
g

f'(W) d f (W) 2 u du
dW d (^)

2 ug d (tg x) 2 tg t

De term — - komt ook bij x en t voor en daar teller en noemer, d (tgx)
van deze breuk van dezelfde orde tot o naderen, zal deze breuk
eindig zijn. Echter nadert — --- voor t = o tot oneindig, dustg T
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f ’ (W) = oo. We kunnen nu dus de reeksontwikkeling voor y n ie t toe
passen.

Voor de berekening van Dya bepalen we ons nu weer u its lu iten d
to t  de e e rs te  term der reeksontw ikkeling  van Dxa en s te l le n
dy = dx tg  x.

Voor de aangroeiing van x nemen we nu Dxa en voor de waarde
(tg  x) nemen we het rekenkundig gemiddelde van tg  x en tg  x,,m o  *
dus:
_  ^ tg  X0 + tg  Vj tg xc -  tg  x t tg  xe + tg  x 1Dy = Dx ------2-----------— = u u , — — ----------- --------------------=J  a a 2  o 1« g  2

tg2x0 - tg2Xi

We zien dus dat de gekozen benaderingsformules (25), (27),
(29) en (30) berusten op he t gebruik van u its lu ite n d  de eerste
term van de reeks (36).

12.5. De berekening van p
c f(V) c 0 e~hy f(V) (37)

waarin co A —  sin y
° P 1

(38)

Ao = gewicht van 1 m3 lucht op zeeniveau in kg.
a = kaliber in m.
p = p ro jec tie l gewicht in kg.
Y = fic tieve  halve tophoek van het p ro jec tie l (i-waarde).
h = 10‘ 4.
f(V) = snelheidsfunctie  van de luchtweerstand, te  ontlenen aan

een tabel.

Men noemt de p aan het begin van het vak:
c “  h y  _

P o  = - i " e

0>tr3

Voor de bepaling van de i-waarde gebruiken we de formule van
J. Ottenheimer (Balistique extérieure), waarin een fic tieve  halve
tophoek y voorkomt (experimentele formule).

0,72
i = sin y * ^ T T T T T

d = kaliber in dm.
h = som van ogiefhoogte en taplengte in kalibers.
9 8 -



Over de verandering van p i s  a p r io r i  n ie ts  te  zeggen.
Over de aangroeiing van po i s  wel i e t s  te  vinden door deze te

d iffe re n tië re n  en dan de aangroeiing over h e t gehele vak te  den
ken. Men s t e l t  dan de kromme door een rech te  voor. De gemiddelde
waardn van p over h e t vak i s  dan:

P„ +
Ap

Volgens (15):

Volgens (1) :

p = -2 - e“ hy f(V)
g

ln p = ln  hy + In f(V)
g

dP . . f '(V ) .

V2dy = ------ tg  x d x

g d(V cos x) = V c f(V) d x

(40)

-  V s in  x d x + cos x dV = V — f(V) d x
g

V .g f ( v) d x + V sin  x d x
dV = ------- ---------------------------------

cos x
(41)

Voeren we de vergelijk ingen (15) en (41) in  v e rge lijk ing  (40) in,
dan k rijgen  we:

dp rh V2 tg  x V f '  (V)
—  = L-------------- + ---------- (p + sin  x)J d x

Stel:

f(V) cos x

V f'(V )n =-
f(V)

D it i s  dè z. g. weerstandsgraad (degré de rés is tan ce).
We k r i j  gen nu:

dp rhV2 n p ,
—  = L----  tg  x +----- —  + n tg  xJ d x

• p ' - v  g cos x

hV2S te llen  we nu: n +-
g

dan gaat de verge lijk ing  over in:

-Ë£ = (m tg x + ■ n P ) d x
p COS X

(42)

(43)

dp = p (n p + m sin  x) d x
cos x
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Volgens (7) i s  nu:

d p = p ( n p  + m si n x) d %

In tegreren  we nu d p over he t gehele vlak, waarbij we ech ter voor
p, n, m en x u its lu ite n d  de nulwaarden voor h e t begin van he t vak
aanhouden, dan k rijgen  we:

A P = -  P0 <no p0 + mo s in  xo) D | (44)

Er i s  een tab e l voor f(V ), waarin tevens de waarden van m en n
vermeld z ijn .

Neem nu:
A p

P i a  = P o  1 a *  P o  + —
(45)

H ierin  i s  pola de benaderde gemiddelde waarde voor p in  h e t vak.
We kunnen nu met de formules (10), (2) en (27) benaderde waarden
berekenen voor u , , V1 en y la, a ls  volgt:

log u la = log u o -  pola M D ?

V
“ l a

COS T j

Dy a = u u , A,o l a  2

y»a = y „  + Dy„o a

Nu kunnen we de benaderde waarde van p aan h e t einde van h e t vak
berekenen met (37):

H ie ru it volgt weer:

Pla f <V l a>

(46)

We noemen d i t  de werkel ijke  aangroeiing van po, waarmee we bedoe
len de aangroeiing langs de kromme voor p.

Toch i s  deze D p,  nog benaderd. D it i s  dus een v e rb e te rin g
ten  o p z ich te  van de A p u i t  (44), waarvoor we u i ts lu i te n d  n u l
waarden gebruiken.

We noemen nu:

e = D pa -  A p (46a)
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de correct ie  van p. Deze mag een zekere waarde n ie t  o v e rsc h r ij
den.

Figuur 34
p a l s  f u n c t ie  van x. Aan begin en e ind  van b e t  vak z i j n

de he l l in g sh o ek en  r e s p e c t i e v e l i j k  x  en Xj.

12.6. De bepaling van de correctie op p

U it (5) en (7) volgt:
« S i

ln u , -  ln  u
1 0 P d g

Volgens (5) i s  nu:

u = cpj (p, x) o f p = cp2 (u, x)

Volgens (10) ,is: u = y, (£)

en volgens (7): ; x = (g)

' * P “ f (5) = f [?„ + (% ~ S,)]

Ontwikkelen we p in  een reeks van Taylor:

p = f(P  ) + 2 _Zo f '  (F ) +
°  1! 2 ! *"«L> o '  -pinf" [?o+0(?-?o)]

(47)
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Po

* = Po

t'<v = Pi

D 5 = ?0 -  ?»

P d ? ■ P„ 5 + f° (£-£ ) 2
2! °

31

?! Si
Dll

+ ÏS-(%-Z  ) 3
31 °

<«r?o> .„
Pp

enz,

l i
. m

+£iL (%-% ) 4
4! °

I II q WI

-  Pia D 5 = -  Po D S + - f f  (D ? )2 - | f  (D ?)3 + | f -  <D 5>4 (48)

In de l a a t s te  term h e e ft p n a tu u r lijk  n ie t  de index o, omdat
we h ie r  in  p la a t s  van f ni' ( | o) de fa c to r  f "  [%o + 0 (£ -  ? 0>]
hebben.

U it (48) volgt:
.11 - H l

1 a Po -
Po D ? + 4 r - ( D ? ) 2 <D ? )3 (49)

U it (47) volgt: ?"?o i
Po + —T72'  Po +

of: P -  P .  i a  P. .  < w :  P; .  « 2 ^ ;
r 0 r 0 2! r ° 3!

Men noemt D p = pj -  po de w erkelijke aangroeiing.
_ l l

5 ♦ | f  (°  ?) 2 -  TT* (D © *Po D ■» T 2T v  ~~3T (50)

Elimineren we de term met pJJ u i t  (49) en (50), dan i s  he t re su l
taat:

„ i in _iii
- £ _ P = p  - f i L D  £ + ( - £ “-------P i .)  (D 5 ) 3 (51)

n  r o  o  ^  XQ Q l  A \  '  ^P i.

Nu is : d p

6 7 '3.3! 4!
d P  ̂ K _ -i
d %

•d ^ =* p d ^

Nemen we voor d p de aangroeiing over he t gehele vak volgens de
raak lijn , dus zoals in  (44) A p, dan is:

A P •  ~ Pi D ? (51a)
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V erg elijk in g  (51) gaat nu over in:

p - =; p. + ^  + ( . 4 .  -  f )  (D ^)33.3! 4!
( 52)

A p
We kozen in  (45): p ia  = pola = pG +

Verwaarlozen we de restte rm  u i t  (52), dan i s

D p -  A p
P i a  = P o l a  + 3

We s te ld en  reeds in  (46a):

(53)

e = D pa -  A p

Nu is :  D pa w p Ia -  po en D p = p , -  po

" D P -  D P, = Pj -  P j .

D it v e r s c h i l  b l i j k t  van d e z e lfd e  g ro o t te -o rd e  t e  z i j n  a l s  de
restte rm  u i t  (52). S chrijven we nu:

e = D p — A p (54)

waarbij dus D p i s  vervangen door D p, dan maken we een fou t van
d e z e lfd e  o rd e  van g ro o tte  a ls  d ie  we in  (52) m aakten, door de
verw aarlozing van de restterm .
We vinden dus:

Kiezen we p . a volgens (55), dan kunnen we deze p . a vervangen door
Pi, w aarbij de gemaakte fou t van de g ro o tte -o rd e  i s  van de r e s t 
term u i t  (52).

Het co r r ig e re n  van de s n e lh e id  voor  p.

Vol gens formul e (10):

log  Uj = log  uo -  p .a M D

of: log  u la  = log  uo -  0a

0Nu moet p .a gecorrigeerd  worden met —, dus 0a met — M D
3 5 •
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Dus: lo g  u la  = lo g  u o -  p . a M D %

lo g  Uj = lo g  u o -  P j M D |

lo g  u la  -  lo g  Uj = (p j  -  p ia ) M D ^ =  — M D ^

Daar voor u Ja en Uj d e z e lfd e  hoek .Tj g e ld t, i s  dus.

lo g  ïiia . -  lo g  ^  =
u i _________ Vi

lo g  Vj = lo g  Vla -  e0

(56)

(57)

1 2 .7 . Het corrigeren van x, s  en t  voor ut

Noemen we de a a n g ro e iin g e n  in  h e t  i n t e r v a l  van x, s , t  en y
v o o rlo p ig  De, dan i s  vo lgens (36):

K?-
We g eb ru ik ten  u i t s l u i t e n d  de e e r s te  term  van (36), n l .

De = f  DWa m

We k iezen  nh in  (59):

f  = /  f„  f . 'm o *

dan i s  de fo u t:

(58)

(59)

8(De) ^  * «i'♦ f "> 5T6T
(DW)1 (60)

Volgens (32) i s :

f(W) = f(W ) +
W-W . (W-W ) 2 ___ . . (W-WJ

1!

(W-WJ4

f'(W ) + f"(W ) +

Voor:

wordt:

Voor:

f""[w + e (W-W )]

f(W J

. f» ' (W ) +

(61)

W-W = wo m  o

Wo+wi Wo-Wt DW
2 = ~ 2  1

f(v y  = f i
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wordt: W, -  W1 m

f  + f ' j u  + f»
“ m 2 m 2 2. 2 !

DW
~2

fin (DW) 3
2 3. 3!

ƒ n n (DW)
a 2 4. 4!

dus:

f ,  = f1 n

f  f ,o 1

DW (DW)‘
f ' ----- + f" „” 2 ■ 22. 2 !

f 2 + ( f  f" -  f '  2)

f l„ ( ° ff>3 ♦ f » .
“ 2 3. 3! mp 2 4. 4!

(DW)2
4 " 4 * *. . .  (DW)4

f 2 [ l
'ƒ11 ƒ1 2*
_ra   m
f  f 2

(DW)
(DW) 4J (62)

Bepalen we u i t  (62): / T f ^  en passen we op de e e r s te  twee termen
van h e t r e c h te r lid  h e t binonium van Newton to e , dan volgt:

' ^ U  r l  2 -
■*■10 (DW)
f  f 2m  m J 4

* ' l  (DW)2
f  'm

8

f  T 2
ft _  ‘ m  \ (DW) 2

-]

f  8m
D it gesu b stitu eerd  in  de formule (60) geeft:

_• O
- j  /  |  ƒ 11 ï

f m
>1 2

(DW)4

(DW)4

8(De> -  -  (f" - i a _ )  m l ;  f"
8

(DW)1

Nu is :

fii ƒ1
( - —»-+ —a_) (DW)3 +

12 8 f

8 ( lo g  De) = M 8 (ln  De)

(DW)1 (63)

„ 8(De) „M —— - ~  M 8(De)
f  DW

Bij deze h e r le id in g  i s  in  de noemer De vervangen door f  DW, d. i ,
de e e r ste  term van h $ t r e c h te r lid  van (58). De noemer i s  hierdoor
dus benaderd.

f" ,1  2
8 (lo g  De) = [ - - 2 .  + - 2 . ]  m (DW) 2 +

f i  ƒ11 ƒ  i
—2.DW [ -  _2_ M DW + __ 2_ M DW] +
f  1 2 f' 8 f
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Nu is : d [in  f(W>] d f(W) _ f'(W) dw
f(ff) f(W)

Gebruiken we van de reeks (61) weer u i t s lu i te n d  de e e rs te  term,
dan kunnen we sch rijv en :

f'(W ) f '
_ _ _  r \, m

f  (W) f m

f '
•*. d [ln  f(W>] = -2-dW

f
d [log  f(W)]

, D {log f(W)> r D {log f'(W)> D {log f(W)K
en: 8 (log  De) = ■ L-----------------------+ --------------------J

(64)

Voor x en s  moeten we nu su b stitu e ren : f(W) = u 2.

D [log  f(W)] = D [log  u 2] = 2 D [log  u]

Verder i s :  f '  (W) dW = 2u du

Volgens de b a l l i s t i s c h e  hoofdvergelijk ing  (4) is :

d ,x

f'(W)

du = p u

2u du

cos x
o 2 ■ d x
^ P u cos. x

Voor x geld t: W

dw

dW d W

tg  x
g

d x
g cos*x

. 2 d x
f'(W)

COS X
2 u 2 p g cos x

d x
g co s2x

lo g  f ' (W) = lo g  2g + 2 lo g  u + log  p + lo g  cos x

D [log  f'(W)3 = 2 D (lo g  u) + D(log p) + D (lo g  cos x)

S u b s titu e re n  we nu D[log f (W)] en D[log f 1(W)] voor x in
dan volgt:

( 64 ) ,
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ex = 8(log  Dx) = — -1° g u) [ -  - i .  {2 D(log u) + D(logM 12

+ D(log cos x)} + ^D(log_u)j
8

e =

Nu is:

Dus:

Noem:

dan is:

Voor s geldt:

- (1°5  U) [D(log u) -  D(log p) -  D(log cos x)]
OM

D(log u) = lo g  u , -  log  u = -  9
1 O

u = ,V cos x

lo g  u = lo g  V + log  COS X

D(Iog u) -  D(log cos x) = D(log V)

= -  —• [D(log V) -  D(log p)]

D(log V) -  D(log p) -  -

ee* ------ n6 M *
T

w = ^ 2 . 1 f  d x
g g COS 3X

dW d x
g cosJx

f'(W) 2u du
2 d x

^ P U COS X

dW d x
2 p u 2 g co s2x

g co s3x

log  f ' (W) = lo g  2g + log  p + 2 log  u + 2 log  cos x

D[log f'(W)] = 2 D(log u) + D(log p) + 2 D(log cos x)

Gesubstitueerd in  (64) krijgen we:

es = 6(log  Ds) = — D(I° g U) [ -  -ji-{2D (log u) + D(log p)

+ 2D(log cos x)} + - D^ 0g Û .]
8

(65)

( 66)

(66a)

(67)

( 68)
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e = D(log [D(log u) -  D(log p) -  2 D(log cos x)]
* 6M

Met behulp van (66), (67) en u = V cos x vinden we nu:

e = P (l0g  U) [D(log V) -  D(log p) -  D(log cos x)]
• 6M

= 6 r (li* + CT)

waarin: cr = log  sec xo -  log sec x^

Voor t  vinden we: f(W) = u

D[log f(W)] = D[log u]

f'(W) dW = du

_ tg x

( 69)

dW d x
g cos2x

d x
du P u cos x

f '  W  *  hw ■ ---- :---------= P u * cos Tu d x
g cos^x

log f ' (W) = log g + log u + log p + log cos x

D[log f ' (W)] = D(log u) + D(log p) + D(log cos x)

S ubstitueren  we D[log f(W)] en ö[log  f'(W )] voor t  in  (64), dan
volgt:

e t = 8(log Dt) =

= P(log u)' [-■jj{ D (lo g  u) +D(log p) +D(log cos x)} + — ]

g = D (log u)_ ^  D(log u) _  D(log p) _ D(log cos T)]
* 12 M

D doe u) •• *> [D(log u)]
e = ■- [D(log u) -  D(log p) -  D(log cos x ) J -------- M

* 12 M "  m
rX'uïZ
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Met behulp van (65) en (66) wordt: :

e 24 M 54 ( e 12 M (70)

12.8. De fout bij Dya

De toegepaste  reekson tw ikkeling  met a ls  r e s u l ta a t  formule
(36), kan n ie t  voor Dy worden toegepast, zoals reeds eerder op
gemerkt (z ie  12.4). Het bleek daar dat f'(W) = co voor x = o. De
reeksontwikkeling geldt in  d i t  geval dus n ie t  voor x = o.

We gaan u i t  van: dy = tg  x dx

tg  x dx

S te llen  we:.

dan is:

x =m

S m

Xo + X 1

tg  x dx tg  x dx + I tg  x dx
J
*oX- 1

We beschouwen nu tg  x a ls  functie  van x, dus:

tg  x = \i/ (x) = u/ [x + (x-x )]1 m m J

t g  X = \|/ ( x m) + y '  (X  ) X * X m
m IJ

+  y

V'<V
(X- x V

(x-x )
+ y  (xm)

ƒ tg  x dx = v|/ (x ) ƒ  d(x-x ) + u/* (x ) ƒ (x-x ) d(x-x ) +

+ V ( x m) ƒ
(x-x )'  m' r (X -X m)

d ( X- x m) + y  ( X )  ƒ ---- - i _ d ( X - X  J  +

C-Z ( x - x j '
d(x-x )

Schrijven we: vj/(xm) = (tg  x)m, vf/f (x ) = ( tg  x)L enz., dan is:
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\

*«
tg X dx = - (tg x). (Xo-Xm) - (tg X);

- (tg x)ü f o y * - (tg x)'" (x°;>)4 - (tg x)»» (71)

(x.-xm)3
tg x dx = (tg x)o (Xj-xJ + (tg x); -- 2Ï--- +

J
X-

+ (tg x>« (Xl'X-)3 ♦ (tg X)'" (tg ̂ b" (Xl" —  (72)

Schrijven we:

dan is:

Dx = x,-x1 O

X -X = x -o m  o

X -x = x t -l m  1

Sommatie van (71) en (72) geeft:

2 2
x0+xt = xr x0 _ Dx
2 2 "  2

A

Xo+Xj -x t^x0 _ _ Dx
2

(tg x) Dx + (tg -tl
(Dx)' (Dx)

- — ---+ [(tg x)"» + (tg x)'i"] -j—
“  22. 3J a P 2*. 51

(73)

Voor de waarde van Dy a hebben we reeds eerder gevonden:
tg x_ + tg x, r- ,„_»i tg x + tg XjDy = Dx — — 2— ---- - = [Dx - g(Dx) J ----- ------

» * 2 . «
De juiste waarde van Dy vinden we in de reeksontwikkeling van
(73), zodat we voor de fout op Dy kunnen schrijven:

8(Dy) = Dy - Dy = [(tg x)m -
tg x„ + tg Dx +

+ tg Xp + tg Xt g(Dx) + (tg x)m (Dx)3 + A (74)
2 24

Ontwikkelen we nu achtereenvolgens tg xo en tg xt in een reeks,
waarbij weer:
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X -X
tg  X„ = ( tg  x) m + ( tg  x) ' ( tg  X)»

( * .-* >

2
tg  X, = ( tg  x )n ♦ ( tg  •€>: ♦ ( tg  X)» (XiJ 3^ -  ♦

+ (tg  x>! Ü £ 2 = > ! .  ( tg  T)™
3! ö 4!

Dx \ i ,  (Dx)2 Urn (Dx)'tg  xo = ( t g  x ) .  -  ( tg  x ) i —  ♦ (tg  X)» —  -  ( tg  x)»' -2^.3!

+ ( tg  x) mi (^ x)
Y 24. 4!

tg  x ,  = ( tg  x )m ♦ ( tg  x)^ —  ♦ ( t g  x )”
(Dx):
2 2. 2!

+ ( tg  x) ... <2ï>!
“ 23. 3 !

+ ( tg  x)J (Dx)4
5 24. 4 !

Sommeren we de beide reeksen voor tg  x,1 dan vinden we:

( tg  x)"" + ( tg  x)g"ü i i ü i . <"tg«
2 2. 2! 2S. 4!

(Dx)'

Substituéren we de gevonden waarde in  (74), dan volgt:

8(Dy) =

. B

/  f  gr ^

H-(DX)3 -  B Dx + ( tg  x) 8(Dx) +
2 2. 2 !

/ -J-p. _ \  f ï  /  f  g  ^
+ — —ia. (Dx)2 S(Dx) + B 8(Dx) + --------- —(Dx)3 + A (75)

22. 2! — 24
We weten d a t de ^fout op log  Dx van de tweede orde in  Dx i s ,

dus 8(Dx) i s  van de derde orde in  Dx. De opvolgende termen van
(75) z ijn  resp. van de 3e, 5e , 3e , 5e, 7e , , 3 e en 5e orde in  Öx.

We nemen nu a lleen  de termen van de 3e orde en verwaarlozen de
andere, Zodat;

( tg  x)1'
8(Dy) = - (Dx) + ( tg  x)_ 8(Dx)

Delen we h e t  l in k e r l i d  door Dy en h e t  r e c h t e r l id  door de
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e e rs te  term van de reeksontw ikkeling  (73) van Dy, n l . ( tg  x) Dx,m
dan k r ijg e n  we:

6(Dy) = _ ( tg  x )^  (Dx) 2 S(Dx)
Dy ( tg  x) 12 Dxm

8 (l0 g  Dy)
( tg  x) m 12 Dx

Nu b l i j k t  u i t  (65), dat: M -8(Dx- = e
Dx x

8(log  Dy) = e  = e x  -
( tg  x)" M
----------21 _  (Dx) 2
( tg  x )m 12

Nu is :  -  ü .  l tg  m (Dx) 2
12 ( tg  x).

1  (tg Dx (tg <  Dx
12 ( tg  x)' ( tg  x)_

■*D[ln ( tg  x) 1] -D^të

We kunnen sch rijven :

1 dx( tg  x)
cos2x dx

( tg  x).

— —  [ _  -£ ]  = ------------5___
c o s2x V* V2 cos2x

(76)

We k iezen  de aangroeiing  over h e t  gehele vak met h e t symbool D
en kunnen daarom b ij D [ln  ( tg  x ) ']  en D ( tg  x) de index m weg-m m
la ten , zodat:

D[ln ( tg  x ) ']  = 2 l n u ,  - 2  l n u  = -  -2§-
1 ° M

dus: M ( tg  x ) " ,  , ,  9 D(tg x) 9 X
-------------- (Dx) 2 = ----------------- = --------
12 ( tg  x) 6 ( tg  x) 6 Mm ra

H ierin  is :

Kiezen we b ij

„ M D ( tg  T) „ „  tg  XD -  tg  X!
K  — —  = 2t In —

( t g x ) n 2 ( tg  X ),
benadering  2 ( tg  x) = tg  xo + tg  x r  dan is :

„ tg  x„ -  tg  x, s in  x„ cos x , -  s in  x, cos x„X = 2 M — —2-------— —= 2 M--------- 2----------i-------------i--------- °
tg  xq + tg  x , s in  xo cos Xj + s in  x t cos xo

sin  (x  -  x ,)  „ s in  D x= 2 M ------ _ ° ____ L. = 2 M--------------------
s in  (x  + Xj) s in  (x + Xj)
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(p.x + X) 6 M y

Opmerkingen: (tg t);
(tg x).

niet in de plaats gesteld D[ln (tg x)3.1. We hebben voor

daar in het culfoinatiepunt van de baan x = o wordt, met het ge
volg dat de logarithme daar oneindig groot wordt.
2. Bij de berekening van e hebben we gebruik gemaakt van de cor
rectie op Dy en hieruit de correctie op log Dy bepaald, door te
delen door (tg .T;) Dx. Voor het geval dat het beschouwde baanstuk
(x ,x^) aan weerszijden van het culminatiepunt ligt, kunnen we
het geval krijgen dat,xo + Xj = o. Voor dit geval zou D y a = o
worden. Om hier geen moeilijkheden te krijgen, nemen we het cul
minatiepunt steeds als een eindpunt van een vak.

12.9. Overzicht van de correct!efom u l e s

9

9 a

0a (78)

6M 'y

waarin: pia M D 5

= D(log p) - D(log V)

P. = H-x + CT

er = log sec x - log sec £ (79)

V-y = + >■

sin Dx
X = 2 M

sin (xo + Xj)tg Xo + tg Xj
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Voor de practische berekening van e merken we op, dat D(log p)
en D(log V) worden afgeleid  tijd en s  de berekening van het vak.
Voor X en o zijn  tabellen, die n ie t in ons bezit zijn. De bereke
ning is  echter zeer eenvoudig.

Op te  merken v a lt nog, dat bij a lle  berekeningen over e, men
steeds D(log p) mag vervangen door D(log p) , enz.

12.10. Het corrigeren van x, y, s  en t  voor u,l a

Bij de keuze van u hebben wé genomen /  u u ' in p laa ts  van------------- r m o  1 a
v u u ,. We moeten dus nog corrigeren voor u, .o  1  l a

Voor x, y en s hadden we gevonden:

De = u u , A
a  o l a  IX

of log De = log u + log u, + log A
a o  l a  TX

Hier moet f é i te l i jk  staan log u,. We vonden dat

log Uj = log Uu  -  e0

zodat h ie ru it volgt, dat we log Dep moeten corrigeren met -  eg.
Voor Dt vonden we:a

log Dta = Vz log.uo + & log u la + log Aj

We moeten h ier dus log Dta corrigeren met -  xk e0.

De totale correcties voor x, y, s en t
We vinden ten slo tte  de volgende correcties op de aangroeiin-

gen:

op log Dxa e ~ ee = 5(log Dx)

op log Dy
a &y ” ee = 8(log Dy)

op log Ds :a e. ~ Be = 5(log Ds)

op log Dta e t -  ft ee = 8(log Dt)
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12.11. De begrenzing van de c o r r e c tie  gg op V

De c o rre c tie s  op log V z ijn  g e lijk  aan die op pia , vermenig
vuldigd met M D ^ (z ie  formule 10 van 12.2).

Volgens (52) is :

Pi. = P
A p D p — A p

+  — —  +  — - ----------------  +
2 3

. mi . l i l
(fa_ _ fiL ) (D P )  3

18 24
De e e rs te  twee termen van deze reeks z i jn  exact bepaald. We

kunnen e r  nu van uitgaan, dat de v ierde term te  verwaarlozen i s
t .  o. v. de derde. We moeten nu echter de derde term, dus de Sg be
grenzen.

Voor de begrenzing van b q  gaat men e r  van u i t ,  dat de correc
t i e  op Vj n ie t  g ro ter mag z ijn , dsn 0.2% van Vj, dus:

± 1 l < -± -
Vj “ 500

Schrijven we d i t  in  de vorm van een d if fe re n tia a l, dan vinden we:

dV,
— i-= d (In V.)

v ! 1
We vinden in  formule (57) van 12.6:

d(log Vj)
M

log Vj -  log v u  = -  8q

of: 5(log Vj) = -  e0

zodat: \ ± ± ' \  = V 1 = |5B| < - * -
Vj M M 500

of: U g| = ■ g Q Q '= 20 M. 10-4 = 8,68. 10"4 (81)

12.12 De begrenzing van de c o r r e c t ie s  a en e A op x, y, s
® Oen t

We gaan e r  h ie r  voor de begrenzing van u i t ,  dat de c o rre c tie
op De n ie t  groter mag z ijn  dan 1% van De.

of: A (De) < _ 1__
De 100

of: i lB Ü -è  d (ln  De) = j< l ° g  °S>
De M
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We vonden in (80), voor x, y en s:

8(log De) = ee -  6q

Werken we met de absolute waarden, zoals dat in de foutentheorie
gebruikelijk is , dan krijgen we:

| A (De) | _ | 8(Iog De) | j e j  + | e Q| ^ i
De M M 100

of- l e j  + 1 bqI i — ■- 100 M.10-4 = 43 ,4 .10-4 (82)

Voor t  vinden we dan volgens (80):

| e t l + & IEq| i  43,4.10“4 (83)

e wordt in de regel uitgedrukt in de eenheid 10“4, dus dan is:

| e 0 | 5 20 M = 8,68 en | e J + | e 0 l i  100 M = 43.4

De grenzen en £qö z iJn m*n ° f meer willekeurig.
Men zou de grenzen ook anders kunnen stellen . Met deze begren

zingen b l i jk t  u i t  de ervaring, dat de verwaarloosde gedeelten
kleiner z ijn  dan 1/5 van de aangebrachte correctie.

12.13. Het vaststellen  van de amplitnde D? ten opzichte van
de snelheidscorrectie ëq

Volgens (50) is:

o" o'"
Dp = -  p ' DP +-!-a- (DP) 2 -  (DP) 3

° 2! 3!
Verder u i t  (51a): A p = -  p  ̂ D£

Verwaarlozen we nu de la a ts te  term, dan is:

Uit (56): e0 =-|-M D% =-^-M (D |)3
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Het b lijk t dus dat ég van de grootte-orde van (D^)3 is.
Bij een berekening wordt een zekere amplitude Dt gekozen,

d it le id t to t een bepaalde |e Q|. Was de keuze van Dt groter ge
weest, dan zou ook |e Q| groter zijn  uitgevallen. Een bepaalde
amplitude is  slechts dan toegestaan als |ee | n ie t een zodanige
waarde k rijg t, dat de grens van de snelheidscorrectie wordt over
schreden.

Noemen we de maximum toegestane amplitude Dt0, dan definiëren
we een fg , zodanig, dat:

f  Q Dt: = Dt:0 (84)

Nu is  e0 van de orde (Di-)3, dus volgens (7) ook van de orde
(Dt) 3. Daar fg van de orde Dt is, zal e0 van de orde fg  zijn.

Bij de keuze Dt0 behoort e0 = 20 M, als we e0 in de eenheid
10*4 uitdrukken.

Kiezen we echter Dt als amplitude, dan is

We hebben dan de voorwaarde:

e0 f 0 = 20 M (85);

of;
9 v ee

Voor fg is  een nomogram geconstrueerd, dat we gewoonlijk ge
bruiken, te r bepaling van fQ.

12.14. Het v a stste llen  van de amplitude Dt ten opzichte van
de correctie ê

Ook voor | eeJ kiezen we een f e, zodanig, dat:

f e Dt = Dt6 (86)

De correctie e is  van de orde (Di|) 2, zodat we voor ee en e0e bij
de berekening van x, y en s, de volgende betrekking vinden:

e0 f 3 + e f 2 = 100 M (87)ö e  e e e

Bij de berekening van t  vinden we:
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100 M ( 88)^ e9t + e t =

De bepaling van deze f e-waarden komt neer op de oplossing van
een derdem achtsvergelijk ing . Om d i t  te  voorkomen h e e ft men een
nomogram geconstrueerd, waaruit in  verband met de waarden eQe en
e , d i r e c t  f  i s  a f te  lezen. D it nomogram (z ie  f ig . 35) le v e r t
ook gemakkelijk f Q. Voor de bepaling van f  in  h e t algemeen be
hoeft dus n ie t  te  worden gerekend.

12.15 . De bepaling van de paximum amplitude Dtb

De waarden van fg ,  f x, enz. z i jn  in  h e t algemeen v e rs c h il
lend. Nu i s  he t d u id e lijk , dat he t k le in s te  getal in  deze beper
kend o p tre e d t. In  de p r a k t i jk  s c h r i j f t  men dan ook n i e t  a l l e
waarden van f  op, doch door een enkele b lik  op he t nomogram zien
we, welke waarde h e t k le in s t  i s .  Deze waarde l e e r t  ons de maxi
male toegestane aangroeiing kennen, zodat we de k le in s te  f-waarde
noemen: f  . De maximum toegestane amplitude of b e te r u itged ruk t
de amplitude van zekerheid is :  Dx^ '• f m Dx.

In de p ra k tijk  b l i jk t ,  dat in  he t ene vak bv. de snelheid be
perkend o p tre e d t ( f Q = f  ) en in  een ander vak bv. de y, zodatü  m
dan f  = f  .y m

12.16. Het nomogram voor e en f

Het nomogram (z ie  fig . 35), dat geconstrueerd i s  om de modulus
van nauwkeurigheid en de j u i s t e  amplitude te  bepalen, gaat u i t
van de vergelijkingen (85) en (87):

e0 f |  = 20 M

efl f 3 + e f 2 = 100 Mü e  e e e

De kromme E wordt gevonden door fg op te  lossen u i t  de eerste
v e rg e lijk in g . K iest men in  de tweede v e rg e lijk in g  een bepaalde
waarde voor f  , dan o n ts ta a t de verge lijk ing  van een rechte l i j n

e
in  eQ en e . Voor d iv e rse  waarden van f  on tstaan  dus steeds

ö  e e
rechten.

Het gebruik van he t nomogram gaat a ls  volgt:
1. I s  een e0 gevonden, dan lezen we deze op de horizontale as af,

vervolgens gaan we ve rticaa l naar boven to t  de kromme E en in 
terpoleren  h ie r  tussen de rechten voor f  = constant, waardoor
een fg wordt gevonden.
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Eg en E g e
Figuur 35

Nomogram ter bepaling van f
(De getallen bij de rechte lijnen
geven de waarden van f aan). 119



2. I s  een e = e o f = e gevonden, dan lezen we de eQe op de
horizontale as af, gaan wederom verticaal naar boven, vervol
gens lezen we op de vertica le  as de s e af en gaan horizontaal
naar rechts. In het snijpunt interpoleren we tussen de rechten
en vinden zodanig een f x of f .
Voor het bepalen van f  , moeten we er op le t te n  om langs de

horizon tale  as eQt = Vt eQ af te  lezen en daarna verticaa l naar
boven te gaan.

Van de aldus gevonden fg, f x, f  en f (, wordt de k le inste  u i t 
gekozen. Deze noemen we de modulus van nauwkeurigheid fm en hier
mede bepalen we:

Dt: = f  Dxm m

Het i s  d u id e lijk , dat voor f < 1 de keuze van Dt te  groot
geweest i s  en het vak opnieuw moet worden berekend met Dxm. Is
f  > 1 , dan was Dt te  k lein  en de nauwkeurigheid dus groter dan
noodzakelijk. We kunnen dan bij de keuze van Dt voor het volgen
de vak hiermede rekening houden.

12.17 . Het lm chtgew icht b i j  G.H.M. I

We gebruiken de praktijkformule:

A = A e-hy (89)
y  o

Deze formule s lu i t  aan bij de theoretisch af te  leiden baro
metrische hoogteformule voor constante temperatuur.

Er is  een tabel samengesteld voor Mhy als functie van y.
Deze tabel werd to t 10 km berekend in 1916 door de „Chef d’Es-

cadron d’A r til le r ie  Lyon” en voortgezet to t 15 km door ,,L’ingé
nieur d ’A rtil le r ie  Navale Mouchelet”.

Uit de experimentele gegevens van L indenberg en de meer recen
te  to t 35 km van de Ita liaanse  professor Gamba u it  Pavia, kan de
formule voor het luchtgewicht a ls  functie van de hoogte in  een
vorm gebracht worden, die meer aanpast bij de werkelijkheid. Deze
formule, die aan s lu it b ij de theoretisch  afgeleide formule met
inachtneming van een veranderlijke temperatuur, lu idt:

A = A e"h< 1+av)y (90)
O

waarin h = 10“4
a = 0,13.10“4
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Voor hoogten to t 10 km kan de term met a verwaarloosd worden,
bij een normale gemiddelde atmosferische toestand.

Aln —2 . = h (1+ay) y
A

A
log —  = M h (1+ay) y

A

„ Al o g —2-= M hy + Mhy ay
A

Met formule (90) z ijn  tabellen  berekend to t een hoogte van
90 km. De correctieterm  met a k r ijg t pas enige belangrijke in
vloed vanaf een hoogte van ongeveer 7 km.

12.18. De luchtweerstsuidswet van G. H. M. I

Men gaat u it  van de formule van de „Chef d’Fscadron de 1 ’Ar
t i l le r ie  Métropolitaine”: Demogue, ontleend aan de „Tables de Tir
de plein Fouet”:

f(V)
V2

0, 2250
4/ ,V \ 87 1 + 0,0392 (jö)

+ ----------------------- -̂---bg tg V'
27226 + 494 V2 (91)

waarin V' = - — 330 6n bg tg V' in minuten wordt berekend.
OU

Déze formule werd opgesteld  u it  experim entele resu lta ten ,
neergelegd in de rapporten no. 1414 en 1429 van de Commission de
Gavre (14 Maart en 21 Juli 1898).

Om nog een betere aanpassing te krijgen aan deze experimentele
resultaten, werd de formule van een correctiefactor voorzien.

De formule voor de luchtweerstand b ij G.H.M, I  wordt nu:

iog m i
V2

/ 1  + 0,0392 ( ^ ) 8
log [0,2250 + ----------------- =--------- bg tg V]

27226 + V2
VH-6

10 4

(92)
VH = V in hectometers.

Tot een snelheid van 1200 m/sec, berust deze wet op experimen
tele  resultaten.

Men heeft deze wet la te r  geëxtrapoleerd to t V = 2000 m/sec,
zodat we-de f(V) tot deze waarde in de tabellen kunnen opzoeken.
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Deze ex trapo la tie  geschiedde a ls  volgt, dat men formule (92)
berekende voor V = 2000 m/sec en V = 600 m/sec en vond:

Ciog -  tlog ^ 1  -  0,9115 -  1
v1 2 2 0 0 0  V2 6 0 0

Vervolgens deed men hetzelfde met de eenheidswet van Siacci,
die eveneens slechts to t een snelheid van 1200 m/sec geldt. Hier
werd gevonden:

[log f  (V)~j
V2 2000

-  [log f(V)]
V2 600

0,7284 -  1

Verder h ie ld  Vi e i l l e  zich omstreeks 1900 bezig met de voort
p lanting van evenwichtsverstoringen met supersonische snelheden.
Deze vond a ls  r e s u lta a t  voor snelheden van 600 m/sec en 2000
m/sec:

[ l o g M ]  - tlo g ^ ïS S .]  =0,0183
V2 2000 Vz 600

Voor de ex trap o la tie  werd nu gebruik gemaakt van het gemid
delde van deze drie, n l.: 0,8861 -  1.

We vinden met de wet van 6. H. M. I voor v = 600 m/sec:

l 0g l l ï L = 0,5677 -  1
VJ

f  (V)Voor V = 2000 m/sec volgt dan: log —— = 0,4538 -  1
V2

Deze waarde werd nu aangehouden, waarna de volgende macht
reeksen werden opgesteld:

log = A -  BV + CV 2 -  DV 3
y 2  1 1 1

waarin: v x = ~ —io o ^  en 1050 < V = 1150

en log ^ - = E -  PV2
V2

waarin: V, = —— en U50 < V |  2000
2 100

12.19. Kort overzicht van de gang van zaken bij het vervaar
digen van een luchtdoelschootstafel volgens de methode
G.H.1M. 1

1. Voor een bepaald p ro jec tie l wordt volgens formule (38) a p rio ri
(J

een —  bepaald,g
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2. Voor enkele uitvaartshoeken (bv. 300%,, 500%», 800%,, 1000%»en
1300%o) worden met deze ^  banen berekend en in grafiek ge
bracht. 6 7 8

3. Voor dezelfde uitvaartshoeken worden schietproeven genomen en
experimentele punten bepaald (coördinaten in de ruimte, vlucht-
tijd , aanvangssnelheid). Deze waarden worden gecorrigeerd voor
de daginvloeden, zodat we gegevens krijgen voor een ideaal
geval (lucht in rust, luchtgewicht volgens de aangenomen stan
daardatmosfeer) .

4. Deze punten worden op de onder 2 berekende grafieken uitgezet.
5. Naar gelang de punten onder of boven de theoretische kromme

liggen wordt een baan berekend met + of -  10% cq. Een li jn  van
gelijke vluchttijd PQ wordt nu getrokken en lin ea ir geïnterpo
leerd om te zien met welk percentage de co u ite indelijk  moet
worden veranderd.

___ -  10% c o

+ 10% c o

Figuur 36
Een normale projectielbaan met de b a llis t is c h e  c o e f f i-
cient^c0 en twee afwijkende banen met ± 10% c0. De pun-

ten x z ijn  experimenteel waargoaomen punten.

6. Met dë aldus u it  schietproeven bepaalde ^  wordt de schoots-
ta fe l berekend. Per baan wordt dezelfde waarde aangehouden.
De verandering van het luchtgewicht is  reeds verwerkt in de
tabellen. Vaak is het ijpdig voor s te ilere  banen een kleine va
r ia tie  te  nemen in de - f  t.o .v . de vlakke banen om een betere
aanpassing te krijgen (v.b. 7,5 t l ) .

7. De cirkel wordt gesteld op 6400%.. Voor één stel begingegevens
(Vo en ~g  ̂ worden nu banen berekend van 100%, to t 1500%,, om
de 100%,, dus 15 banen. Tot 50° worden ze geheel doorgerekend
to t het maaiveld weer bereikt i s  (o.a. in verband met veilig
heidsmaatregelen). Boven 50° gaat  men n ie t verder dan even
voorbij het culminatiepunt. Deze berekeningen worden uitge
voerd voor:
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a. Het ideale geval (lucht in rust t.o .v . de aarde, luchtge
wicht volgens de aangenomen standaardatmosfeer).

b. Voor 10 meter/sec mee-wind en 10 meter/sec tegenwind. De
correcties voor deze beide gevallen zijn tegengesteld van
teken.

c. Voor een met 10% verminderde Vo (in verband met het u i t 
s l i j te n  van het kanon).

d. Voor + 10% verandering in het luchtgewicht.

1 2 .2 0 . V oorbeeld  van berekening

Gekozen is  als voorbeeld van berekening de baan van een pro
je c tie l van het kanon van Th cm tegen luchtdoel.

V = 500 m/sec en cp = 70°
O

Om y t e  berekenen gaan we u i t  van de formule van Ottenheimer.

0,72

Y = fictieve halve tophoek van het projectiel,
a = kaliber in decimeters = 0,75.
h = de som van de ogiefhoogte en de lengte van de tap in kalibers.

Uit de constructietekeningen b lijk t, dat de ogiefhoogte 205 mm
is  en de afstand van de bodem to t  de band van het p ro jec tie l
38 mm. Tezamen 243 mm. 2 4 3

We moeten h uitdrukken in kalibers, dus h = -gg- .
De berekening uitvoerende vinden we:

log sin y = 9,62080 — 10

en dus

a. (38)

Y = 24°4l'

c A a2__> _ü. = -J2- — sin y
g g P

A m 1,243 xo = 70°
|  = 9,812 Dt = 25', dus
a = 0,075 T, * 69°35'
P = 6 ,5

log  sin  y = 9i 62080 -  10

log  — = 5,66072 -  10
g
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c
f(V )6. (39)

( 2 )

-h
p ■ —-  e
K° g

= Vo cos cp

y = o

dus Mhy = o

u it  de tabel:

c. (24) ------------------ ►

( 2 6 ) ------------------ ►

(28)— ---------------♦

( 8) ---------------------- »

log  f(V  ) = 4,9879
O

lo g  u = 2,23302
O

po = 4,4527

A i  =

A !  =

A 3 *

D ?

tg  T0 tg  T j

g g

t g 2T„ t g 2T j

2g 2g

f k i  _ f W |
l g Jo 1 g J1

_ M - M

M

De waarden J i  en M  ̂ staan a llen  in  eenzelfde tabel,g “g g
De berekening geschiedt in  serie:

xo = 70°  Tj = 69°35'

log  A, = 7,79330 -  10

log  A2 = 8,22740 -  10

lo g  A3 = 8,25499 -  10

lo g  M D I- = 7, 96110 -  10

d. (44)--------- *̂-A p = — po (no po + mo sin  r  ) D S-.

U it de' tabel van log  f(V) lezen we a f b ij V = 500 m/sec:

n = 1,863 m = 4,412
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A p = — 1. 1662

A p
e. ( 4 5 ) ------------------------ - Pola = P„ ♦ “ 5t '

A Po 1 a=

ƒ. (1 1 )------------- ► e .  = p-o l .  M D 5 ----------- * 10 08
-ea

( 1 2 )-»  lo g  u la = lo g  uo -  ea----------- ► u la = uo 10

(2 )-» lo g  Vla = lo g  u la + lo g  sec x , ------- —<►v la = u la sec x t

g. (25)-

(30)-

(29)

(27)

h. (37)

(45)

(54)

A 0 = 0,03538a

Vla = 451,9 (nodig voor de bereke
ning van p la)

« 1 . = 157,6

Dx =a * o U l a  A 1 -------------- *  *  ’  U oU >a

Dt = v u u , A,a o l a  1

D S a = U oU l  a A 3

^ a  •  U oU Xa A2

* 1 .  -  y o + ^ a

A Dx = 167,5a

D ta = 1,02

Dy = 455,0a

Yla = 455,0

p . .  ■ % e" ’71’ £<v..>

D P .  = P l a  r p.
♦  e = D p a - A p

P la = 3.4794

D p  = -  0,9733
r a
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e = 0 ,1929

We gebruiken a l t i j d  een e, d ie  in  de eenheid  10-4  w ordt u i tg e 
d ruk t, dus e = 1932.

i. (78) = D (lo g  p) -  D ( lo g  v)

We kunnen d i t  ook in  een andere vorm brengen, n l.

V p,E = __o r  l a

V l „  P„
en |x = lo g  E

= -  0,0631

Drukken we deze |xx wederom u i t  in  de eenheid  10“ 4, dan i s  dus
(i* = 631.

s in  D xj .  ( 7 8 ) +  X X = 8686 10“

(i, + o
s in  ( t o + Tj)

o = 104 (lo g  sec xo -  lo g  sec t  )

X ~  97

o ~  86

% = -  534y

x = -  545

k. (56)

(69).

e0 = - M  D i= -ea
10 9

0
' 6 M ^

8

e0 = 5,879

e x J -  8,6

l. (78).

(78).

B =  —  [i, -
y 6M y

e ‘ = m  >*•

-> ioe,

e = -  7 ,3y ’

m. (78) 2 e . e — (100  9 , )

12 M

-  7 ,4
2

10e *
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In deze formule staat 100 9a en niet 9a, omdat e met 104 is ver
menigvuldigd.

e = - 5,5

n. (57)

(80)̂

----------- ♦ log Vt = log Vla — e0

log Dx = log Dxa + (ex - e0) ------ > Xj = xo + Dx

log Dy = log Hya + (ey - e0) ----— ►.?,* y„ + Dy

log Ds = log Dsa + (ef - 80)
2 e, - enlog Dt = log Dt + ---Sr---0

s, = s + Ds1 O

t« = t0 + Dt

Deze formules kunnen ook in een niet logarithmische vorm geschre
ven worden:

V, = V, 10 ö1 la

Dx = Dx 10e* 10 80 = A w 108* 10 80a

®y „reeDy = Dy 10 y 10a

Dt = Dt 108* 10 2 = A, /7 I06t / io"80a 1

.% v = 451, 3 m/sec

Dx = 166,9 xt = 166,9
Dy = 453,6 y t = 453,6
Ds = 483,5 Sj = 483,5
Dt = 1,018 t, = 1,018

5.9
• volgens nomogram f = 1,14

5.9 en e = 8,6 volgens nomogram 1,57
5.9 en ey = 7,3 volgens nomogram f =y 1,60
5,9 en es = 7,4 volgens nomogram f =S 1,60

3,0 en et = 5, 5 volgens nomogram ft = 1,95

o. e0
e9x
e0y
e9s
s 9 t
2

De kleinste waarde van f moeten we aanhouden, zodat

f = 1,14 en dusm
Dt = 1,14 x 25* = 28, 5*

Dt = f Dtm m
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1 2 .2 1 . Rek en schem a’ s  G. H.IH. I

Rekenblad I
Vo =  <r =  log -f? =

________________________________________ g

VAK Nr. 1 2 3 7

*■

MS.

MS,

MDS ~

tg r,
g

i«_i1
g A -  -  -------------------------

tg!».

u

"• X  l>o -f- m9 X  sin * | =  A

—AXof f ' x  M D S  X 2,303 =  + 1 *

0,5 Ij* + B  Poi«

«tii X  M D S = « .

10—".

V .
•ec t ,

£ƒ, X  10~ "‘ » 
n

«5
 

S

(ƒ,1 X  sec », = v »

U „  X  ƒƒ, sk, w

tf X  -1, -  D Y .

D K  +  Y . =  K»

fi*
Pi* P# — =  e

0.3333 * X M D S =  J r
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Rekenblad II

V A K  N r. 1 2 3 4

V .

Y .

D«

*. +  »i

__
10 *

v „  x  e ,. _ „

V ,. x  e .  ~
log E  —

n D» X  0,8686 _  ,

"y

« .  X  0,3837 X  f i , = r,

10 '1

X  0,3837 X  /iy -  r ,

10'y

e» .
r *  5,212 =

10f*

f .

f .  X  D t

V ,. X  1 0 ~ ‘”  =  V,

vt, X  u> X  10fI X  lo - '-* -  D X

D X  +  X ,  = X ,

D Y .  X  ICT' X  1 0 ~ fH =  D Y

D Y  +  Y, = Y ,

V »  X  -1, X  10f’ X V i r - V  =  D t

D t +  r0 “  t,
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H o o f d s t u k  13

DE M E T H O D E  G A R N I  E t ,  H A A G ,
M A R C U S  1 9 2 9  ( G . H . M .  I I )

1 3 . ï '. I n le id in g

In aansluiting op de methode G.H.M. I verscheen in 1929 in het
„Mémorial de l ’A rtille rie  franeaise” l er fascicule, een nieuwe
methode vervaardigd door de heren, Ga r n i e r , Haag en Ma rcu s

(G.H.M. I I ) .  De theoretische opzet van deze methode is  p rinc i
pieel dezelfde als die van G.H.N. I. In de methode 1929 komt ech
te r een nieuw begrip naar voren, namelijk een luchtweerstandswet
als functie van de verhouding tussen de snelheid vaii fiet projec
tie l en de snelheid van het geluid. Deze' verhouding nóemt men het
getal van Mach.

Alvorens h ier nader op in te gaan merken we op, dat de mathe
matische vormgeving het noodzakelijk maakt, dat we enkele vereen
voudigende veronderstellingen invoeren. Deze veronderstellingen
resulteren hierin, dat het projectiel gedurende zijn  vlucht on
derworpen is  aan twee versnellingen, n l . :
а. de versnelling der zwaartekracht g, constant in grootte en

richting.
б. dé vertraging ten gevolge van de luchtweerstand, voortdurend

veranderend van grootte, maar steeds gericht volgens de raak
l i jn  aan de baan en tegen de bewegingsrichting in.
Deze laatste  vertraging wordt voorgesteld door p g, dus p maal

de versnelling der zwaartekracht, waarbij p dus een getal voor
s te lt.

De vertraging ten gevolge van de luchtweerstand, dus p g wordt
verkregen door het product van twee factoren, ten eerste de bal
lis tisch e  coefficient c, ten tweede de luchtweerstandswet F(V),
dus:

p g = c F(V) ( 1 )

1 3 .2 .  De b a l l i s t i s c h e  c o e f f i c i e n t

Deze wordt uitgedrukt door:
. A a2 h . A a3c = ï ------ : — - ï ------p a p h ( 2)
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waarin:
i  = vormwaarde.
A = het gewicht van 1 m3 lucht op de beschouwde hoogte y.
a = diameter van het p ro jec tie l in meters,
p = gewicht van het p ro jec tie l in kg.
h = hoogte van het ogief van het p ro jectie l in meters.

De b a llis tisc h e  co effic ien t volgens (2) v e rsch ilt in zoverre
van die van G.H.M. I, dat h ie r nog extra de verhouding tussen de
ogiefhoogte en de diameter i s  ingevoerd.

In deze b a llis tisc h e  coeffic ien t komt voor, behalve constante
factoren, de veranderlijke grootheid A.

Daarom schrijven we:

c A a3i -------
P h

. A a3 A A
1 —2--------- ---  c -------

p h A ° A
O O

(3)

waarin Ao het gewicht van 1 m3 lucht op zeeniveau voorstelt, vol
gens de aangenomen standaardatmosfeer. We zien dus dat, voor een
bepaald p ro jec tie l, co een constante grootheid is.

We veronderstellen, dat de lucht voldoet aan de wet van Boyle-
Gay-L ussac, dan is  dus voor droge lucht:

P v = R e

waarin P de spanning, v he t volume, R de gasconstante en 9 de
absolute temperatuur i s  op een bepaalde hoogte y. ■

Is  A het gewicht van 1 m3 lucht op deze hoogte dan geldt voor
1 kg lucht het volume:

1v = —
A

Is  H de barometerstand op de hoogte y, dan is  dus:

■ f 1»

a.-JL
R 0

waarin R 760 (mm Hg)
1,2932 (kg/m3) x 273 (°K)

mm Hg
2,153----T-r-xrkg/m3* °K

Is  de lucht vochtig en i s  f  de spanning van de waterdamp, dan
gaat de formule over in:

H - f f
A -------------R 0
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J L - ( 1 _ 3  1)
R 0 8 H

en daar de verhouding van f tot H altijd klein is, kan men deze
formule schrijven:

R 9 (l + —  -)8 H
R 0'

(4)

3 fwaarbij dan 0' = 0 ( 1  + --- ) d. i. de absolute temperatuur, waarin8 H
de correctie voor de vochtigheidstoestand verwerkt is.

Nu is:

A H R 0' H 0'—  = ---------°- = —  -2- (5)
A R 0' H H 0'

O  O  O

Men kiest nu nij deze methode voor 1 kg normale lucht, het ge
wicht A = 1,208 kg/m3, hetgeen overeen komt met:

j O

H = 755,33 mmO '

0O = 289 °K

9^ = 290,46 °K

Bij deze laatste waarde is een vochtigheidstoestand van 75% aan
genomen.

Formule (3) krijgt nu m. b. v. (5) de vorm:

c =
0'

(6)

13.3. De luchtweerstand

We hebben in 4.4 reeds een en ander medegedeeld over de in
vloed van de geluidssnelheid op de luchtweerstand. Dit rekening
houden met de geluidssnelheid is het essentiele verschil tussen
de beide methoden G. H. M.

We schrijven de snelheidsfunctie F(V) uit (1) nu als volgt:

F(V) = K XV2

Hierin is Kj een functie van de verhouding van V en de vierkants
wortel uit de absolute temperatuur. Splitsen we deze verhouding
af in een nieuwe functie, dan krijgen we:
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(7)F(V) = Kj V2 cp(^)

Nu is  K2 dus n ie t meer afhankelijk van de verhouding van V en de
vierkantswortel u it  de absolute temperatuur.

Beschouwen we naast een milieu waarin een projectiel zich met
een snelheid V beweegt en waarin een temperatuur 9 heerst, een
milieu waarin een temperatuur 9o heerst, terw ijl het projectiel
een dusdanige Snelheid heeft, dat:

V _ V.
/e  Ze-1o

( 8 )

In d it laa ts te  milieu hebben we een proefondervindelijk bepaalde
luchtweerstandswet F(V );O

De functie <p is  in beide milieu’s dezelfde.
Delen we nu

F(Vo) = K2 V’ <p ( ^ )

op (7) dan krij gen we:
F(V)
P(V_)

K2 V2 cp(^)

K„ V2 <p(^)2 o

en dus, daar
■

F(V)
F(V -)

11
V2

en dus volgens (8): F(V) 9
F(V ) 9

F(V) = —  F(V ) =—  F(V V— )
9o ° eo 9

(9)

De snelheid van het geluid v is  evenredig met de vierkants
wortel u it de absolute temperatuur, dus:

V_£

V
( 10)

Formule (9) gaat nu over in:

. 9 /V \F(V) =—  f (—v )
a  m o

( i d
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Daar V constant is , zien we h ie r dus een nieuwe veranderlijke
optreden, namelijk de verhouding tussen de p ro je c tie l-  en de
geluidssnelheid.

b = — (12)
V

F(V) =-§- F(b) (13)
0o

Behalve van de temperatuur is  V ook afhankelijk van de voch
tigheidstoestand. Is  f de spanning van de waterdamp in de lucht,
dan wordt de snelheid van het geluid gecorrigeerd door te verme
nigvuldigen met (l + 0,16 *).

Hierdoor wordt V bij een temperatuur 0 en een spanning van de
waterdamp f gelijk aan:

V = - ^ r  (1 + 0,16 | )  y© = -p = ^ - ( l  + 0,16--) ^0 =
e<f v/273 H 1/273 H

= 20,05 / ( I  + 0,32 | )  0 (14)
H

is  klein, daardoor kunnen we verwaarlozen.
0,32 nu lig t d ich tb ij 0,375 en in verband met het klein zijn van pj"
nemen we (1 + 0, 32 ^) 0 y  (1 + g jj) 0 = 0'.
Hierdoor wordt de waarde van v:

V = 2O,O5v/0r  (15)
0

De verhouding— in de uitdrukking voor F(v) in (13) vervangen we
0'  ° °door -̂ 7, daar het verschil tussen 0 en 0 ' gering is.
0'

We krijgen nu door deze substituties m. b. v. (6) en (13):
H 0' 0'p g = c F(V) = c — —f  — F(b)

0 H 0' 0'
O O

p g = co£  F(b) = co Z, F(b) (16)
O

Dit is  dus de vorm, waarin we de vertraging tengevolge van de
luchtweerstand uitdrukken.

Wanneer de wet F(b) grafisch wordt weergegeven, b li jk t  voor
b=l ,  dus Voor de snelheid van het projectiel gelijk aan de snel
heid van het geluid, een discontinuïteit te bestaan (zie 4.4).
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13.4. Ontwerp voor de baanberekening

Opmerking: De tab e llen  die h ie rin  voortdurend genoemd worden,
z ijn  de tabellen  A, B, C en D, betrekking hebbende op de methode
G.H.M. II  (1929), „Calcul des tables e t abaques de t i r ”, uitgege
ven door de Imprimerie Nationale, Paris 1929.

De theorie  van deze methode is  te  vinden in het „Memorial de
1 ’A rtil le r ie  fran ja ise” 1929, l er fascicule.

Het volgende vraagstuk vraagt nu om een oplossing, ü i t  de ge
geven aanvangssnelheid en schootshoek, tezamen met de hiervoor
afgeleide uitdrukkingen van de verschillende vertragingen en in
vloeden waaraan het p ro jec tie l gedurende zijn  vlucht onderworpen
is , de vorm van de gevolgde baan te bepalen.

Dat komt dus h ie r  op neer, dat we analytische uitdrukkingen
moeten vinden, die het mogelijk maken de grootte der veranderlij
ken die de baan bepalen, te berekenen. Deze veranderlijken zijn,
wanneer we in het vlak van de baan een assenstelsel aannemen met
de x-as horizontaal en de y-as verticaa l door het beginpunt der
beweging:

De coördinaten x en y, de t i jd  t  waarin een baangedeelte door
lopen wordt, de lengte van de doorlopen boog s, de snelheid V, de
horizontale snelheid u en de helling  x van de baan.

We kiezen van al deze veranderlijke grootheden de he lling  x
van de baan a ls  onafhankelijk veranderlijke. Daar het n ie t moge
l i j k  i s  analy tische uitdrukkingen voor de hele baan ineens te
vinden, waaruit we de bovengenoemde veranderlijken, de elementen
van de baan, kunnen vinden, verdelen we de baan in  voldoend kleine
bogen en berekenen we u i t  de begingegevens van iedere boog de
elementen van het uiteinde. De elementen van het uiteinde van de
ene boog zijn  dan begingegevens van de daarop volgende boog.

We gaan nu a ls  vo lg t te  werk:
Iedere boog wordt bepaald door de hoeken xo en x ,, die de

raaklijnen in de uiteinden maken met de horizontaal.
a. In de eerste p laats wordt berekend de waarde p voor p aan het

begin van de boog, vervolgens een tussenliggende gemiddelde
waarde p voor p.

b. Daarna worden de benaderde waarden aan het einde van de boog
berekend voor de ho rizon ta le  snelheid  u la, de tan g en tie le
snelheid Vla , de hoogte jr. i  de aangroeiingen van x en y, de
Dxa en Dy . Evenzo van de booglengte en de tijdsduur waarin
het baangedeelte doorlopen wordt, Ds en Dt . De index a geeft
aan, dat we te  doen hebben met benaderde waarden.

c. Uit Vla en y berekenen we p} .
d. Verder worden bepaald de waarden van de co rrec tie  en van de
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logarithmen van u la en Vla evenals de correcties sx, e , es en
e op de logarithmen van de aangroeiingen van x, y, s en t

e. Wanneer de diverse aangroeiingen bekend zijn , worden door som
mering de waarden van x, y, s en t  aan het einde van de boog
bepaal d.

ƒ. Ten s lo t te  wordt ach te ra f aan de hand van deze c o rre c tie -
grootheden bepaald hoe groot ( T j -  .t  ) genomen moet worden,
ten einde met voldoende nauwkeurigheid te werk te  kunnen gaan.

1 3 .5 . De baanberekening

Daar de wiskundige methode van G.H. M. I I  s lech ts  op enkele
punten afw ijkt van G.H.M. I, zullen we in hoofdzaak naar la a ts t 
genoemde afleiding verwijzen.

We gaan weer u i t  van de b a llis tische  hoofdvergelijking:

waarin:

du d t
, - P11 COS T

u = V COS T

p g = c C F(b)

A ai - i
P h

(17)

(18)

(19)

( 20)

Hierin is:
u = de horizontale snelheidscomponent van het p ro jec tie l.
t = de hoek tussen de raaklijn  en het horizontale vlak.

p g = de vertraging door de luchtweerstand,
c = de ba llis tische  coefficient op zeeniveau.

0

'C  = H /H = de verhouding tussen de luchtdrukken op hoogte y^ y  o
en op zeeniveau.

F(b) = dé luchtweerstandsfunctie.
b = het getal van Mach.

A = het soortelijk  gewicht in kg/m3 op zeeniveau,
a = het kaliber van het pro jectie l in meters,
h = de hoogte van het ogief in meters,
p = het p ro jectie l gewicht in kg.
1 = de vormwaarde.

Integreren we vergelijking (17) in een vak, onder aanname van
een benaderde middelwaarde p , dan is:

137



l a

Pi,
d x

cos x
Ju X o

ln  u la -  ln  uo = p. a [ln tg  ( f  + —‘) -  ln  tg  t —♦

d xSchrijven we cos x d £

( 21)

( 22)

en cos x -  D £

dan is : In u, In u -  p. OPo “  i  a “

log u la = log  uo -  p .a M Dp = log uo -  0a (23)

In tabel C, behorende bij G.H. W. I I ,  vinden we de functie

M £ = M ln tg  ( -  + - )
b 4 2

g e ta b e lle e rd  a ls  fu n c tie  van x, zodat we M D£ = M £o -  M £j
kunnen uitrekenen.

U it u , i s  nu a f te  leiden:i  a

l a  COS T j

Voor de benaderde aangroeiingen in het vak vinden we,
G.H.M. I:

(24)

evenals bij

DXa = U o U i a  ° ( ~ )  = U o U l a A  <2»>

= U o U l a  = U „  U l a  A2 ( 2 6 )

Ds = u u D (—) = u u. A, (27)a o l a  g  o l a  3 V" * /

Dt =  i/ vl u . D (— —— =  v̂ u u A, (28)a o l a  s g  '  o l a l

Bij deze in te g ra t ie  i s  een tweede benadering ingevoerd, door
in  p la a ts  van de veranderlijke  u een middelwaarde
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um (29)

aan te nemen.
Uit dezelfde reeksontwikkeling a ls  van hoofdstuk j.2r formule

(36), b l i jk t ,  dat de benaderingen van (25) t/m (28), er op neer
komen, dat we u its lu ite n d  de ee rs te  term van deze reeks hebben
gekozen. Dit is  een goede benadering, daar de volgende term van
de reeks al van de 3e orde in DW is .

Voor de benaderde waarde van p kiezen we:

Voor A p wordt dan weer de aangroeiing in het vak genomen, a ls
we in  po een ra a k lijn  aan de p-x kromme trekken (z ie  fig . 34).
Met de reeksontw ikkeling van 12.6 vinden we de daar afgeleide
formule (52):

Verwaarlozen we de term met (Di-)3, daar deze zeer k le in  i s
door de derde macht en de grote noemers, dan b li jk t  dus alleen de

De derde term van de reeksontwikkeling voert men echter in  als
correctieterm van de vorm:

1 3 .6 . De berekening van p

Door delogarithmische d ifferen tiëring  van de uitdrukking (19):

(30)

~ A P (f«_  _ iê _ )  (d p)2 3 '3.3! 4! '  '  ?

derde term — P ^ P nog n ie t in rekening te  z ijn  gebracht.

e = ( D p - A p )

waarin: D P = P i, ~ Po (31a)
e 1

G0 = y  M De = 3- (D p -  A p) M De (31b)

P = A2. 1; F(b)g
Krijgen we:

dp _ d£ , dF(b)
p " S + F(b) (32)

Daar nu:
r = H/H

O
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is :
Él = M

t; h
( 33)

We voeren de weerstands graad n in , gedefin ieerd  a ls :

F' (b)
d [ln  F (b)] _ F(b) db _ b F T(b) _ b dF(b)

d ( ln  b) db F(b) F(b) db
b

. dF(b) = db_
F(b) b

V erg e lijk in g  (32) wordt nu m. b. v. (33) en (34):

dH db—  + n ----
H b

(34)

(35)

Noemen we de g e lu id ssn e lh e id  Vo b ij de tem peratuur 9^, dan i s
b ij een w illek eu rig e  tem peratuur 9 ',  deze:

'9'
el

(36)

Nu is : b = ^V

Logarithm isch g ed iffe re n tie e rd :

db dV
b " V

1 d9'
2 9'

V ergelijk ing  (38) invoerende in  (35) k rijg en  we:

dp dH dV n d9'
D " i r + n  V ~ 2 ~ 9 r

(37)

(38)

(39)

In de ta b e lle n  voor de standaardwaarden van de atm osfeer v in 
den wij nu de volgende fu n c tie s  getabe lleerd :

d (ln  H) (40)

% d(In  9 ')  _ j
dy

D it invoerende in  v e rg e lijk in g  (39) vinden we:

(41)

-^£- = n (k -  n l)  dyo v
( 42)
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Daar men in de berekeningen de hoek van de raak lijn  met het
ho rizon ta le vlak h eeft ingevoerd a ls  onafhankelijke variabele,
moet dp uitgedrukt worden in dx. Daartoe moeten we dus dV en dy
uitdrukken in dx. U it de b a l l is t is c h e  hoofdvergelijk ing  (17)
volgt als we u vervangen door V' cos x:

d(V cos x) = p V dx

cos x dV -  V sin x dx = p V dx

. dV d x
cos xY ’ ( p + sin x)

Nu geeft vergelijking (16) van 6.1:

dy .  - I l  a i „  t -Ü _ E -
g  COS X

Wanneer we (43) en (44) invoeren in (42), ' vinden we:

= [n(p + sin x) + —  sin x (k-nl)3 d xp g —

We voeren nu de volgende grootheden in:
cos x

(43)

(44)

(45)

p + sin x/=. R

_ =  y

k -  nl

d x
cos x

= h

d E

Vergelijking (45) wordt nu:

dp
——*= (nR + h y sin x) d E

(46)

(47)

Vervangen wij de d ifferen tiaa l quotiënten door de d iffe ren ties
dan wordt te n s lo tte , a ls  we tevens M DE invoeren, die u i t  de
tabellen van G.H.M. is  af te leiden

* P |m D e |
A P = ---------------- (n R + y s inx  h) (48)

m d e  = m e o - m e 1 (49)

Nadat men A p heeft berekend voor no, Ro, yo. ho, xo en po kan
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men verder ook een e e rs te  benadering v a s ts te lle n  voor u t volgens
(23):

log  u, log u -  (p A_£
2

M D (50)

en met behulp h iervan  berekent men de hoogtetoename Dya m. b. v.
(26). We vinden nu:

O it (50) volgt:

y » .  = y „ + ^ a

v .  u i a
Vla cos :Ti

Met behulp van (51) en (52) bepalen we een nieuwe
log F (b la) en h ie ru i t  weer een pla.

(51)

(52)

13.7. De correctietprmen

Willen we nu de ju is t e  eindwaarden der verschillende elementen
bepalen u i t  de benaderde waarden, dan moeten we rekening houden
met de benaderingen die we gebruikt hebben. Dat z ijn :

le . Bij h e t bepalen van pia hebben we de term 6 pia = — P ~ A P
weggelaten (z ie  formule 30 en 31).

2e. Voor u hebben we de meetkundig middelevenredige genomen tus-m
sen u en u , (z ie  formule 29).o l a

We moeten dus nagaan welke invloed deze factoren uitoefenen op
he t e in d resu ltaa t.

13.8. De invloed van 8 pi (

Het i s  n ie t  nodig de grootte  van 8 pia te  bepalen en met deze
nu bekende waarde weer de berekening te  beginnen. We kunnen e r
mee volstaan de terugslag  na te  gaan op de in  he t voorgaande be
naderde elementen.
Voeren we in  de n o ta tie s  D p a = pla -  po en e = D pa -  A p .
Deze l a a t s te  u itd ru k k in g  i s  wanneer we D pa vervangen door D p
g e lijk  aan de t e l l e r  van 8 pia . We zagen b ij G.H.M. I (formule 52
van 12.6) da t he t v ersch il tussen pla en pj van de derde orde i s
in  D ^ en g e l i jk  aan de res tte rm  van deze reeks, waardoor d i t
verschil verwaarloosd kan worden.

We mogen dus schrijven:

P i .
D P, ~ A P e

3"
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13.9 . De c o r r e c tie  op de snelh eid

We hadden:

log u , = log u -  0.l a  o a

(z ie  formule 23)

log V, = log u , + log sec t ,l a  i a  i

(z ie  formule 24).
H ierin was 0 = o. M D F en de fout d ie we gemaakt hebben doora ~ ï  a
8 p, te  verwaarlozen s te l le n  we:r  i  a

e 0 = 5 Pia  M D 5 = 7"M D ^
ó

(53)

We k rijgen  dus: 8(l0g Uj) = -  0g \
(54)

6(log Vx) = -  eö )

13.10. Het corrigeren  van x, s, t  en y voor um

We zagen b ij G.H.M. I (form ule 66a van 12.7), d a t h e t ver
vangen van de v e ra n d e r lijk e  u, door h e t meetkundig gemiddelde
um = v/uqu j, aanleiding gaf to t  een correctieterm :

ex = -  -Jj- [D(log V) -  D(log p)]

We stelden: D(log V) -  D(log p) =■ -  ix x

zodat: 8
X

0
6M ***

Doordat we in  u de u , vervingen door u. komt h ie rb ij  nog dem l
co rre c tie  op u la, n l. -  e0.

Voor s, t  en y vinden we eveneens dezelfde c o rre c tie s  a ls  b ij
G.H.M. I.

We geven h ie r  een o v e rz ic h t  van de c o rre c tie fo rm u le s , d ie
analoog z ijn  aan die van G.H.M. I .
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6M *y

( 55)

waarin:
e a = P i .  M D 5

Hx = D(log p) -  D(log V)

( A ,  =  ( X ,  +  CT

(j = log sec xo -  log sec xx

X = 2 M

IS =
tg  Tq -  tg  Ti
tg  T0 + tg  Tj

IS + *

104 =  8686
sin  Dx

sin  (x + x ,)
O 1

(56)

Op te  merken v a l t ,  d a t in  de form ules (55) en (56) de 9 i s
vervangen door 9 . D it v in d t z ijn  oorzaak in  h e t  f e i t ,  da t in
p la a ts  van de w erkelijke waarde van p een benadering pla i s  aan
genomen. D it la a ts te  wordt weer in  orde gebracht door de correc-
tie term  —■ &A*

We vinden nu a ls  u ite in d e lijk e  co rrec ties:

op log Dxa: 5(log Dx)

op log Dya: 8(log Dy)

op log Dsa: 8(log Ds)

op log Dta: 8(log Dt)

= e* -  e9

= ey "  e9

“ e . "  e9

=  e t  -  54 e 0

(57)

Voor de begrenzing van de co rrec ties  Bq en ee, he t v a s ts te llen
van de amplitude Dx en h e t nomogram, kunnen we verwijzen naar de
methode G.H.M. I (12.11 to t  en met 12.16).

13.11. Het geval dat Vx o f De k le in  i s

Wanneer V. o f De k le in  worden; kunnen we n ie t b lijven  vasthou-
8Vj 8(De)

den aan dezelfde begrenzing voor o f p—
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D it zou h ie r  op neef komen, dat we yoor BVj en 8(De) ex tra
kleine grenzen gingen bepalen, terw ijl de re s t van de berekening
n ie t van dezelfde graad van nauwkeurigheid zou zijn .

o  L
I s  k de gebruikelijke grens op de correctie  —— (L =V, of De),Li *

dan i s  de lim ie t van de c o rre c tie  op L g e lijk  aan kL. Wanneer
we deze lim ie t vasthouden, terw ijl we L k le iner laten worden, dan
krijgen we als nieuwe lim iet op de re la tieve  correctie:
k ' = k —  of K-j^-in p laats van k.

Practisch zeggen we, dat Vj klein is  beneden de 100 m/sec, Dx,
Dy en Ds beneden de 50 m en Dt beneden 0.5 sec. Om nu dezelfde l i 
miet op de absolute co rrectie  te  behouden moeten we de lim ie t op
de re la tiev e  co rrectie  in bovenstaand geval vermenigvuldigen met
1 00___ .. 50 ^ . . 0.5
V voor Vi’ De voor De (e = x, y, s) en met

hetzelfde is , de betrokken
voor Dt of wat

V,

V, < 100, met —  wanneer De <50

vermenigvuldigen met wanneer
50 en met —  wanneer Dt < 0,5.0,5

13.12. De berekening der discontinue punten

In het voorafgaande b ij de beschouwing van de fu n c tie  F(b)
hebben we gezien, dat er discontinue punten in de kromme voor
kunnen komen en wel daar waar de snelheid van het geluid gelijk
is  aan de projectielsnelheid.

Al heeft deze d iscon tinu ïte it geen directe gevolgen op de con
t i n u ï te i t  van de elementen van de baan, voor hun afgeleiden en
voor p, die we bij de berekening geregeld gebruiken, zullen we
daar wel rekening mee moeten houden.

Daarom moeten we de punten van d iscon tinu ite it opsporen, om ze
samen te laten vallen met de deelpunten van de baan.

Voor die punten is  V = v, b = 1 en log b = o.
Waar zullen deze punten optreden?

In de^stijgende tak van de baan vermindert èn de snelheid van
het p ro jec tie l èn de snelheid van het geluid, hoewel de snelheid
van het p ro jec tie l veel vlugger afneemt. Is  dus de aanvangssnel-
heid k le iner dan die van het geluid, dan zal geen geval ontstaan
waarvoor V = v.

I s  de aanvangssnelheid groter dan V, dan kan d isco n tin u ïte it
ontstaan, de log b gaat dan van p o s itie f  over in negatief.

In de dalende tak bereikt de snelheid van het p ro jec tie l eerst
een minimum, daarna wordt z ij weer groter, te rw ijl de snelheid
van het geluid steeds toeneemt. In de dalende tak kunnen dus twee
discontinue punten voorkomen.
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Gedurende de berekening kunnen we u i t  het gedrag van log b,
wanneer deze logarithme namelijk bf van de positieve bf van de
negatieve kant to t  nul nadert, opmaken waar ongeveer' een discon
tinu punt op zal treden.

Zijn we dus in de berekening zo ver, dat in de volgende boog
het discontinue punt te verwachten is ,  dan moeten we de waarde
Tl, van dat punt ee rs t berekenen. We beschouwen het discontinue
punt als het eindpunt van deze boog.

Nu geldt dus D(log b) = log bj -lo g  bQ = o -lo g  bQ = - lo g b o.
De onbekende is  h ier t ,  of omdat we daar gemakkelijker mee kunnen
werken £. ,

We gaan u i t  van de id e n tite it  d 5 \  d(ln b)d(ln b)

Opmerking: In het hierna volgende gebruiken we weer de grootheden
R, 1 en y. die ingevoerd zijn  bij de berekening van d p (13.6).

Integreren over de boog.T0Xj geeft
ln b _

d £

ln bj
d(ln b)

•d(ln b)

( j  C
Ontwikkelen we -------— volgens Taylor, zoals in het vooraf-

d(ln b) ,
gaande al meermalen gedaan is , vermenigvuldigen we vervolgens
iedere  term met d (ln  b) en in teg re ren  we dan term voor term
tussen  ln  bo en ln  b ,, dan k rijg en  we daar ln  b , = o en dus
D(ln b) = -  ln bo:

= _= ln bQ -tt [ d2 ln 2bo - 4  [ f  jU l ^ b .
Ld(ln b) o d(ln b )2 o 6 d(ln b) *

waarbij deze la a ts te  term betrekking heeft op een tussenliggende
waarde van de veranderlijke. Overgaande naar gewone logarithmen
vinden we:

M | o - M 5 l . M D ? =  [dFTTb)] „ l o g  bo -

[- — J  i° g 2b + ~ èrr -V lo g 3b (58)
2M "d(ln b)2Jo " Z  ~° 6M2 d(ln b)3 “

De eerste  afgeleide van ^ naar In b krijgen we door u i t  te  gaan
. . . j d(ln b)van het omgekeerde - — .d i;

d(ln. b)
d £

d(ln V) d(ln V)
d £ d £
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daar

Nu i s 1 Ü L(V> . « L I .  Me O - , »
d B, V d^

d (ln  V) d (ln  0 T) d (ln  0 ')  . dy.
Verder i s  ------------  = %------------- = _ V, ------------  (____ ) =

d ^ d ^ dy dj;

„ d (ln  9 ')  , dy x • „ d ( ln  0 ')  V2
= -  n ------------- (-------cos x) = -  n -------------  — c o s x tg  x  = 1 Y s in  x

dy dx dy g

Dus d (ln  b)
d ^

d |

R  —  1  Y  s i n  : . i

1
d (ln  b) R -  1 y s in  x

De tweede a fg e le id e  k r i jg e n  we door bovenstaande u itd ru k k in g
nog eens naar ln  b te  d if fe re n tië re n .

1 d(R -  1 y s in  x) d %d 2 S
d (ln  b) 2 (R -  1 y s in  t) 2 d ^ d (ln  b)

1 d(R -  1 y s in  x)
(R -  1 Y sin x) • d ?

Nu is :

d(R -  1 Y s in  dR dx dY dl
------------:------------- --------- 1 y cos x -------- 1 sin x ---------y sin x ------

d % dB, ' d£ dB, 1 dB,

We nemen aan, d a t ^  = o, daar 1 zeer weinig verandert,
d^

dus

R = p + s in  x

dR dp dx-r~ = —ü- + cos x -=-i-
dB, d %

d(R -  1 y s in  t) dp dx dy
*•----------- -------------  = ---- + ( 1 - 1  y) cos x ------- 1 s in  x —  (59)

d? dB, dB, dB, '

Verder i s  df~= R + h Y s in p = p p

dx dx
dB, dx

cos X

cos x
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dy 2V ^  2 ^
gf~____ ______ d|_
Y V2 V

2 ^  -L
V d^ 2 R

We vinden dus:

----l ! i —   ------------- ------------ [p p + ( 1 - 1  y) cos2x -2R 1 y sim:]
d(ln b)2 (R -  1 Y sin x)3 (6Q)

Om nu M D ^ u i t  (58) te  berekenen, beginnen we met een benadering
door de eerste term:

(M D f  ^  ,  . l c ,g  b oL--------- J log b = ------- ------- ;-----—
d(ln b) o ° (R -  1 y sin x )o

(61)

De h ie r gebruikte grootheden zijn  a lle  bekend daar ze betrek
king hebben op het begin van het te berekenen vak.

De tweede benadering van M D ^ krijgen we door de tweede term
van deze reeks (58) toe te  voegen. Beschouwen we deze tweede be
nadering a ls  een correctie e^, dan is:

_ - L [  d^ _ ]
2M d(ln b )2 o

log2b0

log2b0
? 2M (R -  1 Y sin

[p p + ( 1 - 1  y) cos2x -  2R 1 y sin x]

-1 ------- —. ------  [p p + (1  -  1 y) c o s2x -  2R 1 y sin x] „
2M (R -  1 y sin  x)o (62)

Voor de p rak tijk  i s  de som van de ee rs te  twee termen van de
reeks voldoende, dus:

M ^  -  M ^ ! = “ ■)? = ( M D £ ) a + E f e (63)

Alle grootheden in (II D ^  en vinden we ook reeds in de
berekening op het pskenblad, zodat de berekening van het la a ts te
l id  geen moeilijkheden oplevert.

Ook M ^ is  bekend, zodat we dus M ^  vinden. Terugzoeken in
tabel C geeft dan de x R die voldoende dicht bij het discontinue
punt gelegen is .

Het i s  nu mogelijk de baan te berekenen voor een gegeven aan-
c

vangssnelheid, een gegeven beginhoek x en een gegeven —  .
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13 .13 . De form ules te  gebruiken b ij b e t  schema ran G. H. H. I I

(23) ■log U l a  = lo g  Uo -  0 a -> u ,
10® a

9 .  = P i a  M D ?
9 ,

-►  10 8

(24)-*log V, = l o g  u ,  + l o g  se c  x ,  ■l a  l a  1 -+• V, = u ,l a  l a

(25) en (28)

(26)-

-> <A,

= u u ,  A,< o l a  1

t g  X0 t g  T t

(19)-

(46).

( 4 0 )  -

( 4 1 )  -

(34)-

(46 ) .

(48)-

(3 0 ) .

(31a)-

(31b)

( 54) -

D t a = '/ u oU l .  A j

UoUl .  ^

Ag

y i .  = + y«

t g 2x0 t g 2x x
2g

-►p. = - 2 - ^  F(b  )r  O g J O p, = —  C. P (b ,  )r l a  gr ^ l a  l a '

R = p + s in  xO 'O O
V2

r t
v .  1  d ( lnH .)

1 „ * -

dy
d d n  9 ' )

-► n o

-*• h

dy

b 0 P " (b 0)
” F(b )

- * ■  A p -  - | m d §|

k -  n 1O O

(n R + h Y s i n  x  )
O  O  O  1 O  n

P i .  ■ Po + L e .

( D P .  = P i .  ~  Po

( e = D p -  A p

e9 = 3 •M D ^

6(Jog  Uj) = lo g  Uj -  lo g  u la  = -  bq

^8( l 0 g Vj) = lo g  Vj -  lo g  Vla = -  Bq - +  v ,

s e c  x t

u i .
10 ®9
V l a

10e9
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(55)- »  *, ■ -  T T 1 tD<loe o' -  D(Iog V)1 '  W

(23)

(56)

(55)-

(5 5 ) -

(56)

(23)

9a = -  D(log u) = log  u o -  lo g  U1(

— ► = D(log p) -  D(log V)

D(log p) = log  p la -  log  po

D(log V) .= log  Vla -  log  Vo
a 2

--------- *  e t = 1k ( e x - 12 M

9a
ey ■ T m **>

X = 8686

+ x
sin Dt

sin (.x + t .)O 1
/ 9 = log  uo -  log  Uj

( 0 a = log  u o -  log  u la

-  S0 = log  u t -  log  Ula

/ lo g  Dx = log  Dxa + ex -  Bg —

(57)—► (log Dy = log  Pya + s y -  sQ -

' l o g  Dt = log  D ta t  6( -  ü  6j

Dx = Dx„ 10

-► üy

,ex"ee

6  - B q
Dy 10 y 9

B - f e o
_► Dt = Dt 10 ‘ w
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13.14 . Rek en schema’s Q.H. M. II

Rekenblad I

v,=  9 =  Io«y  —

VAK Nr  1 2  3 4

Mf .

Mf ,

MDf

«8 T.
g

g ___________________________________[________________________ ■
•4,

2g

logVo +  colog v , - = logb ,

e. V *(h)(k0—n0l0) X —jj- X sinr„+n„ X (eo+sinr„) =A
-A X e0 X MDf X 2,303 = + Je
0,5 Je + e„ = ®„..
e x  MDf = e.

10*

V.sec r„ -u .
U. x  10"9* = u„
UiaX sec t, - 'V u

U„ x  U, =  w

w x  A , = DY.
DY. +Y, -Y„

logVi.+ colog V,.
«i.

— logbu

Q1L1o,-5 e

0,3333 s X MDf “ 'e
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Rekenblad II

V log —
g

VAK N r

V,

Y.

Dt

T0 +  TI

v .. x e.

10'e»

log E =  fix
sin Dr X 0,8686 _  .
sin (t„ +  tJ

(0 „ +  t0) X 0,3837 X /is

(Ö, +  £0) x 0,3837 X /<y

(0 . + ee)*
**" 5,212

2

+

= ii
10£l

=
ÏO8'

10e '

fm

fm X D t

ï
fy

lf‘

Vl. X 10"“e

A, x w x 10*' x 10 £8 =  DX

DX +  X„ =  X,

DY. X 10£y X ÏO"'9 DY

DY +  Y. =  Y,

Y io 'f:e x V w  x A »  ioe' ■ Dt

Dt +  to =
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Hulpschema voor het discontinue punt b = 1

v,— V log-^
■

VAK N r

log b,

e.

V,*»)
9,8118

1 2 3 4

e, +  «nr, " R
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S U M M A R Y

Thè purpose o f  t h i s  monograph i s  to  exp la in  the  th e o r ie s ,
which form the b asis  fo r the c a lc u la tio n  o f the data  o f  t r a je c 
to r ie s  fo r t e r r e s t r ia l  and a n t i - a i r c r a f t  guns under normal atmos
p h e ric  c o n d itio n s . The methods, which are  d iscussed  im d e ta il
v iz the method o f  Siacci fo r t e r r e s t r i a l  guns and the methods o f
Garnier, HAAG, Marcus 1918 (G.H.M. I) and Garnier, Haag, Marcus
1929 (G.H.M. I I )  fo r  a n t i - a i r c r a f t  guns, a re  now being used in
Dutch cen tres fo r b a l l is t ic s .

In the  f i r s t  ch ap te r c e r ta in  form ulae fo r t r a j e c t o r i e s  in
vacuum are  derived , to g e th e r  with the  equation o f the  s a fe ty -
curve. Chapter 2 d iscusses the disturbances o f the equilibrium o f
the atmosphere caused by a p r o je c t i le  f ly in g  re sp e c tiv e ly , a t
subsonic, sonic and supersonic v e lo c itie s . In the l a t t e r  case the
wave fron t a t  the head of the p ro je c ti le  i s  explained. All ex ter
nal in f lu e n c e s  on a p r o je c t i le  ro ta t in g  in  the  atmosphere are
analysed in  chapter 3, together with the s im p lifica tio n s , needed
fo r  the m athem atical trea tm en t o f the problem. The gyroscopic
e ffe c t  i s  explained in  g rea te r d e ta i l ,  with emphasis on the im
portance o f an accurate  ro ta tin g  velocity  o f the p ro je c ti le  with
a view to i t s  s ta b i l i ty  in  the tra jec to ry .

Chapter 4 i s  devoted to the theory of> the a ir - re s is ta n c e  and
an explanation  o f various a ir - re s is ta n c e  laws. A method i s  de
scribed  to  determine experim entally an a ir - re s is ta n c e  law. This
section  also  describes the modem theory which takes in to  account
the changes in  the velocity  o f sound as a function of temperature
for the determ ination o f the a ir-re s is ta n c e . The so-called  degree
of resis tance  i s  also explained.

The f i f th  chapter describes the methods used to allow for the
density  o f the a i r  in  b a l l i s t i c  problems. The d e fin itio n  o f the
standard  atmosphere i s  explained  and some th e o re tic a l  and ex
perim ental formulae fo r the density  o f the a i r  as a function of
a ltitu d e  are given.

The d i f f e r e n t i a l  equa tions  o f the  t r a je c to ry  are  given in
chapter 6 assuming th a t the p ro je c ti le  may be regarded as a mate
r ia l  point. From these equations the accurate and the approximate
main b a l l i s t i c  equations are derived. Furthermore chapter 7 d is 
cusses some general p ro p e r tie s  o f the tra je c to ry  in  the atmos
phere.

In chap ter 8 the main problem of e x te r io r  b a l l i s t i c s  i s  ex
p lained  and the five  d iffe re n t ways in  which th is  problem can be
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solved. The methods of Otto-Lardillon and Bashforth are mentioned
in this connection.

The approximate main ballistic equation is integrated in chap
ter 9, with the use of the so-called primary functions. D idion’s
and Didion-Be r n o u l l i’s methods and the first and the second
method of Siacci are mentioned here. The formulae derived in
chapter 9 are used in chapter 10 to derive the formulae used in
Siacci’s third method, introducing the so-called secondary func
tions. Fa s el la’s tables which are needed for this method, are
also discussed.

Chapter 11 discusses the solution of the main problem of ex
terior ballistics with the help of a series of Me Laurin. P iton-
Bressant’s and Duchene’s methods are also mentioned in this con
nection.

Finally, chapters 12 and 13 present a detailed derivation of
the two methods of Garnier, Haag, Marcus used for the computation
of anti-aircraft trajectories. A complete derivation is given of
the mathematical theory which forms the bases of these methods.
Because more accurate values should be obtained for these anti
aircraft trajectories, they are computed arc by arc. Moreover
these methods have the advantage that the accuracy of the calcu
lated values can be kept under control.

J I, > . : . •

S t a i d  ;>> ;t
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R E S U M E

Ce mémoire t r a i t e  des th eo ries  nécessa ires au calcul des don-
nées in d isp e n sa b le s  des t r a j e c to i r e s ,  dans des c irc o n s ta n c es
atmosphériques normales, concem ant le  t i r  de p le in  fouet e t  l e
t i r  an ti-aé rien .

Y seront tr a ité e s  en d é ta il , la  méthode de Siacci pour le  t i r
de p le in  fou et e t  la  méthode de Garnier, Haag, Marcus de 1918
(G.H.M. I ) ,  e t  c e l le  de Garnier, Haag, Marcus de 1929 (G.H.M. II)
pour le  t i r  an ti-aérien .

Ce sont actuellem ent le s  méthodes employées dans le s  cen tres
b a lis tiq u e s  des Pays-Bas.

Chapitre 1. %ielques formules concem ant l a  t r a je c to ir e  dans
le  vide e t ensuite  1 ’équation de la  parabole de sécurité .

Chapitre 2. Les pertu rb a tio n s  de 1 ’éq u ilib re , causées nar un
p ro je c ti le  qui se déplace dans 1’ atmosphere, a des v ite sses  res-
pectivement subsoniques, soniques e t ultrasoniques.

E xplication  dans le s  conditions de v ite sse  u ltrasonique, de
la  surface d ’onde a l a  tê te  du p ro je c tile .

Chapitre 3. Influences ex té rieu res  ag issan t sur un p ro je c ti le
r o t a t i f  dans l ’atmosphère e t  s im p lif ic a tio n s  n é c essa ire s  pour
t r a i t e r  nathématiquement le  problème.

D é ta ils  sur 1 ’e f f e t  gyroscopique: n é c ess ité  d ’une v ite sse  de
ro ta tio n  exacte du p ro je c ti le ,  en tenan t compte de la  s ta b i l i t é
du p ro je c ti le  dans la  tra je c to ire .

Chapitre 4. R esistance de P a i r  e t  le s  lo i s  qui y ont tra i t.
Méthode pour déterm iner de fa§on expérim entale, l a  ré s is ta n c e
de 1 ’a ir . Théorie moderne du changement de la  v itesse  du son avec
la  températurè, en déterminant la  résis tance  de 1’air.^

Explication poin t par po in t du degré de resistance.

Chapitre 5. Densité de 1 ’a ir  dans la  ba lis tique .
Atmosohère-étalon e t  quelques formules theoriques e t  p ra tiq u es
concemant l a  densité  de 1 ’a i r  en fonction de 1 ’a ltitu d e .

Chapitre 6. Equations d i f f é r e n t i e l l e s  de l a  t r a je c to ir e  en
considérant le  p ro je c tile  comme un ooint m atériel.
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De ces equations dériveront 1 ’hodographe et 1’equation approchée.

Chapitre 7. Quelques caractères généraux de la trajectoire
dans 1 ’atraosphère.

Chapitre 8. Problème principal de la balistique extérieure.
Pafon de résoudre ce problème de cinq manières différentes.
Méthode de Otto-Lardillon et de Bashforth.

Chapitre 9. Intégration de 1 ’.équation principale approchée
a 1 ’aide de 1’ introduction des fonctions primaires. Méthodes de
Didion, de Didion-Bernoulli ainsi que la première et la seconde
méthode de Siacci.

Chapitre 10. Modification de ces formules suivant la troisième
méthode de Siacci, avec 1’introduction des fonctions secondaires.
Examen des tableaux de Fasella qui doivent, nécessairement, être
joints a cette méthode.

Chapitre 11. Problème principal de la balistique extérieure en
utilisant la série de Mc laurin.
Examen des méthodes de Piton-Bressant et de Duchêne.

Chapitres 12 et 13. Examen détaillé des deux methodes anti-
aériennes de Garni er, Haag, Marcus.

En usant de ces méthodes, calcul des traj ectoires, par arcs
successifs, ce qui permet d ’obtenir des résultats plus exacts
qu’en employant la méthode de Siacci.

Ces méthodes auront le grand avantage de permettre de con
trol er le degré d ’exactitude des valeurs calculées.
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L I T E R A T U U K Q V E B Z I C H T

A. Hand- en leerboeken voor de uitwendige ballistiek

C. Cranz

L. Hêihert
Dufrénois, Risser &

Rousier
P. Charbonnier

P. Curti

R. Sanger

L. Besse

H.J.A. Feber

6.H. C. van Dijk

A. R. Russer

J. Ottenheimer
Gey -  Teichmann

H. Athen

Heydenreich

Delachet & Faillé

H. Lorenz

Moulton

Lehrbuch der Ballis t ik  (1925). I & Er-
gahzungsband (1936). (Duits, met uitge-
breide literatuuropgave).
Geschütz und Schuss (1928). (Duits).
Les methodes actuelles de la  balistique
extérieure (1921). (Frans).
Traité de balistique extérieure I & II
(1921). (Frans).
Einführung in die aussere B a llis tik
(1944). (Zwitsers).
B allistisch e  Störungstheorie (1949).
(Zwitsers).
Cours de balistique extérieure (1947).
(Frans).
Handleiding to t de kennis der a rtille r ie ,
afd. tactiek, hoofdstuk I, het schieten
(1923, met apart tabellenboek). (Neder
lands).
Handleiding to t de Kennis der a rtille rie ,
afd. tactiek, hoofdstuk I, het schieten,
aanhangsel (1933). (Nederlands).
Ballistische vraagstukken (1893). (Hoofd
zakelijk voorde opleiding van cadetten).
Balistique extérieure (1924).
Einführing indie Lehrevom Schuss(1934).
(Duits).
B allistik  (1941). (Duits, inwendige en
uitwendige ballistiek).
Die Lehre vom Schuss und die Schusstafeln
I & II (1898). (Duits).
La balistique (Presses universitaires de
France, 1951). (Populair, over inwendige
en uitwendige ballistiek).
B allistik , die mechanischen Grundlagen
der Lehre vom Schuss (1917). (Duits).
New methods in exterior b a llis tics. (Ame
rikaans).
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I .  N. Bingen La technique de 1 ’a r t i l le r ie ,  Tome II ,
Balistique extérieure (Belgisch).

L.S. Dederick B allistic  computation (Aberdeen).
Aberdeen proving ground Computation of firing  tables for U. S. Army.
W. Bevelander Voordrachten over uitwendige ballistiek.

(Technische Staf, 1951).
W. Bevelander Cursus uitwendige ballistiek  voor de ca

detten der K. M.A. (1952).
J. Darpas Cours d’ armes naval es. Balistique exté

rieure (1950).
E. J. Mc Shane,

J.L. Kelley & P.V.
Exterior b a llis tic s  (1953). (Amerikaans).

Reno

B. Belangrijke tijdschriftartikelen en rapporten over de uitwen
dige ballistiek

M.R. Winter Evolution de la  balistique en France de
1918 ÈL 1940 (Mémorial de 1’ a r t i l l e r ie
franpaise XX, 2, 1946, ,pg. 479 e.v .).
Overzicht van de Franse b a llis tisc h e
lite ra tu u r , verschenen tussen 1918 en
1940).

Mémorial de 1’ a r t i l le r ie
franpaise (1926)

M. Gamier

M. Gamier

Ilmari Llikkanen

Lennart Simons

Ace Silferhielm

Bibliographie générale de 1’ a r t i l le r ie
technique. (Hierop zijn regelmatig aan
vullingen verschenen).
Calcul des tra jecto ires par arcs succes
s i fs (1918) & Annexes. (Uitgave van:
Mission de balistique des t i r s  aériens.
Theoretische behandeling van de methode
G.H.M. I).
Calcul des tables e t abaques de t i r
(Mémorial de l 'a r t i l le r ie  franpaise 1929,
le fase.). (Theoretische behandeling van
de methode G.H.M. II).
Zur Stó'rungstheorie der ausseren Ballis-
tik  (1943 Helsinki, Societas Scientiarum
Fennica).
Geschossabweichungen infolge der Erd-
drehung unter Berücksichtigung des Luft-
widerstandes (1943, Societas Scientiarum
Fennica).
Proj ectilbanans berakningA. I.H. S.-method
1949 (Zweden, A rtille r i Tidskrift 1950,
Haf te 1, pg. 11).
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L. S. Dederick

A.N. Winter

Direction des Etudes e t
Fabrication d’ armement
(L. Besse)

A.N. Winter &
D. T. Le Prado

The e ffe c t  o f the rotation o f the earth
on the motion o f sh e lls  and bombs (Aber
deen 1952).
Tables numériques de b a lis t iq u e  ex té 
rieure (methode G. H.M. 1929).
Tome I. Calculs r e la t i f s  aux portées X
e t  aux rendements r (1948).
Tome II. Calculs r e la t if s  aux durées de
trajet t  (1948).
Tome III . Calculs r e la t if s  aux flèches
e t  a b sc is se s  du sommet y e t  x , aux

*  *
v ite s s e s  restantes et angles de chute
Vw et co (1948).
Tome IVa, C oefficients d iffé r e n tie ls  de
portee (1948).
Tome IVb. C oefficients d iffé r e n tie ls  de
portée e t de dérivation (1948).
Annexe I I . Poids des couches pour le s
corrections aérologiquesde portée (1948).

Réseaux des portées, méthode G.H. M. 1929.
(1949)/1953).
Aide -  mémoire du bureau des calculs.

I. Balistique intérieure (1950).
II . Balistique intermédiaire (1950).
V. Aérologie (1950).

Over de e la s t i c i t e i t  van de lucht:
Dafrénois
Darrieus

Langevin

Jouquet

Revue d 'a r tille r ie , Maart 1921.
Mémorial de 1' a r t i l le r ie  fran9aise
pg. 241.
Mémorial de 1’ a r t i l le r ie  fran9aise
pg. 253.
Mémorial de 1’ a r t i l le r ie  fran9aise
pg. 267.

Garnier Mémorial de 1’ a r tille r ie  fran9aise
pg. 271.

Dupuis . Mémorial de 1’ a r t i l le r ie  fran9aise
pg. 613.

Gamier Mémorial de 1’ a r t i l le r ie  frai^aise
pg. 977.

Logger M ilitaire spectator 1936, pg. 222.

1922,

1922,

1922,

1922,

1928,

1931,
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Verder wordt d i t  onderwerp besproken in:

Cranz
Curti
Sahger

Wedderbum

Ergahzungsband (1936), pg. 34.
Xussere b a l l is t ik  (1944), p g .111.
B a llis tis c h e  S törungstheorie  (1949), pg.
71.
E la s tic i ty  and b a l l i s t i c  temperature.

C. Tijdschriften van belang voor de ba l l i s t i ek

Memorial de 1’ a r t i l l e r i e  f r a ^ a i s e  (Frans).
Flugwehr und Flugtechnik (Zw itsers).
Journal o f aeronautical Sciences (Amerikaans).
A r t i l le r ie  b u lle tin  (Nederlandse Marine).
Journal o f atmospheric and te r r e s t r ia l  physics (Engels).
B ulletin  d’ information technique e t  s c ie n t if iq u e  (M in istère  des

Armées, France).
M ili ta ir  technisch t i jd s c h r i f t  (Nederlands 1927 t/m 1931).
Z e its c h rif t  fü r das gesamte Schiess- und Sprengstoffwesen (D uits).
Journal o f applied physics (Amerikaans).
A n ti-a irc ra f t Journal (Amerikaans).
Index ae ro n au ticu s  (Amerikaanse l i te r a tu u ro v e rz ic h te n  van de

nieuwste verschenen l i te ra tu u r ) .
A r t il le r is t is c h e  Monatshefte.
Wehrtechnische Hefte.

D. Inwendige ba l l i s t i ek

J. Corner

Diverse auteurs

F. Gossot & R. L iouv ille
C. Cranz

J. Ottenheimer
A rti11e r i  eschool

Den Helder
J . Darpas

Jooss

Theory o f  th e  i n t e r i o r  b a l l i s t i c s  o f
guns (1950). (Amerikaans).
In ternal b a l l i s t ic s  (Londen 1951, Uitgave
van het M inistry o f Supply).
B alistique in fé rie u re  (1922).
Lehrbuch der B a l l i s t ik  I I  (1925) & Er
gahzungsband (1936).
B alistique in fé rie u re  (1926).
D ictaat inwendige b a llis tie k .

Cours d’ armes navales. B a lis tiq u e  in fé 
rieure  (1951).
Chargements en exp losif (1952).
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E. B a l l i s t i e k  van raketten

Koninklijk Instituu t
van Ingenieurs

J.H. Greidanus

S. P. Erdmann

J. M. J. Kooy &
J. W. H. Uytenbogaart

M. P. anc

B.J. Roover, R.P. Newton
& G. L. Gross

G.P. Sutton

G. de Koningh

G. de Koningi

G. de Koningh

E. Burgess

Verslag over het symposium betreffende
raketten (1949), (algemeen).
Principes en p re s ta tie s  van supersone
raketten (N. L. L. rapport P 27, 1948).
(algemeen).
Leistungen und Entwicklungsbedingungen
von Ueberschallraketen (N. L. L. rapport
P 6, 1947). (algemeen).
3 a llis tic s  of the future (1947). (uitwen
dige ballistiek).
Principes de la  ba listique  extérieure
des engins autopropulsés, type V2 (Mé-
morial de 1’ a r t i l le r ie  fran jaise  1949,
2e fase. pg. 311 -  385). (uitwendige bal
lis tiek ).
Mathematical theory of rocket f l ig h t
(1947). (Hoofdzakelijk van belang pg. 1 -
39 en Appendix I over de straal buistheo-
rie).
Rocket propulsion elements (1948). (theo
retisch  naslagwerk, van belang voor de
ontwikkeling van een raket. Met uitge
breide literatuuropgave. Inwendige bal
lis tiek ).
Een beschouwing over raketten, meer spe
ciaal kruitraketten . (lezing 1948, n ie t
uitgegeven).
Enkele methoden in de loop der jaren
ontwikkeld in verband met de raketten-
b a ll is t ie k . (Samengesteld 1948, doch
n ie t uitgegeven).
Literatuuroverzicht van artikelen over
raketten, bevattende de gehele wereld
lite ra tu u r  to t 1948.(n ie t uitgegeven).
Rocket proDulsion (with an introduction
to the idea of interplanetary travel).
(1952).
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F. Waarschijnlijkheidsrekening en s t a t i s t i e k  (met inbegrip van
steekproeven) ..

S ta t is t ic a Nederlands t i jd s c h r i f t .
N. C. Grotendorst Beginselen der w aarschijn lijkheidsreke

n ingen  van de theo rie  der fouten (1910).
G. Jo sse lin  de Jong Beginselen van de w a a rsc h ijn lijk h e id s 

rekening en van de th e o r ie  der fouten,
in  het bijzonder toegepast op de b a l l is 

J. M. Pool
tiek  (1917).
Leerboek der w aarschijnlijkheidsrekening
en h a a r  to e p a ss in g  op de th e o r ie  der

D. H. G. Brethouwer
waarnemingsfouten (1938).
Beginselen van de s ta t i s t i c a  - b a ll i s t ic a .
(1949).

J. G. S trid iron Handboek der bedrijfseconomische s t a t i s 
tie k  (1947). (Speciaal voor steekproeven
en corre la tiereken ing).

E. C. Mol ina
National Bureau of

Standars
Office o f technical

services
R. von Mi ses

Poissons exponential binomial lim it.
Tables o f the binomial p robab ility  d is
trib u tio n .
Tables o f the culm ulative binomial pro
b a b il it ie s .
W ahrscheinlichkeitsrechnung und ih re  An-
wendung in  der S ta t i s t ik  und th e o re t i -
schen Physik (1943).

L, W. Shaw Double sampling inspection  plans (Aber
deen 1942).

F. E. Grubbs On designing s ing le  sampling inspection

P. E. Grubbs
plans (Aberdeen 1948).
Some methods for estim ating precision of
measuring instrum ents and product varia
b i l i ty  (Aberdeen 1948).

A. Golub The determ ination o f acceptance numbers
fo r  p lac in g  a l o t  from which a s in g le
sample i s  drawn in to  one o f three grades

L. W. Shaw &
A. Stein

(Aberdeen 1951).
Tables o f acceptance p ro b a b i l i t ie s  fo r
double sam pling p la n s  w ith N2 = 2 Nx
(Aberdeen 1943).

163



G. Elec ironische rekenapparatuur

A. van Wijngaarden
W. L. v .d . Poel
P. Zemike
H. Freudenthal
Y. Boxma

L. Kosten

W.L. v.d. Poel

A.J. Leenhouts
6. R. Boul anger

National Bureau of
Standards

A. L. Leiner

Symposium over moderne rekenm achines
(1949, Nederlands t i j d s c h r i f t  voor na
tuurkunde) .

E lectronische rekenapparaten. Mathemati
sche grondslagen (1950).
E le c tro n isc h e  rekenm achines. Algemene
opbouw en uitvoeringsvormen (1950).
A sim ple e le c tr o n ic  d i g i t a l  computer
(1951).
Electronische tijdm eter (1952).
P a u t - i l  c o n s tru ire  une grande machine
mathématique en Belgique? (1951).
Seac -  computer (1950).

System s p e c i f ic a t io n s  fo r  the  dyseac
computer (N ational Bureau o f Standards
1952).
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E. Madelung

Ph. Prank & R. von Mises
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Numerical mathematical ana ly sis  (Londen
1950).
Vorlesungen ü'ber num erisches Rechnen
(Berlin 1924).
The mathematics o f physics and chemistry
(1943).
Die mathematischen H ilfs ra itte l des Phy-
s ik e rs  (1943).
Die D iffe ren tia l-  undIn te g ra lgleichungen
der Mechanik und Physik (1943).
Numerische Behandlung von D if fe re n tia l-
gleichungen (1951).

I . Diverse onderwerpen

Gamier Tabellen, behorende tij  de methode G.H.M.
I (1918).

Gam ier Tabellen, behorende bij de methode G.H. M.
II  (1929). (Tabel A, B, C, D en E).
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m. (berustend op de methode Siacci»
F ase lla ).
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. terms (1950).

H istorique de l a  Commission d’ experien
ces de Gavre. (T irage a p a r t  spécial du
Memorial de 1’a r t i l l e r i e  fra n $ a ise .)
Handboek (1952).
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S T E L L I N G E N

1. Het probleem van de uitwendige ballis tiek  is  het probleem van
de luchtweerstandswet. Het zou gewenst zijn op d it gebied ex
perimentele onderzoekingen te verrichten.

2. Het is  onjuist, dat in Nederland door de marine, de landmacht
en de luchtmacht drie verschillende standaardatmosferen worden
gebruikt voor het samenstellen van hun schootstafels. Gewenst
zou z ijn  om meer eenheid te brengen in de toe te passen stan
daardatmosferen, te r vereenvoudiging van de m ilitaire  weerbe
richten.

3. De, in internationaal verband, voorgestelde oplossing om de
to t hu toe gebruikte standaardatmosferen te handhaven, en ta
bellen in te voeren waardoor de overgang tussen de diverse
standaardatmosferen wordt vereenvoudigd, is  gebrekkig.

4. De toepassing van electronische rekenmachines zal de wiskun
dige basis van de ballistische methoden sterk vereenvoudigen.

5. Het verdient aanbeveling, dat bij het opstellen van m ilitaire
eisen voor destructieve keuringen, meer dan to t nu toe, ge
bruik gemaakt wordt van de moderne theorieen over enkelvou
dige, dubbele en voortschrijdende steekproeven.

6. Het is  te wensen, dat het vak ballistiek  in Nederland aan een
un iversite it of hogeschool, wordt gedoceerd. Hierdoor zal te 
vens de mogelijkheid geschapen worden rom iq.p ;:intem ationaal
un iversita ir niveau uitw isseling van, gegevens; ep-resultaten
van wetenschappelijk onderzoek të yerkrijgeni ẑowel schrifte-
lijk  als door persoonlijk contact.;: ./

7. Voor de toepassing van de atmosferische correcties is  het ge
wenst, om in de schootstafels geen gebruik te maken van het
luchtgewicht, doch van de temperatuur en de druk.

8. In Nederland zou, meer dan to t nu toe gebruikelijk is , contact
gelegd moeten worden tussen de aërodynamica en de ballistiek .

9. De studie van de kopgolf en de mondingsgolf verdient, ook u it
zuiver m ilitaire overwegingen, grote belangstelling.



10. Het verdient aanbeveling dat de uitspraak van de Duitse bal-
lis t ic u s  Athen: „Nur das Eine steht mit :Sicherheit fest: die
gründliche theoretische Durchdringung i s t  unerlassli'ch, wenn
die Praxis sich nicht inuferloser Probiererei verlieren so il”,
in Nederlandse ballistische kringen ruimere bekendheid krijg t.

H. Athen. Wehrtechnische Hefte, 1953 no 1, pg. 28.

11. De toelaatbare fout in de snelheid bij de baanberekeningen
volgens de methoden Garnier, Haag, Marcus 1918 en 1929 is
0,2%. In de praktijk  is  het verantwoord gebleken om een on
nauwkeurigheid van 0,8% toe te laten.

12. Bij het Algemeen Burgerlijk Pensioenfonds wordt in principe
uitgegaan van op actuariële grondslagen berustende berekenin
gen. Het kapitaal wordt daarbij gevormd u i t  de individuele
pensioenstortingen van de ambtenaren en u it  de extra-bij dra
gen van de Overheid aan het fonds, alsmede u it  de rente der

• beleggingen. Het ware te overwegen om na te gaan of d it sys
teem vervangen kan worden door betalingen van de pensioenen,
rechtstreeks u it de gewone dienst van de Rijksbegroting.

13. Het verdient aanbeveling om te r  bespoediging van de samen
ste lling  van de statistieken van loon- en inkomstenbelasting,
gebruik te maken van een moderne steekproefsgewijze bewerking
van de oorspronkelijke aangiftebiljetten  van de inkomstenbe
lasting en van de loonbelastingkaarten.

14. Bij de Koninklijke Landmacht zijn de academici en ingenieurs,
die zich met wiskundige, natuurkundige en theoretisch-techni-
sche problemen bezig houden, verspreid over diverse bureaux.
Het zou aanbeveling verdienen om deze wetenschappelijke wer
kers te verenigen in één dienst. Deze dienst zou ruime be
voegdheden en vooral het recht van in i t ia t ie f  moeten verkrij
gen.
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