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I

Ten onrechte noemt Louis de Broglie de massa een karakte
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IV

De stelling van Larmor is geen integratie, maar een transfor
matie van de bewegingsvergelijkingen.

V

De bewegingsvergelijkingen voor een stelsel geladen deeltjes, in
dit proefschrift afgeleid, kunnen worden beschreven door

'H5ƒ j j j ~ ^ - W ) d y d t  =  o,



indien men de coördinaten der deeltjes als onafhankelijke ver
anderlijken neemt, en de variaties van coördinaten en snelheden
aan de grenzen van het tijdsinterval nul stelt.

Vgl. dit proefschrift, pag. 7.

VI

Richardson beschouwt ten onrechte de beweging van een deeltje,
dat onder invloed van een centrale kracht, die omgekeerd evenredig
is met de derde macht van den afstand, in een cirkel rondloopt, als
uitzondering op den regel, dat het aanbrengen van een magneet
veld het baanoppervlak niet verandert.

Electron Theory of Matter 1916. pag. 370.

VII

Bij de afleiding van de energie van een golf in een dispergeerend
medium, formuleert Léon Brillouin het verband tusschen de
gemiddelden van de kwadraten van de electrische en magnetische
veldsterkten onjuist.

La Theorie des Quanta et 1’Atome
de Bohr 1922, pag. 175.

VIII

Ten onrechte citeert W. Heisenberg bij de opgave van de weder
zij dsche energie van twee roteerende electronen en een kern de
verhandeling van Thomas over de praecessie van die electronen.

Heisenberg, Ztschr. f. Physik 39, pag. 192.
T homas, Nature 117 (1926), pag. 514.

IX

Een cirkelvormige schijf met symmetrische massaverdeeling
wordt aan den omtrek in haar symmetrielijn zoo opgehangen, dat
zij in ha^r eigen vlak draaibaar is. Haar slingertijd hangt niet af
van de massaverdeeling, wanneer deze op eiken voerstraal van uit
het ophangpunt constant is.
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X

Het verdient dikwijls aanbeveling, bij berekeningen over kristal
len de methoden der absolute tensorrekening toe te passen, bijvoor
beeld bij de transformatie der drievoudige 0-functies.

M. B o r n . Ene. der Math. Wiss. V, 25, pag. 725.

XI

J. H. d e  B oer  verwaarloost ten onrechte den invloed van de
onder de eerste atoomlaag gelegen deeltjes bij de berekening van
de adsorbtie van jodiumatomen op fluorietkristallen.

Physica 1928, pag. 145.

XII

Het verdient aanbeveling, bijv. door etsproeven, te toetsen, of
kristallen van Fe O, N i O, Co O, welke halietstructuur hebben,
lagere dan holoedrische symmetrie bezitten.

Vgl. dit proefschrift, pag. 47 (noot).

X III

Hoewel nadere bevestiging door waarnemingen van dichter bij
den zonsrand staande sterren gewenscht blijft, mag men door de
resultaten van de zoneclips-expedities van P r in c ipe  en Sobral
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XIV
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XV
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INLEIDING

De ontwikkeling der electronentheorie en het bekend worden
der structuur der kristallen hebben er toe geleid, dat men de ver
schillende eigenschappen van kristallen met behulp van deze theo
rieën heeft trachten af te leiden. Inderdaad hebben B orn,
E wald x) e.a. vele eigenschappen, elastische, thermische, optische
verschijnselen op deze wijze verklaard. Hierbij werd echter aange
nomen, dat de verschillende partikels: electronen, atomen, elkaar
met een kracht, die slechts een functie van hun afstand is, en langs
hun verbindingslijn gericht is, aantrekken.

De aard van deze kracht wordt in dit verband niet nader be
paald. Of, men schematiseert nog verder, en laat elk deeltje door
een quasi-elastische kracht aan zijn evenwichtsstand gebonden zijn.

Van het electromagnetische veld, dat deze deeltjes veroorzaken,
wordt slechts dan gesproken, wanneer ze, door uitwendige krach
ten, gedwongen trillingen uitvoeren, en dit veld wordt alleen op
grooten afstand van het electron beschouwd, d.i. men beziet
slechts het stralingsveld. *)

Aan den anderen kant is de electromagnetische verklaring van
deze „quasi-elastische” bindingskrachten, om ze zoo maar in het
kort te noemen, veel minder ver gevorderd. Hiervoor zou dan
noodig zijn een juiste kennis van den bouw der atomen, die het
kristal samenstellen, en van de wetten, die de beweging der deel
tjes in het atoom regelen. Zooals echter bekend is, schieten juist
hier de wetten der klassieke electronentheorie te kort. Men is in
elk geval gedwongen van het stralingsveld, dat de zich in het
atoom vrij bewegende electronen veroorzaken, af te zien, omdat
anders de banen niet stationnair zijn. Men past dus de klassieke
electronentheorie op twee manieren toe: Bij de inwerking van een
uitwendig periodiek veld kan men de verschijnselen electromag-
netisch verklaren door het stralingsveld van trillende electronen te
beschouwen, bij de (in ruimeren zin) periodieke bewegingen, die in
het atoom plaats vinden, moet men van het stralingsveld afzien.

Een andere moeilijkheid ligt hierin. De krachten, die de ver
schillende deelen op elkaar uitoefenen, zijn in hoofdzaak electro-
statisch. De invloed van de beweging der electronen op de kracht
waarmee ze elkaar aantrekken, is te verwaarloozen. Nu kan
echter een systeem van lichamen, waartusschen slechts electro-



statische krachten werken, nooit in stabiel evenwicht zijn (The
orema van E arnshaw). Een rooster, als dat van het klip-of keu
kenzout, dat uit geladen ionen is opgebouwd, is dus niet stabiel.

Met het oog hierop kan het van belang zijn, iets te weten te
komen van de krachten tusschen de atomen, die wél van de be
weging der electronen afhangen, aangenomen, dat de atomen een
resulteerend magnetisch moment bezitten. Hierbij aansluitend doet
zich dan de vraag voor, welke configuraties van deze magnetische
momenten dan wel in het kristal mogelijk zijn.

Het is nu juist dit laatste probleem, dat in de volgende blad
zijden voor een zeer eenvoudig geval is beschouwd. Ik heb daartoe
het reeds genoemde klipzoutrooster gekozen.

Zooals bekend is, bestaat de cel van dit rooster uit een cubus,
waarvan de hoekpunten en de middens der vlakken door natrium-
ionen zijn ingenomen, de middens der ribben en het middelpunt
van den cubus door chloorionen. Wij hebben beiden ionensoorten
hetzelfde magnetische moment p toegeschreven. Het staat niet
vast, of de natrium- en chloorionen werkelijk een magnetisch
moment bezitten; met de namen chloor- en natriumionen wil ik
slechts de twee ionen- of atoomsoorten onderscheiden, zonder spe
ciaal aan het keukenzout te denken.

De gang van het onderzoek is nu als volgt: In het eerste hoofd
stuk heb ik getracht, mij rekenschap te geven van de verschillende
eigenschappen van atomen met magnetische momenten, en deze
in een zooveel mogelijk geordend verband samen te voegen. Daarbij
heb ik mij op het standpunt gesteld van het atoommodel van
Bohr-Rutherford en van de klassieke electronentheorie, met
de hierboven reeds vermelde restrictie, dat van het stralingsveld
wordt afgezien.

Vervolgens is in het tweede hoofdstuk onderzocht welke con
figuraties van de magnetische momenten door de symmetrie van
het rooster worden toegestaan.

Het derde hoofdstuk bevat de berekening van de veldsterkte,
door het rooster van magnetische atomen veroorzaakt.

In  het vierde hoofdstuk vloeien de drie genoemde onderzoe
kingen samen in de opstelling van de configuraties, die bij de ge
geven magnetische krachten, in het kristal werkelijk bestaan
baar zijn.



HOOFDSTUK I

MAGNETISCHE EIGENSCHAPPEN VAN ATOMEN

Wij willen beginnen, de eigenschappen na te gaan, die een
atoom bezit, wanneer het een magnetisch veld veroorzaakt, en
deze eigenschappen in een geordend verband brengen. Met het
oog op ons eigenlijk onderwerp interesseert ons voornamelijk de
invloed, die een magnetisch atoom van een veld ondervindt, door
andere atomen teweeggebracht, in het bijzonder de stelling van
Larmor. Ons bewijs zal afwijken van de gebruikelijke 8), *), daarbij
zullen wij speciale aandacht wijden aan de vraag, in welke geval
len de toepassing van het theorema geoorloofd is. Wij zullen
echter ons onderzoek verder uitstrekken, dan voor het volgende
strikt noodig is.

Als uitgangspunt kiezen wij de grondvergelijkingen van de
electronentheorie. Voor het atoom nemen wij het model van Ru-
therford-Bohr aan, waarin een positief geladen kern in hoofdzaak
de massa van het atoom draagt, en zich een of meer negatieve
electronen om de kern bewegen. Tijdens de gang van de bereke
ning zullen wij nog eenige eenvoudige hypothesen over het atoom
maken.

Eerst zullen echter eenige algemeene formules worden afgeleid,
die voor een systeem van electrische ladingen gelden. Daarna
zullen wij deze uitkomsten specialiseeren voor één atoom, voor
een atoom onder- invloed van een uitwendig veld, en voor twee
atomen.

§ i  — De bewegingsvergelijkingen voor electronen. Wanneer een
electron zich in een electromagnetisch veld bevindt, dat bepaald
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wordt door de potentialen 9  en a, dan is de kracht, die dat veld
op het electron uitoefent

k =  e (d 4---- [v h]).
c

De veldsterkten d en h worden gevonden uit de potentialen.
i  da

d =  — grad <p —
c Dt

h =  curl a.
Voert men dit in de formule voor k in, en hovendien, met be

hulp van
da da da da da
---  = -------V - ------  +  Vy —  +  — *
dt i t  ix  dy d2

da/dt, de verandering van a, van uit het bewegende electron be
oordeeld, dan volgt, na een korte berekening;

e ( — — — +  grad — (v a) — grad 9),
'  c dt c

(1)

Aan den anderen kant wordt de beweging van het electron
bepaald door:

dk =  —
dt F3ï

zoodat de vergehjking (nu in componenten geschreven) is
3 (e f i<p

—yx ; +  vy“y + v*a’)\ + e o.

Men ziet gemakkelijk in, dat deze vergehjking den vorm van de
vergelijking van Lagrange heeft:

d l  iL

indien men stelt

L

dt \  ivx

v2

O,

--WIC2 1/ X----- -|--- iVx^X VyUy 4“ V flz)
y cl c



5

In de uitdrukking voor L komen de snelheidscomponenten ook
lineair voor, dit geeft een mathematische uitdrukking aan het feit,
dat uitwendige magnetische krachten dezelfde werking hebben als gy-
roscopische krachten in de mechanica.

Wij zullen ons nu het veld denken te zijn voortgebracht door
andere geladen deeltjes. Daarnaast zullen wij een uitwendig veld
aannemen, d.w.z. een veld, waarvan we de herkomst niet nader
specificeren.

Nu kan het veld, door een geladen deeltje teweeggebracht, in
bepaalde gevallen door een reeks worden uitgedrukt. B)

De potentialen a en 9 hangen niet af van den gelijktijdigen
stand der lading, maar van den effectieven stand. Deze is bereikt
op een tijdstip, een tijd t  voor het beschouwde tijdstip, zóó, dat t
de tijd is, waarin het licht den afstand van den effectieven stand
der lading naar het stelpunt doorloopt. Wanneer nu t  zoo klein
is, dat de afstand van den effectieven stand naar den geüjktijdigen
in een reeks van Taylor kan worden ontwikkeld en bovendien v,
vt, VTa . . . .  klein zijn t.o.v. de snelheid van het licht, dan vinden
we voor de eerste termen van die reeksen

wanneer r de vector van electron naar stelpunt voorstelt, en de
straal van het electron t.o.v. r wordt verwaarloosd. De reden, dat
wij ons bij 9 niet tot den eersten term bepalen, ligt hierin:

De kracht, door het magnetisch veld van één electron op een
ander electron uitgeoefend, e/c [vh] is van dezelfde orde van grootte
als de termen met i/ca in de electrische veldsterkte, door het
differentieeren van 9  naar x, y, z verkregen.

Verder willen we opmerken, dat 9 kan worden geschreven

De differentiatie naar den tijd is hier voor een vast stelpunt ge
dacht.

cv
a =  —,cr (3« )

va — (rv)

~bt (2c*r
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g 2  __ Bewegingsvergelijkingen voor een stelsel electronen. We
denken ons nu een stelsel electronen, die we i -----k nummeren,
en die slechts krachten van elkaar ondervinden, welke bepaald
worden door de uitdrukkingen (3a) en (36) voor de potentialen
van de vorige paragraaf. De coördinaten van het stelsel zijn dus
X y it Zi, als i van 1 . . . .  k loopt. De potentialen, op de plaats
van electron *, veroorzaakt door de andere electronen en het
uitwendige veld, noemen we a< en 9,, terwijl wij door a en 9 het
uitwendige veld alleen aangeven.

Hun waarde is

a ‘ ” s ’ ^  +  a ’ ’ * • ’

terwijl tij de vector is met componenten

x{ — Xj, y< — y u  — zv

en ra de absolute waarde van r<,- is. , .
Het biedt nu voordeel, in de laatste uitdrukking de verandering

met den tijd in te voeren vanuit het bewegende tde electron be
schouwd, dus te schrijven

9i
ei

ï~  .. Ai ^  2C*77
{U i Vj) + • • • •  +

Ui
+  . . .  . +  9.

Voert men nu de differentiatie naar y,-, u  uit, dan knjgt men

~ 7 t ^ ( * j) +  *  “ V  9

Nu geldt voor het ide electron

m*u*‘ < e* \ ---- L  iL  (V< a<) =  o.
dXf c «*<
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Het resultaat van de differentiatie van den tweeden term van q>j
naar Xf zullen wij voegen bij

d
dt

m ivxi

Dan vinden wij, wanneer wij

schrijven:
r

t i  T. gf v*i.
.«V

e ' L ejV*i +  c T L ^ - __—
* 7 2C*Tjj * ^  2C*rjja

I g » 'H—  axc
ei ^  e,(v,v;) v e/(v»v;j , , «,• (r,-, v.) (r,Yv,)
— i}-----------------«jij —-------f- e,- i.-------TTTl------
C 7 Cfij 7 2cV,y 2cVjj3

Deze formule biedt veel merkwaardigs.
In de eerste plaats kan ze worden geschreven:

(4)

i t ? L )  _  2 . i - o (5«)

wanneer

i  =  — caZ,-Wjl/1  — -  *̂1

+ i»,----------i—ö------ -------------2c%* * r,y

g.g/ (v»v,) ,
2 cVjj

-+  I,|-(a v ,)  — 9 | (56)

Het teeken S,j beteekent, dat elke combinatie (»^y) slechts
éénmaal wordt geteld.
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Laat men het uitwendige veld weg, 'dan ziet men, dat de bewe
ging van een stelsel electronen, waarvan de afstanden, snelheden
enz. aan zekere voorwaarden voldoen, door de vergelijkingen van
Lagrange worden bepaald, waarbij L  in dit geval een kwadra
tische functie van de snelheden van het systeem is. Men kan
zich L gesplitst denken in

en wij T  en U de kinetische en potentieele energie van het systeem
noemen. Deze onderscheiding is niet dezelfde als die tusschen
magnetische en electrische energie. Wil men al onderscheid maken
tusschen electrische en magnetische krachten, dan moet men toch
zeggen, dat ook electrische krachten voortvloeien uit de kinetische
energie, en dat de vermindering van de potentieele energie slechts ge
lijk is aan den arbeid, dien de electrostatische krachten verrichten.

§ 3 — Algemeene stellingen. Uit de vergelijkingen (4) of (5) kun
nen we nu eenige stellingen vinden, die geheel analoog zijn aan
de wetten der mechanica over totale hoeveelheid van beweging,
moment van hoeveelheid van beweging en energie van een stelsel.

Wanneer we de vergelijking (4) voor alle electronen sommeeren,
vinden we:

Wanneer men in de tweede regel de differentiaties naar r,•ƒ en
uitvoert, overtuigt men zich gemakkelijk, dat de sommatie naar
i nul oplevert. De differentiatie naar den teller levert op:

L = T  — U,
wanneer U is

U = 2 ,

d
dt t a p ;

C jC j  i f i j V j )tf jVxj
2 c2 r^ 2c*r<j*

fc;V<) M ;)

iPM
V v  eief 1ix  ^  ^  ei?jv jx

2 C V  ' 2 C V
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H et teeken 2 ,2 / beteekent, dat elke combinatie dubbel wordt
geteld.

Verwisselt men in de tweede som i en j, en bedenkt men, dat

^ij ~  f j i i  t i j

dan vindt men, dat deze twee sommaties elkaar opheffen. H et
resultaat is:

d_
dt

r~ i v  e*ei (Vl'x i *f) (r*JVj)
S ' * ' -  +  + -------  77 -------

_  7)(lx —
- s-7 h l7 -+v^  + v-‘>7f+ li‘'

* ï « - «  -

3<p

Bij afwezigheid van een uitwendig veld is onze stelling een
integraal van de bewegingsvergelijkingen (in vectorschrijfwijze)

G =  2 , M  +  2 ,2 ,~  =  Cons t . . . .  (7)
1 2c2 {rij rtf  )

en men kan (6) schrijven:

K is de to tale  kracht, die het uitwendige veld op het systeem
uitoefent en G is de to ta le  hoeveelheid van beweging. W anneer
men aanneem t, dat de massa van de electronen geheel electromag-
netisch is, is G niets anders dan

over de geheele ruim te geintegreerd. Bij afwezigheid van een
uitwendig veld is inderdaad G een constante. In  ons geval is het
mogelijk, G op eenvoudige wijze in de coördinaten en snelheden
van de electronen uit te  drukken.

Schrijft men:
d =  2 d „  h =  2 h <(

waarin d,- en de veldsterkten zijn, door het tde atoom teweegge
bracht, dan is



[djhj dr = 2 iU»Vi,

IS

■Bi
Iff £«**-*** IL

rü
+

y»j
Een tweede integraal vinden we, wanneer we voor alle electro-

nen sommeeren:

Ü I W + J W  +.  (z* , fA,
c

d ( «, v  / .  (V,V,) g;(r »?v»)(r»;v /) \  .TT g>
<tó»(2c* H Tij r tf p - H r

“ è ( «  ^  - “ l )
. g. /»«• , (y— y ,)M ,) \  , v ,

S  j +  5 3  +  — >— )  +  T

.^ L S ï ïê + o(f">.)(r.,vi)A _ .^ ei )
\  rü rü j  W

i i i
dy, (2 ca

- H
Wanneer we de sommaties uitvoeren, brengen we y< en z,- onder
het differentiaalteeken d/dt. De sommatie van den eersten en den
vierden regel levert dan:

^  e*i fa* * ,
^  M» (y%v xi z iv yi) ‘■i‘ 1 2<.a ‘

, v  ^  g,g,-1 y i(z i — z j) — z i(y i — y;)l(f»/Y?) ,
+ ZiZ>'53 V

+  J ( - ! bv», -c

t t  e *e i  \ vyi ( * »  ~ zi) ~ ~ v **  ( y *  ~ y ? ) l

' Z<^ 2 C* %s

-Z»«y)



Bij de sommatie van den tweeden en vijfden regel behoeven we
slechts naar de tellers te differentieeren, de differentiaties naar rty
en fjy8 leveren in de som nul.

Wij krijgen bij de sommatie

^  «<«,• (ZiVyi ~ y i V Mi) ( t i j  Vy) , v  (ZjVyj  — y jV ' j )  ( t j jVj )

V  +  i i 2C* Tij*

Wanneer we in de tweede sommatie i en ƒ verwisselen, dan
wordt zij

_ V  T fif?' f a V  — Viv«) (r«;v/)
1 ' 2 c 8 r,y»

zoodat het resultaat van de sommatie van den tweeden en vijf
den regel is

_  _  C i t j  { (Zj — Zj) v yi  —  (y t- —  Vj) v zi } ( t i j \ j )

* * * *  2C* t f

een uitdrukking, die het tegengestelde is van een uitdrukking in
de sommatie van den eersten en vierden regel.

Ons resultaat is nu, na een kleine vereenvoudiging:

£
dt

— / \ -L V  V  ***1 y« vzj zi vvi IZy Pi (yvg ZVy){ 4* Zj Zy . I

4* Zy
ejCj  (Z j y j  —  y t-Zj) (t i j  Vy)
2C* v 4-

4 "  - J ,  Z j  —  (y< z i  a y)
dt c

• (Vyi d z Vt i Uy)

v  , * /(v, a)• ^ ^ r r
Bij afwezigheid van het uitwendige veld vinden we hier weer

een integraal van de bewegingsvergelijkingen (in vectorschrijfwijze)

+  =  Const. (,)
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en men kan (8) schrijven:

M is nu het totale koppel, dat het uitwendige veld op het sy
steem uitoefent en J het moment van hoeveelheid van beweging
van het stelsel electronen, of, van het totale veld, dat ze teweeg
brengen.

Men kan naar aanleiding van J dezelfde opmerking maken als
over G, J is nl.

> * T '

Wanneer we tenslotte de energie afleiden, zullen we van het
begin af het uitwendige veld nul stellen, en van den vorm (5)
uitgaan. Wanneer men de xr componente van de vergelijking (5)
met vXf vermenigvuldigt, en dan over alle coördinaten sommeert,
vindt men

Werkt men dit uit, dan vindt men

^ WjC2 i ^ e{ (v,v7j | {tij V») (f«;v>) l ,
E  =  2 V i  — v fi*  +  § ** 2C* f ft, +  r f  ) +

+  ^  =  Const. (xo)

welke uitdrukking de energie van het systeem voorstelt, en een
speciale uitdrukking is voor

/ j f j f l ^  +  h V T .

§ 4 ■— Beschouwing van een atoom. De uitkomsten van de vo
rige paragraaf kunnen we nu direct toepassen op een atoom. Een
atoom, buiten invloed van een uitwendig veld, heeft dus een con-
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stante hoeveelheid van beweging (7), een constant moment van
hoeveelheid van beweging (9) en een constante energie (10). Zonder
nader op de structuur van het atoom in te gaan, kan men van de
vormen niet veel zeggen, het is echter mogelijk, de orde van grootte
van de verschillende deelen aan te geven. De deelen.

rr T- e* ei ( V J I r»7 (r»ï VJ'))

(IM  , IVdityi))
+  — ^ - j ’

1 +  (r^  W  j,
’ 1 2C* f r,y r»,3 ) ’

van (7), (9) en (10), zijn als r de gemiddelde afstand van de elec-
tronen voorstelt, van de orde van grootte,

e2 v ea e2 v2— • — * —— • 1) f — • —— *
C2 7 (, <J 7

De massa m van een electron met oppervlaktelading kan worden
geschreven

2 e2
m = -■ —

3 sc*
(s =  straal electron)

zoodat de eerste termen van (7), (9), (10), de orde van grootte
hebben

e2 v e2 vr e2 v2

c2 s c2 s c2 s
De verhouding is in alle gevallen als de straal van een electron

tot den gemiddelden afstand van twee electronen. Stellen we dezen
afstand io—8 cm, dan is die verhouding, daar s =  io~18 cm, gelijk
aan io—®.

Wij kunnen dus in eerste benadering van den invloed van deze
termen afzien, zoodat voor een atoom mag worden gesteld:

G =  ZjUjVj =  Const.
J =  [r<V,] =  Const.
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E = Const.

Dit komt er op neer, dat men slechts de electrostatische krachten
tusschen de electronen van een atoom in rekening brengt. Wij
zullen in het volgende ook van de relativiteitscorrectie voor de
massa afzien. Wij kunnen dit des te eerder doen, daar het zwaar
tepunt van ons onderzoek valt op de wisselwerking van twee ato
men, en de beteekenis, die de integraal (9) in haar volledigen
vorm daarvoor heeft. Voor een atoom stellen we dus.

Jx =  Lt mi {yflii — zflyi) *= Const. 9«)
enz.
waarbij we J nog nader vastleggen, door den oorsprong van het
coördinatenstelsel in het zwaartepunt van het atoom te leggen.

§ g — Wisselwerking tusschen twee atomen. Men zou de eigen
schappen, die een stelsel van twee atomen bezit, kunnen afleiden
uit onze bewegingsvergelijkingen (4), zonder uitwendig veld, en
de stellingen (7), (9) en (10). Het is echter practischer, een andere
weg in te slaan. We zullen één atoom beschouwen in een uitwendig
veld en dit uitwendig veld later specificeren als te zijn voortge
bracht door een ander atoom. Daarbij is het voldoende, zich te be
dienen van de afgeleide stellingen (6) en (8).

eenen K en M nader te bepalen. We zullen eenige sommaties, op
atoom betrekking hebbende, vooraf laten gaan. Wij nemen nu de
volgende hypothesen over den bouw van het atoom aan:

i° Daar de massa van de kern veel grooter is dan die der om
ringende electronen (de massa van een waterstofkem is 1850 maal
zoo groot als die van een negatief electron) en zij bovendien ge
lijkmatig door electronen is omgeven, zijn de coördinaten van de
kern t.o.v. het zwaartepunt veel kleiner dan die van de electronen.
Voor de snelheden geldt dezelfde verhouding, wanneer het atoom
als geheel in rust is.
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Nu zullen we bij de sommaties

waarbij y,-, zt de coördinaten van het ide deeltje t.o.v. het zwaar
tepunt zijn, de term, die op de kern betrekking heeft, verwaar-
loozen t.o.v. de andere. Immers is, in tegenstelling met de massa,
de lading van de kern van dezelfde orde van grootte als die der
electronen.

Ook laten we deze verwaarloozing gelden voor:
'Z.mixi2, 'lmixivyi, l^iXf ,  'Ï£ixivyi enz.

Bij al deze sommaties zullen we voortaan de bijdrage van de kern
weglaten.

2° Wij nemen verder aan, dat het atoom niet gepolariseerd is:
lexi =  leyi =  Zez,- =  o (n )

Het zal uit het vervolg blijken, dat het voldoende is voor ons
betoog, aan te nemen, dat de gemiddelde polarisatie nul is. Wij
zullen ons echter aan (i i ) houden om de formules niet te lang te
maken.

3° De grootheden
'I.mXi2, 1.myi2, Zraz,-2.

worden aan elkaar gelijk, als men de gemiddelden neemt over een
tijd, groot t.o.v. den tijd, waarin de electronen hun omloop in het
atoom volvoeren. De grootheden

'Lmyizi, ImZiXi, 1 mxflit
worden in dien tijd gemiddeld nul. In verband met de constante
waarden van m en e voor de electronen kunnen we dus schrijven:

Z -  x* =  Z~y,a =  1 -z*  =  P  (12)c c c

e e e . .
2 .- yiZi = ï-ZjXi =  2.-xtyi =  o (13)c c c

Uit deze drie onderstellingen kunnen we eenige andere uitdruk
kingen af leiden.

Daartoe merken we eerst op, dat voor het atoom geldt
Jx =  (y,v« — ZiVyi)=  Const., . . . M



i6

indien op het atoom geen uitwendig veld werkt. Volgens i° behoeft
de sommatie slechts over de electronen worden uitgestrekt. Dan
is ook de grootheid p, die we nu invoeren, en die wij het magne
tisch moment zullen noemen:

P* =  2  (yi^zi ,
2  C

een constante.
Wanneer wij nu de uitdrukkingen (n ), (12), (13) naar den tijd

differentieeren, vinden wij:
7jevXj —  2'jeVyi —  2!ct„- =  o (IIa)

l-cxiVxi= l^yjvyi =  =  o (i2«)

e e
=  — ÜL-ZiVyj enz.

Uit de definitie van p volgt dan

2  —y f l / i  =  ZjVyj , —  p* (I3a)
c  c

enz.
In een uitwendig veld zijn J en p, in het algemeen niet constant.

De uitdrukking (13a) behoudt haar zin, wanneer J in den tijd,
waarin de electronen hun omloop volbrengen niet noemenswaard
verandert.

Wanneer de uitdrukkingen (12) en (13) niet alleen voor de ge
middelde waarden gelden, maar op elk oogenblik, zullen we zeg
gen, dat het atoom bolsymmetrie bezit.

Wij willen verder het magnetisch veld bepalen, dat een atoom,
dat de hierboven genoemde eigenschappen bezit, teweegbrengt.
Wanneer wij twee atomen zullen beschouwen, zullen wij het
atoom, dat het veld veroorzaakt het tweede noemen, en zijn elec
tronen door den index j onderscheiden. Het atoom, waarvan wij
het gedrag in een magnetisch veld willen nagaan, noemen wij het
eerste atoom. Aan de electronen van dit atoom geven wij den
index i. Met het oog hierop noemen wij de coördinaten van het
zwaartepunt van het veldverwekkende atoom X8, Y 2, Z2, en die
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van het punt waarvoor wij het veld willen bepalen en waar wij
ons later het zwaartepunt van het eerste atoom zullen denken,
X1( Yj, Zv  Wij stellen:

R* rn (Xa - X ,)* +  (Yj -  YJ* +  (Za - Z t f ,
terwijl wij den afstand noemen van een electron met coördinaten

X 2 -f- Xj, Ya -j- yj, Z a +  zjt
tot het stelpunt Xx Y* Zv

Verder willen wij stellen:

ax2dY,
Dan is voor afstanden, groot t.o.v. de dimensies van het atoom

— =  —  +  A x Xj +  A a y,- +  A a Zj + -----
ri K

De vectorpotentiaal a, door het atoom veroorzaakt is
—eVxs I _ t _ e . e , _  e

at  =  Z— * =  —  Z.evxj +  A1 l - x fvXf- +  A a Z -y ,vxj +  4 , 1 -  ZjVxj
CYj C zv C C 0

en, uit hoofde van (n«)
^ ^ 4

a* =  2 — #,•»*ƒ +  -d2 Z— y,v*,- -f -d8 Z — z,vxj enz. (14)c c c
Neemt men nu de gemiddelde waarde van a, dan vindt men met
behulp van (12a) en (13a):

a* =  A a |i] -j- A a\Xy,

en op de zelfde manier:
ay =  — A 3 p, +  A x p,,

=  — AiVy+ A»Vx, (i4«)
2
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De magnetische veldsterkte is

•^12  Hy -^ 22  ^ -3 3  " f~  -^13

en daar
■^11 +  - ^ 2 2  ■ + ■  d 3a — O,

Hx = A^\xx -̂ 12IV “H (15)

Dit beteekent, dat het gemiddelde magnetische veld van een
atoom hetzelfde is als dat van een magnetische dipool met mo
ment p.

Uit de definitie van p volgt verder, dat p evenredig is met het
moment van hoeveelheid van beweging J van het atoom, en wel

Voor zoover het teweeggebrachte magnetische veld betreft, kunnen
we het atoom vervangen denken door een magnetische dipool of door
een electrisch kringstroompje.

§ 6 — Kracht en koppel, op een atoom werkende. We willen nu
de kracht en het koppelmoment berekenen, die een uitwendig
veld op een atoom uitoefent, en daarbij nog geen onderstellingen
maken over den oorsprong van dat veld. Later zullen we aannemen,
dat dat veld door een tweede atoom wordt teweeggebracht.

Men kan de totale kracht en het totale koppel vinden, door
de kracht op een electron op te schrijven:

en haar moment t.o.v. het zwaartepunt, en dit voor alle electro-
nen te sommeeren. Men overtuigt zich gemakkelijk, dat deze
sommaties in § 3 bij de afleiding van de formules (6) en (8) reeds
zijn uitgevoerd, en dat de gevraagde uitdrukkingen de termen
met a en 9 in de twee formules zijn, met het tegengestelde teeken.
Zij zijn:

2 mc
(16)

-  — +  grad -  (va) — grad 9
c at c
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2 -a x +  2 -] v xidt c

2 { y flz  ^ ia y) “t” (V yflz ^xi^y)

, v  ï  t M  *■„ * ((V,*) J
+  Zey' t e  j - ----- — *}•

De uitdrukking voor Kx is trouwens direct uit (i) afteleiden.
Wij willen nu aannemen, dat <p, a, Bq>/dx, da/<fcr enz. in de om

geving van de kern in TAYLORreeksen kunnen worden ontwikkeld.
Geven wij door den index o de veldgrootheden op de plaats van
het zwaartepunt aan, dan is bijv.

In eerste benadering zullen we in een uitdrukking a door a0, enz.
vervangen. Indien de uitdrukking hierdoor nul wordt, zetten wij
de benadering een stap verder voort, en gebruiken we de termen
met x , y, z.

Wanneer we aldus de uitdrukkingen voor K  en M  behandelen,
en er gebruik van maken, dat

dan vinden we, dat de eerste en de derde term van K niets ople
veren. In den tweeden term voeren we in

In de uitkomst zullen we den index o weglaten, en verder onder
de veldgrootheden steeds die op de plaats van het zwaartepunt
verstaan. Wij vinden dan:

ux — cixo X{ fê).+*($).+

=  o
2eiXi — 2  etyi — 2eizi =  o
2epxi =  2eivyi — 2eiüxi — o

(H)
(na),

(£)>*(§).+

I —  VxtXi +  VyiXi+  VXi*i+  vxÓ>i

+ VxiZif  V&i +  VxiVi+  VyiVi
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In de twee eerste deelen van M  moeten we a ook in Taylorontwik-
kelingen uitdrukken, in de laatste twee kunnen we 'èaj'dx enz. in
eens door hun waarde op de plaats van het zwaartepunt ver
vangen. De uitkomst is:

+  W i

+ W ̂  + V  7̂) _Z 7 to + ”“yi J +
+ »■* ijf) + s 7 1T +">'i5’< ^  Ir) “

- s - ( ™  - + v ^ + » . * - )  h  H +

daq> J2®
+  (y<2 — *»*) — x  — *<2<rr7 dydz d*dy +  yvi (

ö29
i^2

(18)

De nadere discussie van (17) en (18) zullen we tot de volgende para
graaf uitstellen. Wij merken slechts op, dat de formules ook het
geval van twee atomen omvatten. We drukken dan <p en a uit
in de gegevens van het tweede atoom. In het vervolg hebben we
alleen de uitdrukking van a noodig, die we in de vorige paragraaf
afleidden.

ax = A ! 2 — Xj vxj +  A22 y  y ,■ vxj -f A 32^  z, vxj (14)

R 2 -  (X2 - X x)2 +  (Y, -  Yi)2 +  (Zt - Z t f ,

waarbij:
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X it Y 2, Z2 de coördinaten van het zwaartepunt van het tweede
atoom zijn en X v  Y x, Zx de coördinaten van het pimt, waarvoor
a berekend wordt, in ons geval, het zwaartepunt van het eerste
atoom. Wij zullen, in verband hiermede, de afgeleiden van a naar
x, y, z in (17) en (18) liever

ia  ia ia
ÏX i  BYÏ’ ~ÏZi

schrijven, en de uitdrukkingen (17) en (18) Ku  en Mlz noemen.

§ 7 — De gemiddelde waarden. Onze uitdrukkingen krijgen een
bruikbaarder vorm, wanneer we de tijdsgemiddelden nemen. Wan
neer het veld constant is, of slechts zoo langzaam met den tijd
verandert dat a en <p in den tijd, dat de electronen een omloop
volbrengen niet noemenswaard veranderd zijn, kunnen we direct
(12), (12a) en (13a) toepassen. Het vereischt echter nog een nader
onderzoek, wanneer het veld door een ander atoom wordt teweeg
gebracht, en dus snel veranderlijk is.

Wanneer we nu (14) werkelijk in (17) en (18) invullen, krijgen
we een reeks van producten, die den volgenden vorm kunnen
hebben:

z< (t  Vi X' )  ' axj [2' ~c {XjVxi) Al]
of

£  ( y  »„• y.) • —  [Ij (y,-»,/) Az], enz.

We zullen een dergelijk product door
B .C

voorstellen.
Men ziet nu in, dat alleen dan de gemiddelde waarden van Mj
en Kx een eenvoudige vorm aannemen, wanneer we mogen stellen

B . C=~B .~C
Wanneer zal dit geoorloofd zijn?
Om die vraag te beantwoorden, stellen we:

B  =  B +  A B, C = G + L C .
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Dan is
J3.0 =  B . ö  +  l ? . A0  +  Ö . A £ + A 5 . A 0 ,

en
b Tg =  B . C + L B  .AG

In twee gevallen nu mag de laatste term worden verwaarloosd
i°. A B of A 0  is nul, of

B of 0  is constant.
In aansluiting met de vroeger gebruikte terminologie kunnen we
zeggen:

Een der atomen moet bolsymmetrie bezitten.
2°. A B en A 0  zijn beide zeer klein, zoodat A B . A 0  t.o.v. B . C

te verwaarloozen is. Dit zal zich voor kunnen doen, als beide
atomen een groot aantal electronen bezitten.

We zullen nu aannemen, dat aan een dezer twee voorwaarden
is voldaan en dat J en p in den tijd, waarin de electronen rondloopen,
niet merkbaar veranderen. Dan mogen we, wanneer we van (17) en
(18) het tijdsgemiddelde nemen, de gemiddelden voor het eerste
en voor het tweede atoom apart nemen.

Van de boven genoemde voorbeelden wordt het eerste product
nul, daar

A -  ViXi =  o,
c

en het tweede product

Wanneer we ons bij de formules (17) en (18) houden, zooals we
die hebben opgeschreven, beteekent dit, dat we ax door ax mogen
vervangen, en apart daarvan de gemiddelden van de sommeeringen
van het eerste atoom mogen nemen.
Dus:

_  d / d _ d _ \  i  /  d -  d |
= + W /*  a*i a‘)
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CLg 23 — ^21 ^1 2  "f" ^ 3 ^ 2  ( * 4 * )

Pi =  2  — x* =» 2 — y<a =  I — z<2 (12)
0  0  0

De afgeleiden van den tijd hebben nu slechts betrekking op de
gemiddelde waarden.

We kunnen nu in de formules het gemiddelde magnetische
veld Hj op de plaats van den kern invullen,

H x l ~ W 1a’ ï z x v '

Kxl ~  P*l Hxl +  Hyl Hyl "4" Mrt jjjr (r9)

M n  =  — — (P iH gj) +  \xy lHn  Un Hyi (20)

en als

>x 2‘ \ r ) u
enz.:

H j h  =  ^ 1 1  4 "  P y J "l" ^ 1 3  P*2 6 ^ 2 . (^ 5 )

We bezien nu eerst de formule (19). Zij zegt, dat de gemiddelde
kracht, die een atoom van een constant of langzaam veranderlijk
electro-magnetisch veld ondervindt, dezelfde is als die, welke de aequi-
valente magnetische dipool zou ondervinden. Deze stelling geldt ook
nog onder zekere voorwaarden, wanneer we twee atomen be
schouwen. Z ij oefenen gemiddeld krachten op elkaar uit als twee
magnetische dipolen, indien een van beide bolsymmetrie, of beide
veel electronen bezitten.
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We zullen de uitdrukking (20) in de volgende paragraaf discu-
teeren.

§ 8 — De stelling van Lartnor. De momentenstelling (8)

We hebben reeds aangenomen, dat in den tijd, waarin het gemid
delde genomen wordt, J niet merkbaar verandert, zoodat we
rechts het gemiddelde door d\dt J kunnen vervangen. Links kun
nen we voor M de uitdrukking (20) in vectorschrijfwijze nemen.

Door deze formule beschrijft men dus het gedrag van het moment
van het atoom. Is het veld door een ander atoom teweeggebracht,
dan kunnen we H door (15) in de constanten van het tweede
atoom uitdrukken, en deze vergelijkingen ook op het tweede atoom
toepassen:

Voegen we daarbij nog de gemiddelde stelling (6) voor elk atoom

dan is de gemiddelde beweging van een systeem van twee atomen
geheel bepaald.

kunnen we nu vervangen door

- i ( P H ) + [ u H ]  =  i j (21)

- - m  + [wiHx]

■ ffjl —  A-XlM xt “t“ ^ 1 2 ^ y 2  "t" ^ 1 3 ^ * 2

-  -  (P2H2) +  [p»Ha]
at

H^x = +  AtfiXyi +  4̂1 3Min enz- (21a)

K n  -  M,i

ïH .o d —
+  f e r t s " s ° ! e n z '
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Daar we overal de gemiddelden hebben genomen, is als ’t  ware
met de individualiteit van de electronen afgedaan. De formules
geven geen uitsluitsel over de banen van de aparte electronen,
noch van de veranderingen, die de verschillende grootheden ƒ,

#
p, "2.—X2 in den tijd ondergaan, waarin wij het gemiddelde nemen.

c
Wij kunnen nu aan (21) een anderen vorm geven. Daartoe

onderzoeken wij, of in een gegeven uitwendig veld de volgende
beweging mogelijk is:

Wij denken ons in het atoom een bewegelijk hulpassenstelsel aan
gebracht X 0, Y 0, Z0 met den oorsprong in de kern, ten opzichte
waarvan de electronen bewegingen mogen beschrijven, die in een
rustend assenstelsel bij afwezigheid van een uitwendig veld mogelijk
zijn. Indien nu dat assenstelsel, met vasten oorsprong, zich verder
willekeurig beweegt, kunnen we die beweging elk oogenblik be
schouwen als een rotatie o, een in richting en grootte veranderlijk
vector. De vraag is nu: is een dergelijke beweging van het atoom
mogelijk en aan welke voorwaarde moet dan o voldoen?

Het verband tusschen de snelheid van een electron v,- en de
snelheid in het hulpstelsel is dus

v, =  Voi +  [or<] (22)
waarbij de vector van den oorsprong naar het electron is. Wij
voeren verder de hulpgrootheid J0 in.

J0 =  Zm fov*].
J0 is een vector, die in het assenstelsel X 0 Y 0 Z0 constant is.

Wij kunnen nu J, het moment van hoeveelheid van beweging,
en d/dt J met behulp van J0 uitdrukken, en dan J0 elimineeren.
Immers is

J =  Zw [r.Vi]
=  J0 +  1m  [r,- [orj ]
=  J0 +  2m or» — Zmr, (of,);

Nemen we nu weer het gemiddelde, dan worden (o langzaam
veranderend)

Zm or̂ 2 =  30 Zm x?
(or̂ ) =  o Zm x*
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zoodat, na nog P te hebben ingevoerd, we voor J vinden:
2tnc _ , \J -  Jo +  ----  Po (23)e

Om nu de tijdsafgeleide van J te berekenen, bedenken we, dat
J0 alleen verandert door de beweging van X 0 Y 0 Z0, dus

We vinden dan
d\ 2tnc d ,i - w.J + .  ^

Elimineeren we J0 met behulp van (23), dan
d\ zmc d v
S -.W 1 +  ;  s (Po) (24)

S_!=tw] +  i 7  | ( P . )dt e e at
(24a)

Aan den eisch, die wij gesteld hebben, n.m., dat J niet merkbaar
verandert in den tijd, die de electronen voor een omloop noodig
hebben, wordt dus voldaan, door 0 klein genoeg te nemen.

Men ziet nu, dat aan (21)

« . - - ( P n  +  c m -J
wordt voldaan door

o -------- — H (25)
2 tnc

te stellen.
Dit is het theorema van Larmor, dat wij hier in een, van de

gewone formuleering afwijkenden vorm hebben gevonden.
Het atoom beweegt zich, gemiddeld genomen, zoo, dat zijn beweging

t.o.v. een assenstelsel, waarvan de oogenblikkelijke rotatie door (25)
wordt gegeven, die is van een atoom buiten invloed van een elec-
tromagnetisch veld. De stelling geldt, wanneer H constant of lang
zaam veranderlijk is. Wordt het veld door een ander atoom te
weeggebracht, dan mag de stelling voor het gemiddelde veld wor
den toegepast, indien een der atomen bolsymmetrie bezit of beide
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atomen veel electronen hebben. Bovendien is voor de afleiding
noodzakelijk, dat J niet merkbaar verandert in den tijd, dat de
electronen hun omloop volbrengen. Daar deze verandering door
de rotatie o wordt veroorzaakt, komt deze voorwaarde neer op
o oo, als co de gemiddelde hoeksnelheid is, waarmede de electro
nen zich om de kern bewegen. Deze voorwaarde legt dus een bovenste
grens op aan H. Het is interessant, onze afleiding te vergelijken
met de gewone3). Deze geldt alleen voor een constant magneet
veld, maar dan ook voor de oogenblikkelijke beweging van het
atoom, niet alleen voor de gemiddelde. Men moet dan echter de
middelpuntvliedende krachten door de rotatie veroorzaakt, ver-
waarloozen. Bij onze afleiding, waar wij met de gemiddelde waar
den werken, is dit niet noodig.

Opmerking. Wij spreken voortdurend van een magnetisch veld,
omdat H alleen in de formules voorkomt; het electrische veld
treedt niet op in de einduitkomst, al bestaat dit steeds bij een
veranderlijk magnetisch veld.

Wij hebben hier niet speciaal rekening mee behoeven te houden,
omdat wij van het begin af het electromagnetisch veld als een
geheel hebben beschouwd. In de formule (i), ons uitgangspunt,
zijn de electrische en magnetische veldsterkten niet meer te her
kennen. Ons resultaat hangt hiermede samen, dat 9 uit de formu
les weg valt, en h alleen van a, niet van 9  afhangt.

De toepassingen van het theorema zijn bekend, wij willen ze
even opnoemen, voor zoo ver we ze later noodig zullen hebben.

Bij een constant veld (of het constante, gemiddelde veld van
een ander atoom) is dus o ook constant. Het moment |Jl stelt zich
niet in, zooals een magnetische dipool of een kringstroompje zou
doen, maar beschrijft een cirkelkegeï om o. Men kan het verschil
ook zoo aangeven: Een magnetisch atoom is een roteerend mecha
nisch systeem, dit volvoert onder de werking van een koppel
een praecessiebeweging; bij een kringstroompje in een materieelen
draad werken de krachten op een stilstaande groote massa.

De uitdrukking (23) kunnen wij ook schrijven

P =  Po---- — PH2 mc
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=  Po
e 2

2c2m
H l* * .

Dit is de bekende uitdrukking voor de diamagnetische vermin
dering van het magnetisch moment. De formule geldt, zooals we
zagen, ook voor een veranderlijk veld. Laten we dus H tot nul
naderen, dan wordt p =  p0 en J =  J0. Deze hulpgrootheden zijn
de momenten van het atoom bij afwezigheid van het uitwendig
veld.

§ g — De momentenstelling voor twee atomen. Zooals we in § 5
uiteenzetten, zijn wij uitgegaan van

voor een atoom, waarna wij K en M in de constanten van het
andere atoom uitdrukten. De tweede vergelijking bleek identiek
te zijn met de stelling van Larmor. Wij zullen nu nog eens terug-
keeren tot de uitkomsten in § 3 verkregen.

Hoewel wij het niet uitdrukkelijk gezegd hebben, is de beweging
van de kernen zelf op den achtergrond gebleven. In wat nu volgt,
zullen we ons de kernen in rust denken. Deze vereenvoudiging is
niet noodzakeüjk, zij vermindert echter het rekenwerk, terwijl,
dat, wat we hier willen zeggen, toch even duidelijk voor den dag
komt.

Wanneer wij dus nu de twee atomen als een geheel beschou
wen, moet voor dit systeem de momentenstelling gelden:

J =  [r.v(] +  X .1 ,^  j — «-1 +  j -  c°"st' (9)

Wij kunnen deze uitdrukking in drie deelen splitsen, n.m. een,
waarin i en ƒ op de electronen van het eerste atoom betrekking
hebben, Jv  een, waarin i en j  op de electronen van het tweede
atoom betrekking hebben, J2 en de rest, die wij ƒ 12 zullen noemen.

J =  Ji +  Ja +  J12 =  Const.
Nu zijn en J2 met groote benadering de gewone mechanische
momenten van hoeveelheid van beweging van de atomen:

J »  Zm; [rfv j,
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en, daar we de kernen in rust denken, is deze vorm onafhankelijk
van de keuze van den oorsprong, wegens

v< =  o.
Jx en J2 zÜn dus dezelfde grootheden, die wij in de vorige para
grafen hebben gebruikt, de momenten voor het zwaartepunt als
oorsprong berekend.

Het is nu niet moeilijk in te zien, dat / 12 veel kleiner is dan
of / 2. Wat in § 4 voor een atoom werd beweerd, geldt zeker ook
voor twee atomen. De waarde van ƒ zal er weinig door worden
beinvloed, wanneer wij, / 12 berekenende, de verschillende eigen
schappen van atomen, in de vorige paragraaf gebruikt, toepassen.
Deze eigenschappen berustten immers voor een groot gedeelte
daarop, dat voor een atoom buiten invloed van een magnetisch veld

J =  In ii [r* Vj] =  Const. (ga)
werd gesteld, inplaats van de volledige uitdrukking (9). Daar nu
/ 12 juist met de wisselwerking van twee atomen samenhangt,
hebben we hier gerechtvaardigd, dat men de magnetische wissel
werking van twee atomen kan onderzoeken, en tegelijkertijd de
magnetische wisselwerking tusschen de electronen van een atoom
kan verwaarloozen, d.w.z., voor een atoom (9) vervangen door (9a).

Wij zullen nu / 12 niet direct berekenen, maar haar waarde uit
de uitkomsten van de vorige paragraaf afleiden.

De Z-as leggen we nu in de richting van de verbindingslijn der
kernen. De uitwendige krachten, die op de kernen moeten aangrij
pen, om ze op hun plaats te houden, hebben een moment, dat
loodrecht op de verbindingslijn staat, en dus geen Z-component
heeft. In dit geval moet dan slechts gelden:

Jx — J u  +  J2* +  Ji2z — Const.
Wij bezien nu de formules (21a), die de beweging van twee atomen
beschrijven. Noemen wij R  de afstand der kernen, dan volgt uit
de definitie van de grootheden A

Aia — A23 — — o
en
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H X1 —  2 J 3  ^ * 2

I
Hyl =  — Hy2<

terwijl de Z-componenten van de overige vergelijkingen van (21a)
worden:

d ■ TT . 1  . .  dJu
—^  { P ï ^ t i )  ^  (H;*i Hy2 Hyi 1**2) ^

—  ( P 2 *̂2) ^  ( H*2Hyl Hy2H*l) = ^ •
Door deze vergelijkingen op te tellen, en te integreeren, vindt
men onmiddellijk:

J u  +  J u  -f* P t^ a  +  P»^g» =  Const. (26)
of

Jvu — P\H*i +  P i H a

Voert men met behulp van (23) en (25) de hulpgrootheden J0 in,
dan wordt (26)

Jou + Jou =  Const (26a)
Om nu de beteekenis van (26) en (26a) nader in te zien, denken
wij ons de twee atomen eerst op oneindig grooten afstand van el
kaar. Ze hebben dan de momenten J 0l en J o2 (den index z laten
wij nu weg). Brengen wij ze naar elkaar toe, in de richting van hun
verbindingslijn, dan moet het totale moment langs die lijn con
stant blijven, dus:

Jol +  Joi =  ƒ  1 +  / 2  +  P l^ l  +  P 2#2-
Dit is alleen mogelijk, als de momenten van de twee atomen
veranderlijk zijn. Inderdaad ondergaat elk atoom in het veld van
het andere een Larmorpraecessie, die het magnetisch en mechanisch
moment verandert (23), en deze veranderingen zijn zoo, dat het elec-
tromagnetisch moment van beide atomen het zelfde blijft. Dit is dus
de eigenlijke beteekenis van de diamagnetische vermindering van
het magnetisch moment.
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§ io — De energiestelling voor twee atomen. Na de momenten
stelling willen we nog de energieintegraal:

e - %  wc* +  ) ( ^ + (,« y ^ ( +

+  i  Z, Iy—  =  Const (io)
rü

voor twee atomen opschrijven.
Het sommatieteeken ZtJ- is hier door vervangen, wat de

factor 1/2 tengevolge heeft.
We deelen nu den vorm (10) in vier deelen. Een, waar i en ƒ op

electronen van het eerste atoom betrekking hebben, een, waar i
en ƒ op het tweede betrekking hebben, een, waar i het eerste,
j  het tweede doorloopt, en een, waar i het tweede, ƒ het eerste
doorloopt.

De eerste twee termen, die we Ex en E2 noemen, zijn de eigen
energieën van de twee atomen.

In het derde gedeelte splitsen we de termen aldus

i  ZiZj —  (*i»j) +  i  Z.Z, —

-  * + 1 Md m).
i duidt de electronen van het eerste atoom aan, ƒ die van het
tweede.

We voeren nu in

Dan is

a i i por a

V. = 2, - Dj
r*i

~dt ^  c r{j

1 or̂ OTij* (*» — *j)>
3 dVf/j

ïx 4~ït
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en kan de bedoelde vorm worden geschreven:

i  — (v̂ a,-) +  i  Zj CjO,- +
c

+  i  2,

a is de vectorpotentiaal, door het tweede atoom voortgebracht,
O de eerste term van <p, de scalaire potentiaal. We kunnen nu de
drie functies ontwikkelen in den omtrek van de kern, als in § 6.

Wanneer we de indices o weglaten, en dus

/  \  *ax
\  i x  )o

schrijven, dan vinden we, inachtnemende, dat
Sc, =  o S c^  =  o l e f t  =  o,

voor de uitdrukking

i  Zi — Vxi Ui

■4* o  - ( -

+  £ Vxi i x i

iX ^ Y :

V,i \X i

Ook nu nemen we het gemiddelde over de sommaties van het
eerste en het tweede atoom apart, als in § 7. De termen met 4)
worden nul, er blijft over:
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/  daz ~dav \  ƒ ~bax ~baz\

+  Mn

+

| 'bd'y

Q> 
i

W i j

i  (\haPxi +  Myx̂ yi +  Mn^n) •
Drukken we nu Hx uit in de momenten van het tweede atoom:

H x l  —  -^X lM *2 +  ^ 1 2  My2 4 ~  - 4 l3  Mï 2>

dan krijgen we een vorm, symmetrisch in px en p2, zoodat
(MxHi) =  (27)

Wij kunnen voor deze uitdrukking (pH) schrijven.
Het vierde stuk van de wederzijdsche energie, waar i de elec-

tronen van het tweede atoom aanwijst, ƒ die van het eerste, geeft
dus dezelfde uitkomst als de derde.

De energievergelijking wordt dus
Ex +  E2 +  (pH) =  Const (28)

Wij zullen nu de waarden van E1 en E2 nader bezien. Evenals
we voor de momenten van een atoom een benaderde vorm hebben
gebruikt, zullen we ook hier de uitdrukking (10) voor een atoom
vervangen door

E — I  i  +  l i j  —  .
rij

De energie voor een atoom in een magnetisch veld is met de stel
ling van Larmor gemakkelijk uit te drukken in de hulpgrootheid

E0 =  2  £ Mf vl0z +  2,-j-
rü

die de energie van het atoom bij afwezigheid van het uitwendige
veld voorstelt. Vervangt men in de uitdrukking van E, vt door

v» =  V oi+  [or,-], (22)
dan volgt na een korte herleiding:

E =  E0 +  m (o [ti v10]) +  — \m  (o r,)2.
3
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Wij nemen het gemiddelde, en vinden

£  =  £„ +  ( oJ0) +  — Po*.e (29)

of, als we met (23) J invoeren, verder J door p (16), o door H
vervangen (25)

De totale energie van het systeem van twee atomen kan dan
worden geschreven

E01 -  (It H )----- — P1H*  +  E02 -  (p H) -  —  P2 H*  +
4 mc Amc

§ 11 — Slotbeschouwingen. Wij merkten in de inleiding op, dat
we ons onderzoek verder zouden uitstrekken dan voor ons doel
strict noodig was. Wij komen hierop nu terug.

Wij onderzochten de wisselwerking van twee atomen onder de
eenvoudige onderstellingen (11), (12), (13), de onderstelling, dat
óf beide atomen veel electronen hadden, óf een der atomen bol-
symmetrie bezat, en, dat het moment van een atoom gedurende
den omloopstijd van de electronen niet noemenswaard veranderde.
Deze onderstellingen stelden ons in staat, steeds met de gemid
delde waarden te werken. De uitdrukkingen voor de gemiddelde
kracht en het gemiddelde koppel, dat een atoom op het andere
uitoefent, waren gemakkelijk te interpreteeren, de laatste leidde
ons tot het theorema van Larmor.

Hieruit leidden we op de gewone manier eigenschappen voor
het moment:

E = E0 - ^ H ) - — PH*. (29 a)

-f- (pH) =  Const. (3 0 )

2 mc P o  =  J,J = Jo + (2 3 ).

en voor de energie af:

E =  £ 0 - ( p H )  PH*4 mc
(29 a)
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De vergelijking (23) kreeg een nieuwe beteekenis, wanneer wij de
twee atomen als een systeem beschouwden en behalve de mecha
nische momenten ook de electromagnetische van het veld be
schouwden. Al onze uitkomsten waren ook bruikbaar, waar het
den invloed van een constant of langzaam veranderlijk veld op
een atoom betrof.

Was het dus voor een logische ontwikkeling van ons onder
werp noodig, de formules in den vorm op te schrijven, die we
gebruikt hebben, practisch ligt de zaak anders, en kan bijv. de
term PH in (23) wel worden verwaarloosd. In § 9 merkten we
reeds op, dat / 12 klein in t.o.v. Jt en / 2. Daar nu

J12 =  -PA +  P2H2,
moet hetzelfde gelden voor P jHj en P2H2 afzonderlijk. Wij willen
echter de verschillende orden van grootte aan een eenvoudig
getallenvoorbeeld nagaan:

Wij kiezen een waterstofatoom in zijn stabiele bewegingswijze
in een magnetisch veld van 1 Gauss. Voor het atoom geldt:

r — 0,5 x  io~® cm
v — 2 x  io8 cm/sec

De grootheid e/2mc, die zooveel in onze formules voorkomt, is
£

-----=  io7 (in electrostatische C. G. S. eenheden). We willen
2 mc

eerst onderzoeken, of aan de voorwaarde
°< £ c o

is voldaan. Deze drukte uit, dat in den tijd van den omloop der
electronen het moment niet noemenswaard veranderde (pag. 27)
Nu is

y
CO =  — =  4 XI o16 (2TT. sec)~

r
e ,

o — --------H — —I O7 (2TT. sec)
2 mc

Aan de voorwaarde is goed voldaan, Zelfs voor tamelijk sterke
velden behouden onze ontwikkelingen hun kracht.

Vergelijken wij verder ƒ met PH, of mrv met e/2c r2H, dan is
het voldoende, v en e/2mc rH te beschouwen. Nu is
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v =  2 X ioscm/sec.
c

------- rH —  y 2 . io"1 cmIsec.
2mc

zoodat de verhouding i  : io“! is. Wij mogen bij onze toepassingen

dus J = Jo
P =  Po

stellen. De uitdrukking (29a) kan eveneens bij benadering worden
geschreven

E = E0 -  (pH),
en de energie van twee atomen

E  =  E01 —  (pH) +  Ea  — (pH) +  (|1H) =  E01 +  ÊM —  (pH).
Deze laaatste uitdrukking willen we nog voor een eenvoudig geval
verifieeren met de energiebalans. Wij hadden dit ook met de stren
gere uitdrukking (30) kunnen doen, maar de berekening is dan
wat omslachtig.

Denken we ons een atoom vastgehouden, en het andere er naar
toe bewogen. De twee momenten mogen de richting van de ver
bindingslijn hebben. De kracht, die op het tweede atoom wordt
uitgeoefend, is

K ,  -  1», -  H ,  +  M, ~  +  U, -  H .. enz. d9>

en, daar p in de richting van H ligt, en dus niet alleen in grootte,
maar ook in richting constant is:

K =  grad (pH).
De kracht, die we zelf moeten uitoefenen, heeft het tegengestelde
teeken, en de arbeid, noodig, om het tweede atoom een afstand
As te verplaatsen, is

— (KAs) =  — A(pH).
Inderdaad is deze arbeid gelijk aan A E, daar E0l en E& constan
ten zijn.

Dit illustreert nogmaals, dat men bij de beschouwing van deze
onderwerpen steeds electromagnetisch, niet mechanisch moet
denken. Doet men dit, dan kan men redeneeren: Ieder atoom
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verandert zijn energie, als het in een magnetisch veld wordt ge
bracht, met — (|iH), zoodat de totale energie

Eoi +  E 01 - 2  ( u H )

is. Men komt dan tot een paradox, omdat men vergeet, dat de
energie van een stelsel geladen deeltjes niet door 2  % mv2 +  Epot
wordt uitgedrukt, omdat de energieën van de velden, die bij elk
deeltje behooren, niet mogen worden opgeteld. Voor het moment
van hoeveelheid van beweging geldt hetzelfde, zooals we zagen; dit
feit komt echter niet zoo scherp uit, omdat men de desbetreffende
termen (PH) meestal verwaarloost.

Resumeerend kunnen we dus zeggen:
Een magnetisch atoom verwekt gemiddeld hetzelfde veld als

een magnetische dipool, en ondervindt ook dezelfde kracht van
een magnetisch veld, als een dipool. Dit magnetisch veld kan ook
het gemiddelde veld van een ander atoom zijn.

Het moment stelt zich echter in een magnetisch veld niet in,
maar zijn as volvoert een rotatie

2 mc
terwijl zijn grootte niet verandert. Waar wij in het vervolg gebruik
maken van deze resultaten, zullen wij nagaan, of aan de veron
derstellingen, waarbij zij zijn verkregen, in die gevallen is voldaan.



HOOFDSTUK II

DE SYMMETRIE VAN HET KRISTALROOSTER

§ i  — Het klipzoutrooster. Nadat we de eigenschappen van
magnetische electronenstelsels hebben nagegaan, willen wij nu
met ons eigenlijk onderzoek aanvangen. In dit hoofdstuk willen
we slechts onderzoeken, welke standen van de magnetische mo-
mentassen in het klipzoutkristal met de symmetrie van het rooster

Fig. i

in overeenstemming zijn. Wij willen daarbij aannemen, dat de
momentassen een vasten stand in het kristal hebben. Later zal
blijken, dat het ook mogelijk is, dat de assen cirkelkegels beschrijven.

De cel van het rooster bestaat uit een cubus, waarvan de hoek
punten en de middens der zijvlakken met een atoomsoort zijn be
zet — wij zullen deze soort de natriumatomen noemen —, terwijl
de andere atomen — de chlooratomen — de middens der ribben
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en het midden van den cubus innemen. In de eenheidscel komen
dus vier atomen van elke soort voor (fig i). De vier basispunten,
waarin zich natriumatomen bevinden, duiden wij aan met i ,  2,
3, 4, de vier andere met 1’, 2’, 3’, 4’.

Het kristal, als geheel genomen, heeft een magnetisch moment
nul. Het ligt nu voor de hand, aan de vier natriumatomen momen
ten in de vier tetraederrichtingen te geven, welke wij a, b, c, d noe
men of in de omgekeerde richtingen —a, —b, —c, —d. (fig. 2).
Ook aan de vier chlooratomen zullen we deze richtingen geven.
Het magnetisch moment van de eenheidscel is dan inderdaad nul.

Wij moeten onderscheid maken tusschen het rooster, waarin
zich alleen de 4 natriumatomen bevinden (zonder momenten),
en dat, waarin die momenten zijn aange
bracht. Het eerste rooster zullen wij tralie
noemen, voor het tweede den naam roos
ter behouden.

Wij willen ons nu eerst bepalen tot de
natriumatomen. Zijn de mogelijke constel
laties herkend, dan kan worden nagegaan,
hoe de chlooratomen moeten worden ge
plaatst, om de symmetrie van de constellatie niet te verstoren.

Het aantal manieren, waarop de richtingen a, b, c, d over de
punten 1, 2, 3, 4, kunnen worden verdeeld, is 4! =  24. Een even
groot aantal krijgen we, wanneer we —a, —b, —c, —d verdeelen.
We behoeven echter slechts de eerste 24 combinaties te onder
zoeken, de uitkomsten zullen evenzeer voor de andere 24 gelden.

---------
! \  / a
! \ /1 Xy  v •*
—

Fig a

§ 2 — Translaties van het rooster. De 24 constellaties leveren
echter geen 24 verschillende kristalroosters. We merken daartoe
eerst op, dat de tralie met zichzelf tot dekking kan worden gebracht
door het langs een der lijnen 1—2, 1—3, 1—4 te verschuiven. Wij
vergelijken nu de constellatie, waarbij zich in de punten 1 het
moment a, in 2 het moment b, in 3 c en in 4 d bevindt, kort geschre
ven abed, met de constellatie bade. Deze twee kunnen nu tot dek
king worden gebracht, door de tweede constellatie langs de rich
ting 1—2 te verschuiven. Immers, haar punt 1 komt op 2 van het
eerste rooster, haar punt 2 op 1 van het eerste rooster, en op de
zelfde manier verwisselen 3 en 4.
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Op dezelfde wijze ziet men in, dat cdab identiek is met abcd,
door het rooster van i  naar 3 te verschuiven, waarbij 1 en 3, 2
en 4 verwisselen. Met de derde translatie, 1—4, hangt samen, dat
ook dcba hetzelfde rooster vormt.

Daar nu telkens 4 combinaties een zelfde rooster voorstellen,
daalt het aantal tot 6 voor de positieve richtingen a, b, c, d, en nog
eens 6 voor —a, —b, —c, —d. We willen deze 6 roosters opschrij
ven. Volgens het bovenstaande is het steeds mogelijk, het moment
in het punt 1 de richting a te geven.

I: abed IV: abdc
II: acdb V: adcb

III: adbc VI: acbd

Van I en IV uitgaande, heb ik de letters cyclisch verwisseld,
en zoo II, III, eh V, VI gevonden. De 6 andere roosters mogen
worden aangeduid door —I, —II, —III, —IV, —V en —VI.

§ 3 — De drietallige assen van het rooster. Een tweede dek-
operatie van de tralie is de wenteling van 120° om een lichaams-
diagonaal van de cel. We willen nu nagaan, wat dit ons over de
mogelijke modellen kan leeren. We onderzoeken eerst die as, welke
de richting a heeft. De lijn AC (fig. 1) is zoo’n as voor de tralie.
Na een draaiing van 120° om AC komen de atomen, die zich op
een plaats 1 bevonden weer op een plaats 1 terecht; die, welke zich
op een plaats 2 bevonden, komen op een plaats 3 terecht, die van
3 in 4, die van 4 in 2. De momenten veranderen ook van richting.
Een atoom met asrichting a houdt deze richting, de asrichting
b wordt c, c wordt d, d eindelijk wordt b. De as AC zal een symme-
trieas voor het model zijn, als het door die draaiing met zichzelf
tot dekking wordt gebracht.

Voorbeeld I abcd.
Voeren wij hiervoor de draaiing uit, dan komen de atomen met

asrichtingen a, b, c, d,
van de plaatsen 1, 2, 3, 4,
op de plaatsen 1, 3, 4, 2,
met de asrichtingen a, c, d, b.
Rangschikken wij de momenten in de volgorde 1, 2, 3, 4, dan
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vinden wij abed terug. De as A C is inderdaad een drietallige as
van het model I.

Vervolgens neemt men nu een diagonaal van den cubus, uit
punten 2 gevormd, en wel die, welke de richting b heeft. Op de
zelfde manier bewijst men nu, dat deze as een drietallige symme-
trieas is. Ook de lijnen door 3, met richting c, en door 4, met rich
ting d zijn symmetrieassen. Het model I heeft dus vier drietallige
assen.

De reden, dat I deze symmetrie vertoont, ligt hierin, dat b, c,
d en 2, 3, 4 in den zelfden zin cyclisch worden verwisseld, zoodat
het resultaat gelijk is aan de configuratie, waarvan men is uitge
gaan. Nu zijn II en III uit I ontstaan, door in het schema b, c, d
cyclisch te verwisselen. Men mag dus ook voor II en III verwachten,
dat de as AC een symmetrieas is. Om ons te overtuigen, dat II
en III evenals I vier drietallige symmetrieassen hebben, zullen
wij voor II die diagonaal van de punten 4 onderzoeken, welke
de richting b heeft.

Voorbeeld II aedb.
Dit is het zelfde als bdea (§ 2). De as 1—1 met richting b in deze

configuratie is de zelfde als de as 4—4 met richting b in aedb. Draaien
wij nu om die as 120°, dan komen

de atomen met asrichtingen b, d, c, a,
van de plaatsen 1, 2, 3, 4,
op de plaatsen i, 3, 4, 2,
met asrichtingen b, c, a, d,
wat na rangschikking weer bdca levert.

De drie andere groepeeringen missen de drietallige assen. Dit
hangt hiermee samen, dat IV, V, VI niet uit I door cyclische ver
wisseling kunnen worden gevonden.

Wij nemen als voorbeeld IV voor de as 1—1 met richting a.
Dan komen
de atomen met de richtingen a, b, d, c
van de plaatsen 1, 2, 3, 4
op de plaatsen 1, 3, 4, 2
met asrichtingen a, c, b, d.
Het resultaat is dus adeb of V.
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Draait men nog eens, dan verkrijgt men VI, en uit VI ontstaat
weer IV. AC is dus hier geen drietallige as.

We zullen deze groep verder buiten beschouwing laten.

§ 4  _Symmetrievlakken en symmetriecentrum. Het vlak A BCD
is een symmetrievlak voor de tralie. Bezitten nu de modellen I,
II, III, dit symmetrievlak ook?

Bij de spiegeling t. o. v. dat vlak komen de atomen die zich op
plaatsen i  en 2 bevonden, weer op plaatsen i  en 2 terecht, daaren
tegen verwisselen de atomen op 3 en 4 van plaats. Evenzoo blijven
a en b zich zelf gelijk en verwisselen c en d.

Voor I leert ons deze spiegeling:
De atomen met asrichtingen a, b, c, d komen
van de plaatsen 1, 2, 3, 4
op de plaatsen 1, 2, 4, 3
met asrichtingen a, b, d, c.
Na rangschikking vinden we I  terug.
Voor II, acdb, vinden we na spiegeling, op plaatsen 1, 2, 4, 3 ^

asrichtingen a, d, c, b, wat na rangschikking a, d, b, c levert.
is echter de configuratie III. , .

De configuraties II en III bezitten deze symmetrievlakken met
zij zijn echter elkaar’s spiegelbeeld t. o. v. zoo’n vlak. Zooals uit
fig. 4 te zien is waar II is geteekend, vormen de momenten een
spiraalachtige structuur, in tegenstelling met I (fig. 3)-

Door ten slotte te onderzoeken, of het middelpunt van den cubus
een middelpunt van symmetrie is, blijkt, dat I den vorm —a,
_ĉ  —d of —I aanneemt. Immers, de plaatsen van de atomen
veranderen niet van benaming en elke richting gaat in haar tegen
gestelde over. Een middelpunt van symmetrie missen dus alle
groepen, terwijl ons onderzoek ons tevens heeft geleerd, dat de
6 groepen I, II, HI, - I ,  - I I ,  —U I *  2 soorten ^eenvajlen
I en —I, en de vier overige. Als vertegenwoordigers van die twee
soorten zullen we I en II nemen, (fig 3 en 4)-

Op de aangegeven manier kunnen gemakkelijk de overige sym-
metrie-elementen van I en II worden opgespoord dit is echter
voor het volgende van geen belang. We hebben slechts het onder
zoek naar de symmetrie zoover doorgevoerd, dat we het aantal
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mogelijke modellen tot een minimum konden beperken, en het
onderscheid van de resulteerende groepen aangeven.

Fig. 4

§ 5 — De magnetische veldsterkte. Voor we nu de configuratie
van de chlooratomen onderzoeken, willen we nagaan, welke eischen
de symmetrie stelt aan de veldsterkte, die door een configuratie
I of II wordt teweeggebracht. We hebben slechts te maken met
de veldsterkte in de basispunten (waarbij het magnetisch atoom,
dat zich op die plaats bevindt, buiten rekening wordt gelaten) en
in de tusschengelegen punten, waar zich chlooratomen bevinden.

Bezien we nu de drietallige as AOC (fig. 3 en 4) dan blijkt, dat
in alle punten van die lijn de magnetische veldsterkte de richting
AOC moet hebben. Zou in een punt de veldsterkte een hoek met
die lijn maken, dan had zij na een draaiing van 120° om die as een
andere richting t. o. v. het kristal, dat met zichzelf tot dekking
was gekomen. Dit is onmogelijk, waarmee het bovenstaande be
wezen is. De veldsterkte heeft in de punten A en C de richting,
afgezien van het teeken, van de zich daar bevindende momenten
en dezelfde richting in het punt O, waar zich een chlooratoom
bevindt.

Beschouwing van een andere drietallige as leert dat de magneti
sche veldsterkte in de andere basispunten ook de zelfde richting
heeft als de momenten daar ter plaatse. De lijn DE is in fig. 3 en
in fig. 4 zoo gekozen, dat zij een drietallige as met richting b voor-
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stelt. Kiest men nu de eenheidscel zoo, dat DE een lichaamsdiago-
naal van den cubus wordt, dan kan men de zelfde redeneering
toepassen. In het punt, dat in het midden van dien cubus ligt,
heeft de veldsterkte ook de richting b. Het ligt voor de hand, het
punt O met i ’ aan te duiden; het punt, dat midden in den cubus
met hoekpunten 2 ligt, 2’ te noemen enz. Dan geldt steeds:

De veldsterkte door het natriumrooster teweeggebracht, heeft (afge-
zien van het teeken) in de punten j en j ’ de richting van het moment in j.

Eveneens leert ons een symmetriebeschouwing, dat de grootten
der veldsterkten in de punten 1, 2, 3, 4 gelijk zijn. We beschouwen
daartoe een draaiing van 1800 om de as 2—2. Hierbij komen de
atomen op dezelfde nummers terug, vanwaar ze uitgingen, terwijl
a en b, c en d verwisselen. Op het schema II (acdb) toegepast, le
vert dit de nieuwe configuratie bdca, en deze kan door een verschui
ving langs 1—4 worden teruggebracht tot acdb. De veldsterkte in
een punt 1 is nu niet van grootte veranderd, maar bevindt zich
nu in een punt, waar het moment de richting b heeft. Door de
zelfde redeneering voor de assen 3—3, 4—4, en ook voor de confi
guratie I  (abcd), vindt men, dat de veldsterkten in de punten
1, 2, 3, 4 van een configuratie dezelfde grootte hebben. Een der
gelijk verband bestaat tusschen de veldsterkten in i ',  2', 3,> 4 -
Wil men nu de veldsterkten, door een natriumrooster teweegge
bracht, in de 8 punten, 1, 2, 3, 4, 1', 2', 3', 4' berekenen, dan is
het voldoende de grootte van de veldsterkten in 1 en 1' te kennen,
(of de grootte van een component). De grootte van de veldsterkte
in een basispunt is evenredig met p, men kan dus stellen:

H  in punt ƒ =  p/
H  in punt j' — pg

en alles komt neer op de berekening van ƒ en g.

§ 6 — Het invoegen van het chloorrooster. We schrijven de 4
chlooratomen in den cubus ook de momenten a, b, c, d, of a,
—b, —c, —d toe. Immers, andere richtingen verbiedt de symme-
trieeisch, en daar de meetkundige som der natriummomenten nul
is, moet dit ook het geval zijn met de chloormomenten. We kun
nen nu dezelfde redeneering toepassen als in § 5:

Wil de drietallige as AC een symmetrieas blijven, dan moet
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het magneetje in O de richting a of —a hebben. Anders gezegd,
de richting van het magneetje in i '  moet dezelfde (of tegenge
stelde) zijn van de richting der magneetjes in i.

Deze redeneering voor de andere assen herhalende, vindt men,
dat bij de natriumconstellatie I  (abed)  slechts past i ',  a; 2', b;
3', c; 4', d; of 1', —a; 2', —b; 3', —c; 4', —d. We schrijven dit
korter als I ' of —I'. Bij II passen II ' of —II', bij III, III ' of —III'.

De veldsterkte H' door het chloorrooster veroorzaakt, heeft
natuurlijk dezelfde eigenschappen als de natriumveldsterkte. Is het
magnetisch moment van de chlooratomen p', dan

H' in punt f  =  p'/
H' in punt ƒ =  p'g.

§ 7 — Uitbreiding. Voor een latere toepassing is de volgende
vraag van belang:

Zijn er nog andere natrium- of chloorconfiguraties mogelijk,
waarbij de veldsterkte in elk basispunt de zelfde (of tegengestelde)
richting heeft als een magneetje?

We bezien daartoe de drie configuraties bade, edab, deba, welke,
indien ze alle dezelfde momenten hebben, op een translatie na,
identiek zijn. Wij geven nu aan deze drie configuraties verschil
lende momenten p1( p2, p3, en superponeeren ze dan, zonder ze
te verschuiven. Zoo komt er dan in het punt 1 bijv. een moment
Pi, richting b, een moment p2, richting c, een moment p3, richting
d. Wij weten nu, dat de momenten p  ̂ in elk der punten 1, resp.
1' een veldsterkte \ x j ,  resp. pxg in de 6-richting veroorzaken; de
momenten p2 een veldsterkte Pg/ of p2g in de richting c ; de mo
menten p3 een veldsterkte \ x j  og Pgg met de richting d.

Eenerzijds kunnen we de momenten in een punt samenstellen
tot een moment, dat de grootte p moge hebben. In alle punten
1, 2, 3, 4 heeft het moment de zelfde grootte, de richting is door
een eenvoudige meetkundige constructie te vinden, voor het punt 1,
door de vectoren pj, richting b, p2 richting c, p3 richting d samen
te stellen.

Anderzijds is de veldsterkte in 1, door deze momenten p teweeg
gebracht, de resultante van Pg/, [ x j , met de richtingen b, c, d.
De veldsterkte is dan p/, en geüjkgericht met het moment in 1. Het-



zelfde bewijs geldt voor de punten i', 2', 3', 4', waar de veldsterkte

^Deze opstelling deelt met de vroeger besprokene de eigenschap,
dat in elk basispunt de richting der veldsterkte dezelfde is als die
van het zich daar bevindende magneetje, en dat de richtingen in
de punten j  en j' dezelfde zijn.

Nu keeren we de redeneering om. Wij geven het moment in
1 een willekeurige richting en grootte. Wij kunnen nu dit moment
altijd ontbinden in 3 momenten Pj, p2> P3» met richtingen b, c, d.
Immers, deze drie richtingen liggen niet in een vlak. Brengen we
nu in de punten 2 de momenten p,, p2, p3, zoodanig aan, als passen
zou in een configuratie I (of II), dan zijn die richtingen ook vast
gelegd in de punten 3 en 4, en daarmee de richtingen der resultee-
rende momenten. Hiermee hebben wij dus een opstelling van de
zooeven genoemde soort gevonden, voor een gegeven waarde van
p in 1.

Gaat men van I uit, dan vindt men:
in 1 p =  Pib +  PaC +  p3d
in 2 p =  Pia +  M  +
in 3 p =  Pid 4- p2a +  p3b
in 4 p =  PjC +  Püb +  Psa W

als a, b, c, d de eenheids vector en voorstellen van de richtingen
a, b, c, d.

Gaat men van II uit, dan kan men als de drie configuraties
kiezen: bdca, cabd, dbac, zoodat men dan vindt:

in 1 p =  Pjb -I- PjjC +  p3d
in 2 p =  Pid +  p2a +  Usb
in 3 p = pxc + Pab + p3a
in 4 p =  Pia +  M  +  Hsc

Vervolgens kan men in de punten i \  2', 3*> 4 chlooratomen
aanbrengen en het moment in i* een willekeurige richting en grootte
geven. Om nu de richtingen in 2', 3' en 4' te vinden, moet men
weer kiezen, welke configuratie, I' of II', men aan de opstelling
ten grondslag legt.

Nu zijn alleen die opstellingen van belang, waarbij voor het
chloorrooster en het natriumrooster dezelfde configuratie wordt

46
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gebruikt, evenals wij in § 6 voor de symmetrische configuraties
deden. Men kan n.1. bewijzen dat dan alleen de momenten in de
punten j  en ƒ' een vasten hoek met elkaar maken.

Nemen wij als voorbeeld de opstelling in formule i  uitgedrukt.
Leggen wij nu aan het chloorrooster dezelfde constellatie ten
grondslag, met de momenten px', p2', p3', dan vinden wij voor
de momenten in i ',  2', 3', 4' analoge uitdrukkingen:

in 1' ife' =  Jjlj'b +  Pa'c -f p3'd
in 2' Pa' =  Pj'a +  p2'd +  Hs'c

enz.
Wanneer men nu (pp') berekent, voor de punten 1 en 1', 2

en 2' enz. en men houdt in het oog, dat
a2 =  b2 =  c2 =  d2 =  1
(ab) =  (bc) enz.

dan vindt men inderdaad voor al deze scalaire producten de
zelfde waarde en dus ook voor de hoeken tusschen twee momenten.

Hadden we daarentegen voor het chloorrooster de configuratie
II gebruikt, dan zouden de uitdrukkingen voor p in j  en p' in j '
niet analoog zijn geweest.

Dergelijke samenstellingen hebben een geringere graad van
symmetrie dan de configuraties I of II zelve. Uit het feit, dat geen
moment de richting van een lichaamsdiagonaal heeft, volgt, dat
deze geen drietallige assen kunnen zijn.2)

Ook in een ander punt wijkt deze samenstelling af van de vroe
gere, die zich kenmerkten (wanneer beide atoomsoorten in het
rooster waren aangebracht) door een samenvallen in de basis-

De besproken configuraties vinden aldus hun plaats onder de 230
ruimtegroepen van Sc h o e n fl ie ss .

I. behoort tot de tetraedrische hemiedrie van het cubisch stelsel en wel
tot X** 1 II..

II. behoort tot de tetartoedrie: X4.
IV. is, hoewel zijn cel een cubus is, tetragonaal: Vt?.

De in § 6 besproken constellaties hebben als bijzondere gevallen I of II
onder zich. Zij behooren dus tot ondergroepen van Tdx of X4. Zij blijken
rhombisch te zijn (zie de opmerking bij IV). De constellaties, die met be
hulp van I zijn afgeleid, behooren tot F1, de andere tot V*. Had men op
de zelfde manier uit IV een algemeenere constellatie afgeleid, dan zou men
daarvoor V* vinden.
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punten van veldsterkte en momentrichting. Indien namelijk de
natrium- en chloormomenten in i  en i '  niet evenwijdig zijn, dan
zullen de veldsterkten, door de natrium- en chloorroosters in een
basispunt teweeggebracht, ook niet evenwijdig zijn. De veld
sterkten, door het natrium- of het chloorrooster alleen teweegge
bracht, hebben, zooals wij zagen, wel de richting van het moment
in het bedoelde basispunt ƒ of j ' .  Daar nu de momenten in ƒ of j '
een vasten hoek met elkaar maken, doen dat ook de veldsterkten
in een basispunt. De resulteerende veldsterkte in een basispunt
maakt dus ook een hoek met het zich aldaar bevindende moment.



HOOFDSTUK III

DE BEREKENING VAN DE MAGNETISCHE VELD
STERKTE

Inleiding. Wij moeten nu de veldsterkte berekenen, die de con
figuraties, in het vorige hoofdstuk besproken, teweegbrengen.
Daartoe zullen wij de magnetische atomen vervangen door dipolen,
in de basispunten geplaatst. Voor het veld, op groote afstanden
van een atoom, is dit zeker geoorloofd, zoodat de correcties, die
men, bij nadere kennis van het atoommodel, zou moeten aan
brengen, alleen berekend behoeven te worden voor de atomen in
den naasten omtrek. Wij zullen ons echter tot het dipoolveld be
palen.

Bij berekeningen van het veld van ladingen of magneten in
een rooster treden eigenaardige convergentie moeilijkheden op, die
de berekening aanmerkelijk ingewikkelder maken. Het heeft dus
zijn nut, eerst den gang der berekening aan te duiden.

Wij zullen beginnen eenige algemeene formules op te stellen,
die als ruggegraat voor de berekening dienen en tevens het aantal
grootheden, die men moet berekenen, beperken. Daarbij maken
wij weer gebruik van de symmetriebeschouwingen, die ons in het
vorige hoofdstuk (§ 6) ook reeds iets over de veldsterkten leerden.
Vervolgens zal de convergentie van de verkregen reeksen worden
onderzocht. Daarna pas zal de veldsterkte worden uitgedrukt in
snel convergeerende reeksen.

§ i  — De algemeene formules. Men denke zich in de punten i
van het keukenzoutrooster de eenheidsladingen geplaatst, en for
meel de potentiaal opgeschreven, door deze ladingen teweegge
bracht. Deze is een functie van x, y, z; wij noemen haar TTi (x, y, z).

4
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Is de ribbe van den elementairen cubus 2d, en ligt de oorsprong
in een punt i, dan zijn de coördinaten van een ander basispunt

2 ld, 2 md, 2 nd,
(l, m, n van — oo tot +  oo)

en voor den afstand van dat punt tot x, y, z vinden we
R \m ,n  =  (* — 2 W)2 +  (y — 2 +  (z —2 nd)2-

Dan is dus

TTX (x.y.z) =  f 1 (i)
—CO -“ -i, m, n

Op dezelfde manier zullen weTT2,n 3, TT4, T7i', TT2',rï3', T74' definieeren
als de door in punten 2, 3, 4, 1', 2', 3', 4' geplaatste eenheidsla
dingen teweeggebrachte potentialen.

Potentialen in de omgeving van een lading, waarbij die lading
is weggelaten, zullen we aldus aangeven:

-f 00 j
(Hi) (x, y, z) = I' ~---- (i«).

— 00 m, n
De elementaire magneetjes in de punten 1 mogen nu de rich-

tingscoefficienten a 1( px, y 1 en alle de momenten p hebben. De
magnetische potentiaal van een rooster van aldus georienteerde
magneetjes wordt dan voorgesteld door

wat we korter kunnen schrijven:
Al — — P {ohTTj* +  PiTTiy +  Y iïïu }.

De componenten van de magnetische veldsterkte kunnen nu ge
vonden worden door nogmaals te differentieeren. Wanneer men nu

32ïïx
~dx~dy = ï ï lxy

schrijft, dan kan men de componenten der magnetische
sterkte voorstellen door:

veld-

h 1x =  — —  = p {aiïï^ + p in ^ + y in ^ } ,
O X

Hly =  P { O tiTTiry +  P l  T̂ lyy ""f" y iT T 1},x} >
Hlx =  p { a j ï ï ^  +  Pi Ulyx +  y iïïi«} . (2)
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Dergelijke formules gelden blijkbaar ook voor de veldsterkten ten
gevolge van de momenten in de 7 andere puntroosters, en men
kan door sommeering de gewenschte veldsterkte vinden. De veld
sterkte, door een natriumrooster teweeggebracht, waarvan de
momenten in een punt j  de richtingscosinussen cx(3;, y ;-, hebben,
is dus

~  {otj T\jxx - f  P ,n ^  -f* 'Yj T̂ jxz}, enz. (2#)

§ 2 — Symmetrie-beschouwingen. De symmetrie van de tralie
heeft verschillende eenvoudige eigenschappen van de potentialen
en haar afgeleiden ten gevolge.

Wij beginnen met de afgeleiden van één functie bijv. TTx, en on
derzoeken haar afgeleiden in een basispunt, bijv. 3. De tralie nu
wordt door een draaiing van 90° om een as 3—3 (fig. 1) met zich
zelf tot dekking gebracht. Hierbij wordt de Z-as een X-as, de
X-as een —Z-as. De punten 1 en 3 komen weer op punten 1 en
3 terecht, de punten 2 op 4, en 4 op 2.

Deze draaiing leert ons 2 eigenschappen:
l0 (3) = ï ïUy (3),

Ixy (3) =  TTury (3),
waaruit volgt:

T̂uy (3) ~  ■fTlty (3) =  O
en

(3)=  (3) =  o.
De gemengde afleidingen zijn voor elk basispunt nul. Verder is

^ lx x  (3) =  TTjjtjs ($)•

2° n 1*r(2) = n 1M (4),
^lyy (2) =TTl;yy (4)»
ÏTu* (2) — T\ixx (4) •

Wij kunnen deze redeneeringen voor andere assen als 2—2,
4—4>en °°k 1—1 toepassen. De draaiing om de laatste as leert, dat

0Tt)*.y (1) =  (TT̂ y* (1) =  (TTj}̂  (1) =  o,
(J^l)xx i1) —  W — 0Tl)*i (1).
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De uitkomst is in de volgende tabel te brengen:

(T T j)* *  M  =  ( ^ i ) y y  ( I )  =  ( H x ) „  M  =  ^
U UX (2) =  TTlyy (2) B

n m  (3) = ^ „ ( 3 )
TTjyy (4) = n to (4) =  ^

TTurjc (4 )=  (3) = n m (2) =  o  (4)*
Voor de afgeleiden in de punten I*, 2', 3'> 4* vinden we ook, dat
de gemengde afgeleiden nul zijn, en dat:

n m (x ' )= n w ( i ' ) = n 1„(i ')  =  F
TTl»* (2') =  TTjyy (2) = E
TTur* (30 =  n u , (3 ) =  E

TTjyy (4') = n a„  (4') =  E
TTU ,  (4') = n lyy (3') = tTu, (2') =  d (4«)

Vervolgens onderzoeken we de verschillende potentialen. De
potentiaal, door de eenheidsladingen in 1 in een punt x, y, z te
weeggebracht, is dezelfde als die, door eenheidsladingen in 3 in een
punt x +  d ,y , z  +  d teweeggebracht.

Analytisch:
TTi {x, y, z) =TT3 (x +  d ,y , z  +  d) (5)

en dus ook
TTU, {x, y, z) =  T\3xx (x +  d ,y , z  +  d).

Op geheel dezelfde manier kan men de andere potentialen met TTX
vergelijken:

n x {x, y, z) =T7S' (x, y + d, z),
ïïx (x, y, z) = ïïx' (x +  dy y +  d, z +  d).

§ 3 — De formeele uitdrukking voor de veldsterkten. We zagen
in het vorige hoofdstuk (§ 5 en 6), dat het voldoende is, de veld
sterkten, door de natrium- en chloorroosters in een punt 1 teweeg
gebracht, te berekenen, de veldsterkten in de andere roosterpun-
ten zijn dan naar richting en grootte bekend. We zullen dit voor
de twee configuraties nader nagaan. Van de algemeene betrek-
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kingen tusschen de potentialen hebben wij slechts noodig de vol
gende specialiseering:

riljj; [d, O, d) =  TT*, (2 d, O, 2(d),
of

^lXX (3) — ̂ Sxx  (V
Algemeen geldt:

TT/** (A) =  TT*** (ƒ) (6)
Configuratie I. Deze wordt voorgesteld door a, b, c, d. De rich-

tingscosinussen van deze zijn
a _ p y

V.1̂ 3 -  V3 K 3"
v - v . K i l  V 3K 3, Vs K T
C, -  Vs Vs k V "  Vs ^ 3_
d, Vs 1̂ 3. V # K 3. - V sV ^

Laat men nu de gemengde afleidingen van Tl, die nul zijn, weg,
dan is de veldsterkte van het natriumrooster volgens (2a)

( 1 )  =  { a a (TTm ) ( 1 )  - f  a 6n ^  ( 1 )  +  a c ï ï 3«  ( 1 )  +  o ^ T T * * *  ( 1 ) }
=  V a  k * 3  H 1 (TTucar) ( * )  “ TT2** ( * )  Tlaxx  ( I ) 4* TÏ4** ( i ) } -

Uit (6) en (4) weten wij verder:
(TTm ) (1) -  A
Titxx (1) = n ^  (2) =  b
TT„*(i) =T\1XX (3) =  B
r w  (1) =TTm  (4) =  c,

zoodat
Hx (1) — Vs k Y l»  M  — 2B +  C).

Daar nu verder de veldsterkte, door het natriumrooster in een
punt 1 teweeggebracht, dezelfde richting heeft, als het zich daar
bevindende momentje, in casu a, kunnen we opschrijven:

Hy (1) -  — Vs k T l»  ( A — 2B +  C),
H ,(  1 ) -  V .I /3  »(A  - 2B +  C).

We stelden reeds
B  (1) -  \xf.

We zien nu, dat
f j = A  —2B -f- C (7)
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Vervolgens zoeken we de veldsterkte, die de chloorconfiguratie
I ' in i  uitoefent. Ook deze veldsterkte heeft de richting a. Haar
#-componente is:
H'x (i) =  V* K 3  U' {nr *,(i) —W2'XX (1) —TV« (i ) +T74̂ ( i )},

en volgens (6) en (4a)
H'x (1) =  Vs I/ f » '  ( F - 2 E + D)

Daar we deze veldsterkte reeds stelden, is nu
g 1 = F  — 2 E + D (8)

Configuratie II . Deze heeft het schema acdb. Men vindt nu:
H x (1) =  Vs ^ 3  H { (TTi§ **) (1) — TTa» (1) +  T]3xx (i ) — TTm  (1)}
voor het natriumrooster en

h 'x (1) =  V s ^ 3  u '  o v « )  (1) - n ,  „  (1) + n 3- «  (1) - t v „  w } .
voor het chloorrooster.

Deze uitdrukkingen kunnen worden geschreven:

Hx (1) =  Vs ^ 3  M — O)

zoodat,
Ui = A - C  (9)
gu F  — D (10)

Om dus de veldsterkten, door een der symmetrische configu
raties I of II voor de natriumroosters of I ' of II ' voor de chloor-
roosters, in een basispunt teweeggebracht, te berekenen, hebben
we formeel slechts de 4 combinaties (7), (8), (9), (10), van de 6 groot
heden A, B, C, D, E, F  noodig. Wij moeten echter nu eerst na
gaan, in hoeverre aan deze formules een beteekenis kan worden
toegeschreven.

§ 4 — Convergentie-beschouwingen. Het is nu welbekend, dat de
reeksen (1) voor de functie TT divergeeren. Door devolgendemethode,
die voorloopig geen aanspraak op strengheid mag maken, kunnen
we ons in de convergentie-toestanden van de verschillende reeksen
orienteeren.
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Wij zullen nl. dat gedeelte van de reeks, dat met de basispun
ten op grooten afstand van het stelpunt samenhangt, door een
ruimte-integraal vervangen, en aannemen, dat de convergentie
of divergentie van die integraal convergentie of divergentie van
de reeks ten gevolge heeft.

Beschouwen we als voorbeeld een der functies TT,

T T = I - .r
Is N  het aantal roosterpunten per eenheid van volumen, en voe

ren we poolcoördinaten in (fig. 5), dan
bevinden zich in een volumenelement

Nr2 dr sin 0 d 0 d <p
roosterpunten, die te samen tot de reeks
bijdragen

Nr2 dr sin 0 dQ . d q>. —.
r

Deze uitdrukking moeten we integreeren.
De integratie voor een bolschil levert

4 7 rNrdr  Fig. 5

en het is duidelijk, dat
00

J  4TT Nr dr
f

divergeert.
Wij willen nu eerst nagaan, of de reeks voor de veldsterkte,

veroorzaakt door in 1 geplaatste, gelijkgerichte magneetjes, con
vergeert.

Laat een magneetje in een punt x, y, z geplaatst zijn, en zoeken
we h, de magnetische veldsterkte, in den oorsprong, die hier geen
punt 1 hoeft te zijn.

De magnetische potentiaal aldaar is:
d I  „ d l  d lco =  —a ----------B. —. ------- y —. —
dx r d y r dz r

x _ y z
=  a 73 +  P ^ - + r 7 * -
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Van de magnetische veldsterkte schrijven we slechts de component
in de Z-richting op:

, dcc xz n yz zl i
=  3 a  ^  +  3p +  3 7 - ^ - y - ^

{3a sin 0 cos 0 cos 9  +  3 (3 sin 0 cos 0 sin 9  -f- 3 y  cos20 —y  j .

Wanneer wij deze uitdrukking weer vermenigvuldigen met het
aantal roosterpunten in een volumenelementje, vinden we:
N  ,— . dr d§dy\ 3 a  sin2 0 cos 0 cos 9 +  3 [3 sin2 0 cos 0 sin 9 +
T

+  3 y  cos2 0 sin 0 — y  sin 0}.
Integreeren we deze uitdrukking nu over een bolschil, dan vin

den we nul. In dit geval convergeert de integraal. Echter niet bij
een andere volgorde van integratie!

Integreeren we nl. eerst naar 9  en r, dan komen we op de in
tegraal

die logarithmisch oneindig is, zoodat nu de integraal divergeert.
Wij willen nu nagaan, of de reeks voor de veldsterkte, door een

geheele configuratie teweeggebracht, convergeert, en zullen trach
ten dit op een strengere manier te doen. Hiertoe maken wij gebruik
van een stelling, die door R iemann is uitgesproken, en die ons nog
meer van nut zal kunnen zijn. Zij luidt (in een gespecialiseerden
vorm):

Wanneer de algemeene term van een reeks kan worden voorgesteld
door

/ ( ( / ( /  — Q2 +  (w — Ti)2 +  (n—  3)2)
waarbij f  (r) een positieve functie van r is, die afneemt met toenemende
r, dan convergeert de reeks gelijktijdig met

co
ƒ f  (r) r* dr.
b

Bovendien convergeert zij dan uniform in £, TJ, 3.
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Met behulp van deze stelling, die in een scherperen vorm her
haalt, wat in het begin van deze paragraaf is gezegd, kunnen wij
nu gemakkelijk bewijzen, dat de reeks voor de veldsterkte absoluut
convergeert, en haar som dus onafhankelijk is van de manier
waarop wij de sommatie uitvoeren.

Daartoe berekenen wij de veldsterkte in den oorsprong, uitge
oefend door de natriumatomen met moment i  van een elementairen
cubus, op grooten afstand van den oorsprong gelegen. Wij stellen
de afstand van het punt i  tot den oorsprong r, zijn coördinaten
x, y, z, de relatieve coördinaten van 2 t.o.v. 1 £2> %> en de
richtingscosinussen van het magneetje aldaar 02, (32> y 2» enz- Wan
neer wij de machten van i/r grooter dan 4 weglaten, vinden wij:

, _  /  xz _ yz 2* i \
h* (3av +3Pi^i +  3Y i ~s —  Y i ^ )  +

+

+3yii5,sÊ )+n' è ^ +3ii € ) l +
+rij5<5+ 3<̂ j]

Nu is de eerste som nul, daar
Zi a< =  Z,Pi =  2iy < =  o

1 . . 4  1 . 4  1 . . 4

Voeren wij in de tweede som poolcoördinaten in:

K  ~  W .  9) ^

waarbij ƒ (0, 9) een rationeele geheele functie is van sin 0, cos 0,
sin 9, cos 9. Haar grootste absolute waarde is dan steeds eindig.
Dan is

1 .  M ' , A B
I <  TT (I + 7  + )
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of, voor v grooter dan een gegeven waarde

Bedenken wij, dat de coördinaten van eenig roosterpunt zijn
x =  — x0 +  2ld, y =  — y0 +  2md, z — — z0 + 2 nd

dan is
ra — (— x0 +  2 ld)a +  (— y0 +  2 md)z +  (— z0 +  2 nd)a

zoodat de algemeene term van de reeks
M M _____________ i______________

(**)• [(/ — Q« +  (m — T|)a +  (» — 3)2]*
inderdaad den vorm heeft, die in de stelling wordt genoemd. Men
ziet nu zonder meer, dat de integraal

&
convergeert, waarmee reeds alles bewezen is. Immers, 2  Af/r* con
vergeert, en de reeks Th,, die de totale veldsterkte voorstelt,
convergeert absoluut. Wanneer men eerst de bijdragen van een
cel neemt, kan men deze op willekeurige wijze sommeeren.

§ 5 — De methode van Ewald. Uit het voorafgaande blijkt nu,
dat we de berekening van de veldsterkte van voren aan moeten
beginnen. Wij moeten uitgaan van de reeks voor de veldsterkte,
door een natriumrooster teweeggebracht, die we, voor de Z-com-
ponente, nog eens willen opschrijven. Duiden we door rlt m „ den
afstand aan van een punt i  van den cubus (Imn) tot den oorsprong,
door r2i m„ die van het punt 2 van denzelfden cubus, dan is

H,
■*+

I
7  j l m n

+ f t
3* I

'dy'*zrj imn+

(II)
De sommand is de Z-component van de veldsterkte, door een
magneetje, met richtingscosinussen a (3)( y 7 in het punt jlmn, in
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den oorsprong teweeggebracht. De eerste drie sommaties mogen
niet met de vierde worden verwisseld.

Wij maken nu deze uitdrukking schijnbaar ingewikkelder, op
het voetspoor van Ewald2) en Lapia.ce.

We denken ons de grootte van een moment niet meer p maar
lié~kr, waarbij r de afstand is van het moment tot het punt, waar
voor we de veldsterkte willen berekenen, en k een willekeurige,
positieve constante. Ewald past deze methode toe om het veld
van trillende dipolen te berekenen; hier is het probleem eenvoudiger,
daar van rustende dipolen sprake is.

Verder heeft het zijn nut, de 6-functies, die Ewald slechts
tijdelijk in zijn formules invoert, te laten staan.

Men overtuigt zich nu gemakkelijk, dat

Hx =  p X/i™ X„ Lim X, jet, d2 e
k-yo 1...4

+ Yj

dxdz
a2 e

j l m n  -v*

----- +
.—kr,j l m n

’ j l m n
-fojlmn

t y d *  f j l m n
+

( 1 2 )
dz2 f j l m n

door de differentiaties uit te werken en daarna k — 0  te stellen.
Echter is eveneens waar, met verwisseling van sommatie en

grensovergang:
+ ®  >2 o I mn

pLim X, X* 'Zn X, {cc,-——— . -----------
k-yo — *  1...4 d x d z  f j l m n

+
> 1...4

+ ----+ -----1
=  Lim Hx k . ( i2fl)

k-*0
Immers de reeks H tk convergeert gelijkmatig voor i i o .  De

verwissehng is dan geoorloofd.
In Hxk echter kunnen we nu differentiaties en sommaties ver

wisselen, zoodat
. a * + ° °  p " f j l m n

~  "  j o , — s , r mr ,  '■
1—4 dx dz

+  Pf
a2 +00

.  .  ^ | X » X ,dy dz _oo

' j l m n

, j lmn
—  +

+

a* +0°
+  Y i v * I ' l - Z l n

• j l m n
j l m n

~ jlmn !• (13)
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Nu zijn we echter zoover, dat we aan de mathematisch aan
vechtbare formules van § i, 2, 3 een meer exacten inhoud kunnen
geven. Daartoe hebben we de grootheden [7 van daar te vervangen
door:

+  00 g— kr j lm n
TT,- (x, y, z,k) =  'Zi'Zm1 n - - - - - - - - - -  (r 4)

—  00 ’  j l m n

waarvoor we thans geen nieuwe notatie willen invoeren, en die
de eigenschappen, voortvloeiende uit de symmetrie, in § 2 ver
meld, bezitten. De grootheden A,B,C,  D, E, F  van § 3, kunnen we
nu vervangen door overeenkomstige, van de parameter k afhan
kelijke, die we A k enz. zullen noemen, en die de eigenschappen,
in (4) en (4a) uitgedrukt bezitten. De formule (13) wordt dan

H,k=  2 ,  {cc, TTjxz +  P j TT», +  Yj T T »,} (J 3 a )
I . . . 4

Dit heeft denzelfden vorm als (2 a). Ook de uitdrukkingen uit § 3
kunnen we nu ovememen: in een punt 1 vinden we, voor de natri-
umconfiguratie I

Hk =  p (̂ 4* — 2 Bk +  Ci).
voor een chloorconfiguratie I '

Hk=  \x'(Dh — zEk +  Fk),
voor een natriumconfiguratie II

Hk =  \x(Ak —  Ck),
en voor een chloorconfiguratie II '

H h =  p '  (Fk —  Dk). (15)
In deze uitdrukkingen moet men dan tot de Lim k =  o over

gaan, om de werkelijke veldsterkten te verkrijgen, volgens (12a).

§ 6  —  Uitdrukkingen voor de functies TT en huur ufgeleiden.
Voor de functies TT (14) kunnen we nu op de volgende, door Ewald
aangegeven wijze, uitdrukkingen vinden.

We beginnen met
+00 p k r i l m n

TT, (* , y,z) =  - - - - - - - - - ■,- ®  rllmn
r-iimn =  (2 dl — x)2 +  (2 dm — y)2 +  (2 dn — z)2,

waarbij de oorsprong in een punt 1 is gelegd. Nu is
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m— k r 2  /  —rV*— — ,
e * & '

ï k ( ‘
(1 6 )

-Ar, I m n

V 'TT

00

b S ‘

— * * 14d* (P +  »»’+«*) — (lx -f my+nz)

— (**+ y* + *•)«'•— —4«
e de'.

Wij maken de formule homogeen, door de coördinaten x, y, z te
deelen door 2d:

c *
5 = - 3 -  Tl — ? =  -

2d! s 2d’
en bovendien door

___ U
e'2d =  e v  tt, k =  r^r— k

te stellen. Dan is
— kr i l m n

00

r ƒ

w*1 (/* +  «i* +  —2/f — 2m>̂  — 2n()t

({* +  •»* +  w  — j r
. e de

Wij vormen nu de functie TT,. Deze is, met verwisseling van de
volgorde van sommatie en integratie:

TT, (x, y, z) =
00 . Kt

j  r  + o o  —*■«*(!•+«•*+»*—2/£—2mtj—2nf) — *«* (£’ +  *?*+ f ‘)— — (^ 7 )

V
De som onder het integraalteeken is het product van drie enkel

voudige reeksen, elk van den vorm:
+  00
2  e—  ■k e * l • +  2 *  «* J £

— 00
Dit zijn echter 6-functies. Noemen wij

03 (Z|t) -  h ^ t r , t e*iZ l,
+  00



62

waar Z  de loopende variabele, t  een parameter is 7), dan blijkt,
dat onze som wordt voorgesteld door:

03 (—irte25 |*e®)
en

00

T7a (x, y,z) =  ~J03 (— ir*e*51 ie*). 03 (— TT*e*ri | te*).
O

. 08 (—irt'e*3 | te*). e -  **■ «* +  ** + W “ 7* • (I7«)
Wij zullen dit den eersten vorm noemen. Een tweeden vorm ver
krijgen we nl., door op den integrand de 0-transformatie toe te
passen. De theorie der 0-functies leert namelijk, dat

z*

of, in ons geval:

0 3 (— TT*; —) =  e e — n *! 03 (— TTt' e* § | i e*).
£*/

De tweede vorm voor TTx is dan
°°r ■ •  i

ï ï i  (*, y , *) =  ^ J 03 (tt 5 1 - )  • 03 (ttti I • 03 (ir 3 1 - )  •
O

X*

. e ~ 3e ~ 7'de (i 76)
Het is niet geoorloofd, de 0-transformatie toe te passen bij de

grens e =  oo, zoodat men de integraal van den tweeden vorm
slechts tusschen e =  o en e =  a (a willekeurig en eindig)

(°o)
kan nemen. Dit geven wij aan door de schrijfwijze ƒ.

O

Daar 03 een even functie is, hebben wij — tt£ door tt£ vervangen.
Daar 03 een periodieke functie is van £ met periode i ,  is aan dezen
vorm duidelijk te zien, dat Ffj (§, T|, 3) drievoudig periodiek is
met perioden 1, 1, 1 en TTx {x, y, z) met perioden 2d, 2d, 2d.

Wij vinden nu gemakkelijk de uitdrukkingen voor de overige
potentialen. Bijv. n 2, waarvoor we reeds eerder vonden:
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n 2 (x, y, z) =  Fli {x +  d, y +  d, z)
TTa (5. Tl, 3) =  n x (€ +  V*. Tl +  Va» 3)-

Daar nu
03 +  T̂T-! t) =  04 (Z | t),

vinden we uit (17&)

1/e. ("«I -) • e. (m, 11)», ("31

Voor T72' vinden we:

(5)

(186)

(*>)

" H N ^ ïï) •6» H ? ) 9< (ir3lir)-
O

X*

e 3 e de . (1 9 b)

Ook de uitdrukkingen voor n 3, n 4, n '8, TT4, zijn nu gemakkelijk
op te schrijven.
Voor TTi» vinden we

( 0 0 )

O

e e •* de. (20b)

De vormen (186), (19J), (20b) zullen we nu ook de tweede vormen
noemen. De eerste vormen verkrijgt men, door nog eens de 0-
transformatie toe te passen:

04 ( Z | t)

Z2
X na

0a
Z
T

We vinden dan
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TT3 =  ~  ƒ  ea ( - tt i e* § I * e*). ea (— tt» e*ii | * e2) .
o

-«*(«* + ,• + £•)—g
. ö3 (— tt t £* 3 1 * £*) e de (i8«)

00

TT*, “ y / $ s (— •n,*e*5 I te 2)- Ö3 (— tt is* T| | te*).

- « • • ( p + f ' + n - ï ,  , v
. 0a (— TT * € * j  I t' e*). 6 * de (I9«)

00

TT* -  y J e 2 (—tt i e* % | t e*). e2 (—■tt *ean | * e*).

- * .* (£  +  ** +  : * ) -  —
. 0j (—rrt£a3 | t e*) e de (20a)

Wanneer we nu Ak of (TTx)** willen uitrekenen, moeten we, om
(TTx) te vinden, uit (17a) l — m — n =  o weglaten. Dan is

00

(TT1) =  y ƒ[63 (tti e* 5 11 e2). e3 (TTt e*r| 11 e2) 03 (irt £*31 i e*) — 1].
O

00

-  m ' (** + .?* +
. e <fe,

of, in den tweeden vorm getransformeerd:

(T7l) =  T J  63 ( ^ l y )  • e*(7ni 1 ■~ J .  -  I

—* * » ( £ * + ■
— e

X*
6 gt dB

De schemata (4) en (4a) wijzen ons nu, hoe we Ak enz. moeten
vinden. Zij zijn de waarden van de tweede afgeleiden in een punt
1, dus in den oorsprong. Dus (4, 4«, 6)

Ak =  (TTi)** (1) Bk — TTj** (l)
Ck — rT2«  (1) Dk =  TTa„ (1)
Ek=^iXX M Fk = TYixx (1).
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Bij de differentiatie zulien we dus ineens £ =  t) =  3 =  o stellen,
en 03 (o/t) door 03 (t) aanduiden. Wanneer we er bovendien ge
bruik van maken, dat

0' (o/t) =  0; (o/t) =  0, (o/t) =  o,
vinden wij

00

■ TT2 e4 03" (*e2) 032 (te2) —

■ 2TTÊ2 { 033 (*£*) — I } e < •  de

4& - r  V '  ( 1  I V  ) 4- 2Tre*
o

_  **
e «• de,

Bk n ■ ir2 e4 0a" (te2) 02 (te2) 03 (te2) —

— 2Tre* 0.2 (te2) 03 (te2)]
_ x»

O ea rfe

I
4dl

( 0 0 )y K*
e .* <fe,

00

— TT2 e* 03" (te2) 022 (te2) —

—  2ir e2 022 (te2) 03 (te2)

( 00 )

-sJf
O

00.

_ X8
e •** <fe

- 03" f - l  ö.2( -
X*

e ~  7*" <fe,

u ■ TT2 e* 02" (te2) 032 (te2) —

—  2tt e2 02 (te2) 032 (te2) 1 ——je «»
5
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i
4Ï3

o
00M

_ ?fle <■ <fe,

4<ft
O

— 21T £ 2 e2 ( is 2) e32 ( is 2)

IT2 £4 03 "  (t£2) e 2 (i£a) e 3 (i£2)

K>
t ~ ~ F  <u

(00)'J4dl

- 14d*J

^ 0 , "  I- 1 0 ,1 - 10,1-
X*

e ~ l * r d£,

■ TT2 S4 02 "  (i£2) 022 (i£2) —

—  2TT £2 023 (ïE2) e e* dz

O
? f e 4* - ( ? R ) ]

De vormen tusschen vierkante haken zijn telkens twee aan
twee identiek voor elke waarde van s. Men kan bij het afleiden
van deze formules gemakkelijk nagaan, dat aan (4) en (4a) en (6)
is voldaan.

§ 7 — De uitdrukking voor de veldsterkten. Wij kunnen in
enz. niet tot de Lim k =  o overgaan. Immers, zooals uit (2) volgt,
zouden we de veldsterkte in den oorsprong krijgen, door gelijk
gerichte magneetjes in de punten 1 teweeggebracht. In § 4 zagen
we, dat de reeks, die deze veldsterkte voorstelt, slechts voorwaar
delijk convergeert. Wij moeten nu eerst de vier uitdrukkingen
(15) vormen. Gebruikt men nu den eersten of den tweeden vorm,
steeds krijgt men slecht convergeerende reeksen. Wij kunnen ons
nu redden op de volgende manier.

We beschouwen als voorbeeld de veldsterkte, door een natri-
umconfiguratie II in een punt 1 teweeggebracht. Volgens (15)
is dan
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Hk =  M (Ah —  Ck)
en uit (21) volgt dan
H  =  Lim =  Lim p (̂ 4A — C*)

k 0 k —> O

—  tt2 e4 6 3 "  (* e2) 6 S2 (i e2) +  tt2 e4 6 3 "  (i e2) 022 (* e2) —

— 2TTE2 {033 (* E2) — I } +  2TT E2 022 (i E2) 03 (t E2) i£.

ö 3 2 ( i - ) +  21TE2 — —

(22)

Wij kunnen de integranden nu in reeksen ontwikkelen. Uit de
definitie van de 6-functies volgt, als we enn =  q stellen,

ö3 (o|t) =  1 +  2q +  2q*-----
%" (o|t) =  — 8 (q +  ^q*----- )
64 (oK) =  I — 2q +  2qt -----
V  (o|T) =  8 (q — 4q* . . . .)
02 (oIt) =  2q 1/4 +  2q 9/4___
%" (o(T) =  - 2  (q'l' +  gq •!*....)

Nu is in den eersten vorm t  =  * e2 en q =  e—"**. Voor e — o
wordt q =  1. De 9-functies worden dan oneindig. Voor e—► 00
nadert q tot o, en convergeeren de 6-functies goed. Juist omgekeerd
staat het met den tweeden vorm. Hier is q =  e— De 6-functies
zullen hier divergeeren voor e —+■ 00; zeer goed convergeeren in de
omgeving van e= o. E wald heeft nu het idee aan de hand gedaan,
het integratieinterval te splitsen door een getal p, den tweeden
vorm van o . . . .  p te integreeren, en den eersten van p . . . .  06.
Dit is geoorloofd, daar de 2 vormen van den integrand voor elke
waarde van e identiek zijn.

Het is gemakkelijk, een voordeelige waarde van p aan te geven.
Stellen we nl. p =  1, dan loopt e in den eersten vorm van 1 naar
00, q van e~" naar o, en in den tweeden vorm loopt e van o naar 1,
en q van o naar e *. Nu is e T =  0,0432. Wij zijn dus in elk inte
gratieinterval van een snelle convergentie der 6-functies ver
zekerd .
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Nu kunnen we de uitdrukking (22) weer schrijven, na het inte-
gratieinterval te hebben gesplitst:

H  —  [ i  { A 0  — C0),
waarbij

+  2*ir e2 de

{633 (t62) — i } ju 2 6* e 3" {ie2) 032 {ie2) — 2ire2

e4 e 3" {ie2) e22 {ie2) — 2ir s2 62* {ie2) 03 {ie2) . de.

Op dezelfde manier kunnen we B 0, C0, E 0, F0 vormen, door in
de uitdrukkingen (21) het integratie-interval te splitsen, en dan
tot k-+o over te gaan. Deze 6 grootheden zijn nu volkomen gede
finieerd door snelconvergeerende reeksen, en men kan uit hen zon
der meer de veldsterkten vinden uit de vgl (15), door daar k — o
te stellen.

§ 8 — Eigenschappen van de veldsterkten. De berekening van
A o, B0, C0, D0, E0 en F0 wordt door de volgende eigenschappen
zeer vergemakkelijkt:

1 2
A °  =  '  7 i r ’

2B0 +  Ca = ~ -  2TT,

I
?  E0 4 ” D0 — 73  2TT,

F =s —— — TT '  (23)
0 4d3 ’ 3 ’

welke formules niet alleen gelden, als men in de integralen de
grens 1 invoert, maar voor elke eindige, en van nul verschillende
grens p. Wij zullen het bewijs alleen voor A 0 geven.
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Uit de definitie van de ©-functies volgt reeds:
_4 3 6 (Z|t) _  B»0(Z|t)
TT» ' Bt  BZ® 6" (Z|t).

Schrijven we nu voor t , ie2 of */e2 en stellen we Z =  0, dan
vinden we:

e " (*• e*) =  — £
m  Be ‘ de ttc Be

t  =  * e® ,

0"

B0
4 ö ) drv *  » ( ? )

\e*/ TT* Be ' de tt ' Be

Wij voeren dit in de uitdrukking voor A 0 in, met dien ver
stande, dat we de grens i  door een algemeenere grens p ver
vangen.

i

A 0  =
O

P dÖ® 1~T
2TT----- ^ - 03® ( ~  J— 2TT6®}<fe

03* (ie2) +  2  tt e® 033 (i e*) — 2  7re®}d e.

Door partieele integratie maken wij hiervan:
P

A 0 4 d3 | t t 0 3 3 +  § TTP3

— f  Tre»0j*(*e*)
CO

+ j2 tt e* 038 (i e*) de

-J  2 tt e® 033 (»e*) de +  |  tt e31
p p

I
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§ -nr e81033 (i 6*) — i } |+  f1T +  § TTP

00

=  —  § TT e 33 +  § T T +  §TTfia +

+  I  TTp3 0 88 (*P*) — f TT p3.
Daar nu uit de 6-transformatie volgt

P 0 3 (*Pl) =  03

is
. 4 i 3 =  f  TT

Op dezelfde manier leidt men de andere betrekkingen af.

Wij willen nu verder met elkaar vergelijken de veldsterkten,
die een natriumconfiguratie I en een configuratie II in een hunner
basispunten teweegbrengen. Volgens (15) en (23) is

Wij zien dus dat Hr tweemaal zoo groot is als H u, en de tegen
gestelde richting heeft. Hetzelfde geldt voor de veldsterkten, die de
chloorconfiguraties I ' of II ' in een der basispunten 1, 2, 3> 4
weegbrengen.

§ 9 — De numerieke uitkomsten. Uit (23) volgt, dat we slechts
C0 en Da moeten berekenen.

Daartoe moet de integrand in een reeks worden ontwikkeld,
en deze termsgewijze worden geintegreerd. Zoo is

H j =  \x (A 0 — 2 B0 +  C0)

TT —  2TT +  2C,

=  -7. (2C0 .4  i 3 — - -  ir),
4^3 3

terwijl
Hu =  \y{A0 —  Q

4^3 \ 3
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4 *  C0
I

TT2 e1 e3" (ie2) e22 (ie2) rfe

72tt e2 Ö3 (ie2) e22 (ie2) <fe +
I

O

Nu zijn de 0 -functies en haar afgeleiden machtreeksen in q.
(pag. 67). Men vindt, als men

? i =  e~*‘' =  er~ j.
stelt

Ö3" (*£*) 02* (ie*) =  —  32 {q*/* +  2ifrV»---- )
63 (*e*)02*(*e*) =  4 +  zq'l*---- )

©s" 04* =  — 8 (?2 — 4&* +  47a* • • • •)

Van de drie integralen, waarin 4d3C0 is gesplitst, levert de eer
ste dus een reeks met termen

00

a„ j ir l e ds _ _ _ j
X

welke, na twee keer partieel te zijn geintegreerd, wordt

Voor de tweede integraal vinden we een reeks
00

bnj  2ir e* e de, (n =  »/*, 2/2, .)

I

deze wordt
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De integraal
00 op __  nn

} ~ '  *  “ / ' " H
1 ( /» »  0

is in tabellen gebracht (8). Met het grooter worden van | / i r n nadert
ze snel tot nul.

De derde integraal van 4d3C0 eindehjk is een reeks met termen;

f TT* n n
CnJ  5 -  C —  1* de (n =  1 , 2 , 3 ------ )

TT w w
of c„ — . e

2 tl
Alle reeksen convergeeren snel.

Nadat men C0 en D0 aldus heeft berekend, kan men de veld
sterkten voor de configuraties II en II ' berekenen, terwijl men
door de gevonden waarden met —2 te vermenigvuldigen, de veld
sterkten voor de configuraties I en I ' vindt.

De uitkomsten zijn:
Een natriumconfiguratie I geeft in elk punt 1, 2, 3, 4 een veld

sterkte:

H, =  - ^ X 8 , 59

Een chloorconfiguratie I';

H' 1 =  -H. x  30,08.4a3
Een natriumconfiguratie II:

- Jix
Een chloorconfiguratie II':

H n ' = ------ x  15,044 a3
De verhouding van de veldsterkten voor I en I', en II en II '

is klaarblijkelijk hetzelfde. Zij is, wanneer men p =  p' neemt

Hi Hu —  3 ,52.
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AANHANGSEL BIJ HOOFDSTUK III

In Hoofdstuk III hebben wij ons bepaald tot een berekening
van de veldsterkte, en ons daarbij in twee opzichten een beper
king opgelegd. Aan den eenen kant hebben wij de rechtvaardiging
van de verschillende processen (verwisseling van limieten e.d.)
geheel achterwege gelaten, om den gang der berekeningen niet
te storen. Aan den anderen kant hebben wij ook van de physische
beteekenis der gebruikte formules geheel afgezien. Liever dan de
tekst door verwijzingen te onderbreken, geef ik het benoodigde
hier in samenhangend verband.

§ i  — De stelling van Riemann. Het bewijs voor deze stelling
nemen wij uit een verhandeling van Hurwitz, 9) waar zij in alge-
meeneren vorm is bewezen. Zij luidt:

Wanneer de algemeene term van een reeks kan worden voorge
steld door

/ ( ^  — §)• +  («* — tl)*+  (« — 3)®)
waarbij f  (r) een positieve functie is van r, afnemende met toe
nemende r, dan convergeert (en divergeert) de reeks gelijktijdig
met

00

ƒ ƒ (r) r2 dr.
b

Wij kunnen hier nog aan toevoegen, dat zij uniform convergeert
T|, 3 en dus haar som een continue functie van die verander

lijken is.

Bewijs. Wij denken ons een ruimte, waarin zich roosterpunten
bevinden met de coördinaten

x — l — §, y — m — T), z =  n — 3,
waarbij l, m, n alle waarden van — 00 tot 00 doorloopen. Dan is

r =  y  (i — §)2 +  {m — r|)a +  (« — 3)2
de afstand van een der roosterpunten tot den oorsprong.

De termen van de reeks kunnen wij ons nu naar de grootte
gerangschikt denken. Wij kunnen eerst de termen nemen, waar-
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voor r <C i  en die dus grooter zijn dan ƒ (i), en zoo voortgaan. Wij
nummeren de termen van de reeks aldus

C L q  ^  h i  . . . .

Nu willen wij een uitdrukking vinden voor het aantal termen,
waarvan de roosterpunten binnen een bol R liggen. Alleen deze
termen zijn grooter dan f  (R).

Dit aantal nu is zeker kleiner, dan dat, wat binnen den omge
schreven cubus ligt, met volumen 8 R 3, en een eenvoudige meet
kundige beschouwing leert ons, dat dit aantal kleiner is dan 8 X
het volumen van dien cubus of 64.R3, wat wij CR3 schrijven.

Nu kiezen wij een reeks getallen
b <  r0 <  tx <  r2-----r„,

zoó, dat
Cr o3 =  m
Cr 3 =  m +  i

Cr23 =  m -f- 2
Cr 3 =  m +  n.

Nu zijn er op zijn hoogst m +  1 termen, die grooter zijn dan
/  (rj, zoodat

am + I ^ / W
of

Ti  *1

am+1< f  (fj) ƒ - ,  (Cr3) d r < 3 C jf  (r) r3 dr
fo 'o

Immers /  (r) neemt af met toenemende r. Dezelfde redeneering
volgende voor a m+2, am+i . . . . :

r.
(*m+i +  «w+2 +  ■ • • • «m+n) < 3 Cƒ f (r) r3 dr <  3C

Hieruit volgt, dat, als de integraal convergeert, de reeks het ook
doet. Daarbij hangt de integraal niet af van £, T), 3, zoodat ook de
uniforme convergentie hieruit volgt.

Het bewijs voor de divergentie kan op analoge wijze worden
geleverd.

b
J f  (r) r3 dr.
b
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§ 2 — Toepassingen. Wij vonden reeksen van den vorm
— k r i m n  — 2 § ) • +  (m—1|)* +  ( n  — 3)*

Z-----------=  2 ' -------
r  I m n  2 d  v  (l — §)* +  (w — Tl)® +  (» — 3)*

waarbij
2 dl — 2d%, 2 dm — 2 dr|, 2 dn — 2 d3,

de coördinaten van de punten 1 zijn. Uit onze stelling volgt nu
zonder meer, dat deze reeks uniform convergeert in £, t], 3.

Zij mag nu termsgewijze worden gedifferentieerd. Dit is immers
geoorloofd, als de gedifferentieerde reeks uniform convergeert. Nu
is de algemeene term van die reeks:

De absolute waarde van die term is kleiner dan

Deze reeks convergeert volgens R iemann, en uniform, zoodat dit
ook voor de gedifferentieerde reeks geldt, en de differentiatie
werkelijk geoorloofd is.

Op de zelfde manier bewijst men, dat de gedifferentieerde reeks
nogmaals gedifferentieerd mag worden, zoodat

d* e ~ ~ h r ^ n  d2 — k f i m n
—  2 ----------- — 2. —  . -------------
to *  * l m n  d** * l m n

Wij bezien nu de reeks

1 zk I»' <x
+00 e ^  i  I mn

+ *•<* +toöz- ao r jlmn
waarin sommatie en differentiatie mogen worden verwisseld. Wij
berekenen nu, als op pag. 57, de bijdrage van een cel:

I  <x
i  - - 4

d* e j  I m n

j I m n
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Wij vinden dan

| hzk | <  M  — — { i  +  ahr +  bkh* +  ck*r3 j

Nu zijn kre~kf, k*r2e~kr, ksr3e~kr voor k =  o steeds eindig. Wij
vervangen ze door haar maxima, en e~hr door x:

l* * * l^ ^ 4  | 1 +  4  +  ■ö +  C j
Passen wij nu de stelling van Riemann toe, dan zien wij, dat

de integraal niet meer afhangt van k, en dat 2h,i, uniform in k
convergeert, ook als k =  o.

Wij mogen dan termsgewijze tot de limiet k — o overgaan, of
Lim 2  hxk =  2  h„.

Hiermee zijn alle bewerkingen van § 5 gerechtvaardigd.

§ 3  —  De functie TT. Wij zullen den inhoud der overige para
grafen niet op den voet volgen, maar liever uitgaan van de functie
ïï(*, y, z, k), die wij als volgt definieeren:

p X *

n  (* , y, z, k) -  - ƒ 9 ,  ( tté; I^ je s (t h i \£ j  e 3 (-IT3 I - a)  • 6 e  * de
o

°r+ co—«• H '  —*»•(«-v)' —**«•—{*> — j
+  i  Ze .2e .2e .e  * <fe.

d j -----  CD

p
waarbij:

c * y z h i
s =  ^ T,= 2 d ’ ^ 2 d ’ K 1 / tt

en
/  i 'k -f- 00— l ~  - f  2  -rr i  l £

0 . ( ^ 1 ^ II
1 

M
8 

^ «j

Van deze functie willen wij de eigenschappen nagaan.

i°. De twee integralen bestaan onder eenige voorwaarden. Bij
de eerste willen wij de grens o bezien. De ö3 functies naderen tot
i, de term e —3 e — *'!•* nadert tot nul. Deze integraal convergeert
voor K* y o.



77

Bij de tweede integraal mag k nul zijn. Hier zijn echter §, rj, 3
aan voorwaarden gebonden. Stel, dat § geen geheel getal is, dan is

Z e — «** (f— f)* =  g — a _|_ c — jm* 6 . , . .

_  e — an»*!! _|_ e — sw*C-j_ . . .

Wanneer e naar het oneindige gaat, wordt de vorm tusschen
accolades 1, en de som: e - ” 2®, waar a  de kleinste waarde is, die
(l — £)a aanneemt. De tweede integraal convergeert in dit geval.
Is § echter nul, of een geheel getal, dan nadert de som tot 1, en,
indien £, r), 3 tegelijk geheele getallen zijn, nadert de integrand
tot 1 en divergeert de integraal.

2°. De functie 17 wordt oneindig voor £ =  r| =  3 =  oen  voor
K =  o. Op welke wijze gebeurt dat? Nu wordt

Ze  — 51,2 (1— £)*. Ze  — — *?)' . Ze  — *»*(w — £)*

_  e (f* +  ,* +  f*)

exponentieel nul, wanneer e naar oneindig gaat. We behoeven
dit alleen na te gaan voor § =  T) =  3 =  o, wanneer de vorm wordt

Z e ~  **V . 2 e — w *»* .

Dan volgt daaruit, dat

P

m- i ƒ ö3 ^ —  18 —  3 «  —  ( > —
e*/

-- JW* (£* +  IJ* +  f’) --- ** de “f"

+
OO

iS — »*’ (/ — {)* — jtt* (tn — ff*) — 7its (n — f)*
Ze . Z e  . Ze

*«* (f* + 1;* +  f*)
e ** de.

een eindige waarde heeft voor £ =  r) =  3 =  o. Wij kunnen
schrijven:
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(TT) =  n - $ ■

— +  +  «  — - -
de.

e — k { \ / x *  +  y* +  * }

x* +  y 2 +  2a

Voor een latere toepassing is het van belang na te gaan, hoe TT
tot oo nadert voor k —► o. Wij hebben dan op de eerste inte
graal te letten. Wanneer wij van het product

6 3  tt? e3 hui 3
i  aftrekken, vinden wij, dat het verschil nu exponentieel tot

nul nadert, wanneer e tot o nadert. De functie

+

P

o
p

iS\
e2

- 3
de -j-

— 5Wa(* — f)* — *•*(*»—If)*  —  JK S ( «  —  f)2 — 3'
Ze .Ze .Ze — e

X2

. e ** de
K>
*a de —— TT - 2 dv?

bhjft eindig, wanneer k -*■ o.

30. De functie TT hangt niet af van j>, daar volgens de ©-trans
formatie

63 hr € — ) =  Ze =  e Ze
-«** (/—()*.

4°. De functie TT is drievoudig periodiek in £, T), 3 met perioden
1 of in x, y , z met perioden 2d.
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5°. Zij kan gedifferentieerd worden naar x, y, z, door den in
tegrand te differentieeren.

Immers, dit is geoorloofd voor een integraal
00ƒ f (e, x) dB

a

wanneer de functie continu is in e en x en
00  00

J f '  (e, x) dB en Jf" (e, x) dB

bestaan 10) (de accenten geven afgeleiden naar x aan). Wij over-
. 00tuigen ons gemakkelijk, dat deze integralen en ƒ f"' (e, x) dB be-

a
staan, zoodat het hierboven gezegde is bewezen.

Het is wel voldoende, de tweede afgeleide naar x op te schrijven.
Zij is:

P

4 d*ƒ••'(**O
00

r f ) e » H  h i  e * K s 3 e «* dB +

— as2 (m — tj)2 a:*2 (» — f)2 — l 2"
• 2e  , 2 e  . e ie.

De notatie 03" (ir^ ^j] beteekent de tweede afgeleide naar de

veranderlijke tt§.
Het termsgewijze differentieeren van 2e— (*—<f)2 behoeft wel

geen nader betoog.
De eerste integraal convergeert, daar

e8" (ir§
-f- 2ni f  l

voor e -> o tot e OTA2 nadert. In tegenstelling met de eerste inte
graal voor TT zelf is het niet meer noodig, dat k !> o is. Voor de
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tweede integraal gelden de zelfde beschouwingen als voor de
tweede integraal van TT zelf. Zij convergeert niet voor £ =  r| =
=  3 =  0. De tweede afgeleide naar x van (TT) doet dit echter
wel. Zij luidt, wanneer wij £ =  T| =  3 =  o stellen:

— 1 u 2 e 3 +  2 ttê2 I e *s de -f

+
r f f  ( —*«»/* —nt'P)
—J £  j4.Tr2 e4 f2 e — 2ireae j.

p
_  m% m*

. I e
—  jts 2 yfi

. I e  + 2  TTE2 e *’ de.
jj2

De integralen (TT) en —  TT bestaan ook voor k  =  o. Stelt^x ^x
men nu in de integralen k  =  o of e — *V«S =  1, dan zijn deze inte-

d2 d2gralen gehjk aan Lim —  (TT) en Lim —- TT. Om dit in te zien, heeft
k-P -0  k -+ 0

men slechts na te gaan of de integralen over de eerste afgeleiden
naar k  voor k  =  o bestaan 10). Dit is inderdaad het geval.

d2Nu is —  (TT) =  A k en
ix*K '

Lim —  (TT) =  A0. De overige grootheden: B0, C0, D0 E0, F0
k-H>

d2
zijn alle in de formule voor Lim —  TT opgesloten. Zoo is

d2
B0 =  Lim —  TT2 (o , o , o)

Lim —  TT (d, d, o)
h -*0

(pag. 63)

§ 4  — Andere uitdrukkingen voor TT. Wij hebben in de vorige
paragraaf aangetoond, dat men differentiaties en limietovergang
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van de functie TT onder het integraalteeken kan uitvoeren. Wij
hebben nu nog aan te toonen, dat

e.—  kr
n = i * —

r
of, uitvoeriger geschreven:

—  k [ /  (2dl— x)t +  (2 dm —  y)* +  (2 dn — z)*

V  (2 dl —  X)2 +  (2 dm —  y)2 +  (2 dn —  z)2.
Wij schrijven, om dit te bewijzen, eerst

'Le— n,i V— f)2 . — »»*(»« — ?)*. Z e — *«•(« — f)2
+  00

=  2  e — n«2 +  (W — Ij)» +  (« —  {•)«]
---- 00

De laatste reeks is namelijk convergent volgens de stelling van
Riemann (§ iA), en bestaat uit positieve termen. Het product van
de drie reeksen kan als een bepaalde rangschikking van de termen
worden opgevat.

Vervolgens schrijven wij

O

I  +  «  f  — ” * 2  [ ( *  —  I ) 2 +■ {tn —  17 ) s  +  (n — f ) * ]  _  ü ! _

+ J  ' ’ * ■
8

Hierbij is 8 een kleine grootheid. De sommatie en integratie in de
tweede integraal zijn verwisseld. Men kan dit aldus rechtvaardigen:

De termen van de reeks
Ze  — n *2 [(*— S)2 +  (w — t/)* + (n— £)2]

zijn kleiner dan die van de convergeerende reeks
Z e — * <*2 [(f ■— I)2 +  K — v)a + (»—C)2]

De eerste reeks convergeert dus gelijkmatig voor E >  8 en mag
over een eindig interval termsgewijze worden geintegreerd.

Schrijven wij [(/ — £)2 +  (m —  Ti)2 +  (n — j)2] =  (/, m, »),
dan kunnen wij schrijven:

6
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—  n ** (/, m, tt) —

9

—  n  «! (l, m, tl) — X*

*’ de.

Gaat men rechts tot de limiet q-+  co over, dan krijgt men de
integraal over het oneindige interval. Deze zal gelijk zijn aan de
som der integralen, als men in de som links termsgewijze tot
q —*■ oo mag overgaan. Nu is

q xi  q
f  — ------^  /* — n s 2 (l,m ,n )
je ^  de <  I e de <
9 9

— «). — d e < ---------------.
J  2e 2 TTO (l, m, n)
9

De termen van de reeks

g — ti (/, tn, n)

q x*
r  — n t* (l, m, tt)--------

t
zijn dus kleiner dan die der nieuw gevonden reeks. Deze conver
geert voor eindige 8 (Stelling van Riemann) en hangt niet van q
af. Daarmee is de uniforme convergentie in q van de reeks van
integralen bewezen, en daarmee de termsgewijze integratie.

Na deze lange uitweiding keeren wij tot de functie FF terug.
Wij voegen aan haar toe

■f oo  ̂ X®
r  —  x ** (/, m, tt) ----- - j

W ‘
—  00  o

en zullen nagaan, of men dit bedrag zoo klein kan maken als
men zelf wil, als men 8 maar klein genoeg maakt. Dit is inderdaad
het geval. De termen der reeks zijn kleiner dan of gelijk aan

— 8 e ~  n — &  .
d

wanneer 0  een tusschen o en 8 gelegen grootheid is. Daar 0  ^  o
kunnen wij op de reeks van deze termen de 9-transformatie toe
passen:
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•Os
x1
w

en d it is voor kleine 6  van  de orde v an  g roo tte  van

5
2

e
*»
T* i

~d

D it w ordt zoo klein, als m en zelf wil, voor 8  klein genoeg.
W anneer wij dus aan  TT de reeks

t ,
I  _ / ■  —  (l,m, n) —  2L

71V  * *O
toevoegen en

weglaten, dan  brengen wij daarm ee veranderingen aan, die wij
zoo klein kunnen m aken, als we zelf willen. W e hebben daarm ee
bewezen:

O
U itvoering van  de in tegraal en invoeren v an  x, y, z, k i.p .v . f ,  rj,
3, K, levert de gezochte uitkom st.

— A (2 dl — *)* + . . . . + ------ — kr
n = i  —  —

K ( 2  dl — x)a + . . . .  + ____ r

Voor (FT) v in d t m en de zelfde reeks m et uitzondering van  den term
/ =  m = n =  o.

Wij hebben hierm ee de formules als
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A = -
A o~ 4 d 3

Ö38 —  ) TT2 6 ~ 3 +  2TT62 ds -f"

_j------- /  2 1 A j f i  s 4 12 e  ~  *** ** —  2 i r  E2 e  *** P } .
4tPJ4 d 3,

v

— »•*»»* # "£e — nstn* +  2TTE2 : Lim —  2
ft -> o *X3

i — kr

streng bewezen, en daarmee ons doel bereikt. Wij willen echter
nog eenige physische beteekenis aan de gebruikte formules hech
ten, waarbij dan mathematische strengheid wat op den achter
grond mag treden.

Wij willen eerst een derde vorm voor TT afleiden.
Het bewijs in het begin van de paragraaf leerde ons, in het

kort gezegd, dat de functie TT niet alleen voor eindige waarden
van p bestond, maar dat men p ook nog nul kan stellen, en de
reeks termsgewijze integreeren. Wij moesten dit wat omslachtig
bewijzen, omdat het niet vanzelfsprekend is, dat de ©-transfor
matie geldig blijft voor e =  o.

Men kan nu omgekeerd probeeren p =  oo te stellen, en terms
gewijze integreeren. Men vindt dan

W

— ie  3 e e*de

O

■3 — (P +  nP +  Ma) — 2 ni (IE +  mt) +  nQ
2e * . e ds.

Integreert men termsgewijze, dan:
TT + «  1 1TT [x, y, z, k) =  2. 2 jii  ( l £  +  mij +  wf)

_oo 2 d i r  (l2 +  m3 +  n3) -(- K2

Dit is een F.ourier-ontwikkeling, welke overigens niet overal
convergeert.

Wij kunnen dus de verschillende uitdrukkingen zoo noemen:
e—

i°, 2  ---- , die de som van de potentialen van de verschillende
r
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roosterpunten voorstelt, en die een periodieke functie is in x, y, z.
2°. De daaraan (formeel) beantwoordende Fourier-ontwik-

keling.
3°. Het compromis tusschen beiden, welke in tegenstelling met

i° en 2° goed convergeert, en waarvan i° en 2° bijzondere gevallen
zijn, n.m. p =  o en p =  oo ,

§ 5 — De grootheden A0, B0 . . .  . F0. In § 3 hebben wij nage
gaan, hoe de functie TT naar 00 gaat wanneer k -> o nadert. Wij
vonden, dat

eindig bleef.
Stellen wij nu in de integraal uitdrukkingen voor

TT
1

2d\t?’ ( ï ï )
I

2dy?
K werkelijk nul, dan krijgen wij twee nieuwe functies, die wij P
en (P) noemen:

p=i j  [»• HI i  )e» fa I i) e° fa I ?) -
00

+ ij
e —3 de +

Z e ~ jm* ( /—!)*  _ 2 e —**1 (m—17)* _ 2 e —’w’ [n—0 * —  E —  3

7/ IhH IpKHsM1'*1?)
— e — + •»* +  **)[ de

2  e {l—|)a 2  e - 51*2 (m—v)* 2  e —■*«2 (»—0* — e —3 —

de.— e — (Is +  n* +  f*)
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Men overtuigt zich nu onmiddellijk, dat

A 0 =  (P) {o, o, o)

P  (d, d, o)

of algemeener:

u i i n - S
k - y o  *** d**

De grootheden A 0 enz. zijn dus tweede afgeleiden van een func
tie, die wij nu willen onderzoeken.

i°. Wij merken eerst op, dat P  niet afhangt van p, dat zij
3-voudig periodiek is, en dat zij oneindig wordt wanneer £, t|, 3
alle 3 geheele getallen zijn.

2°. Het gedrag in het punt £ =  r| =  3 =  o wordt nader aan
geduid door het feit, dat (P) dan nog convergeert. Echter is

oq.

■ *«* (|* +  <7* + C’) de1?-

P  —
\Sx* +  y* +  z*

1
r

In de roosterpunten wordt P  oneindig als —.

30. Vervolgens leiden wij voor P  een differentiaalvergelijking
af. Daartoe bezien wij

0  - 6>" H l r>)°* f a 1 ?)*> H  b )  *  ̂  * +
O

00

+  —  |  Z{4TT2e4 (f — { ) •* -■ * (* —I)*— 2TT6ï e - ,t*ï ^ - | ) t}.
4** J

(m — v)* . — t)*de.
Nu is

fa1 . 0a H u ‘.)
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-  ( l -  l ) *  = —  Z2TT6 ( / _  © •  t f - w *  ( / - © ■ ,

zoodat

/^■H1
—  /e® — *»*(*— D*. 2 «— £)*<Ze —
2<f® J  dE

*>
00

**(*— 0* is.■•P—© \ Z #e* Ze
p

Berekent men nu
d*P d*P d*P

+  dy* +  dz*”’
dan vindt men na een berekening, geheel analoog aan die op pag.
69, dat dit gelijk is aan

Uit deze eigenschappen ziet men echter, dat P  de potentiaal is,
veroorzaakt door een rooster van eenheidsladingen en een nega
tieve ruimtelading van i/8d3 per eenheid van volume of i  per
cel. Deze potentiaal is drievoudig periodiek, voldoet aan de onder
3° afgeleide differentiaal vergelijking, en wordt oneindig als i /r
in de roosterpunten.

§ 6 — Conclusies. Het in de twee laatste paragrafen verkregen
materiaal stelt ons nu in staat, de berekening der veldsterkten in
een meer algemeen verband te overzien.

Bij berekeningen als die, welke ons hier bezighoudt, zal men
het liefst van de potentiaal uitgaan, door eenheidsladingen in de
roosterpunten teweeggebracht, en de berekening zoo trachten in
te richten, dat men convergeerende reeksen krijgt.

Er zijn nu twee manieren mogelijk.
i°. Men gaat van de definitie van de potentiaal uit en schrijft

A P  =
4ir
8 d3
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de potentiaal op, door alle ladingen teweeggebracht. Hierbij dient
dan de factor e~kr om convergentie te verkrijgen. Dit is de manier,
die wij op het voetspoor van E wald hebben gevolgd.

2°. Men kan echter uitgaan van de differentiaalvergelijking,
en formeel een Fourierreeks opstellen, die aan de differentiaal
vergelijking voldoet. Dit is, o.a. door Madelung “ }, *) gedaan.
Voor het geval, dat ons hier bezighoudt, zal deze reeks moeten
divergeeren, zoodat weer kunstgrepen noodig zijn.

Deze methode is gevolgd door Ornstein en Zernike 12). Him
doel is, de potentiaal te berekenen, van een rooster van mag
neetjes, alle evenwijdig aan een der ribben gericht. Daartoe be
schouwen zij eerst de potentiaal van eenheidsladingen, maar
brengen een ruimtelading van —i  per cubus aan. Deze potentiaal
is identiek met onze functie P. De Fourierontwikkeling, die men
voor haar krijgt, kunnen wij afleiden, door in onze formule voor
P P =  oo te stellen, en dan termsgewijze te integreeren:

+  00 J
P  =  2  —--------------------- e 2 3i i(l£ + mt) + n£)

_oo 2<fir (/* -f- ma +  n2)
(vergelijk deze met de Fourierontwikkeling voor TT). Deze uit
drukking is in menig opzicht onbruikbaar en komt dan ook in de
verhandeling niet voor/ ORNSTEiNen Zernike vormen hun uitdruk
king op die manier, dat zij eerst een laag van dikte 2d beschouwen
(dikte in de Z-richting). De potentiaal, door zoo’n laag uitgeoefend,
wordt in een Fourierreeks ontwikkeld, en vervolgens worden de
bijdragen van de verschillende lagen gesommeerd. Bij de bereke
ning kan een tijdelijke invoering van e~kr niet worden vermeden.

De uitdrukking, dan verkregen, is goed bruikbaar, maar z
komt anders voor dan x  en y, terwijl in onze uitdrukking x, y, z
volkomen gelijkwaardig optreden.

Bij de uitkomst moet dan nog de potentiaal van een positieve
ruimtelading gevoegd worden, die de negatieve opheft, waarna
door differentieeren de potentiaal, door magneetjes veroorzaakt,
wordt gevonden.

Schrijft men de potentiaal op als reeks van potentialen, door
elk magneetje veroorzaakt, dan leert de stelling van Riemann,
dat deze reeks niet absoluut convergeert (pag. 56) Dit maakt het
noodig dat Ornstein en Zernike een bepaalde keuze treffen om
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de begrenzing van het kristal (als een bol) tot het oneindige laten
naderen.

Keeren wij nu tot ons eigen onderwerp terug. De grootheden
•̂■0’ B0 enz. zijn tweede afgeleiden van de functie P, dus van de
potentiaal van eenheidsladingen -|- negatieve ruimtelading. Men
kan ze dus niet verkrijgen door de tweede afgeleide te nemen van
de potentiaal van een eindig rooster, en dit op een bepaalde manier
tot oo te laten naderen. Om dit nader in te zien, bezien wij de
2de afgeleide in een punt i, (met weglating van de lading aldaar).
Deze oneindige reeks convergeert niet absoluut, maar dit sluit
niet uit, dat men wel een voorwaardelijke convergente reeks kan
verkrijgen. Heeft men een convergente reeks voor daT7/d*a, dan

ï?n+ 5r.n+^in!
en uit symmetrieoverwegingen

aarr
— -  =  o
d*a

Voor de grootheid A a vinden wij

~  (P)(O, o. o) +  A  (i>) (o, o, 0) + A  (P) (o, 0) =

of

A -  —
0 ~  6 d* '

een uitdrukking, die wij ook op pag. 70 hebben afgeleid.
Het verschil tusschen beiden komt op rekening van de nega

tieve ruimtelading.
De veldsterkten zijn verschillen van de grootheden A0 enz., bijv.

A0 C0
■̂0 2 B0 -+• C0 =  Ag ---- B0 +  Cg ---- Bg

en bij deze aftrekking vallen de verschillen, door de negatieve
ruimtelading veroorzaakt, weg.

Deze beschouwingen versterken niet de mathematische grond
slag van de berekening, maar willen alleen laten zien, wat onder
de limietovergangen verborgen ligt. Had men inplaats van de
gebruikte methode de bovenstaande gebruikt, dan had men zich
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voortdurend met voorwaardelijk convergente reeksen moeten bezig
houden, en de begrenzing op een voorgeschrevene manier naar
het oo laten gaan. Het zou ons echter te ver voeren, dit in concrete
na te gaan. Het vasthouden van de factor e ~ kr heeft ons echter
van de begrenzing van het kristal onafhankelijk gemaakt, en is dus,
mathematisch gesproken, aantrekkelijker.



HOOFDSTUK IV

DE MOGELIJKE RANGSCHIKKINGEN VAN DE
MAGNETISCHE DIPOLEN

Inleiding. Tot nu toe hebben we de configuraties van de natri
umatomen en van de chlooratomen gescheiden beschouwd. In
Hoofdstuk II hebben we nagegaan, welke configuraties uithoofde
van de symmetrie van het kristal mogelijk waren, terwijl in Hoofd
stuk III de veldsterkten werden berekend, die die mogelijke con
figuraties in de basispunten uitoefenden.

Eveneens vonden we in Hoofdstuk II § 6, dat de symmetrie-
eisch ook beperkingen oplegde aan de keus van de chloorconfigu-
ratie, wanneer die van de natriumatomen gegeven was. Hoe het
echter met het evenwicht van het rooster is gesteld, kunnen we
uit symmetriebeschouwingen niet vinden.

Wij zullen nu aannemen, dat de plaats van de atomen wordt
bepaald door de electrostatische krachten, terwijl de magnetische
krachten de richting der momentassen bepalen. De magnetische
krachten zijn namelijk zeer klein t.o.v. de electrostatische, zoodat
zij bij de berekening van den roosterafstand geen rol spelen. Bij
magnetisch veld denken we steeds aan het gemiddelde veld. In
Hoofdstuk I leidden we af, dat onder omstandigheden ook bij de
berekening van het gedrag van twee atomen het veld door het
gemiddelde mocht worden vervangen, hier is dit geoorloofd, daar
elk atoom zich in het veld van veel atomen bevindt, dat elk oogen-
blik zeer weinig van het gemiddelde veld zal afwijken.

§ i  — Het statisch model. Wij vonden voor de natriumatomen
de volgende mogelijke configuraties:
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I (i, a; 2, b; 3, c; 4, if),
— I (1 , —  a; 2, — b; 3, — c; 4, — d),

II (1, a; 2, c; 3, d\ 4, b),
— II (1, — a; 2, — c; 3, — d\ 4, — b),

waarbij nog kwamen III en —III, die echter het spiegelbeeld van
II en —II waren, zoodat de beschouwing van deze ons niets nieuws
leert.

Voor het chloor vonden we analoge configuraties
I', —I', II ', —II ' bijv.;
I ' ( i \  a; 2', b-, 3', c; 4', d).

De benamingen 1, 2, 3, 4, i ',  2', 3', 4', zoowel als de richtingen
±  a, ±  b, ±  c, ±  d werden in Hoofdstuk II (fig. 1 en 2) bepaald.
Eveneens vonden we aldaar (§ 6), dat het kristal slechts symme-
trieelementen bezat, wanneer men aan de natriumconfiguratie I,
de chloorconfiguratie I ' of —I' toevoegde, en aan II, II of I I .

De veldsterkte door een natriumconfiguratie I te weeggebracht
heeft de richting ±  a in 1 en in 1', ±  b in 2 en in 2', ±  c in 3 en
in 3', ±  d in 4 en 4'. Bij II vindt men voor de richtingen ±  a in
1 en 1', i  c in 2 en 2', ±  d in 3 en 3', ±  b in 4 en 4 .

De veldsterkten, door een chloorconfiguratie I ' teweeggebracht,
hebben in de aangegeven punten dezelfde richtingen (op hetteeken
na) als die van I en die van II ' dezelfde als die van II (§ 5 en 6).

Tenslotte zijn voor elke configuratie de veldsterkten in 1, 2, 3
en 4 in grootte en teeken (t.o.v. de richting van het moment)
onderling gelijk, en eveneens de veldsterkten in 1', 2', 3', 4'.

In het vorige hoofdstuk werden die veldsterkten door berekening
gevonden. Wanneer we de natrium- en de chlooratomen hetzelfde
moment p toeschrijven, is de veldsterkte, door I in 1 teweegge
bracht, gelijk aan die, door I ' in 1' veroorzaakt, en die door I in
1' veroorzaakt, gelijk aan die van I ' in 1.

We kunnen, met de hierboven geresumeerde uitkomsten uit de
twee vorige hoofdstukken nu nagaan, wat het veld is, dat op een
natrium- of chlooratoom werkt. Deze veldsterkte is de resultante
van de veldsterkten, alleen door de natriumatomen en alleen door
de chlooratomen teweeggebracht. Onder p verstaan we het mag
netische moment van een atoom, waarbij we de diamagnetische
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vermindering door het veld van de andere atomen veroorzaakt,
verwaarloozen. (pag. 36).

Voor de mogelijke roosters vinden we:
A I, I'. De veldsterkte, door het chloor in een punt 1 veroorzaakt,

is p/4^3. 30,08 met richting a.
Het natriumrooster, met uitsluiting van het ion, dat zich in

het bedoelde punt bevindt, oefent een veldsterkte uit —p/4^3.
8,59, dus in de richting — a.

De totale veldsterkte heeft de richting a, dus van het moment
aldaar, en is

De veldsterkte in 1' heeft dezelfde grootte en richting.
B, I, —I'. In 1 vinden we dezelfde veldsterkte voor het natrium

rooster; die, door het chloorrooster veroorzaakt heeft nu het om
gekeerde teeken. De veldsterkte is nu

H  -  -  £ <30’08 + 8 - 5 9 > —

en heeft de omgekeerde richting van het moment. In 1' vinden
we dezelfde veldsterkte met richting +  a, terwijl het chloormoment
de richting —a heeft.

C II, II '. Een natriumion in 1 ondervindt van de andere natrium-
ionen een veldsterkte p/4^3 .4, 29 in de richting a, en van de
chloorionen — p/4^3 . 15,04. Ook hier is de totale veldsterkte
tegengesteld gericht aan het moment:

" " ~ ^ (I5'°4 - 4'29)— ï ^ - 10'75-
D II, —II '. Het teeken van de chloorveldsterkte keert om,

zoodat

f f = ^ (l5'°4 +  4'2 9 ) = 4̂ - 19’ 33
met richting +  a. Bij C en D hebben we niet meer de veldsterkte
in 1' nagegaan, ook deze blijkt in C tegengesteld te zijn aan het
moment, in D gelijkgericht. De overige basispunten behoefden we
niet te onderzoeken daar, wat voor 1 geldt, ook geldt, m. m. voor
2. 3. 4-
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Deze vier modellen zullen we statische modellen noemen. Zij be
zitten symmetrie, o.a. de 4 drietallige assen. A en B  hebben een
hoogere symmetrie dan C en D. Bij A en D liggen in elk basispunt
veldsterkte en moment in dezelfde richting, bij B  en C in tegen
gestelde richting.

§ 2 — Het dynamisch model. Men kan zich afvragen, of niet
modellen mogelijk zijn, waarbij het moment en de veldsterkte in
een basispunt een hoek met elkaar maken. De symmetrie schijnt
een dergelijk model te verbieden. Deze eischt toch, dat zoowel
moment als veldsterkte in elk basispunt de richting van een zelfde
lichaamsdiagonaal van de eenheidscel moeten hebben, indien de
drietallige assen in het kristal zullen voorkomen. Wij moeten nu
bedenken, dat een atoom in een magnetisch veld, dat een hoek
maakt met de momentas, een praecessie-beweging volvoert. Dit
leidt ons tot de vraag: Zijn er modellen mogelijk, waarin elk atoom
een praecessie volvoert, zoo, dat de gemiddelde standen der atomen
aan de symmetrievoorwaarden voldoen? Een dergelijk model
zullen we een dynamisch model noemen.

Inderdaad is het mogelijk, zulke modellen samen te stellen.
We gaan daartoe uit van een der statische modellen, in de vorige
paragraaf besproken. Elk moment draaien we over een zekeren
hoek uit zijn stand, en dit moment laten we met constante snelheid
een cirkelkegel om den symmetrischen stand beschrijven. Het is
duidelijk, dat hierdoor aan de symmetrie van het kristal niets
wordt veranderd. Deze praecessie moge de orde van grootte van
de Larmorpraecessie hebben, en dus klein zijn t.o.v. de hoeksnel-
heid der electronen in een atoom. Het gemiddelde veld, op de
plaats van een basispunt (gemiddeld voor den tijd, waarin de elec
tronen hun omloop volbrengen) is dus langzaam veranderlijk, en
we mogen, daar het veld zwak is, de stelling van Larmor toe
passen (Hoofdstuk I § 8). Daartoe moet men het veld berekenen,
dat de praecedeerende momenten teweegbrengen.

Dit is nu in sommige gevallen zeer eenvoudig te doen. Wij
maken daartoe gebruik van de resultaten in § 7 van Hoofdstuk
III verkregen, en beschouwen de natrium- en de chloorroosters
aanvankelijk afzonderlijk.

Hier vonden we configuraties, waarbij in elk basispunt de veld-
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sterkte dezelfde of tegengestelde richting had als het moment
aldaar, en waar de veldsterkte in een punt j  en een punt f  dezelfde
of tegengestelde richting had, juist als bij de symmetrische confi
guraties I, II. Men kan ze ontstaan denken door de superpositie
van drie symmetrische configuraties, die alle tot hetzelfde type I
of II behooren, doch welke in het punt i  momenten in de richtingen
b, c, d hebben, met de grootte px, p2, Ps- Gaat men van I uit, dan
zijn de drie configuraties bade ,  c dab,  deb  a, zoodat de mo
menten zijn

in i  p  =  px b +  PaC +  p3d
in 2 p  =  pxa +  p2d +  p3c
in 3 p  =  Pid +  p2a +  p3b
in 4 p =  PjC +  Pab +  p3a. (i)

Gaat men van II uit, dan zijn de configuraties:
b dc a, c ab d, db a c, en de momenten

in i  p =  pjb +  PjjC +  p3d
in 2 p =  pjd -f- p2a +  p3b
in 3 P — PiC +  Pab +  p3a
in 4 P =  Pia +  p2d +  p3c (2)

Men kan het moment in 1 willekeurig in grootte en richting aan
nemen, steeds is dan p  te schrijven:

p =  pxb +  PaC +  p3d.
Hierdoor px p2, p3 gegeven zijnde, is het mogelijk, de momenten
p in de andere punten aan te geven.

Men overtuigt zich gemakkelijk, dat elk moment een vasten
hoek maakt met de richting van een symmetrische configuratie,
die tot dezelfde groep behoort, bijv. abed of aedb. Immers rekent
men uit (voor I)

in 1 (pa) =  Pi (ab) +  p2 (ac) +  p3 (ad),
in 2 (pb) =  Pi (ba) +  p2 (bd) +  p3 (bc),

enz.
dan zijn al deze scalaire producten gelijk, daar

(ab) =  (bc) =  (ca)
enz.

Verder bleek, dat de veldsterkte in een basispunt 1 p /  was, in
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een punt i '  |Jg, waarbij f  en g dezelfde grootte hebben als in de
bijbehoorende symmetrische configuraties.

Nu laat men het moment in i  eenparig een cirkelkegel beschrijven
om de richting a. Wanneer nu het natriumrooster op elk tijdstip
een superpositie van drie symmetrische configuraties zal voor
stellen, dan is kinematisch de beweging van de momenten in 2,
3, 4 ook bepaald. Ze beschrijven cirkelkegels, met dezelfde opening
en dezelfde frequentie om de richtingen in de punten 2, 3, 4, welke
met de richting a in 1 een symmetrische configuratie I of II vor
men. Nu is duidelijk, dat de magnetische veldsterkte in 1, door de
natriumconfiguratie veroorzaakt, ook een cirkelkegel om a be
schrijft, daar ze steeds dezelfde richting heeft als het moment.
Verder zal ze in 1' ook een omwentelingskegel om a beschrijven,
in 2 een om dezelfde richting als in 2', enz. Voor een chloorconfi-
guratie gelden dezelfde beschouwingen.

Wanneer we nu natrium- en chloorconfiguraties in elkaar passen,
zullen we aan een natriumconfiguratie, die met behulp van sym
metrische configuraties I is opgebouwd, een chloorconfiguratie
toevoegen, die met I ' samenhangt. Eveneens zullen we naast II
alleen II ' toelaten. Op pag. 47 bewezen we reeds, dat dan de mo
menten in de punten ƒ en j' steeds denzelfden hoek met elkaar
maken. Dit geldt dus ook voor de veldsterkten, die in een basis
punt door het natrium en het chloor worden veroorzaakt, daar deze
de zelfde richting hebben als de momenten in die punten.

Verder laten we het natrium-ion in x en het chloor-ion in 1'
elk een willekeurigen hoek met de richting a maken, en vervolgens
om die richting roteeren. Naar gelang wij I of II als grondslag
kiezen, zijn dan door formule (1) of (2) de standen van de andere
momenten bepaald. We onderstellen verder

i°, dat de omloopstijd voor natrium- en chloormomenten de
zelfde is,

2°, dat in een roosterpunt de natriumveldsterkte en de chloor-
veldsterkte in denzelfden zin rondloopen.

De veldsterkte in een basispunt is dan de resultante van twee
veldsterkten, die elk in denzelfden zin, en met denzelfden omloops
tijd een cirkelkegel beschrijven. De totale veldsterkte roteert dus
ook eenparig. Daar de samenstellende veldsterkten in elk basis-
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punt denzelfden hoek met elkaar maken, zal ook de resulteerende
veldsterkte in elk basispunt even groot zijn. Ons rest dus na te gaan,
of een atoom een roteerende beweging in een roteerend magnetisch
veld kan volvoeren, en verband te leggen tusschen de openingen
van de kegels, die het natriummoment en het chloormoment be
schrijven.

§ 3 — De beweging van een atoom in een roteerend magnetisch
veld. Om de vraag, in de vorige paragraaf opgeworpen, te kunnen
beantwoorden, gaan wij
het beste op meetkundige
wijze te werk. Wij stellen
het veld op de plaats van
de kern voor door den
vector H, en nemen aan,
dat het veld in het ge
bied van het atoom vol
doende homogeen is, zoo-
als wij bij de afleiding
van de stelling van Lar-
mor veronderstelden. De
vector H moge nu een
rotatie volvoereii, die door
den vector co wordt Rg. 6
voorgesteld, (fig 6).

Uit de stelling van Larmor volgt nu, dat er een zich bewegend
assenstelsel bestaat, waarin het atoom de zelfde beweging volvoert,
als bij afwezigheid van een uitwendig veld t.o.v. een vast assen
stelsel. In dit bewegend assenstelsel heeft dus de momentas een
vasten stand. De beweging van dit assenstelsel bestaat elk oogen-
blik uit een rotatie om de as door H, met de grootte

eo = ---------H,
2 mc

(daar e negatief is, hebben in de figuur o en H de zélfde richting).
Een dergelijke beweging kan men kinematisch voorstellen door
twee cirkelkegels eenparig op of om elkaar te laten rollen. Om dit
in te zien, denke men zich de kegel, door den roteerenden vector

7
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o beschreven, vast, en men late een voorloopig willekeurige om-
wentelingskegel met de as P  er langs rollen. Inderdaad is nu elk
oogenblik de beweging van den rollenden kegel een rotatie om de
raaklijn met den vasten kegel, en deze raaklijn beweegt zich een
parig over den mantel van den vasten kegel.

Men kan de beweging van den kegel ook nog anders beschrijven.
Bij het rollen draait de kegel om zijn eigen as P, en deze as P  wordt
met dezelfde hoeksnelheid co als de raaklijn der twee kegels rond
gedraaid. Men heeft dus drie rotaties:

co, die de as P  en de raaklijn o doet omloopen,
P, die de beweging van den kegel van uit zijn eigen as bezien,

bepaalt,
o, die de snelheid bepaalt, waarmee de rollende kegel om zijn

raaklijn met den vasten draait.
De vectoren o en P liggen met co in een vlak. Wij gebruiken

nu de stelling van de kinematica, welke zegt dat, wanneer een li
chaam twee rotaties volvoert, de resulteerende beweging een
rotatie is, waarvan de hoeksnelheid de resultante is van de vec
toren der samenstellende rotaties. In ons geval is o de resultee
rende rotatie, co en P zijn de samenstellende. De drie vectoren
zijn door een parallelogram-constructie verbonden, als fig. 6
aanduidt. Terwijl de bewegelijke kegel met de hoeksnelheid P
om zijn as heendraait, roteert het parallelogram co o P met de
hoeksnelheid co om de Z-as.

De moment-as van het atoom is, zooals we reeds hebben opge
merkt, vast in het bewegelijke assenstelsel. Dit geldt eigenlijk
alleen voor p,,, we stellen echter p =  Pq, met verwaarloozing van
de diamagnetische vermindering (pag. 93). Ze beschrijft dus een
kegel, waarvan de doorsnede met een vlak, loodrecht op de Z-as,
aan een epicycloide doet denken. Het probleem is trouwens ge
heel analoog aan dat, waarbij een bewegelijke cirkel over een vasten
cirkel rolt, en de baan wordt onderzocht van een punt, dat vast
in den bewegelijken cirkel ligt.

Wanneer echter de moment-as dezelfde richting heeft als de
as P, zal zij een cirkelkegel om de Z-as beschrijven. Haar hoek met
de Z-as blijft dan, en alleen dan, even groot.

Wanneer dus het veld H en zijn rotatie co gegeven zijn, is er een
stand mogelijk van het moment, waarbij dit, onder invloed van het
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veld, ook een eenparige rotatie co beschrijft. Het moet de richting
P of —P hebben, als

§ 4 — De mogelijke dynamische modellen. Een dynamisch mo
del, als in § 2 beschreven, is dus zeker mogelijk. Er blijft dus nog
over, verband tusschen de openingen van de kegels te leggen,
welke door de natrium- en

In fig. 7 moge nu A een
punt i  voorstellen, AO de lijn door A met de richting a, en O
het dichtstbijzijnde punt l \  We zullen de momenten van de
chloor- en natriumatomen weer even groot stellen, en de hoeken,
die ze met de richting a maken, resp. (3 en a  noemen. Wanneer a
en (3 nul zijn, hebben we een statisch stelsel, zooals dat in § i  werd
besproken, en wel A of C. Is a  =  o, |3 =  ir, dan is dit het statisch
stelsel B  of D.

Nu is de vraag: Is een stelsel met de hoeken et en [3 mogelijk,
gesteld, dat de atomen een praecessie volvoeren, en zoo ja, hoe

P =  0 — co (3)

chloormomenten worden be
schreven. Het is nu voldoende,
slechts een natriumatoom in i
en een chlooratoom in i '  te be
schouwen. Wij zagen op pag.
95, dat de veldsterkten in alle
punten i, 2, 3, 4, 1, 2, 3, 4,
even groot zijn. Gaat men van
de symmetrische configuratie
I uit, dan is de hoek, die de
veldsterkte in 1 maakt met a,
dezelfde, welke de veldsterkte
in 2 met b maakt, in 3 met c,
in 4 met d. Hetzelfde geldt
voor de veldsterkten in 1', 2',
3', 4' en voor de momenten.
Gaat men van II uit, dan moet
de volgorde abed door acdb
worden vervangen.

Na

Fig. 7
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groot is dan die praecessie, en hoe groot zijn dan de hoeken? Wij
beantwoorden deze vraag als volgt.

De veldsterkte, die het natriumrooster in A uitoefent, is

HjVa =  ƒ H
en heeft de richting van het moment in A. In de figuur is /  posi
tief genomen, dit is het geval bij de modellen, die op de symmetri
sche configuratie II berusten. Bij I is f  tweemaal zoo groot, en
negatief (pag. 72). De veldsterkte, die het chloorrooster uitoefent, is

H ci =  gH
en heeft de richting van het moment in O. In de figuur is g negatief,
zooals bij II het geval is.

De resultante van deze twee veldsterkten is de totale veld
sterkte H in A. Deze brengt een momentane rotatie

0 = -----— H
2 me

te weeg.
Wij willen nu eerst die hoeksnelheid cOj zoeken, waarmee bij

gegeven a  en [3 de atomen om AO moeten roteeren, opdat het
roteerend veld, hierdoor veroorzaakt, aan het moment in A juist
de praecessie geeft.

Het probleem, de beweging van een magnetisch atoom in een
roteerend veld te beschrijven, behandelden we in § 3. Wij moeten
o nu ontbinden in de richting AO en in die van het moment in
A, die wij AB  noemen (§ 3). De eerste ontbondene moet cOj zijn,
die dus van a  en (3 afhangt.

Daar nu o met AO en AB in een vlak moet liggen, volgt hieruit
dat ook HCi in AOB ligt, en ten slotte, dat de momenten in A en
O in een vlak met AO moeten liggen.

Wanneer men nu de berekening herhaalt voor het moment in
O, vindt men in het algemeen een andere waarde: co2- De tweede
voorwaarde is dan

cox =  co2 (4)
en hieruit vinden we een verband tusschen de hoeken a  en (3.

Om nu cox en co2 in a  en |3 uit te drukken, zullen we alle vectoren
in A in de richtingen AO en AB ontbinden. De hoeken cc en (3
specifieeren we nader als de hoeken, die de momenten maken
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met de richting AO, vanaf AO geteld met de wijzers van het
uurwerk mee. Wanneer we een waarde voor den hoek a  aannemen,
kan p nog van o naar 27T loopen. Daarentegen beweegt a  zich
slechts tusschen o en tt/2 .  Dit zien we in, wanneer we bijv. a  en (3
tusschen tt/2  en i r  inleggen. Keeren we dan den richtingszin van
AO om, dan hebben we het geval, waar a  en (3 tusschen o en tt/2
liggen.

Wanneer nu een vector P, die een hoek (3 maakt met AO, ont
bonden wordt langs AO en AB, terwijl L  OAB =  cx, dan is de ont-
bondene langs AO

Pi =  sin (a — P),sin a  r
voor alle waarden van a  en p.

Nu tot fig. 7 terugkeerende, merken we op, dat H ^a geen ont-
bondene langs AO bezit, terwijl die van

H Ci — gP>
en dus ook van de resulteerende veldsterkte is

De ontbondene van o is juist oox, zoodat
e j?u

co! = --------- :—  sin (a — p).2me sin a
Voor co2 in O geldt dezelfde bèrekening, hier is het het veld van de
natriumatomen, dat door gp wordt voorgesteld, en dat een ont
bondene langs AO heeft. Wij behoeven slechts in cox, de hoeken
a  en p te verwisselen:

co» =  — 2 mc sin p
e  g[X

sin (P — a)

sin (a — p).2 me sin p
De gezochte voorwaarde (4) is dus

sin a  sin (a — P) +  sin p sin (a — P) =  o.
De oplossingen zijn, wanneer a  tusschen o en tt/2, p tusschen o
en 2TT büjft:
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(3 =  a, (3 =  tt -f a, (3 =  2tt— a.
De twee eerste oplossingen leveren echter

CD} —■ CO2 —  O

Inderdaad hebben dan de vectoren HWs, HCi, o en p in een punt
dezelfde richting. Elk ion staat
in de richting van het eigen
veld. Dit is een statisch mo
del, dynamisch mogelijk, maar
niet symmetrisch, en daarom
te verwerpen.

Voor a  — o gaan deze mo
dellen in de statische van § 1
over.

De eenige mogelijkheid is
dus

(3 =* 2TT — O.
Dit beteekent, dat de na

trium- en chloormomenten op
de lijn AO gelijke hoeken met
deze maken, maar zich aan
verschillende zijden bevinden
(fig. 8).

Verder is
e sin (2a  — 2tt)

2 mc

2 mc

sin a

2g p cos a.

Voor g kan men de waarden
van pag. 72 invoegen, al naar
gelang men een configuratie

I of II tot grondslag heeft gelegd.

§ 5 — Resumé en slotbeschouwing. Wij zijn dus tot het volgende
resultaat gekomen. Er zijn twee groepen van modellen, die zich
onderscheiden door hun symmetrieëlementen. In elke groep zijn
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twee modellen, waarin de momenten dezelfde of tegengestelde
richting als de veldsterkte aldaar hebben. Dit zijn dus vier mo
dellen, die wij in § i  hebben besproken, en daar A, B ,C , D hebben
genoemd. Bij twee van deze vier, A, die tot de eerste, C, die tot
de tweede groep behoort, heeft een chloormoment dezelfde rich
ting als de natriummomenten, die zich op de hoekpunten van den
cubus bevinden, waarvan het bovengemelde chlooratoom het
midden vormt. Bij de twee andere heeft het chloormoment de
tegengestelde richting als de natriummomenten.

Deze twee laatste modellen, B  en D zijn geisoleerd, aan A en C
sluiten zich daarentegen een rij modellen aan, die wij dynamische
hebben genoemd. Bij deze modellen beschrijven alle momenten
cirkelkegels met dezelfde opening om de richtingen die zij in de
statische modellen A en C zouden hebben. Deze opening hebben
wij oc genoemd, en voor de daarbij behoorende praecessie co von
den wij in de vorige paragraaf

e
CO ------------. 2g u cos a .2 mc

Men kan de hoek a  laten aangroeien tot tt/2. Voor deze waarde
echter liggen HCi, H^a en (i weer in een richting en is co nul. Dit
model is dan statisch en niet symmetrisch.

Terwijl a  van o tot tt/2 loopt, doorloopt de hoek, dien de veld
sterkte met het moment maakt, alle waarden tusschen o en tt.
In fig. 8, die voor een model van de tweede groep is geteekend,
ziet men, hoe voor oc =  o de bedoelde hoek tt is (zooals reeds in
§ i  voor C werd opgemerkt), en hoe bij het grooter worden van
a  deze hoek afneemt, tot hij voor a  =  tt/2 nul is geworden. Voor
een model van groep I zijn /  en g elk —2maal zoo groot, hier heeft
dus H de tegengestelde richting als in II en loopt de hoek tusschen
moment en veldsterkte van o tot tt.

Men kan dus voor eiken gegeven hoek tuschen moment en veld
sterkte in de basispunten, twee modellen vinden, die symmetrie be
zitten, en dynamisch mogelijk zijn.

Meer speciaal kan dus steeds aan den eisch worden voldaan,
dat veldsterkte en moment loodrecht op elkaar staan. In dit
geval is
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COS 2<Xn
I H nu  I

welke waarde zoowel voor I als voor
dezen hoek a0 geteekend.

|gl 3.52
II  geldt. De figuur 8 is voor
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