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I N L E I D I N G .

§ 1. Een vraagstuk dat zich voor doet bij de lichtvoortplanting
in dispergeerende media.

De volgende quaestie heeft mij ’t  eerst aanleiding gegeven
tot de beschouwingen over de lichtvoortplanting in dispergee­
rende middenstoffen, die de kern vormen van dit proefschrift.

De analytische voorstelling van enkelvoudige golven, die
zich voortplanten in eene middenstof, waar de snelheid afhan­
kelijk is van de golflengte (of den trillingstijd), wordt gegeven
door formules a ls :

9 A Cos j —
( A

(x  — Vj t) -f- a ( 1)

Hierin stelt g> eene grootheid voor, waardoor de toestand
bepaald wordt, (lichtvector), haar juiste physische heteekenis
doet nu niet ter zake. Men vat ze verschillend op, naarmate men
zich op het standpunt der verschillende lichttheorieën plaatst.

Als richting der positieve X-as is die richting gekozen,
waarin zich de golf voortplant; het nulpunt der x  is wille­
keurig gekozen.

A is de golflengte der golven,
V*, eene functie van A, is de voortplantingssnelheid,
t de tijd, gerekend van een willekeurig gekozen nulpunt,
A is de amplitudo en a de phase der trillingen.
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De nulpunten van x  en t kunnen steeds zoo gekozen
worden dat voor een bepaalde golf a =  o is.

Nemen we voor cp de som van een willekeurig aantal
vormen, zooals het tweede lid van (1), dan zal daardoor altijd
een toestand voorgesteld worden, die in het medium bestaan
kan. Dit volgt in iedere theorie uit de omstandigheid, dat g>
eene oplossing is van eene liniaire homogene differentiaal­
vergelijking.

Met deze gegevens kan men het probleem ter hand nemen,
de lichtbeweging te onderzoeken in het onbegrensd gedachte
medium, wanneer op een bepaald tijdstip de toestand geheel
bekend is, m. a. w. wanneer op een bepaald tijdstip, dat wij
thans als nulpunt van t zullen kiezen, de grootheid q> als
functie van de coördinaten gegeven is.

Beperken we ons tot platte golven, waarbij in vlakken
loodrecht op de voortplantingsrichting die toestand in alle
punten dezelfde is, zoodat alles door éen coördinaat x  bepaald
wordt.

Wij moeten nu trachten voor <p eene zoodanige som van
uitdrukkingen zooals in (1) te vinden, dat voor t =  o, <p voor
elke x de daarbij gegeven waarde heeft. Daartoe kunnen we
ons bedienen van het theorema van Fourier.

Brengen we in de eerste plaats (1) in de gedaante:

q> =  Ap Cos jjp -jjT (x  — Vp t) -f apj (J )

’t  geen alleen eene verandering in notatie is. In plaats van

X is geschreven, waarbij x0 als eene bepaalde lengte

gedacht wordt wier beteekenis weldra zal duidelijk worden;
voor V4 is V gezet en bij A en a is ook de index p toegevoegd.

Beschouwen we nu:

q> =  *1* Ap Cos | P — VP O + aPj (2)
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Voor t =  o gaat dit, als we de bijbehoorende waarde van
<P door <p0 aan wij zen, over in:

<P0 =  %  \  °os (p —  X  +  ap ) (3)

We kunnen nu volgens het theorema van Fourier de
grootheden Ap en ap zoo kiezen, dat, voor alle waarden van
x  tusschen — x0 en +  x0 , <po overeenkomt met de gegeven
functie van x.

De grootheid xQ kunnen we willekeurig kiezen. Nemen
we ze oneindig groot dan komt in plaats van de reeks (3) eene
integraal van Fourier. Zonder daartoe over te gaan zullen
we x0 toch zeer groot denken om eene straks nader aan te
geven reden. De vergelijking (2) zal dan op ieder tijdstip den
toestand voorstellen voor waarden van x  tusschen bepaalde
grenzen en wel zullen voor kleine waarden van t deze grenzen
weinig van — x0 en -j- %0 verschillen (zie pag. 9).

Letten we nu op het geval dat de gegeven functie
q>0 slechts van nul verschillende waarden heeft in een bepaald
interval van x t tot x2 (x2 x t ), dat we ons in vergelijking
met 2x0 zeer klein zullen voorstellen. De termen der som (3)
geven dan voor waarden van x  buiten het interval van x, tot
x2 te zamen nul. Maar tenzij voor een bijzonderen vorm der
functie Vp zal in de som (2) als t eene, — zy het ook nog zoo
weinig — van nul verschillende waarde heeft, dit niet het
geval zijn. We zouden dus vinden, dat eene aanvankelijk tot
een eindig gebied beperkte evenwichtsverstoring, onmiddellijk
nadat er van voortplanting sprake kan zijn, haar invloed doet
gelden ook op zeer grooten afstand van haar oorspronkelijk
gebied.

Dit is zeer verschillend van onze gewone voorstelling
omtrent voortplanting en in elk geval is iets van dien aard
nooit waargenomen. Bovendien moet in de electromagnetische
theorie deze uitkomst op theoretische gronden verworpen worden.

De vreemde uitkomst waartoe bovenstaande beschouwing
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leidt, wordt alleen vermeden, wanneer we voor Yp eene
geschikte functie van p  vinden. Dit geeft dus eene voorwaarde,
waaraan die functie moet voldoen en we staan voor de
vraag, of onze theorie voor Yp eene zoodanige functie oplevert
en zoo niet of ergens eene onjuistheid in de redeneeringen
schuilt, waardoor de tegenspraak kan verklaard worden.

In de toepassing van het theorema van Fourier kan deze
niet liggen. We kunnen stellig aannemen, dat de functie q>0
voldoet aan de eischen, waardoor ze volgens bekende mathe­
matische beschouwingen, in eene reeks van Fourier kan
ontwikkeld worden.

§ 2. Inhoudsoverzicht van dit proefschrift.

In ’t  volgende is een enkel voorbeeld behandeld van de
bewerking met de reeks van Fourier, vooreerst in het een­
voudiger geval van den vrijen aether, waar zich de bedoelde
moeilijkheid niet voordoet en vervolgens ook bij een disper-
geerend medium. Wel zullen we daarbij zien, dat het vraagstuk
iets ingewikkelder is, dan het hoven werd voorgesteld, daar
er in het algemeen twee golven ontstaan, die zich in tegen­
gestelde . richtingen voortplanten, maar de zaak zelf blijft
daardoor toch dezelfde.

Wij moeten ons dus wenden tot het onderzoek der
functie V

Zoo ben ik er toe gekomen de theorie, die ons eene uit­
drukking voor V geeft na te gaan en weer te geven en daar­
door heeft dit proefschrift een andere gedaante gekregen, dan
in het oorspronkelijk plan lag en is de behandeling der quaestie
van de vorige paragraaf eenigszins op den achtergrond geraakt.

Volledigheidshalve heb ik vooreerst een kort overzicht
gegeven van de interessante oudere dispersietheorieën van
Cauchy en Helmholtz.
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De voord eelen der nieuwe theorie liggen niet in hoofdzaak
op het gebied der dispersie. Ik meende daarom een systema­
tisch overzicht van de bezwaren, waartoe de mechanische
theorieën aanleiding geven, achterwege te kunnen laten. Toch
komen in het volgende verschillende punten ter sprake, waar
de electromagnetische theorie een natuurlijker verklaring kan
geven dan de mechanische theorieën; in ’t  bijzonder geldt dit
voor de in Hoofdstuk YII gegeven theorie der dispersiever-
schijnselen in kristallen.

Op het overzicht der theorieën van Cauchy en Helmholtz,
dat dus hoofdzakelijk als historiesch beschouwd moet worden,
heb ik de verklaring der dispersie volgens de electronentheorie
doen volgen, na eerst nog het grondidee der electromagnetische
licht-theorie te hebben aangegeven in het hoofdstuk over de
lichtvoortplanting in den vrijen aether. Hoewel het er mij
vooral om te doen was de uitdrukking voor de voorplantings-
snelheid te vinden, heb ik ook andere omstandigheden, die
zich by de lichtuitbreiding voordoen, nagegaan en in ’t bijzonder
aangegeven, hoe het met de verdeeling der energie gesteld is
zoowel in het geval van den vrijen aether als voor dat van
een dispergeerend medium.

Verder zijn eenige experimenteele gegevens vermeld en
vergeleken met de uitkomst der theorie.

Daarna is aangetoond, dat de electronen-theorie ook geschikt
is om eene verklaring te geven van de dispersie-verschijnselen
in kristallen.

Eindelijk ben ik teruggekomen op de quaestie, die in het
begin dezer inleiding werd uiteengezet, waartoe ik een fictief
medium beschouwd heb, dat tot dezelfde quaestie aanleiding
geeft, maar voor de mathematische behandeling eenvoudiger is.

Aan de beschouwing van dit medium heb ik nog eenige
opmerkingen vastgeknoopt in ’t  bijzonder over de theorie van
Lippmanns kleurenphotographie. Deze heb ik als aanhangsel
toegevoegd.

MlliWIiiiHIM ■ BH
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§ 3. Opmerking over dm aether in de verschillende theorieën.

Eenige algemeene opmerkingen over de theorie der licht-
voortplanting in dispergeerende media kunnen hier nog eene
plaats vinden. Vooreerst wil ik even een verschil aanstippen
tusschen de oudere en de nieuwe theorie. In beide wordt
over aether gesproken, maar deze speelt in de electro-magne-
tische theorie een eenigszins andere rol dan in de mechanische
theorieën. In de eerste hebben we ons den aether te denken,
zooals Drude het uitdrukt „lediglich” als „den mit gewissen
physikalischen Eigenschaften ausgestatteten Raum.” De bedoelde
eigenschappen worden uitgedrukt door de z.g. vergelijkingen
van Maxwell, die wij als uit de waarnemingen afgeleid kunnen
vooropstellen. Bijzondere hypothesen omtrent den aard van
den vrijen aether hebben zich slechts ten doel te stellen deze
vergelijkingen te verklaren, voeren ze tot andere resultaten,
dan moeten ze verworpen worden. In de mechanische theorieën
gaat men juist omgekeerd te werk; daar gaat men uit van
bijzondere hypothesen omtrent den als eene stof gedachten
aether en tracht daaruit de verschijnselen af te leiden.

§ 4. Over de grmzm, tusschen welke eene oplossing met behulp
der reeks van Fourier geldt.

Op blz. 3 werd reeds opgemerkt, dat de reeks van Fourier
eene oplossing geeft, die slechts tusschen zekere grenzen den
waren toestand voorstelt. Dit zullen we thans nader onder*
zoeken. Nemen we daartoe vooreerst het geval van den vrijen
aether. Hierbij is de voortplantingssnelheid onafhankelijk van
de golflengte, we zullen ze door c voorstellen.

Een enkelvoudige golf, die zich in de richting der positieve
X-as voortplant, wordt dan voorgesteld door

( tt , )
g> =  Ap Cos p  (x  — ct) -4- Opj
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waarbij de beteekenis der letters geheel analoog is aan die in (1').
De formule

> = «  [ j t  )

<P =  / | i Ap Cos j—  p  (x  -  ct) +  ap (5)

zal nu een samengestelde golf voorstellen en de grootheden
Ap en ap kunnen zoo gekozen worden, dat deze op een
bepaald tijdstip t =  o tusschen de grenzen — xo en -f xQ be­
antwoordt aan een gegeven begintoestand:

g>o =  F (x) =  Ap Cos (—  p  x + ap j (g)

In dit geval hebben we nu een eenvoudig middel om te
onderzoeken tusschen welke grenzen (5) op een willekeurig
tijdstip den toestand zal voorstellen, die uit den gegeven begin­
toestand ontstaat.

Iedere lichttheorie geeft n.1. voor de grootheden <p in den
vrijen aether differentiaal-vergelijkingen van den vorm:

1 <54gp d1 q>
7 » ö t 2 =  óx 2

Yan deze vergelijking kunnen we eene algemeene oplossing
vinden met behulp van onbepaalde functies. Als we ons blijven
beperken tot golven, die zich in de richting der positieve X-as
voortplanten, wordt die

<P =  f  (x  — ct),

waarin f  eene willekeurige functie voorstelt.

9  =  F (x  — ct) (7)

zal dus eene oplossing zijn, die aan den gestelden eisch geheel
voldoet. Wij hebben dus nu slechts na te gaan tusschen welke
grenzen, bij een bepaalde waarde van t, (5) en (7) overeenkomen,
als bekend is dat aan (6) voldaan is voor alle waarden van x
tusschen — x0 en +  x  o. Men ziet onmiddellijk dat dit het
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geval is als x  — ct ligt tusschen — x0 en +  x0, dus voor
waarden van x  tusschen — x0 +  ct en +  x0 +  ct. Wij
kunnen dit resultaat ook uitdrukken door te zeggen, dat de
grenzen, waartusschen de oplossing (5) geldt, zich met de snel­
heid c in de voortplantingsrichting verplaatsen.

Bij dispergeerende media hebhen we met ingewikkelder
differentiaal-vergelijkingen te doen. Daarbij kan geen oplossing
gegeven worden met behulp van onbepaalde functies, zoodat
we geen resultaat vinden waarmee we de oplossing die de reeks
van Fourier geeft geschikt kunnen vergelijken. Zelfs moeten
we de laatste als nietswaardig beschouwen, zoolang we de
mogelijkheid aannemen — die volgens het op blz. (3) gezegde
juist uit de toepassing van het theorema van Fourier zou
volgen — dat de invloed eener evenwichtsverstoring zich on­
middellijk ook op oneindigen afstand zou doen gelden.

Nemen we echter aan, afziende van de differentiaalverge­
lijking, dat niets, dat op de lichtwerking invloed heeft, zich
voortplant met eene snelheid grooter dan een zekere snelheid,
V, of kleiner dan een andere, V ,, dan kunnen we door een
kunstgreep bewijzen dat de reeks tusschen bepaalde grenzen
den toestand zal voorstellen.

We hebben te onderzoeken, tusschen welke grenzen de
vergelijking

q> =  *1" Ap Cos | p  —  (x  — Yp t) +  ap j (2)
p = i c  ( x 0 )

voor een bepaalde waarde van t den toestand zal voorstellen,
die ontstaat, wanneer voor t =  o de toestand bepaald is door

9 0 =  F (*)

en we voor waarden van x tusschen — x0 en +  x0 hebben.

F ( a- ) = =  Ap Cos | p +  Op ) (9)
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Wij zullen ter vergelijking een hulpgeval beschouwen,
waarbij de begintoestand gegeven is door

9>„ =  F, (r) ■. (8')
en voor alle waarden van x

00 / JT  \
F, (x)  =  2  k p Cos p ----  x  +  ap (9')

> = *  y \  /

De formule (2) zal ten allen tijde voor alle waarden van
(x) den toestand, die in ’t  laatste geval ontstaat voorstellen.
We hebben dus te onderzoeken in welk gebied op een gegeven
tijd t de toestand in ’t  geval waarop (8) en (9) .betrekking
hebben zal samenvallen met dien in ’t  geval van (8') en (9').

Nu zal volgens onze onderstelling de toestand op den tijd
nul, aan de negatieve zijde van ’t  vlak bepaald door x = —x0
op den tijd t geen invloed hebben in ’t  gebied aan de positieve
zijde van ’t vlak x =  — x  +  Y, t en de toestand op den tijd
nul aan de positieve zijde van ’t  vlak x  =  +  xQ zal op tijd t
geen invloed hebben in ’t  gebied aan de negatieve zijde van
’t  vlak x  =  xQ +  Yj t

•Zoolang dus x  +  V, t >  — x0 +  Y, t zal op den tijd
t de toestand .tusschen de vlakken — x0 -f V, t en xQ +  V2 t
geheel bepaald worden door dien welke op den tijd nul zich
bevindt tusschen de vlakken x  =  — x0 en x =  -(- x0 en
dus in beide te vergelijken gevallen dezelfde zijn.

Hiermede is bewezen, dat bij de aangenomen .onderstelling
de grenzen, waartusschen de oplossing (2) den waren toestand
voorstelt op den tijd t zijn — xQ +  V, t en +  x  -j- V2 t.

Wij hebben aan die oplossing dus niets meer zoodra
(V, — V,) t 2x Daarom is het van belang x  zeer groot
te kiezen, bij voorkeur zoo, dat we gedurende den tijd, dien
we beschouwen op den toestand aan de uiteinden van het
geldigheidsgebied der oplossing niet behoeven te letten.
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§ 5. Groep&nelheid.

Hoewel nu in een dispergeerend medium voor een wille­
keurige golf geen sprake kan zijn van eene voortplantings­
snelheid , zooals die in den vrijen aether bestaat, verdient ééne
omstandigheid nog opmerking.

Beschouwen we vooreerst ’t  geval van twee gelijktijdig
bestaande golfstelsels met weinig verschillende frequenties.
Wij kunnen niet direct waarnemen de veranderingen in tijden
van de orde van grootte van den trillingstijd — als we ten
minste met lichtgolven te doen hebben —, maar de twee golven
vertoonen in een bepaald punt op ieder tijdstip een bepaald
phaseverschil, dat langzaam verandert, het gevolg daarvan
namelijk verandering in lichtintensiteit kunnen we gemakkelijk
waarnemen en deze zal zich in een punt een eind in de voort­
plan tingsrichting verschoven na een bepaalden tijd herhalen.
We vinden dus dat hierbij een zekere verdeeling der licht­
intensiteit zich met eene bepaalde snelheid voortplant. De
volgende berekening zal dit nader toelichten en eene waarde
voor deze voortplantingssnelheid opleveren.

Zijn de golven voorgesteld door

9>t =  A, Cos jp t —  (x — Y Pi t)  +  a,
(  ' " O  /

t  „  )

gp, =  A, Cos jpt —  (x  — Y pt <) +  «»!

dan kunnen we voor de samengestelde golf schrijven:

q> =  gp, +  gp, =  A, Cos jj>, (x — Y Pt 0  +  «i j +

A, Cos (x — Y Pt t) +  o,
|  • " o  1
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of als we A, =  A Cos /?,, A4 =  A Cos /?, noemen, waarbij
we /?, of nog willekeurig kunnen kiezen,

9  — V» A Ĉos |^, — ( x  — YPi t ) + a, + | +

C°s jpi ~  +  °i — ft j +  Cos j p j ~  (x — VPa 0 + aJ +  ft j +

Cos jp , —  (£C — YPa t) +  a, — ft J ]
dus

gt> =  A Cos j g—  £(p, +  P») a: —  (pt YPt +  p„ YpJ  t]  +  y |

C°s j — - [(Pi — x — (p, YPi — Pt VPa) t] +  y  J

+  A Cos | ~  [(p, +  Pt) x — (p, YPi + Pt Vp.) <] +  dj

C°s \ ^ { i P i  —  Pt) x  —  (Pi VPi — pt VPi) <] +  d'J

waarbij

y =  a i +  Oj +  A +  /  =  a, — a, +  ft — f t

d =  a, ^  A & d' =  Oj — Oj — A -f- t̂

De veranderingen in de grootheid go, zooals die door de
eerste factoren der beide termen worden voorgesteld kan ons
oog niet volgen. We nemen dus slechts de langzame verande­
ringen in intensiteit waar. De intensiteit op een bepaald tijd­
stip is evenredig met de middel waarde van go* over een tijd
waarin het bedoelde tijdstip ligt, die vele malen de periode der
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eerste factoren -----—---- ;------ ~  bevat, maar toch nog zoo
Pi YPl +  Pi Y P,

klein is, dat de tweede factoren niet merkbaar veranderen.
Wij hebben dus bij ’t  berekenen dezer middelwaarden de laatste
factoren als constante coëfficiënten te behandelen, wat de eerste
betreft, zullen we, daar de tijd waarover we middelen vele
trillingstijden bevat, tot uikomst vinden de middelwaarde over
een trillingstijd, hieruit volgt dat ze onafhankelijk van x  is.
Zoo vinden we als we de bedoelde intensiteit I noemen:

I =  B Cos2

B Cos2

t(P» - P i ) * - ( P i  Yp, —P* y pJ  fl +- /  j +

[(p, — Pi)x — (Pi Y P, — Pt Y pJ fl +  ó'2x0

waarbij B eene constante is evenredig met A2, en wel zullen
we de eenheid van intensiteit zoo kiezen, dat B =  A2 is.

Wij nemen dus een periodieke toestand waar, die zich
voortplant met eene snelheid

U  =  Pl V*  ~  Pi
Pi — Pt

Noemen we p, — Vt — A P ^an

vPx -  vp. =Ap + 1/2 (Ap)
d1 P V

d p 2
P +

Wanneer we nu het geval van abnormale dispersie buiten
beschouwing laten en als we ook niet met metalen te doen
hebben, dan is V slechts weinig met p  veranderlijk. Als
voorbeeld diene het volgende tafeltje, waarin eenige der uit­
komsten van de metingen van Sarasin ') over de brekingsindices
van vloeispaat worden gegeven.

x) Arch. d. Sc.-phys. Genève 10 p. 300. (1883.)
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Spectraallijn golflengte in lucht brekingsindex

A 760,40 p p 1,430101

B 686,71 „ 1,431997

C 656,78 „ 1,432571

D 589,20 „ 1,433937

F 486,07 „ 1,437051

H 396,81 „ 1,442137

W aaruit we berekenen, de c.M. als eenheid nemende

p  =  2 x Q. 18807 p Y n =  2 ave. 13151* p O

A jV v_
p  =  2 x g. 20853 p Yp =  2 x 0c. 14562 p — +  0.689 c.

A  P
A  p  v

p  =  2 x g. 21831 p  V  =  2 x , c .  15240r  p O p — +  0,692 c.
A  p

A  p  vp  =  2 x 0. 24336 r » Y =  2 x nc. 16972^  p O p — + 0,691 c.
Ai>

A  pp  =  2 x g . 29565 p Y  =  2 x gc. 20573 * -----1- 0,689 c.
A  p

'A  p  v .p  =  2 x 0. 36343 p V  =  2 x gc. 25201 p — -J- 0,683 c.
A  P

als c weer de voortplantingssnelheid van het licht in den
vrijen aether voorstelt.

d* p  Y n
In dergelijke gevallen kunnen we de term en m et v

d
en de hoogere differentiaalquotienten verwaarloozen als / \ p
niet te  groot is. W e vinden dan:

d o V (IV„
U -  * =  Y_ +  o P

d p  v d p
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We kunnen deze formule nog in een eenigzins anderen
vorm brengen, door in te voeren:

2 x.  —  =  X
0 P

de golflengte in het medium
.«

I* < II de frequentie

T
de trillingstijd,

waardoor we vinden: U =
d Y x

, V 4- x ----- -
P d x

(11)

, 1
d Tof ook: =  - —3—
a 1

X . d T
T d X

(12)

In (11) is de voortplantingssnelheid, behoorend bij de
frequentie x, V x genoemd, dit is dus hetzelfde wat tot nog toe
V genoemd werd. Uit de formule blijkt in verband met de
waarnemingen, dat U in ’t  algemeen kleiner is dan V .

Beschouwen we nu een willekeurige golf, binnen zekere
grenzen voorgesteld door:

P — to ( JT _  )
q> = I  Ap Cos < p -- (x  — Vp t) + ap >

/>=» e ( xo )
Kiezen we een bepaalde p  =  p 0 uit, dan kunnen we

hiervoor ook stellen:
i  j j f  )

V =  Cos \ p0 — (x — Vpo <) +  V  |

2 A p Cos |  ( p - P 0) - ~ x — (PVP — Po Pp j
— Sin j Po —  ( x  — VPo) t +  apo j

( '"O /

2  Ap Sin | yp — i>o) —  x  — (pVp — p0 VPo) —  t + Pp |
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Noemen we nu weer: V,~ &0 Vpo =  U, dan is U
V ~  P0

eene functie van p , die echter als constant beschouwd kan
worden zoolang de waarden van jp, die in de reeks te pas
komen in termen met merkbare waarde, slechts weinig uiteen
loopen. We vinden dan :

9  =  Cos | P o — (x — Y Po t) +  aPo J
2  Ap Cos I (p p 0) (x — U t) -f- (fp |

-  S in  |  * 0  ~  (® ~  V po t )  +  «Po J
2  Ap Sin | (p p )  — (x  U f) -(- (ip |

( '“'O  )

Noemen we verder:

2  Ap Cos j ( p  — Po)—~  (*  — U t) +  J =  F, {x— U <)

2  Ap Sin j(p  - p 0) —  ( x  — U t)  +  fip J = F , ( a : - Ü O

en nemen we bovendien aan dat F, en Fj functies zijn die in
2 x0

een tyd *— —— , dus voor veranderingen van ’t  argument van
po x

de orde van grootte van -JL, niet merkbaar veranderen, —
P

’tgeen weer hierop neerkomt, dat de coëfficiënten van termen
p — p 0

in (2), waarbij ----------U groot is , slechts onmerkbare waarden
V

hebben — dan kunnen we op dezelfde wijze redeneeren, als
voor ’tgeval van twee golven. Wij vinden dan:

I =  B {[F, ( x  -  U f)]* +  [F, ( x  — U «)]*},
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x.
waarbij B = ----- °- —  Het is gemakkelijk te doen zien, dat

deze beschouwingen, steeds van toepassing zijn bij proeven als
die van Fizeau met het getande rad.

IVij vinden dus ook hier de voortplantingssnelheid

De grootheid U wordt groepsnelheid genoemd. Vp heet
dan golfsnelheid.

Op het verschil tusschen golfsnelheid en groepsnelheid is
het eerst gewezen door Rayleigh. ‘) Gouy heeft onderzocht,
hoe men de formule kan interpreteeren als de term met

met de grootheid U niet te doen. hebben daar we ons slechts
voorstellen de functie Vp uit de theorie te vinden.

u  =  d (p Vp)
d p + P (10)

x) vgl. b v. Theory of Sound. I , § 191.
*) Journal de Liouville 1882.



HOOFDSTUK I.

Oudere dispersietheorieen.

§ 1. Theorie van Cauchy.

Dat de voortplantingssnelheid van het licht in ponderabele
stoffen afhankelijk is van de golflengte, trof de grondleggers
der undulatietheorie als een verschil tusschen de eigenschappen
der geluidsvoortplanting en die der lichtvoortplanting. In dezen
geest trachtte Fresnel dan ook eene verklaring der dispersie
te vinden, door op te merken, dat bij het geluid de golflengte
steeds zeer groot is in vergelijking met de onderlinge afstanden
der moleculen, terwijl men niet behoeft aan te nemen dat de
golflengte van het licht zoo groot is in vergelijking met de
onderlinge afstanden der aetherdeeltjes.

De dispersietheorie van Cauchy kan als eene uitwerking
van dit denkbeeld beschouwd worden. Cauchy neemt een aether
aan, bestaande uit afzonderlijke moleculen, die op elkaar
krachten uitoefenen gericht volgens hunne verbindingslijnen,
evenredig met hunne massa’s en wier grootte eene functie is
van den onderlingen alstand. Den aether in een vacuum be­
schouwt hij als homogeen, evenzoo den aether in eene homo­
gene ponderabele stof. (Zijne beschouwingen over de constitutie
van den aether in kristallen zullen we buiten bespreking laten).

In den vrijen aether bestaat geen dispersie. Dit blijkt o. a.
daaruit, dat de verduisteringen der satellieten van Jupiter en

2
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de schaduwen die deze op de planeet werpen, van uit de
aarde kunnen worden waargenomen, zonder vergezeld te gaan
van kleurverschijnselen en nog sterker uit het uitblijven van
deze verschijnselen bij de wisselingen in helderheid van ver­
anderlijke sterren zooals Algol. Om de afwezigheid van dispersie
in de ledige ruimte te verklaren moest Cauchy aannemen, dat
daar de werkingsspheren der aethermoleculen zeer veel kleiner
zijn dan in ponderabele stoffen.

Wij zullen nu nagaan, hoe met behulp van deze onder­
stellingen eene lichttheorie kan opgebouwd worden en hoe deze
voor de voortplantingssnelheid werkelijk eene uitdrukking geeft,
die afhangt van de golflengte.

Als lichtvector beschouwen we hierbij de uitwijking van
een aetherdeeltje uit zijn evenwichtsstand. Wij kunnen hierbij
opmerken dat deze lichtvector dus niet in alle punten bestaat.
Zijn de onderlinge afstanden der aetherdeeltjes echter zeer
klein, dan kunnen we hem wel als eene vloeiende functie der
coördinaten beschouwen.

We nemen nog aan dat deze uitwijkingen der aether­
deeltjes uit den evenwichtsstand steeds zeer klein zijn, klein
in vergelijking met de onderlinge afstanden der deeltjes.

Laat nu x ,  y ,  z de coördinaten van een aetherdeeltje in
zijn evenwichtsstand zijn, m zijne massa. Yeider x  +  A *1
y f  A 2 6 D M e overeenkomstige grootheden voor
een naburig deeltje en r de onderlinge afstand dezer deeltjes.
De kracht tusschen beide zullen we voorstellen door m y, f  (r).
De evenwichtsvoorwaarden voor het eerste deeltje zijn dan.

2 (i f{r)  ■ ^ -  =  0 , 2 ^ ( r ) - ^ -  =  ö ,^ / i f ( r ) — ^ = ö ,  (1)

waarbij de sommaties moeten worden uitgestrekt over al de
naburige deeltjes, die hun invloed op het deeltje m doen gelden.

Zijn de componenten der uitwijking uit den evenwichtsstand
voor het eerste deeltje £, y,  £ en voor het tweede £ +  A f en?-i
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zij de daarbij behoorende onderlinge afstand r  +  q , dan
worden de bewegingsvergelijkingen:

33 f  v ;  A z + A I
3 1* —  2  P f ( r  +  Q) — F + “ë— ’

J ^ -  =  Z l l f ( r  +  t>) - Af« + A t .

Ontwikkelen we nu f  (r -j- g) in eene reeks van Taylor
en verwaarloozen we in de tweede leden der vergelijkingen (2)
de termen, die tweede en hoogere machten van A  I, A  V , A  f
en q bevatten, (overeenkomstig onze onderstelling) dan vinden we:

z ^ m A L +  ( n r) _ M )  „ - 4 * i

enz.
Noemen w e: f  (r) _  ̂

f ' ( r )  ~ - £ p - = y > ,
en substitueeren we:

q  =  - A « A H A i / A ^  +  AgAC
r  *

dan kom t er:

331
3f* == 2 n !j (5» +  v ) A 1 +

a : .a * A f j ,
31
3£* =  2 H < A "r,A !' A t  +

(*  +  £ -} A ^ +  ^ ^ A f  A é |»
33 £
3<*

=  2 u\1  *  A I  +

V - - r 1  A v +  (<P +  V 4 ^ )  A  ? J*

(3)
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Wanneer we nu f enz. als functies der coördinaten
beschouwen, dan kunnen we f +  A i  enz; weer in reeksen
van Taylor ontwikkelen, waardoor we b.v. vinden.

A l -  Ü A *  +

— —  A w* +2 ^
I1Ü
2 dz* A z* +

2^ |
3  Z  d x

Az A x +

2*1
3 y  3 z

2*g
3 as 3 y

Av A« +

A% Av +

Ais de krachten tusschen de deeltjes alleen op zeer kleine
afstanden werken, zullen alleen zeer kleine waarden van
A xi A Vi A z in aanmerking komen en voor deze kunnen
we aannemen dat de reeksontwikkelingen convergent zijn.
Wij zullen nu deze reeksontwikkelingen in (3) gaan substi-
tueeren, maar daarbij de onderstelling invoeren, dat we met
een homogeen isotroop medium te doen hebben.

In dit geval vinden we bij ieder deeltje met coördinaten
x +  A *, V +  A V, z +  A een dergelijk deeltje met coör­
dinaten x - A x , y - A y , z - A z .  Voor twee zulke deeltjes
zijn <p en y> gelijk. Hieruit blijkt dat bij de sommatie alle
termen die A®, Al/ of A z in oneven macht bevatten weg­
vallen. De overblijvende termen bevatten differentiaalquotienten
van even orde van § y £ naar z  y of *. De coëfficiënten
dezer termen hangen alleen van de constitutie van het medium af.

In den vrijen aether zouden we aannemen, dat de afstanden
waarop de aetherdeeltjes op elkaar werken nog veel kleiner
zijn, zoodat we in de ontwikkeling ook alle termen van hooger
orde dan de tweede kunnen weglaten.

Beschouwen we nu de voortplanting van een systeem
platte golven met transversale trillingen. We kunnen zonder
de algemeenheid te kort te doen de X-as loodrecht op het golffront
plaatsen. |  is dan steeds nul en y en f  zijn onafhankelijk
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van y en z. De vergelijkingen (3) laten zich voor dit geval
herleiden tot:

JÜ3L _  A3 t*
d*r)
d X 1 +  B

3*1j

3 x * +  c
3 9 y

d x * +

II
Aj> M
n 

•*>*

3»C
3X* +  B

3 *t
dx* +  c 3a® +

terwijl we in ’t  geval van den vrijen aether moeten stellen:
3ar\ . dat)
3  t 1 “  A  dx* ’

a» £ a* f w
3 1*  ~  A  3a:1 ‘

Uit den vorm dezer vergelijkingen blijkt dat we in beide
gevallen den bedoelden toestand steeds kunnen verkrijgen door
superpositie van twee eenvoudiger toestanden. Bij de eene
daarvan is y overal nul, bij de andere f. Wij hebben slechts
op één van beide onze aandacht te vestigen, daar al onze
beschouwingen ook voor de andere doorgaan. Kiezen we de
laatste. De algemeene oplossing van de eerste der vergelij­
kingen (5) — die op dit geval betrekking heeft — is:

v =  f, (® — VI  o +  F* (» +  VI  o,
waarin F, en Fa willekeurige functies voorstellen. De bijzon­
dere oplossing, die op enkelvoudige golven betrekking heeft is:

y =  A Cos | p  (x  — VT 0 +  « | +  B Cos (x +  V I  t) - f  £ j.

We hebben steeds eene voortplanting met bepaalde eindige
voortplantingssnelheid V I, zoodat de verschijnselen, die in
eenig punt optreden, zich volkomen herhalen in ieder punt in
de voortplantingsrichting gelegen, na een tijd, die voor ieder
punt geheel bepaald is. We zullen in het vervolg de voort­
plantingssnelheid van het licht in den vrijen aether steeds door
c voorstellen.

Overeenkomstig hetgeen reeds in de inleiding werd opge-
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merkt kunnen we van de vergelijkingen (4) geen algemeene
oplossing met onbepaalde functies geven. De bijzondere oplos­
sing die betrekking beeft op enkelvoudige golven, die zich in
éene richting voortplanten, is:

V =  A Cos j jj (x — Vp <) +  a | ,

waarbij 4  en a willekeurig zijn, terwijl tusschen p  en Yp de
betrekking bestaat:

Yp1 =  A — Bp 1 +  Cp* +  . . . .  (6)

Deze formule geeft dus het verband tusschen de voort­
plantingssnelheid en de golflengte. Om ze in een vorm te
brengen die gemakkelijk met experimenten te vergelijken is,
leiden we er vooreerst uit af:

V p = A t + B 1p 1 +  C1p 4 +  . . . .

c
en verder zullen we invoeren den brekingsindex n =
en de golflengte die de beschouwde golven in den vrijen aether

O g #
zouden hebben A =  —-----, waardoor we vinden:

'P

n =  a0 +  ̂ Y  + ^ r  +  . . .

Deze dispersieformulie van Cauchy wordt in de meeste
gevallen door de experimenten goed bevestigd.

In het voorgaande is echter aangenomen, dat een toestand
met platte golven, waarbij de richting der uitwijkingen van
de aetherdeeltjes in 't  golffront ligt, mogelijk is bij de gemaakte
onderstellingen.
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Wij moeten nu onderzoeken of dit werkelijk het geval is.
Daartoe keeren we terug tot de algemeene vergelijkingen:

- j J -  =  2 V j  ( < P  +  V - ? - )  A  I  +

~TW =  2p  j  v  A j f .  A f  +  ( 3 )

(v +  ^ - T - )  A v +  V’ A  £J,

T ^ "  =  2 ( 1 A g +

V — ^  A  v +  (<p + V —!-) A  £ J,

en zullen nu onderzoeken, of daaraan voldaan wordt als de
uitwijking van een deeltje wordt bepaald door de formule:

■e =  ö Sin p  (R — Vp t),

waarbij R den afstand voorstelt van ’t golffront, dat door het
beschouwde deeltje gaat tot een willekeurig te kiezen vlak
evenwijdig aan de golffronten. Zijn dan de hoeken, die de
richting der uitwijking maakt met de assen, a /? y dan is:

§ =  ö Cos a Sin p (R — Vp <)*
V =  d Cos 0 Sin p (R — Vp t), (8)
£== ö Cos A Sinp (R — Vp f),

en volgens de beteekenis van A fi A  Vi A  £'•

A  £ =  <5 Cos a [Sin p (R — Vp t) (Cos_p A  R — 1) +
Cos p  (R — Yp t) Sin p  A  R], (9)

enz.

als A R den afstand voorstelt tusschen de golffronten, die
door twee naburige moleculen gaan, zoodat als I , m, ti, de
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hoeken zijn tusschen de normaal op het golffront en de assen,

A K =  A * Cos 1 +  A y Cos m +  A « Cos ».
Gaan we nu de uitdrukkingen (9) in (3) substitueeren,

dan merken we op, dat bij het sommeeren alle termen, die
Sin p  A  R bevatten, wegvallen, passen we verder telkens de

herleiding Cos jj A  B — 1 =  — 2 Sin 2 —- A  R t°e i ^an

vinden we:

|  £ | —  “  Cos ° * *  (* +  *  SiQl - f  A R

-  Cos /? 2 ( i y  A f f i ?  Sin 2 | -  A R

-  Cos /  V> A ^ A -  Sin 2^ -  A R,

— Cos 0 2[.cii} Sin2 1 A R

— Cos y .2/i* ( 9  4- V A f ) Sin2 ^  A R-

Volgens (8) moet nu verder:

Ajl Ay Sin2 f  A RCos a 2  r) ip
2 dt*

Cos 0 2  r) («jp +  y  SiQi f  A  R

—  C o s y - 2 / ^ y  A Sin21  A R,

2 T F = ""Uos o z " ~ 7 2“ ° ,u 2 A R

Volgens (8) moet nu verder:
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en dus:

3* £ 3a 'fj 3® £
3 t2 _  3*1 _  3 t1

Cos a Cos /? Cos y

Noemen we elk dezer verhoudingen 2 v en verder:

2n(cp -\-n> -A * .) Sin1 ^  A  R =  aM ,

+  'V '- r - )  Sin1 | A K  =  8m ,

2  P (<P +  </> — / - )  Sin1 £  A  R =  a33,
( 10)

2  P V — J:A ^ Sin1 A  R =  2 a „ ,

• S p y  ^  y ,^ g Sin1| - A R =  2a13,

- 2 Sin 2 "f-A R =  2a!1 >

dan hangen de coëfficiënten an  enz. af van I n n e n  bovendien
van p 1 evenals v. Maar zij zijn onafhankelijk van a /? y.

Het is nu de vraag of er waarden van a 13 y kunnen
gevonden worden, zoodat voldaan is aan de vergelijkingen:

v Cos a =  a ,, Cos o +  «i i Cos /? -f a, 3 Cos y,
v Cos /? =  a,, Cos a -f ati Cos -(- Oj3 Cos y,
v Cos y =  a13 Cos a +  a ,s Cos /? -j- ass Cos /•

Zooals bekend is, is hieraan voldaan als a ^ y de richtings-
hoeken zijn van een der assen van het quadratisch oppervlak:

an * 2 +  «ii V2 4- a3S z2 -f 2a,3 y z  -f 2a, 3 x z  +  2a,, x y  =  1. (ll)

Dit oppervlak wordt polarisatieëllipsoïde genoemd.
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Blijkens het voorgaande is het voor iedere richting van
den lichtstraal en voor iedere waarde van p  (m. a. w. voor
iedere golflengte) verschillend. Om nu de mogelijkheid van
den bedoelden toestand met transversale trillingen te onder­
zoeken , hebben we slechts na te gaan of de assen der polarisatie-
ellipsoïde evenwijdig zullen zijn aan het bijbehoorende golffront.

Daarbij zullen we nu invoeren onze onderstelling, dat
we met een- isotroop medium te doen hebben. In dat geval
kunnen we ons beperken tot het onderzoek voor stralen,
die zich in de richting der X-as voortplanten. Wij kunnen
dan in de vergelijkingen (10) A  R door A  * vervangen, zoodat
o,, =  a13 =  Ojj =  0 wordt. Verder is a ,, =  a „ .

De vergelijking der polarisatieöllipsoïde is dus voor dit geval:

a,, x 1 +  a ,j (y2 +  e*) =  1.

Het oppervlak is dus eene omwentelingsellipsoïde met de
X-as tot omwentelings-as. Wij vinden hieruit dat de richting
der trillingen kan samenvallen met iedere richting loodrecht
op die der voortplanting. Bovendien echter geeft de theorie
de mogelijkheid van trillingen in de richting der voortplanting.

Deze longitudinale golven worden nooit waargenomen en
men kan ook nooit aan wij zen dat een deel der energie in het
medium in dien vorm aanwezig is. Aan den anderen kant
geeft de theorie niet alleen dat ze kunnen ontstaan, maar men
moet zelfs bij iedere discontinuïteit in het medium, om aan de
verschillende voorwaarden te voldoen aannemen, dat ze werkelijk
zullen ontstaan. Dit punt is eene der voornaamste moeilijkheden
in iedere mechanische lichttheorie.

§ 2. Theorie van Briot.

Zooals we gezien hebben moet in Cauchy’s theorie ’t  ver­
schil tusschen den vrijen aether en den aether in isotrope
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homogene media alleen daarin gevonden worden, dat bij den
vrijen aether de werkingsspheer der deeltjes zeer veel kleiner
is dan hij den aether in eene ponderable stof. De afwezigheid
van dispersie in de ledige ruimte wordt dan verklaard door dat
in dat geval de termen, die op eene dispersie wijzen zeer klein
zijn. In deze theorie is dus het verschil tusschen beide gevallen
slechts een verschil in graad. In den vrijen aether moet er
ook dispersie bestaan maar ze is zoo gering, dat we ze niet
kunnen waarnemen.

Dit punt is eene leemte in de theorie van Cauchy. Zijn
navolger Briot ') trachtte de dispersie te verklaren als gevolg
van de aanwezigheid der ponderable moleculen.

Overigens volgde hij in hoofdzaak den zelfden weg als
Cauchy. De invloed der moleculen, dien hjj vooral beschouwt
bestaat namelijk in eene groepeering der aetherdeeltjes. Zijne
berekeningen voeren dan weer tot de dispersieformule (7). Hij
heeft echter bovendien den invloed berekend van de krachten
die de ponderable moleculen op de aetherdeeltjes gedurende
hunne beweging uitoefenen, waardoor eene dispersie formule
wordt afgeleid, die zich van de vorige onderscheidt door een
term met A2.

Behalve deze laatste wijziging is zijne theorie echter
slechts op te vatten als eene nadere uitwerking van Cauchy’s
denkbeelden. Zij geeft dan ook aanleiding tot dezelfde moei­
lijkheden.

§ 3. Theorie van Boussinesq.

De eerste, die van eene andere onderstelling uitging
waarmede men tot eene verklaring der dispersie kan komen
was Boussinesq 2).

*) Essai sur la théorie mathématique de la lumière (1864).
a) Théorie nouvelle des ondes lumineuses. Journal de Liouville 1868.
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Daarbij wordt de aether in eene ponderable stof geheel
gelijk aangenomen aan den vrijen aether.

Ter verklaring der optische verschijnselen in ponderabele
media beschouwt hij dan zekere krachten tusschen de aether-
deeltjes en de moleculen van het medium. Deze krachten zijn
in ieder punt geheel bepaald door den toestand van den aether
in dat punt — of in eene kleine ruimte daaromheen en
werken in hoofdzaak zoo, dat het aetherdeeltje de ponderabele
materie tot op zekere hoogte meesleept in zijne beweging en
zelf eene kracht ondervindt, die voldoet aan de wet van actie
en reactie.

Uit deze onderstellingen komt Boussinesq ook tot de
dispersieformule (7).

Verder geeft hij daarmede eene verklaring van verschil­
lende andere optische verschijnselen, voornamelijk de draaiing
van het polarisatievlak en de dubbele breking.

Op hetzelfde beginsel berusten ook de latere dispersie-
theorieen van Sellmeier, Helmholtz en Ketteler.

§ 4. Theorie van Sellmeier.

Het verschil tusschen de theorie van Boussinesq en die
van Sellmeier zit hoofdzakelijk in de onderstellingen omtrent
den aard der krachten tusschen de aetherdeeltjes en de mole­
culen. Bovendien heeft Boussinesq den invloed der krachten
tusschen de deeltjes van ’t  medium onderling als onbeteekenend
buiten beschouwing gelaten, terwijl die krachten in de latere
theorieen wel beschouwd worden en in sommige gevallen zelfs
eene zeer belangrijke rol spelen.

De theorie van Sellmeier ') voert tot de belangrijke resul-

i) Ueber die durch die Aetherachwingungen erregten Mitschwingungen
der Köpertheilchen und deren Kttckwirkung anf die ersteren, besonders znr
Erklarung der Dispersion und ihrer Anomalien. Pogg. Annalen. Bnd. 145, 147-
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ta ten , die later door de proeven van Kundt en van Christiansen
over de abnormale dispersie eene mooie bevestiging vonden.
Volgens deze theorie werken de aetherdeeltjes en die van het
medium op elkaar met krachten, gericht volgens de verbindings­
lijn en alleen afhankelijk van den onderlingen afstand. Boven­
dien wordt aangenomen, dat op ieder deeltje van het medium
eene elastische kracht werkt, en dat onder den invloed dezer
kracht het deeltje eene eigen trilling kan uitvoeren. Wanneer
nu de periode dezer eigen trilling uiterst weinig verschilt van
de periode der aethertrillingen hebben we met abnormale
dispersie te doen. Met het oog op dit geval is het ook noodig
nog andere krachten aan te nemen, omdat anders de amplitudo
der trillingen van de moleculen oneindig groot zou gevonden
worden. Deze krachten moeten tevens absorptie veroorzaken.

§ 5. Theorie van Helmholtz.

Dit laatste geval heeft Sellmeier wel beredeneerd, maar hij
heeft er geene berekeningen over uitgevoerd. Helmholtz’s *)
theorie verschilt van die van Sellmeier, doordat eene eenvou­
dige hypothese wordt gemaakt over de krachten, die zorgen,
dat, wanneer de periode der aethertrillingen samenvalt met
die der eigen trillingen der moleculen, deze trillingen toch klein
blijven. Wij zullen nu deze theorie in 'tk o rt weergeven.

Beperken we ons weer tot homogene isotrope media. We
kunnen dan ook weer behandelen ’t  geval van platte golven,
die zich in de richting der X-as voortplanten. Bovendien
zullen we alleen het geval beschouwen van uitwijkingen in de
richting der Y-as. Die der aetherdeeltjes zullen we voorstellen
door 97, die der deeltjes van het medium y.

Wij hebben nu zoowel voor den aether als voor de ponde­
rabele materie de bewegings-vergelijking op te stellen.

') Zur Theorie der anomalen Dispersion. Pogg. Ann. Bnd. 154.
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Zij de massa der aether deeltjes in de volume-eenheid fi.
De kracht, die op die deeltjes zou werken als de ponderabele
materie niet aanwezig was, kunnen we voorstellen door

aether deeltjes en die van het medium in een bepaald volume-
element evenredig is met de relatieve uitwijking, zoodat we
ze kunnen voorstellen door (y — rj)- De bewegingsvergelij­
king van den aether in het beschouwde volume-element is dan:

Op. de ponderabele deeltjes wier massa we per volume-
eenheid m zullen noemen, zal vooreerst werken de kracht
— 18* (y — rj), verder eene kracht gericht naar een bepaalden
evenwichtsstand en evenredig met de uitwijking uit dien stand,
deze kunnen we voorstellen door — a l y, en eindelijk eene
kracht evenredig aan de snelheid en tegengesteld daaraan ge-

d  u
richt, die wij voor kunnen stellen door — y1 âa^ e

is het die de absorptie veroorzaakt en belet dat bij het samen­
vallen van de periode der aethertrillingen met die van de eigen
trillingen van de materie de amplitudo dezer trillingen oneindig
groot wordt. De bewegingsvergelijking van de medetrillende
ponderabele stof is dan:

Beschouwen we nu de bijzondere oplossing van (12) en (18):

^ ^ en we zullen aannemen, dat de kracht tusschen de

+  P *  ( y  —  v ) - (12)

=  — (y — rj) — a 1 y — y1

r) =  % e
l x  — ip t

(14)

y =  A e
l x  — i p t
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waardoor aan beide vergelijkingen voldaan wordt als:

[_  p  p* —  a t i i  +  /?*] 91 =  fii a  ,

[— m p 2 +  a1 -f- jff1 — y*ip] A =  {}* 31.
(15)

Wij kunnen uit (14) op eenvoudige wijze eene oplossing
afleiden, waaraan we eene physische beteekenis kunnen hechten
door van de tweede leden het reële stuk te nemen. Stellen
we daartoe:

7     1. I [P1 —  Kp~ \ -  ~ y —,

i w
91 =  9l,e ,

A =  A, e ,

dan vinden w e:

(16)

P Cos jjj — t) +  gp |,
( Yp )

y =  At e +

Deze vergelijkingen stellen trillingen voor, waarbij de
amplitudo afneemt in de richting der voortplanting, die dus
bij de voortplanting absorptie ondergaan.

De grootheid kp wordt absorptiecoëfficiënt genoemd, het
is de logarithme der verhouding van de amplitudines op twee
plaatsen, die eene lengteëenheid in de richting der voortplanting
uiteen liggen. Yp is de voortplantingssnelheid.

Om deze beide grootheden in de coëfficiënten der diffe­
rentiaalvergelijkingen uit te drukken, hebben we slechts 91 en A
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uit de vergelijkingen (15) te elimineeren en onder toepassing
van (16) de reële en en imaginaire stukken te scheiden.

Wij vinden:

[ — f ip 1 — a1 l1 +  P1] [ — wi p 1 +  a1 P1 — y1 i p  ] =  P \

en dus — a1l1 =  --------- r—:---- r —:—^ -------z—,------ h P P 1— P'-— m p 1 +  a* +  p1 — y1 lP

- a *  ( fep'  -  + 2  aH kp- ^ -
Px (m p 1 — a1 — P1)

(mp1 — a* — jf?1) 1 +  y4Pï

. 2 o» i__________ P x r1 i P _________
+  PP P +  (mp1 — a1 — P1) 1 +  y4 p 1 *

Noemen we n u :

p p _̂___________Px (mp2 — a1 — P1)______
a1 a1 p 1 a2p 2 [(mp1 — a 1— P1) 1 +  y4 p 1]

px y2 _____________1
a2p  (m p1 — a1 — P1) 1 -j- y1 p 1

2 fep
pVp =  ö ,

dan komen we to t :

1
Y 1VP

1
2 Y F 1 4- G* +

fep1 _  1
p 1 2

/ F *  +  G1 ---- |- F .

(17)

(18)

Deze formules geven nu de voortplantingssnelheid en den
absorptiecoëfficiënt als functie van de frequentie der trillingen.

Merken we vooreerst op, dat, als er geenerlei werking
bestaat tusschen de aetherdeeltjes en ponderabele deeltjes,
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wat in den vrijen aether zal voorkomen, /? =  0 moet gesteld
worden, waardoor F =  _JL. eD g  _  0 wordt.

a 2
Wij vinden dan:

In den vrijen aether is er dus geen absorptie en de voort­
plantingssnelheid is onafhankelijk van de frequentie. Het spreekt
trouwens van zelf, dat we dit zouden vinden, daar we voor
dit geval de bewegingsvergelijking:

3* ij
3 t2 =  a 2

2 X 1

hebben vooropgesteld en deze stelt eene voortplanting zonder
dispersie en zonder absorptie voor.

Wanneer we y =  O stellen, m.a. w. wanneer we de wrijvings-
kracht buiten beschouwing laten, dan wordt 6  =  O en dus
ook ft =  0. We hebben dus geen absorptie. Verder vinden
we voor dit geval:

1 _  u P2 p*
V 2p o2 p 2 a2 p 2 (m p2 — a 2 — p 2)

Substitueeren we nu:
4 n 2 a 2

P
=  A2 ar 1

V 2VP
=  n 1

waarbij A de golflengte der beschouwde trillingen in den vrijen
aether voorstelt en n den brekings-index, en noemen we:

4 n 2
+  P =  y
m

en verder:

P, P  V
16 n *

Q,
m

3
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dan komen we tot de dispersie-formule:

n1 =  1 — P A2 -j- Q i 2 0-®)

Yoor A =  Ajj gaat deze formule klaarblijkelijk niet meer door.
Wanneer echter Av, veel verschilt van de golflengten bij het
gewone spectrum voorkomende, dan kunnen we de formule
yoor deze laatste toepassen en ze' geeft dan uitkomsten die
goed met de waarnemingen overeenkomen.

In de meeste gevallen blijkt, dat de coëfficiënten P en Q
zeer weinig verschillen. Nemen we ze gelijk aan, dan wordt
de formule (19) a

«’ = 1 +  p — rAö“ \ 2 (20)
1 -br)

Wanneer Ap klein is in vergelijking met de waarden van A
waarvoor we de formule willen toepassen, kunnen we door
de breuk in eene reeks te ontwikkelen, deze formule in de
dispersieformule van Cauchy doen o vergaan. Is daarentegen Ap
groot, dan kunnen we (20) of ook direct (19), herleiden tot eene
formule van den vorm:

n2 =  a0 -|- ai "1“ a*
Zooals Helmholtz ook opmerkt, kan men de theorie nog

uitbreiden tot het geval dat het medium verschillende soorten
medetrillende deeltjes bevat. Dan zou men in plaats van (20)
vinden:

n2 1 +  2  P
1

T (22)

wat in ’t algemeen weer aanleiding geeft tot eene dispersie­
formule van den vorm:

i O ,  I ° 4  1n =  . . .  a A2 +  a0 +  y -  +■ ~ JT " r  • • ♦

die zich van die van Cauchy onderscheidt door den term met A2.
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In vele gevallen geeft deze formule de waarnemingen nog beter
weer dan die van Cauchy.

Helmholtz zelf beperkt zich tot het onderzoek van ’t  verloop
der grootheden Vp en kp in de nabijheid van eene absorptie-
streep.

De uitdrukking (vgl. 17):

b t _  JL a — ft* _________________ 1
2 2 a 2 (m p 2 — a 2 — ft2) 2 +  y4 p 2

kunnen we in een anderen vorm brengén door te stellen:

P'
a 2 - f  p1

m
Wij vinden dan:

(23)

kp P* y* 1
(24)\  -

2 a 2 m2 (p2 — p2) 2 +  4 (p2 +  q2) q2’

Hieruit
k

blijkt dat ’t  grootst is als p  =  p. Deze
v

grootheid stelt dus de frequentie voor der trillingen, die
’t  meest geabsorbeerd worden bij voortplanting over een bepaald
aantal golflengten, Als de brekings-index niet te zeer varieert
zullen we ook kunnen zeggen, dat deze trillingen ’t  meest
geabsorbeerd worden bjj de voortplanting over een bepaalden
afstand. Noemen we deze maximumwaarde van den absorptie­
coëfficiënt kp,  de bijbehoorende snelheid V ^, dan is:

fep _  ff4________ 1
Tp 2 a 2 y2 (p2 +  q2) *

Deze formule doet ziefi dat de waarde van V voor
eene bepaalde ligging van dit maximum, des te grooter is
naarmate /?, dus de kracht tusschen de aetherdeeltjes en de
deeltjes van ’t  medium, grooter is en naarmate y, dus de
wrijving, kleiner is.
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Yerder hebben we:

Hieraan zien we dat bij dezelfde waarden van p  en p de

mate a2 =  grooter is. Bij groote waarden van den
4 m

wrijvings-coefficient y en kleine waarden van w , de massa der
medetrillende deeltjes, zullen we dus breede absorptie-strepen
vinden en omgekeerd geven kleine waarden van y en grootere
van m smalle absorptie-strepen.

Wij zullen nu nog nader de verandering van den brekings­
index beschouwen in de nabijheid van een absorptie-streep.
Wij zullen daarbij aannemen dat y niet groot is, zoodat G
zeer klein zal zijn in vergelijking met F.

Wij komen dan, vgl. (18), als wij termen met G ver.
waarloozen, tot:

waarbij met A de golflengte in het medium is bedoeld.
De onderstelling, G klein tegenover F , beteekent dus,

dat de verzwakking van het licht bij eene voortplanting over
een golflengte gering is. In gewone gevallen zal dit met de
werkelijkheid overeenkomen.

Wij vinden, als we den brekings-index weer n noemen:
Ri /?* (pip1 — a1 — j?2)______-j

—I -  t . a ö  n *>\ ï  I . .4  I  I

Vgrootheid - y -

v
des te grooter is in verhouding tot -y naar-

1
kp — 2 [ / y '

p  G
y l  =  F,

P
waaruit:

G
F

k y.

a 2 j >2 j(m p 1 — a 2 — /?2) 2 +  Y^P1 }-*
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Den brekings-index van trillingen m et de frequentie p zullen
we «p noemen. Daarvoor kunnen we dan stellen:

f i
TT + /?4

i a '  a*!?* 1 2 m a 2 p 2 (p2 - j - q 2)>
Wij krijgen nu m et onze vroegere notaties:

w* -1 = ------------£—P  (X>' P *)■
,2r  -P

c2 /?4 (_p2

c2 ft4
2  m  a 2 p 2 ( p 2 - f -  q 2)

ft2 — 2 q2)
m j 9 2 j ( p 2 —  p 2) 2 - f -  i  q 2 ( p 2 +  q 2) \

(26)

waarbij we den eersten term  tegenover de andere kunnen
verwaarloozén.

U it deze uitdrukking leiden we vooreerst af dat voor
golflengten, kleiner dan die welke bij de maximum-absorptie
behoort, waarbij dus p  >  p is n kleiner is dan voor golflengten
grooter dan die der meest geabsorbeerde stralen. Passeert men
een absorptiestreep, dan neem t dus «  toe als X toeneem t; dit
is de verklaring der abnormale dispersie.

Verder kunnen we u it (26) de maximum- en mininrmm-
waarde van w, voor golflengten in de nabijheid van ’tabsorptie-
maximum vinden. Bij smalle absorptiestrepen kunnen we
daarbij afzien van de verandering van den factor p 2 in den
noemer.

De voorwaarde voor een maximum of minimum geeft d an :
4 q2 (p 2 +  q2) =  (p 2 — p 2) 2 — 4 q2 (p 2 — p 2).

Verwaarloozen we nu q2 tegenover p 2, dan vinden we:
p 2 — p 2 =  ±  2 p  q.

Daar q zeer klein is , zullen we in het tweede lid p in plaats
van p  zetten en vinden dan voor de frequentie der sterkst en
m inst gebroken stralen:

p 1 — p 2 =  ±  2 p q.
Door dit in (25) te  substitueeren vinden we voor de absorptie­

coëfficiënten dezer beide stralen:
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De grenswaarden voor den brekings-index behoorem dus
steeds bij stralen die wegens de absorptie moeilijk te onder­
zoeken zijn.

Yoor de ma xi mum- en minimum-brekings-indices vinden
we de waarden: ,

+ c1I3 T v 4 a 2 m p 3 q
waaruit, daar n — w* klein is,

n — «■

=  T y c

1=f zs *e
als K  de golflengte in den vrijen aether voorstelt van de
stralen met de frequentie p. We vinden dus dat het grootste
verschil in brekings-index tengevolge der abnormale dispersie
gelijk is aan het logarithmisch decrement der lichtsterkte bij

voortplanting over een afstand gelijk aan X de golflengte

der sterkst geabsorbeerde stralen in den vrijen aether. Lene
aanzienlijke abnormale dispersie is dus alleen te verwachten
bij sterk absorbeerende media.

Beschouwen we ten laatste het geval dat p  zeer groot
wordt, dus de golflengte zeer klein. Dan is

F =  -V — , 2  p i G =
ft4 y1
a 2 w 2 psor a J

dan is dus, ook bij grootere waarden van y, G zeer klein
tegenover F en we hebben dus weer (vgl. 17)

T - f  =
p

kP = -

= T —a 2 p 5

P* y1 l
2am2J/ p  p K

Als p  dus al grooter wordt nadert de absorptie tot nul,
terwijl de voortplantingssnelheid tot c, dus de brekings-index
tot 1 nadert. Dit schijnt niet met de waarnemingen overeen
te komen. Helmholtz zoekt deze tegenspraak op te heffen

' door evenals Sellmeier aan- te nemen-, dat alle media ergens
in ’t  ultraviolette spectrum een absorptie-gebied hebben.
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In ’t  volgende zullen we veelal van de voorstellingen en hulpmiddelen
der vectoranalyse gebruik maken. We zullen ons daarbij steeds aan de volgende
voorstellingen en notaties houden. Zij komen over ’t  geheel met de algemeen
gebruikelijke overeen.

W aar sprake is van een coördinatenstelsel, is steeds bedoeld een rechthoekig
stelsel met assen X Y Z, zoodat de positieve Z-as naar die zijde loopt, waar men
zich moet plaatsen om een draaiing van de positieve X-as naar de positieve
Y-as over een hoek van 90°, te zien in den zin tegengesteld aan de beweging
van de wijzers van een uurwerk. We zullen ons zelf dan steeds zoo t. o. van
het coördinatenstelsel geplaatst denken, dat voor ons de X-as van links naar
rechts loopt, de Y-as van achter naar voren, de Z-as van beneden naar hoven.

Vectoren zullen we doorgaans door Duitsche hoofdletters aanwijzen. Compo-:
neuten van een vector in de richting der assen X Y Z zullen we aangeven
door eene *, y, * te plaatsen aan den voet der letter, die den vector voorstelt,
componenten in eene willekeurige richting h door eene h aan den voet der letter.

Diiferentiaalquotienten naar den tijd, zoowel van vectoren als van scalaire
grootheden, zullen we veelal aanduiden door een punt boven de letter die de
gedifferentieerde grootheid voorstelt. Evenzoo tweede diiferentiaalquotienten
door twee punten enz.

Het symbool Div. stelt eene operatie voor, waardoor uit een vector eene
scalaire grootheid wordt afgeleid, gedefinieerd door de vergelijking:

Div. 91 =
3 9t

+
3 31

+
3 91.

3 x  3 y 3 z

Het symbool Rot stelt eene operatie voor, waardoor
nieuwe vector wordt afgeleid, zoodanig dat, wanneer Rót 91

uit een vector een
=  33 is,

3 91Z

3 y
3j^
3 z

391___ y_
3 x

3 21,
3 z  '

3 91,
—̂------13 x

3 91
X

3 y
33,
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Het symbool grad, stelt eene operatie voor, waardoor uit een scalaire groot-
d cp d i p  d i p

heid g> een vector wordt afgeleid met de componenten: ~ S y '  ~d~z *

3 ®  3 ®  3 ®  A

De operatie +  g—-  +  stellen we voor door ZV

De volgende betrekkingen zullen we hier en daar noodig hebben:

Bot. grad. cp —  0,
Div. grad. cp —  / \  cp,
Div. Bot. 91 =  0.

Bot. Bot. 91 is een vector met componenten:

4-  DiT- S I -dx
enz.

Het scalaire product van twee vectoren 9Ï en 93 stellen we voor door
(91.33); de beteekenis wordt gegeven door:

(91.33) -  %  3 3 * +  9ty 5By +  91*

Het vector-product van 91 en 33, voorgesteld door [91.33], is een vector
met de componenten:

H* ~  ® z

%  93,  -  %  95* -  •

91, 33y -  9ly 3 3 ,.

Veelal zullen we de waarde eener grootheid in een bepaald punt moeten
beschouwen; dit wijzen we aan door die grootheid tusschen haakjes te plaatsen,
met de coördinaat of coördinaten waardoor ’t  bedoelde punt bepaald is, als index
aan den voet der haakjes. Ook komt het voor, dat we de waarde willen aan­
wijzen in een bepaald deel der ruimte, dat we door een cijfer onderscheiden
hebben. In  dat geval gebruiken we op dezelfde wijze dit cijfer als index.
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Lichtvoortplanting in den vrijen aether.

§ 1. Algemeene vergelijkingen.

De moderne lichttheorie vat het licht op als eene electro-
magnetische evenwichtsverstoring. In den vrijen aether wordt
daarbij de toestand bepaald door de z.g. vergelijkingen van
Maxwell:

(a) Rot §  == - Rot @ =  -

(&) II■QIIis> ®
(c) Div (£ =  0, Div 33 =  0.

Hierbij stelt © de electrische, de magnetische kracht
voor, ® de dielectrische verplaatsing, S de electrische stroom
en 33 de magnetische inductie, alles uitgedrukt in de door
Hertz en Heaviside ingevoerde eenheden.

De vergelijkingen I zetten we voorop als uitdrukking der
verschillende waarnemingsfeiten, de formules (a) zijn algemeen
geldig en dus ook (c), die er uit volgen, maar de formules (b)
moeten voor een ander medium door andere vervangen worden.

De vectoren Ge en | j  kunnen als lichtvector opgevat worden;
als ze op zeker tijdstip in ieder punt gegeven zijn, dan kunnen
de waarden der andere grootheden gemakkelijk worden afge­
leid. Wij willen daarom uit I een stel vergelijkingen afleiden,
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waarin öf alleen componenten van (£ öf alleen componenten
van §  voorkomen. Dit geeft:

We zullen nu in een enkel voorbeeld doen zien hoe met
deze vergelijkingen de oplossing kan gegeven worden van pro­
blemen, zooals voor het geval van dispergeerende media, inde
inleiding werden besproken en boe men die ook met het theorema
van Fourier kan behandelen. Deze laatste behandelingswijze is
voor het geval van den vrijen aether omslachtig, maar ze voert
steeds tot juiste resultaten, tevens zullen we gelegenheid vinden
tot eenige opmerkingen, die ook van gewicht zijn voor t  geval
van dispergeerende media, waar we de behandeling met het
theorema van Fourier niet kunnen ontgaan.

Beperken wij ons tot eene voortplanting met vlakke golf­
fronten. Daarbij is in ieder vlak loodrecht op eene bepaalde
richting, die wij als die der X-as zullen kiezen, de toestand
in alle punten dezelfde. Al de beschouwde grootheden hebben
dan in alle punten van zulk een vlak dezelfde waarde, alle
differentiaalquotienten naar y of z zijn nul. In de eerste plaats
volgt dan uit Ia en Iö:

Zoowel (£x als $ x heeft dus op ieder tijdstip en in elk
punt der ruimte dezelfde waarde. We kunnen aannemen dat

1 32 &1 3* %
C2 3 t 2c5 T F
1 32 f t1 2*

C2 3  t 2C2 3 t 2

1 31 ft1 32 ®,
C2 3 t 2C2 3 t 2

II

§ 2. Toepassing op platte golven.

&x =  0 en f t ,  =  0
en uit Ic en Ib:

Lfk =  0 .
3 x
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beide steeds nul zijn. De beteekenis van dit resultaat is dat de
beschouwde evenwichtsverstoringen transversaal zijn; dit is hier
dus een noodzakelijk gevolg van de onderstellingen omtrent
het wezen der lichtbeweging.

De vergelijkingen I gaan voor het beschouwde geval over in :

c
3 X ’

— v )
3 X I

3 @„ (c ___ y. \
ui

Uit den vorm dezer vergelijkingen blijkt dat men een
toéstand, zooals de hier bedoelde, steeds kan verkrijgen door
superpositie van twee eenvoudiger toestanden; bij de eene van
deze zullen ($2 en overal en atijd nul zijn, bij de andere
GL en | j 2 . Wij kunnen ons dus verder beperken tot de
beschouwing van één dezer toestanden. Wij zullen nemen
Gè2 =  0 en ÏQy =  0 , hetgeen hierop neerkomt dat we alleen
gepolariseerd licht beschouwen, dat het XZ-vlak tot polarisatie-
vlak heeft. Wij hebben dan uit III:

1  32 )
c1 3 t 1 3 x 1 I

1  32 &  =  IV
C2 3 3 x 2 )

welke vergelijkingen de bijzondere vorm van II zijn, die voor
dit geval geldt. Zij kunnen ook onmiddellijk uit II worden afgeleid.

( а )

(б)

§ 3. Algemeene en bijzondere oplossingen.

De algemeene oplossing van IVa is
=  fl (X — Ct) +  A (X - f  ct),  (1)

waarin ƒ, en f2 willekeurige functies voorstellen. Uit III
vinden we dan, als bijbehoorende oplossing van IYb,

~  ft — ct) —ƒ, (* +  ct). ( 1)
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De bijzondere oplossing die wij noodig hebben voor de
toepassing van het theorema van Fourier is:
(gy =  Ap Cos \p(x  — et) —ap | +  Bp Bos \ p{x-\-ct) — Pp |

=  Ap Cos \p{x  — ct) — cip | — Bp Cos | p  (x +  et) — Pp j.
Door geringe wijziging in de notaties kunnen we ze

brengen in elk der volgende vormen:
(I |  ( JZ  t

=  Ap Cos\^~p(x  — d)—ap | +  Bp Cosj -jrp{x +  ct)—Pp j,

) 16
$g =  Ap Cosj-j rp(x  — ct)—ap j — Bp Cos j ~jrp(x-\-ct)—Pp

of ook:

%  = A 2 Cosj2 ( < - ^ - ) - a 3 J +  B2 Cos|g (< +  — ) ~  Pq\> ^

0 ,  — Cob j q ( t — ) -  aq J -  Bg Cos jg ( t +  - y )  ”

0f: . , j( GZ CC \  ) » ( OZ /  CC \  I
= A  q C o s j - ^ g ( < - - ^ ) - a 2j +  Bq Cosj +

( J Z  /  CC \  * \ ^  /  c c  \  « /
=  Ag Cosj-f-g(<—-y )  — aq j — BgCos ^  +  T / ”

die alle te pas kunnen komen, al naar gelang van de ver­
schillende problemen, die wij op te lossen hebben en naarmate
we met integralen of met reeksen van Fourier willen werken.

§ 4. Voorbeeld van toepassing.

Als voorbeeld zullen we behandelen ’t  probleem:
Voor een gegeven tijdstip, dat wij als nulpunt van tijd

zullen kiezen, zijn en §)z als functie van x gegeven. Gevraagd,
den toestand op een willekeurig tijdstip te bepalen.

Zij dus voor t =  0: =  <P (*)i =  V (*)•
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Wij hebben nu:
00 00

* <*) - ƒ 0os f * * + ƒ *.<*> <*" ** *.
o

v  (*> =  r
o

00

ƒ^ ( p )  Cos p x  dp +  | y>i(p) Sin pa: dp,
o

waarbij:

Ti (P) — J  <P («) Cos p  u du, gp4 (p) =  i  ƒ  g

- f -  00 - | -  00

<p (u) Sinp u  du,

(3)

Ti (p ) — - r̂ J T  (u) Cos(dvt^puf ipa (p) =  - ƒ ( / : ( « )  Sinpw du.
+  «

Door een oneindig aantal oplossingen van III en IY van
de gedaante (la) samen te stellen, vinden we eene oplossing:

ao

- f A Cos p  (x — ct) dp +
J A'-

ƒ+  I B Cos p  {x +  c0 dp -f

»■-ƒ"A Cos p  (x — ct) dp +
00

f A't

Sin p  (x — ct) dp +

00
I B'pSinp (x ct) dp,

> (4)

Sin p  (x — ct) dp —

ao

- f Bp Cos p  (x -f- ct) dp ■ J *  B'p Sinp (a; -f- ct) dp.
o o

Deze moet nu voor t =  O met de waarden (2) overeen­
stemmen, waaraan voldaan is als voor alle waarden van p :

Ap =  ’

B2, = — Vi(i>) j’

= T +• j ’
B'p = —| g>4(p) — t A p ) '
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Door deze waarden in (4) te substitueeren vinden we
met behulp van (3):

QO lp OO

y tc
L r  dp j" -~  | (f («) 4- xp (u) | Cos p  (u — x  + ct) du

U —  oc
+  00

+  ̂ * dp
JT ’

O —  oo

1- \ (f (u) — xp (u) | Gosp (u — x —ct) du,
2 ( )

0 0  +  OO

^ = = - 1  r d p J r>--jg£)(M) +  ^ (tt) |c o s i? (M - x +  ct) du (5)
O ----00

00 +  00

___L Cdp jP_L | q) (u) — xp (u) jcosjp(M—X — ct) du.

O —  oo

We kunnen hierin de integratie ook nog uitvoeren en
komen dan tot een vorm, dien we ook direct door toepassing
der oplossing (1) hadden kunnen vinden.

Volgens (5) vinden we twee golven, die zich beide met de
snelheid c ongewijzigd voortplanten, de eene naar rechts, de
andere naar links.

Het interessantste geval is, dat de aanvankelijke evenwichts-
verstoring tot een eindig gebied beperkt is, zoodat de functies
q> en xp slechts tusschen zekere grenzen van nul verschillende
waarden hebben. Het is uit de formules gemakkelijk af te
te leiden, dat dan ook elk der beide golven op ieder tijdstip
slechts eén dergelijk eindig gebied zal innemen.

Volgens onze oplossing is de voor t =  O waargenomen
evenwichtsverstoring ’t  gevolg van de samenwerking der beide
in tegengestelde richting Ioopende golven; het is echter duidelijk
dat de toestand op ieder later tijdstip dezelfde zal zijn, onver­
schillig of de waargenomen evenwichtsverstoring op deze wijze
of door een willekeurige andere oorzaak ontstaan is.

We zullen ons veelal tevreden kunnen stellen met eene
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oplossing die de waarden van GsL en $>z op een willekeurig tijd­
stip doet kennen voor eene eindige, desnoods zeer groote ruimte.
Wanneer we van te voren vastgesteld hebben, dat deze groot­
heden slechts voor een eindig interval van nul zullen verschillen,
is het van zelf voldoende, als we voor dat interval hunne waarde
kunnen aangeven. In zulke gevallen kunnen we werken met
reeksen van Fourier.

Daar de berekening vrijwel parallel loopt met de vorige,
kunnen we hiermee kort zijn.

Zij weer voor t =  0, GL =  9 (x), — 9 (x) en laten we
ons, om de gedachten te bepalen, voorstellen, dat 9 (x ) en (x)
alleen van nul verschillen als x t >  x  >  xt .

Nu zal:
9 — t i r (Ap Cos p  —  X +  Bp Sin p  —  x),

+  xo
1 C  mwaarbij Ap =  — - j 9 (z) Cos p  ----  z d z ,

x o J  x o
—  x o

+ *0

Bp =  —  f 9 (*) Sin p  —  z dz,
•"o J  X0

—  *,
met 9 (x) overeenkomen tusschen de grenzen — x0 en -f- x0 .
We kunnen x0 zoo groot kiezen, dat x0 xt en x0 — x%
groot zijn in vergelijking met x2 — x ,.

Evenzoo komt:
9  =  (A 'p  Cos p  —  x  +  B 'p  Sin p  —  » ) ,

f  *  X g  X g

+ X»
1 C  ftwaarbij A'„ =  ----  \ 9  (z) Cos p  —— z d z ,

xo J  xo
—

+  xo

B'p => —  f 9 (*) Sin p  —  * dz,
•“o J

—  xo

tusschen — x0 en -j- x0 met ip (x) overeen.
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Door toepassing dezer ontwikkeling vinden w e, dat de
oplossing van III en IY (vgl. 1&):

&L =  2  j Alp Cosp~r~(x — ct) +  Alp S in p ~ ~  (x ct)\H p — t f O }

+  1  \ BI.Cosi>^-(»  +  c«) +  B1pSinjj^-(® +  ct)jï
p -  * I  §  ^  O o  |

f), 1 A,p Cosi?—  (x — ct) 4- Alp Sinp —  (x  — cO j

( j r  UV )
-  1  Blp Cosp — (a: +  c<) +  Bïp C osp—  (a: +  c<)̂

> = «  ( r  " o  o 1

aan de gestelde voorwaarden voldoen zal, als:

Aip =  (Ap +  A'p), A,p =  -g- ( Bp +  B p). .

Blp =  y  (Ap — A'p), Bjp =  y  — B 2>)*

De vergelijkingen (6) en (7) geven de gewenschte oplossing.
We vinden ook nu weer één golf, die zich naar rechts en één
die zich naar links voortplant. Om deze nader te onderscheiden
beschouwen we cp als de som van twee functies en $ j,

<P1 =  ^  (A,p Cosjp -  x  +  Ajp Sin p  x ),

$ , =  |  (B,p Cosp  - ^ r - x  +  B,p Sin p  —  x).
P — * v

Uit onze formule volgt onmiddellijk cp =
Evenzoo stellen we:

«P, =  1  (Al1t, Cosp —  x  +  Ajp Sin p  —  x),
> = «  ̂ 35(,

<?, =  - !  (B,p Cosp * +  B,p Sin p  x),p—t c x 0

zoodat ip =  3*! +
Volgens (6) veroorzaakt nu de golf, die zich naar rechts

voortplant, op ieder tijdstip eene evenwichtsverstoring, congruent
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met die, beschreven door en 3*,, en de golf die zich naar
links voortplant, eene, congruent met die, beschreven door

en ?Pj. Het is nu uit de formules nog gemakkelijk te zien, dat
$ 1 , $ i, en slechts van nul zullen verschillen in ’t  zelfde
gebied waar dit met g> en ip ’t  geval is , immers we vinden:

&i =  y  j V W +  'V ($) j, %  =  y  | 9> (®) +  V (») | ,
1 ■ 1 (8)

=  y  ! <P («) -  V (*) j, 5"» =  — y  J <P (*) -  V (a) |.

§ 5. Meetkundige voorstelling.

Deze beschouwingen geven aanleiding tot eene zeer sprekende
meetkundige voorstelling. We denken ons de waarde van Gs in
elk punt der X-as als ordinaat uitgezet. Op een bepaald oogen-
blik zullen we nu eene voorstelling krijgen van den aard der
golf, door de kromme te trekken, die de eindpunten dezer
ordinaten verbindt. We kunnen ons dan verder de voortplanting
der golf verbeelden door deze kromme met de snelheid e langs
de X-as te verschuiven. Hebben we te doen met twee golven,
die geheel of gedeeltelijk in het zelfde gebied vallen, dan zullen
ook de krommen, die deze voorstellen, geheel of gedeeltelijk
op eenzelfde stuk der X-as komen en voor een punt van dit
gemeenschappelijk gebied zal Gcy voorgesteld worden door de
som der beide ordinaten der krommen in dit punt. De geheele
toestand op een bepaald oogenblik wordt dan voorgesteld door
de kromme wier ordinaat in ieder punt gelijk is aan de som
der beide ordinaten in dat punt van de krommen die de beide
golven voorstellen. Op deze wijze uit twee krommen eene
derde afleiden, zullen we noemen de beide krommen samen­
stellen. De omgekeerde bewerking zullen we noemen, eene
kromme ontbinden. Deze operaties kunnen ook tot meerdere
krommen worden uitgebreid. Wanneer we bij het samenstellen

4
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van eenige krommen, eene kromme vinden die een punt met
de X-as gemeen heeft, zullen we zeggen dat in dat punt de
krommen elkaar opheffen.

Wat hier van Gs# gezegd is geldt evengoed voor en kan
trouwens in verschillende problemen op allerlei grootheden
worden toegepast.

Wij kunnen nu de oplossing van het vraagstuk dat óns
bezighoudt, op de volgende wijze meetkundig beschrijven. Wij
construeeren de krommen y  =  q> (a?) en y =  ip (x), die de als
begintoestand gegeven evenwichtsverstoring voorstellen. We
ontbinden beide op bepaalde wijze (vgl. 8), zoodat de eerste
twee krommen oplevert y =  $ , (x) en j/ =  (x), de tweede
y =  q\  (X) en y =  (x). We zullen in ’t  vervolg alleen over
de heide eerste spreken; wat we hiervan zeggen geldt, mutatis
mutandis, ook voor de andere. De kromme y  =  (x) zal zich
naar rechts, de kromme y =  $ i (x) zal zich naar links ver­
schuiven, voorstellende de naar rechts en de naar links loo-
pende golf.

Het theorema van Fourier kan nu als volgt worden uit­
gedrukt: „Het is steeds mogelijk een — in ’t  algemeen oneindig
groot — aantal sinusoïden te construeeren, wier perioden een
geheel aantal malen begrepen zijn op eene bepaalde grondperiode,
zoodanig, dat deze sinusoïden zich samenstellen tot eene kromme
die in een van te voren aan te wijzen gebied samenvalt met
eene willekeurig gegeven kromme.” Buiten dit gebied zal het
samenvallen in het algemeen niet plaats vinden, want de
kromme die we door het samenstellen der sinusoïden krijgen
is periodiek en wel is het gebied waarover ze met de gegeven
kromme samenvalt gelijk aan hare periode, tevens is dit de
bovenbedoelde grondperiode voor de sinusoïden.

We hebben bij de oplossing van ons probleem de kromme
y =  q>(x) op deze wijze in het gebied tusschen — x0 en +  x0 ont­
bonden in sinusoïden en verder elke sinusoïde in twee sinusoïden
met dezelfde periode. Zoo vonden we twee stel sinusoïden.
’t  Eerste stel geeft bij samenstelling de kromme y =  $ i (x),
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’t tweede de kromme y =  <P2 (x ), van elk der beide stellen
heffen de sinuoïden elkaar in alle punten tusschen — x0 en
+  op, behalve in die tusschen xt en x%. Beide stellen dus
eindige golven voor. We verschuiven nu alle sinusoïden met
dezelfde snelheid en wel het eerste stel naar rechts, het tweede
naar links. Wanneer we dan op een willekeurig tijdstip de
sinusoïden weer samenstellen, is het duidelijk, dat ze elkaar
overal weer zullen opheffen, behalve in een bepaald gebied,
dat in het algemeen uit twee geisoleerde stukken zal bestaan,
waar ze de krommen zullen opleveren, die de beide zich voort­
plantende golven voorstellen.

Wij kunnen nu met behulp van deze meetkundige be­
schouwing ook weer gemakkelijk vinden, wat reeds in de in­
leiding werd aangetoond, dat de grenzen, waartusschen de reeks:

,È .  | A*p Cos — d) +  A, p Sin p  - - ( x  — ct) j
hare beteekenis houdt, zich met de snelheid c naar rechts
verschuiven en evenzoo die voor de reeks:

Cos P —  (x  +  c0 +  Bjp Sin p  ~  (x +  ct) |
x o )

naar links. De formule (6) zal dus in haar geheel slechts
gelden tusschen — x0 -j- ct en x0 — ct. Wanneer we x0 zeer
groot gekozen hebben, zullen we voor niet te groote waarden
van t de formule nog onmiddellijk kunnen toepassen, maar in
’talgemeen zal het noodig zijn, zooals boven werd aangegeven,
de beide golven afzonderlijk te beschouwen.

Het voordeel der toepassing van het theorema van Fourier
bij deze problemen ligt eensdeels hierin, dat de functies zooals
g> (x) en tx) veelal niet op andere wijze analytisch kunnen
worden voorgesteld en verder in de uitbreiding tot het geval
van een dispergeerend medium.
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§ 6. Beschouwing der energie.

Yoordat we overgaan tot de lichtvoortplanting in andere
media, zullen we onderzoeken hoe het gesteld is met de ver-
deeling der energie. In de eerste plaats kunnen we opmerken,
dat bij platte golffronten, zooals wij ze beschouwen, de toestand
voor alle punten van een vlak loodrecht op de X-as dezelfde
is. We kunnen ons dus beperken tot de beschouwing van een
cylinder met eenheid van doorsnede en wiens as langs de X-as valt.

We hebben voor de energie in een ruimteëlement dr  op een

willekeurig tijdstip de uitdrukking: -  j (ffi. ©) +  (# ■  »> j dv'

die voor ons geval overgaat in: -  (®£ +  # ï )  dv. Voor den

boven bedoelden cylinder vinden we als de coördinaten zijner
w
X

eindvlakken x' en x" zijn: 1  ƒ  (®y +  &*) dx'

§ 7. Toepassing op het vroeger besproken voorbeeld.

Wij zullen deze uitkomst toepassen op het boven behandelde
voorbeeld. Daarbij hadden we de golf ontbonden in een aantal
enkelvoudige golven, zoodat in ieder punt binnen het gebied van
— x  to t +  x0 de electrische en de magnetische kracht — en
ook de andere der vroeger beschouwde vectoren -  de algebraïsche
som is van die welke voor de enkelvoudige golven m dat punt
voorkomen. .

Wij kunnen nu ook zoowel bij de samengestelde golf als
bil elk der enkelvoudige golven in ieder punt de energie per
volumeëenheid aangeven, die we afleidén door beschouwing
der energie in een oneindig klein volumeëlement bij dat punt;
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deze grootheid zal nu niet voor de samengestelde golf gevonden
worden als de som van die voor de enkelvoudige golven. In
’t  eene punt zal deze som grooter, in ’t  andere kleiner zijn dan
de energie in de samengestelde golf. De geheele energie in de
ruimte waar onze oplossing geldt , is echter gelijk aan de som
der hoeveelheden energie van alle enkelvoudige golven in die
ruimte. We zullen dit bewijzen voor het geval van één golf,
die zich b. v. van links naar rechts voortplant. Het bewijs
voor ’t  geval dat we in de ruimte, waar de oplossing geldt,
twee golven hebben, kan geheel op dezelfde wijze gegeven
worden.

Zij dus (vgl. 6):

=  , 1 ,  j Ai? Cos P ~ ( x  — ct) +  a *p Sin ~  J».

j A1?, Cos p  —  (x — ct) -f  Alp Sin p —  {x — ct) J .

Voor ’t  arbeidsvermogen in de bedoelde ruimte hebben
we dan:

-ƒ[
oo
2

>=
— x0+et

j Alp COS p — (x — ct) +

Alp Sin p —  (x — ct) j"]1 dx ,
x o

waaruit we door ontwikkeling der tweede macht afleiden:

+ * 0  + ®*
E =  C I 2  AL Cos* p —  (x — ct) +

J  \ '=* P *0
—*,+<*

2  AL Sin* p — (x — ct) ( dx, (P )
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daar de producten van termen met ongelijke p en ook de termen

van den vorm Sin p —  (x — ct) Cos p —  (x — et) by ’t  inte-x0 x0
greeren nul opleveren. Uit (9) blijkt de stelling die we bewijzen
wilden onmiddellijk, we kunnen deze formule verder nog her­
leiden tot:

Deze uitdrukking is onafhankelijk van x  en van <, wat we
trouwens van te voren wisten, daar E eenvoudig de geheele
energie der golf voorstelt.

Evenals we formule (10) afgeleid hebben, kunnen we ook
bewijzen, *t geen trouwens ook onmiddellijk door redeneering
uit (10) kan afgeleid worden, dat in ieder ruimte-element de

2ccgemiddelde energie I over een tijd — L, die overeenkomt met

den trillingstijd der trillingen met de grootste golflengte, die
bij de ontbinding volgens (6) voorkomt, gelijk is aan de som
der gemiddelde energieën van de enkelvoudige golven over dien
tijd. Om dit aan te toonen, moeten we berekenen:

2  ( f  Alp ) (10)- i  I “1" Alp | dx

C
JCA lp Cos p —  (x — et) +

A,p Sin p (x — ct) dt

'O

’t  geen we herleiden to t :
2x-

00 Jt .v2  1 AL Cos2 p —- (x — ct) +>=» t r  x 0

A%p Sin2 p  (x — ct) | dt
o

‘o

I =
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/
waarmee de bovengenoemde stelling bewezen is. Wij kunnen
deze formule ook nog weer herleiden tot:

i-rèvinv+^VI. (1I)
waaruit blijkt dat deze gemiddelde energie in ieder punt de
zelfde is.

§ 8. Theorema van Poynting.

Om de verandering der energie in eene bepaalde ruimte
na te gaan, keeren we terug tot de beschouwing van den
cylinder wiens eindvlakken de coördinaten x' en x" hebben. De
energie daarin is:

E

waaruit volgt:

a e
TT

x“

-■ T  ƒ 1 + SP dx’
x '

x -

=  ƒ*  (% %  +  i>z) d x ,
x '

of volgens III:
jT

x '
( 12)

De formule (12) drukt voor ons geval het theorema van
Poynting uit; zij is een bijzonder geval eener veel algemeenere,
die wij verkrijgen door bij een willekeurigen toestand in den
aèther de verandering der energie in eene willekeurige ruimte
te beschouwen.
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Noemen we nu de energie in deze ruimte E, dan is:

e c ( v  + «,• + «,* + + v  + &*> *•
De integraal moet over de geheele beschouwde ruimte

worden uitgestrekt.

V J - f  («, + %  % +  «. + & &+ d%'

waaruit door toepassing van I:

9 E
T T

+  ®* (

' 3 £ ,  _
■ 3 y 3 z  '

9 x 9 y  '

J * . '
v 9 Z 3 X

^  \T y ~  3 z >
„ .9 @ 3

—  £>, (  _ >  —  ___ - )\  3 'ï! 3 01 '
dv.

Noemen we het oppervlak dat de beschouwde ruimte be­
grenst S, een element van dit oppervlak d S, dan vinden we
hieruit door integratie:

_  c ƒ  j CosA(@y - ffi, # ,)  + Cosa*(®, — $»)

+  COS V (@, €>y — ®y 4U  j d S 1

waarbij A, (x, v de hoeken zijn tusschen de aan het element d S
naar buiten getrokken normaal en de coördinatenassen. De
integraal moet over het geheele oppervlak S worden uitgestrekt.

Yoeren we nu den vector 2Ö in, bepaald door:

SB =  e l C . $ ] ,  (13)
dan krijgen we:

L E = _ c r 2 8 n dS,  (14)

waarbij met n de richting der naar buiten getrokken normaal
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is aangewezen. • De eenvoudigste voorstelling der door deze
formule bepaalde energie-verandering kunnen we ons vormen
door aan te nemen, dat aan ieder element d S  een „energie­
stroom” 28„ d S bestaat en daar we dit zouden vinden bij iederen
stand van bet vlak S , komen we tot de opvatting dat in ieder
punt steeds een energiestroom bestaat, bepaald door den vector SB.

Door dit weer toe te passen op het geval der vroeger
beschouwde platte golven, die zich in de richting der X-as
voortplanten, vinden we daar in ieder punt een energiestroom
in de richting der X-as, bepaald door:

(15)

Ook deze energiestroom is niet de som van die, welke we zouden
vinden voor de enkelvoudige golven, daar de resulteerende energie­
stroom afhankelijk is van de phaseverschillen der samenstellende
trillingen. Weer vinden we echter voor de geheele energie die
gedurende den trillingstijd der langzaamste trillingen uit (6),

2 ccdus gedurende den tijd ---- —, door een willekeurig deel van
c

een vlak loodrecht op de X-as, b.v. de vlakte-eenheid, gaat de
som der hoeveelheden, die gedurende dien tijd door de enkel­
voudige golven door hetzelfde vlaktedeel worden gevoerd. We
bewijzen dit op eene wijze volkomen analoog aan de afleiding
der formule (11).

§ 9. Nadere beschouwing der energie bij de behandeling
met integralen van Fourier.

Ten slotte willen we nog een enkele opmerking maken over
de bewerking met de integraal van Fourier. Nemen we nu
eens het geval, dat GsL in een bepaald punt P als functie van
den tijd is gegeven, ($y =  <p (<), waarbij we weer zullen
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onderstellen, dat 9 (<) Slechts van nul verschillende waarden
heeft in een eindig interval, van tt tot t%. Wij hebben:

oo »

? > ( < ) = — ƒ  f t  (P) Cos p  t dp +  —  J u  (P) Sin p t  dp ,
o o

+  00 +  »

waarbij f x (p) =  C  9 (u) Cos pu du, (p) =  j * 9 (M) Sin pu du.

Wij kunnen dit ook in den vorm brengen:
00

g> (t) =  J*  F (p) Cos (p t — ap ) dp , (16)
o

waarbij: n  F (p) Cos ap — ƒ, (p', ar F (p) Sin ap =  f t  (p)-

We komen tot deze integraal door een reeks te beschouwen
en daarbij het geldigheidsgebied oneindig groot te doen worden.
De voorstelling van 9 (t) door (16) kan dus zoo opgevat worden,
dat de gegeven evenwichtsverstoring wordt voorgesteld als de
resultante van een oneindig aantal enkelvoudige trillingen met
alle mogelijke perioden. Het eenige verschil tusschen dit geval
en de reeks van Fourier ligt dus hierin, dat het geldigheids­
gebied oneindig groot is geworden, terwijl de perioden nu niet
sprongsgewijze, maar geleidelijk op elkaar volgen; de ampli-
tudines der afzonderlijke trillingen zijn nu oneindig klein.

Willen we op dit geval de formule (11) toepassen, dan
zien we dat deze ons niets leert, daar in het tweede lid een
oneindig aantal termen komt, die .echter alle oneindig klein
van de tweede orde zijn, zoodat de geheele som tot nul nadert,
wat echter ook van zelf spreekt, daar S nu de gemiddelde
energie over een oneindig langen tijd zal voorstellen, terwijl
de geheele energie eindig is, daar we aannemen, dat de geheele
evenwichtsverstoring tot een eindigen tijd beperkt is.

Uit (11) volgt onmiddellijk de geheele energie der golf en
dus ook de middelwaarde over een willekeurig tijdsverloop,
mits grooter dan den geheelen duur der evenwichtsverstoring.
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Deze kunnen we uit de integraal op andere wijze vinden en
komen dan ook tot eene zeer eenvoudige uitkomst. ‘)

Stellen we ons voor de middel waarde van j <p (0 j2 te
zoeken over den tijd t2 — i, =  T, en noemen we nu deze
I , dan is:

/j +  oo

1 =  - f \ 9 ( t ) \ ^  di dt
t , -- CO

volgens onze onderstelling omtrent de functie <p (t).
Wij hebben nu:

n 2\q) (t) \ 2
00 00

— f  f t  (P) Cos p  t dp +  j  fi (p) Sin p t  dpV » o *
X . [ J *ft fe) Cos qt dq +  f ft (?) Sin qtdq

0 0  OC

=ƒƒo o

o o

ft (p) ft (?) Cos p  t Cos q t  dp dq
00 00

+  2 j  f, (p) ft (q) Cos p t  Sin qt dq

+
co oo O U .

ƒ  ƒ A  (p) ft (?)(9) Sin p  t Sin qt dp dq.
o o

Zij nu:
-f- 00 00 00

n 2 T I, = J d t J  f,  (p) f t (9) Cos pt  Cos qt dp dq,
— 00 OU

- f -  30 00 00

n 2 T I, = J  dt J '  f*ft (p) ft (9) Cos pt  Sin qt dp dq ,
--00 O O

-{-00 OC 00

jv2 T I3 =  J dt I I f % (p) f2 (q) Sin p t  Sin qt dp dq,
—  00 0 0

*) Vgl. Rayleigh, On the Character of the complete Radiation at a given
Temperature. Phil. Mag. V 27.
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dan is het vooreerst gemakkelijk in te zien dat I* =  0 is en
we vinden dus:

00 *  00 00

j ' d t r t 11 q> (O j 1 =  ƒ  dt J  J  fy (P) fi (v) Cosp t Cos qt dp dq
___ 00 ----- 00 O O

CO 00 00

+  f dt  f f f '  ^  f ' (<?) Sin p  1 Sin q 1 dp d q '
— oo 0 0

Om nu deze intregraties uit te voeren , zullen we gebruik
maken van een kunstgreep.

- |-  co QO

C n 2 j <p (t) j* d t =  Lim f  a 1 e ~  a t  j q> (t) j* d t  +

_ »  o o
Lim C it% ea* | q> (t) j1 d t
o =  0 J

----- 00

waarbij a >  O gedacht wordt. Deze formule is werkelijk juist
omdat we onderstellen, dat de gemiddelde energie een bepaalde

+  00

eindige waarde beeft en dus j  \ <p (f) j 1 d t een convergente
— oc

integraal is. *)
Zij nu:

00 00 00

f d t f  f f 1 ^  ^  (<i) ~  a<cos p t  c o s  q t  d p  d q  ^
O 00 00

C d i j * j *  /■, (p ) f t  (<?) e + a<Cos p t  Cos qt dp dq
O o

—  oo O U
00 oo

= f d t f f e a t  f'  f '  (<2) ^cos i p  +  q ) t  +
Cos (p — q) t | dp  dq =  n 2 T I,„

o o

i) Ygi. b.v. Weber. Die Partiellen Differentialgleichungen der theoretischen
Physik. Bnd. 1, pag. 21.
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en evenzoo:
00 00 00

f d 1 f f e ~  a t  ^  (P) ^  fó) I ~  Cos (P +  <2) t  +
O 0 0

Cos (p  — q) t 1 dp  dq =  n 2 T I,„
dan is:

I =  Lim (I,„ +  I3„).
a “  o

In de integralen I1C( en I3ct mogen we nu de integraties
in willekeurige volgorde uitvoeren.

Passen we de integraaluitkomst:
00

C e ~  at  Cos kt  dt  =
O

toe, dan vinden we:

L ta  *■ T I . ,  =  Urn ƒ i ï  ƒ  <* ï  j + (;  +
O O

+  «»■'+ (p  — q)1 1 ^  ^  (<2)'

Op de waarde der limiet heeft de eerste term tusschen
accolades geen invloed en de tweede levert alleen iets op voor
die termen der dubbelintegraal, waarvoor p=q  is. Om de inte­
graal van deze termen te vinden, zullen we in plaats van q
eene nieuwe integratieveranderlijke invoeren door de verge­
lijking: p  — q =  az,  zoodat als a tot nul nadert, z loopt van
— oo tot +  co, dq =  — a d  z, want bij ’tintregreeren naar
q sommeeren we telkens eene groep termen waarvoor p  constant
is. Yoor f x (q) komt ƒ, (p — az) of in de limiet voor a =  O
fi  (p), en we vinden:

QO ac

Lim n* T I,„ =  J "  dp  ƒ  j f t (.p) j» y - j —  dz.
O —  co

Tegen de verwaarloozing van az  ook in de termen waar
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z =  oo, kan bezwaar gemaakt worden, maar uit de uitkomst
blijkt, daar f x in ieder geval niet oneindig groot is, dat deze
termen toch geen invloed zouden hebben op de integraal. We
vinden dus:

00

Lim ff* T I , „ =  ff P { A (P) d p ,

Evenzoo leiden we af:

Lim w* T Ilo — «  I | A (p) }* dp

en dus:
00

1 «  ~ T  ƒ  [ j A  (1>) j*  +  f  A ( P )  I 2]  dp  , (17)
o

waarvoor we met de notatie van (16) ook kunnen schrijven:
00

I =  -jjr ƒ* j F (p) \*dp. (18)
u

Deze formule komt in vorm eenigszins met (11) overeen.



HOOFDSTUK III.

Hypothese over het wezen der dispergeerende media.

§ 1. Hypothese.

Om tot eene verklaring te geraken van de optische eigen­
schappen van ponderabele media, heeft men de onderstelling
ingevoerd, dat deze electrisch geladen deeltjes bevatten, die
onder den invloed van zekere krachten „eigen trillingen” kunnen
uitvoeren en door het electrisch veld der lichtstralen tot mede-
trillen worden gebracht.

Deze onderstelling voert tot beschouwingen, die in vele
opzichten overeenkomen met de oudere dispersie-theorie van
Helmholtz, die ook hoofdzakelijk den invloed van medetrillende
deeltjes beschouwt. Zij komt het eerst voor in eene verhande­
ling van Lorentz x). Ook Helmholtz * *) heeft later de hypothese
der geladen deeltjes gebruikt in zijne electro-magnetische dis-
persietheorie.

In de beide aangehaalde stukken wordt uitgegaan van de
onderstelling der „afstandswerking”. Dit standpunt heeft men
thans verlaten. De onderstelling der geladen deeltjes is echter
vrij algemeen bij de physici doorgedrongen.

De eenvoudigste geladen deeltjes zullen we electronen
noemen. Deze electronen zullen we ons zeer klein denken. Ze
zullen verder op onderlinge afstanden liggen, hoogstens zoo
groot als die der moleculen. In vele gevallen zullen we ons

*) H. A. Lorentz. Over het verband tusschen de voortplantings-snelheid
van het licht en de dichtheid en samenstelling der middenstoffen. Verh. der
Acad. v. Wet. te Amsterdam. Deel 18. 1878.

*) Wied. Ann. Bnd. 48. 1893.
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zelfs denken, dat één molecuul de drager is van een groot
aantal electronen, die er op de een of andere wijze mee ver­
bonden zijn. De lading van een electron zullen we over de
ruimte die het inneemt, verdeeld denken, dus niet, zoo als bij
geladen geleiders, alleen over het oppervlak verspreid. Wij
kunnen ons denken, dat de dichtheid der lading q binnen het
deeltje nog van punt tot punt veranderlijk is. Deze verdeeling
der lading kan ook met den tijd veranderlijk zijn, maar de
geheele lading zal steeds dezelfde blijven.

§ 2. Het electrisch veld in de omgeving van een electron
dat zich beweegt.

We staan nu voor het vraagstuk: in een medium, waarin
zich zeer vele electronen bevinden, den toestand te bepalen.
We zullen daarbij echter eenige vereenvoudigingen invoeren
door bijzondere onderstellingen omtrent de verdeeling der lading
en omtrent de beweging der electronen.

Om daartoe te geraken, beginnen we met de beschouwing van
een eenvoudig geval n.1. dat we één enkel zich bewegend deeltje
hebben '). We zullen ons daarbij voorstellen dat de elementen
van het deeltje zich ook ten opzichte van elkaar kunnen
bewegen, maar steeds dezelfde lading behouden. De absolute
snelheid van zulk een element noemen we ti.

Overal buiten het deeltje blijven de gewone vergelijkingen
voor den vrijen aether gelden.

(а) Rot ^  ©i ~ )

(б) $  =  £>**<£, 93 —■ # ,  l 1
(c) Div <£ =  0, Div 93 =  0.

We zullen ons denken, dat ook binnen de electronen al
de vectoren, die in den vrijen aether den electro-magnetischen

i) Ygi. h . A. Lorentz. La théorie électro-magnétique de Maxwell et son
application aux corps mouvants.
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toestand beschrijven, een bepaalde waarde hebben. Daarbij
zullen dan tusschen die vectoren de vergelijkingen Ia en Ic
blijven gelden; ook zullen we nog hebben 35 =  @ en 93 =  $ ,
maar de stroom bestaat uit twee deelen, den verplaatsings-
stroom 3) en den convectiestroom, door de beweging der lading,
Q ü. De laatste is nul in de geheele ruimte buiten het electron.
Verder vinden we door de beschouwing der lading van een
volume-element gemakkelijk Div. 3) =  q. Binnen het electron
hebben we dus:

(a) Rot $  =  — (5, Rot @ -- ------ -- 33, )c c ' I
(b) <£ =  $> +  q b, 35 =  95 =  $ ,  ( 11
(c) Div © =  0, Div 35 =  p, Div S3 =  0. )

We kunnen trouwens de vergelijkingen II ook overal toe­
passen, als we bedenken dat buiten het electron q =  0 is.

We moeten nu vooreerst opmerken, dat wanneer we eene
oplossing van het stel II gevonden hebben, we steeds eene nieuwe
kunnen vinden door eene willekeurige oplossing van het stel I
er bij te voegen.

Het zal weer voldoende zijn voor @ en $  functies van
de coördinaten en den tijd te vinden, die aan de.vergelijkingen
voldoen.

Wegens de vergelijking Div $  =  0 kunnen we een hulp-
vector g  invoeren zoodat:

$  =  Rot g , (1)

door substitutie vinden we dan verder Rot @ = -----— Rot F?
c °

en dus:

® =  — % — grad Q,  (2)
O

waarin i2 een nog nader te 'bepalen scalaire grootheid is. De
vergelijkingen II geven nu tusschen ö  en g  ééne betrekking.

Uit Rot $ =  — (@ +(?t>)  volgt n.1.:

Rot Rot =  — ( ----— — grad i2 -f- q ü ) ,c c .
&
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waaruit we voor dé componenten van g  afleiden:

1 3 Si
(Div g) -  A S.

1 dSi
6 »y ’ (3)(Div g) — A Si e 3 y

1 3 Si
(Div g ) - A 8 .

We kunnen dus tusschen g  en fl nog eene betrekking wille­
keurig aannemen. Kiezen we daartoe:

Eindelijk vinden we ter bepaling van Si uit Div ($ — g:

Als we nu uit (6) en (5) Si en £5 bepaald hebben vinden we
uit (1) en (2) ommiddellijk en Gr.

§ 3. Mathematische hulpstellingen.

De differentiaalvergelijkingen (6) en (5), waaraan S2 en de
componenten van Q voldoen, zijn alle van de gedaante.

Div g  =  — fi,

dan worden de vergelijkingen (3):

(6)

— — Div & — A ^  =  e,e
en dus wegens (4):

A Si — Si =  — q.
*— 1 c (6)

c* A x ( 7)
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waarbij a eene willekeurige bekende functie van de coördinaten
en van den tijd voorstelt. We zullen doen zien, dat aan (7)
voldaan wordt door:

1 -  t  d T '- (8)

Met den index t — — aan den voet der haakjes wordt be­
doeld dat de waarde van a genomen moet worden voor die
waarde van t. r stelt den afstand voor van het ruimte-element
dv' tot het punt x ,y , z ,  waar we x willen bepalen. De integratie
in (8) moet worden uitgestrekt over de geheele ruimte waar
a op den tijd t — ~  eene van nul verschillende waarde heeft.
We kunnen bij onze beschouwingen dit integratiegebied ook
veel grooter denken, daar het overige deel der ruimte toch
niets oplevert.

We zullen ons steeds voorstellen, dat het punt x, y, z binnen
het integratiegebied ligt. De coördinaten van een willekeurig
punt van het integratiegebied zullen we x \y ',z ' noemen. Over­
eenkomstig deze notatie is in (8) ook d if geschreven.

Om aan te toonen dat de door (8) bepaalde functie aan (7)
voldoet moeten we de diflerentiaalquotienten dier functie bepalen.
We moeten daarbij er op letten, dat voor af =* x , y' =* y ,
z' =  z, r  =  0 is en dus de functie onder het integraalteeken
oneindig groot wordt.

We zullen daarom beginnen met de afleiding eener alge-
meene formule voor zulke gevallen.

Zij I =  d t',  waarbij U eene willekeurige functie der

coördinaten x \ y \ z' is, die ook afhangt van de coördinaten x ,y ,z
van het punt waar we I willen bepalen. Dit punt zal binnen
het integratiegebied liggen en U zal overal eindig en doorloopend
zijn behalve juist in dit punt.

We beginnen dus met van het integratiegebied uit te
sluiten een bolletje om dat punt als middelpunt, met een straal R.
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De integraal over de overblijvende ruimte zullen we IB noemen.
We hebben dan:

I =  Lim IB
R = 0

Zooals bekend is nadert IR alleen dan tot een bepaalde
limiet, wanneer een bepaalde waarde van n kleiner dan 3 kan
gevonden worden, zoodat overal in de omgeving van het punt x, y, z,
ü r ” eindig blijft.

We hebben nu:

9 *R — Lim P u  (x +  <5,2/, z) d t' — j U  (x, y, z) dt?.
3 X  i = 0  U  ,  - 1

R, (;r H  Ö )

Met de indices R, (cc +  )̂ en R, (») bij de integraalteekens
wordt aangewezen, dat van het integratiegebied wordt uitgesloten
een bolletje met den straal R, waarvan ’t middelpunt in ’t  eerste
geval tot coördinaten heeft (x +  ö, z) en in tweede (*» V' z)'
Het verschil der bijdragen, die een willekeurig ruimte-element

M  voor de beide integralen oplevert is ^  d dt?. Bovendien

zijn er echter elementen die voor de eerste integraal buiten
het integratiegebied vallen, voor de tweede er binnenben omge­

keerd. De eerste geven telkens een bedrag — U ^  ddB

de tweede evenzoo U d dB', waarbij dB'een element
van het boloppervlak voorstelt. De beide sommen, wier termen
den zelfden vorm verkrijgen, strekken zich samen over den
geheelen bol uit.

Wij vinden op deze wijze:

3 Ir
3 X

en dus:
d_I
3 x ƒ

fLE dt? -  4- (V -  *)u (9)I 3® R J
R

L5 M  _  Lim 4- f  (* -  *) U dB'- (10)
3 a; r =  o & J
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Als een der beide termen in (9) niet tot een bepaalde limiet
3 Inadert, verliest bet differentiaalquotient —  zijne beteekenis.

We zullen nu deze uitkomst op (8) toepassen. We moeten
daarbij bedenken dat (a)t _  r_ alléén van x, y, s afhangt, omdat

C

het op den tijd t ------genomen moet worden. We vinden:

4 ut c* —  =o x -R^oQf
4 J > -

j j _
d x l  r

x)

(«)/_

( 1
(a ) ,_ j r  ( dB

1
(11)

(Xj ÜCAan alle punten van het boloppervlak i s ---------- (a)(_ _r_
• c

eindig en we kunnen dus eene eindige constante/?aangeven, zoo
oo'_00dat voor alle termen der tweede integraal---------- (a)t  r_ <  ^

'  c
dan is:

~  (o),_A J dB' <  dB'

dus <  4 »  RjJ.

De tweede term in (11) nadert dus met B, tot nul. Het is verder
door toepassing van bovengenoemd criterium gemakkelijk in te
zien, dat de eerste term voor B, =  0 tot een bepaalde limiet
nadert, zoodat we vinden:

4 ff c* p -  =  C—  j —  (a) r | dv' ,
3 X  J  3 X  ( r  T  )

en door weer (10) toe te passen :

4 n  c1 d* X
3 E =  0



De eerste term nadert tot een bepaalde limiet; om den
tweeden te herleiden, hebben we:

x  — of
L -

De laatste term hiervan levert in de limiet voor R — 0
eene oneindig kleine bijdrage voor de integraal, zooals we ge­
makkelijk aantoonen op de zelfde wijze als voor den laatsten
term in (11) is gebeurd. We vinden dus:

C, T ^  =  J  T i?
dtr' —

Lim f* (* — x')2 («)*__* dB'-

Verder kunnen we in de laatste integraal (a)t_  r. als eene
C

constante beschouwen, die in de limiet in (a)t overgaat, waar­
door na integratie van dien term komt:

en dus:

c’ A x  =  4^ ƒ  a dif —  a.

Verder is:

3^1
d t1 "

i  r  9^ ( j_
4 n  J c1 \ r

dtr',

en dus:
31 y

S A z - j f i =  — a -j- _ J L
4 n A - 1 92

St1)S
/  1  3 * \  ,

waarbij de beteekenis van het symbool (A — j j ï )  wel
geen toelichting behoeft. Eene eenvoudige berekening voert
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tot het, trouwens bekende, resultaat, dat de laatste term nul
is en dus:

waarmee we bewezen hebben, dat de door (8) bepaalde functie
aan de differentiaalvergelijking (7) voldoet.

§ 4. Toepassing op het geval van één bewegend electron.

Door dit resultaat toe te passen op de vergelijkingen (6)
en (5) vinden we:

Wij zullen nu deze integralen berekenen voor een electron
dat alleen eene translatiesnelheid b heeft. Daarbij stellen we
ons voor, dat dit electron behoort tot een deeltje, dat in zijn
geheel genomen in rust verkeert. In dat deeltje heeft het electron
een trillende beweging. Wij zullen de tweede machten van

de tweede machten der afmetingen van het deeltje, de pro-c
ducten van zulk eene afmeting met een der componenten van
b en eindelijk termen waarin een component van b met een
compenent der versnelling vermenigvuldigd is, verwaarloozen.

Wij kiezen nu binnen het deeltje een vast punt 0 met de
coördinaten x '0 , y '0 , z'0 en brengen een coördinatenstelsel aan
met dit punt tot oorsprong en assen evenwijdig aan de X, Y, Z as.
Coördinaten met betrekking tot dit stelsel zullen we x, y, z
noemen.

c1 A X a

(12)

(13)
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Den afstand van O tot het punt P {x,y, 2) waar we den
toestand willen bepalen op den tijd t , zullen we door r0 voor-

r ostellen en wij zullen t0 — t -----— stellen.c
Wij vestigen nu de aandacht op een punt van het electron,

dat op den tijd t0 de coördinaten x, y, z heeft. De in dit punt
aanwezige lading levert eene bijdrage voor de integralen (12)
en (13) in een bepaalden stand, dien zij in den loop der be­
weging inneemt. Deze stand, Q, wordt bepaald door de voor­
waarde, dat als t0 +  t  de tijd is, waarop hij wordt bereikt:

QP =  c (t — t0 — t).

Hieruit volgt:

(x -  x0' — x -  m )*4-(v -  vó -  y -  w  +
(z — z0' — z — t )2 =  c1(t — t0 — t)2,

of met de aangegeven verwaarloozing:

(x -  x0V  +  (2/ -  VÓ)1 +  <«“  2 o >*
— 2 \ x (x — x0') - f  y (y — yó) +  z (2 -  z0') J

— 21 | a*(* — xo) +  by(y — yó) +  b«(2 — zó) j
=  c2( i - y 2- 2 c 2( i - y  t,

of, daar r 02 =  c2 (t — t0)*i

r0(c — br<j) t  =  x(a: — x0') +  y (y — yó) +  z(z — »<,')• (14)

Hieruit blijkt, dat t  van dezelfde orde van grootte is als
JL JL _?L zoodat er geen bezwaar tegen kan zijn dat bij
c c c

deze berekening de termen met t 2 verwaarloosd zijn en de be­
weging gedurende den tijd t  als eenparig is beschouwd.

De coördinaten van ’t  punt Q zijn nu:
x' — xó  +  x +  b* t , y’ =  yó +  y +  öy t ,  2' =  20' +  z +  t.
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Aan ieder punt van ’t  electron beantwoordt op deze wijze
een punt van de ruimte, dat voor de integralen (12) en (13)
eene bijdrage levert. Wij kunnen nu b.v. (12) vervangen door
eene integraal over de ruimte, die het electron op den tijd t0
inneemt door x, y, z als nieuwe veranderlijken in te voeren.
Wij merken nog op dat, met de aangegeven verwaarloozingen,
onder r, waarvoor eigenlijk de afstand P Q moet genomen worden,
ook mag verstaan worden de afstand van P tot het punt waar
het beschouwde element van het electron zich op den tjjd t0
bevindt.

dx' dy' dz'

9 (af, y', z')
9 (x, y, z) d x  d y d z .

■ Hierin stelt g v̂ ’ ^  ^  den functionaaldeterminant voor, die

op de volgende wijze gevonden wordt:

dx'
3 X

3 x'
3 y

3 a :'
3 Z 1 +  b *

3 t
3 X *>*

3 t
9 y b *

3 t
3 Z

dy '
3 X

dy '
9y

I v L
3 Z

= 3 t
3 X !  +  by

3 t
9y

3 t
3 Z

3 Z '
3 X

3 Z '

3 y
3 Z '
3 Z b .

3 t
3 X

b*
3 t
9 y

l  +  b z
3 t
3 Z

, i 3 t  . „ a t  . a t
“  1 +  T T  +  T f  +  T z '

Met behulp van (14) herleiden we dit tot:

zoodat we krijgen:

4 ^ ö = J j ? - ( l  +  - ^ - )  dx\
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Evenzoo vinden we:

4 nc%x = J
4 nc%y = J
4 n c g* —J ( i + — ) * • .

waarbij nu al de integralen moeten worden uitgestrekt over de
r

ruimte van ’t  electron en berekend op den tijd t0 =  t ----c
'■ ör

In de integralen, die g  bepalen, kunnen we de termen ——c
weglaten.

§ 5. Polarisatie-electronen.

Wij zullen ons nu deeltjes voorstellen, die positieve en
negatieve electronen bevatten, zoo dat de som van de positieve
ladingen gelijk en tegengesteld is aan die der negatieve.

We denken ons de positieve electronen aan bepaalde punten
van bet molecuul gebonden. Verder zullen we éenvoüdigheids-
halve ons denken dat slechts één negatief electron voorkomt,
dat zich in alle richtingen kan bewegen maar zich slechts zeer
weinig verwijdert uit een bepaalden evenwichtsstand. Wij
zullen ons voorstellen, dat het deeltje geen werking opeenigen
afstand uitoefent als het negatieve electron zich in zijn even­
wichtsstand bevindt.

Als het eene uitwijking uit dien stand heeft, zeggen we
dat het deeltje gepolariseerd is.

De electronen, die deze deeltjes bevatten, noemen we pola­
risatie-electronen.

De werking van het gehëele ‘deeltje op eenigen afstand
wordt bepaald door (1) en (2), waarin we voor Q en g  de som
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moeten nemen van de overeenkomstige grootheden voor de
afzonderlijke electronen.

Om deze verder te herleiden brengen we weer het coördi­
natenstelsel met den oorsprong 0 aan. W ij kunnen dan stellen:

+ z (t v -)„+ y z (t V ),
en dus voor het negatieve electron, steeds grootheden van de
tweede orde weglatend:

4 n  Q =
3 —t— J  o » , d t' +  (■ Q X d t1

1 (15)

Voor de positieve electronen vinden we eene dergelijkë
uitkom st, waar alleen de eerste term ontbreekt, omdat daar
t>r — 0 ondersteld is. W ij kunnen dus f i voor het geheele
deeltje vinden door in  (15) de integralen ook over het geheele
deeltje u it te strekken. Verder vinden we 0- voor het geheele
deeltje (gelijk aan de waarde voor het negatieve electron alleen) u it:

4 n c g , =  — C q b,

4 * c % = -  ƒ <Q V

~hf'Q *>•

W ij zullen by deze deeltjes den vector:

-ƒ j  r  dr1,

chr',

dv1,

di/.

(16)

(17)

invoeren, waarbij r  den voerstraal van ’t  punt 0 naar een
element d r' voorstelt. (17) is een vector-vergelijking, ze is
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aequivalent met de volgende drie, waardoor de componenten
van p bepaald worden:

, = ƒ Q X dT 7,

-ts *< . 
II e  y (17')

f c - r p z  dxr'.

Het is gemakkelijk in te zien, dat de vector p onafhankelijk

is van de richting der coördinaten-assen en omdat^j q d t1 =  0 is

ook van de plaats van den oorsprong.
Uit (17) volgt:

p =  J q b dr7, (18)

een vector-vergelijking, die evenals (17), door drie vergelijkingen
voor de componenten kan vervangen worden.

Met behulp van dezen vector kunnen we nu onze uit­
komsten als volgt voorstellen:

“a Hr* +

=  (— ) , i n c g .

a  2

jTU js ____  a s _______Verder kunnen we bovenstaande
d x' 3 X
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formules nog herleiden door toepassing van:

d
dX

e

3 r
3 x Px)

t

enz.

*o_
c

waarbij weer de termen van de tweede orde verwaarloosd zijn.
We vinden dan:

C

3 (Px

waarbij nog To door r vervangen is, omdat het volgens onze
onderstellingen geen verschil maakt, welk punt binnen het
deeltje we als 'tp u n t 0 kiezen.

§ 6. De bewegings-vergelijJdngen van een polarisatie-electron.

De formules (17) en (18) zouden ook gelden voor een geval,
dat wat algemeener is dan wij onderstelden, namelijk dat
de dichtheid der lading geleidelijk van punt tot punt binnen
het deeltje veranderde. Wij zullen ons echter houden aan
het eenvoudigste geval, dat in het begin der vorige § werd
beschreven.

Het komt er nu vooreerst op aan de beweging van het
negatieve electron te beschrijven. Bij iedere uitwijking uit
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den evenwichtsstand zal op het electron eene kracht werken,
die het naar den evenwichtsstand terug drijft, bij kleine
uitwijkingen kunnen we die kracht evenredig aan de uit­
wijking stellen. In een isotroop medium zal ze steeds dezelfde
richting hebben als de uitwijking en hare grootte zal van
de richting niet afhankelijk zijn. Verder zal op het electron
steeds eene electrische kracht werken. Om de grootte dezer
kracht te vinden moeten we er op le tten , dat het deeltje zelf
ook een electrisch veld te weeg brengt. Door de formules (12)
en (13) toe te passen voor kleine waarden van r ,  vinden we be­
trekkelijk gemakkelijk ') dat het belangrijkste deel der kracht,
die het negatieve electron tengevolge daarvan ondervindt, even­
redig is met zijne versnelling, verder blijkt er eene kracht te
werken, evenredig met het differentiaalquotient van de versnelling
naar den tijd. Bij enkelvoudig periodieke toestanden kunnen
we deze evenredig aan de snelheid stellen, ze is daaraan tegen­
gesteld gericht. Overigens is de electrische kracht over de
geheele ruimte, die het deeltje inneemt, constant. Laten we
overeenkomstig onze onderstelling, dat de uitwijking en snelheid
van het deeltje steeds zeer klein zijn, den invloed van het
magnetisch veld buiten rekening,1) dan kunnen we de uitwendige
kracht die op het electron werkt voorstellen door het product
van de lading en de electrische kracht in het. punt waar het
deeltje zich bevindt.

De bewegingsvergelijkingen van het negatieve electron
zijn nu, als we de componenten der uitwijking f, iy, f  noemen:

< a i >

■ * iw  -  - '  4 f
I) Ygl. Lorentz. La théorie électro-magnétique enz.
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Den coëfficiënt m in deze formules zullen we de massa
van het electron noemen, hij heeft natuurlijk voor een deel
zijne waarde te danken aan de bovengenoemde electrische kracht,
die het deeltje zelf te weeg brengt, we zullen in het midden
laten of het electron overigens nog eene „ware” massa heeft,
evenzoo zullen we niet verder ingaan op de oorzaak van den
term met den coëfficiënt /?*); a f ,  ar) , a f  zijn de componenten
der kracht, die het electron naar zijn evenwichtsstand trekt
en — e is de lading van het negatieve electron. Wjj zullen
m, e, en a als constanten beschouwen.

Uit de formules (21) blijkt, dat ook bij afwezigheid van
een uitwendig electrisch veld het electron eene bepaalde be­
weging zal kunnen hebben; wegens den term evenredig met
de snelheid, die eene wrijving voorstelt, zal deze, al is /? nog
zoo klein, op den duur worden uitgeput. We zullen aannemen,
dat /? zeer klein is, zoodat in de meeste gevallen de termen,
die dezen coëfficiënt bevatten kunnen worden verwaarloosd.

Wanneer een component der electrische kracht voortdurend
nul is, kunnen we zeggen dat ook de overeenkomstige component
der uitwijking voortdurend nul zal zijn.

Het verhand tusschen f, r)1 f  en de componenten van pis
zeer eenvoudig. Wij kunnen in (17') de integralen opvatten als
sommen van integralen, elk uitgestrekt over één der electronen,
die het deeltje bevat. Zijn nu voor een punt van het negatieve
electron de coördinaten in den evenwichtsstand x0, y0, z0, dan

') Wanneer men de electronen-theorie zelfs wil gebruiken om de grond­
slagen der geheele mechanica af te leiden (zie b. v. Wien: Lorentz-gedenkboek,
pag. 96), den mag men eene ware massa niet aannemen en ook niet den
coëfficiënt @ verklaren als het gevolg van eene wrijving tnsschen electron en
molecuul (vgl. hierbij ook Abraham Ann. der Phys. 10, 1903, pag. 108 en 109.)
Dit laatste is stellig slechts eene ruwe voorstelling. In de verslagen der
K. A. v. W., deel VI, vindt men eene theorie van Lorentz, waar de absorptie
wordt verklaard door den invloed van de botsingen der moleculen op de beweging
der electronen. Schrijft men den term met § alleen toe aan de werking van
de lading van ’t deeltje zelf, dan is ze te klein om bjj de abnormale dispersie
de absorptie te verklaren (zie echter Planck Sitznngsberichte der K. P. A. d. W-,
21 April 1904).



zijn ze bij eene willekeurige uitwijking x0 +  f, y0 +  V, zo +  £
Door dit te substitueeren, vinden we door toepassing van de
eigenschap, dat het electron geen werking naar buiten oefent
en p dus nul is, als ' t  negatieve deeltje in den evenwichtsstand is:

waarbij de integratie is uit te strekken over het negatieve
electron, zoodat we vinden:

Wij kunnen nu in plaats van de vergelijkingen (21) ook

§ 7. Manier, waarop we het vraagstuk zullen behandelen.

Wij zullen nu weer een medium beschouwen, dat zeer
vele polarisatie-electronen bevat. Bij een isotroop medium zullen
deze volkomen onregelmatig verspreid zijn.

We hebben dan overal buiten die electronen de verge­
lijkingen I en overal binnen die electronen de vergelijkingen II.
In het laatste geval is dan nog (21) noodig voor het verband
tusschen ü en de overige vectoren.

Eene volledige oplossing zou nu voor elk der vectoren
functies van de coördinaten en den tijd moeten geven, die aan
I en andere die aan II voldoen, terwijl dan het verband tusschen
die functies bepaald zou zijn doordat aan het oppervlak van elk

I  I Q dv'

enz.

P* =  -  6 É.
pj, = — e *?)
P* =  -  6 £•

schrijven:

m  p x +  P  jp, +  a p x =  e* ©*•
m py +  P py +  apy =  01
m Pz +  P 4- aP« — e*
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electron voldaan moet worden aan de algemeene voorwaarden
aan discontinuïteitsvlakken:

waarbij h eene willekeurige richting in het discontinuïteitsvlak
voorstelt, n de normaal op dat vlak en met de indices I en II
waarden aan beide zijden van dat vlak worden onderscheiden.

Om deze oplossing te vinden zouden natuurlijk vooreerst
de gedaante en den stand van elk der grensvlakken moeten
bekend zijn. Het vraagstuk is echter wegens het groote aantal
en de onregelmatige verspreiding der electronen niet op derge­
lijke mathematisch nauwkeurige wijze op te lossen. Trouwens
van de bijzonderheden, die deze oplossing zou aangeven, kan
men toch niets waarnemen, daar ons oog slechts ruimten onder­
scheiden kan, die zeer vele moleculen en dus ook zeer vele
electronen bevatten. Wat we bij onze proeven als electrische
en magnetische kracht waarnemen zijn middel waarden der over­
eenkomstige vectoren over ruimten, die ons oog nog juist
onderscheiden kan, desnoods met behulp van optische toestellen.
Zulke ruimten zullen we physisch oneindig klein noemen, hare
afmetingen zijn veel kleiner dan de golflengten van het licht
van het zichtbare spectrum, maar we zullen ze in vergelijking
met de electronen zoo groot denken, dat we zulk eene ruimte
in een groot aantal elementen kunnen verdeelen, die elk nog
vele electronen bevatten.

Het ligt nu voor de hand te trachten eene oplossing te
vinden die ons deze middelwaarden doet kennen.

Wij zullen daaraan eene bespreking van sommige eigen­
schappen der middelwaarden doen voorafgaan.

(«*) i =  <@*)n>
— ( ®«)n i

(&0i =  ($*)n,
(®.)I -  (®«) n,

III

6



HOOFDSTUK IV.

Stellingen over middelwaarden.

§ 1. Definitie der middelwaarden.

Grootheden, die grillig veranderen over afstanden van de
orde van grootte der moleculaire afmetingen, komen in de
physica dikwijls voor. In zulke gevallen zullen we steeds bij
onze proeven te doen hebben met middelwaarden, telkens ge­
nomen over eene physisch oneindig kleine ruimte T. Het is
dan ook in de theorie steeds van belang deze middelwaarden

Als middelwaarde <p eener grootheid g> definieeren we:

waarbij de integratie over alle elementen der ruimte T moet

In de gevallen, die in de natuur voorkomen, waarop wij
deze beschouwing zullen toepassen, zal g> doorgaans slechts
zeer weinig veranderen, als we voortgaan over een afstand van
de orde der afmetingen van T. Gaat dit niet op, zooals ’tgeval
zou zijn bij eene golfbeweging met zeer kleine golflengte, dan
verliest de beschouwing der middelwaarden hare physische be-
teekenis. Op ’t  genoemde voorbeeld komen we in de volgende
hoofdstukken terug. Letten we nu niet op zulke uitzonderings­
gevallen, dan kunnen we beweren dat vorm en grootte der

te beschouwen.

( 1 )

worden uitgestrekt.
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ruimte T onverschillig zijn, het is dan natuurlijk voor T  een
bol te nemen wiens middelpunt ligt in het punt, waarvoor
we de middelwaarde berekenen.

Soms is het echter voordeelig eene andere keuze voor de
ruimte T  te doen.

§ 2. Voorwaarden voor het bestaan van middelwaarden.

Wanneer de grootheid g> binnen de ruimte T  oneindig
groot kan worden, is het niet a priori zeker, dat we aan de
integraal (1) eene beteekenis kunnen hechten.

Wij kunnen daarbij drie gevallen onderscheiden. Zij voor­
eerst cp oneindig in een punt P , maar in alle punten in de
omgeving eindig en doorloopend. Beschouwen we nu de waarden
van g) binnen een bolletje om P , met den zeer kleinen straal r.
Zij r de afstand van eenig punt tot P. We trachten nu een
eindig positief getal n te vinden, zoodat voor ieder punt binnen
het beschouwde bolletje \<p\ <  A r  — w, waarbij A eveneens
eene eindige constante is. (We hebben hier |gp| geschreven om
aan te geven dat we niet willen letten op het teeken van q>.)
Bestaat zulk een getal n n iet, dan is de integraal (1) divergent
en er kan niet van eene middelwaarde gesproken worden. Opdat
(1) convergent zij, 'tgeen de noodzaaklijke voorwaarde is voor
’t  bestaan der middelwaarde, moet bovendien n <  3 zijn.

Er kunnen natuurlijk ook meerdere afzonderlijke punten P
voorkomen, waar <p oneindig wordt. Zoolang hun aantal eindig
is en in elk afzonderlijk de gevonden voorwaarde geldt, blijft
de integraal (1) convergent. Overeenkomstige opmerkingen
kunnen ook in de beide volgende gevallen gemaakt worden.

Is q> oneindig in alle punten eener lijn die geheel of gedeel­
telijk in het integratiegebied ligt, dan kunnen we de conver­
gentie der integraal (1) onderzoeken, door om deze lijn als as
eene buisvormige holte te beschrijven. Zij l de afstand van
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een punt tot deze lijn, dan zullen we binnen deze holte weer
moeten hebben |g>| <  A i— . Is er geen eindig getal n zoodat
aan deze voorwaarde voldaan is, dan is de integraal divergent.
Opdat ze convergent zij, moet bovendien n <  2 zijn.

Het derde geval, dat we te bespreken hebben, is dat,
waarbij <p oneindig wordt in alle punten van een vlak. Nu be­
schrijven we eene laagvormige ruimte, waarvan de zijvlakken
aan beide zijden van ’tv lak  loopen. Zij d de. afstand van een
punt tot dat vlak, dan moeten we hebben binnen deze laag
| g) | <  Ad — w, waarbij nu w <  1 moet zijn.

§ 3. Middelwaarde van het differ entiaalquotient eener
discontinue functie.

Wij zullen te doen krijgen met het geval, dat de functie
q> het differentiaalquotient is in een of andere richting van eene
functie V, die aan een vlak discontinu is.. Om te definieeren
wat we in dat geval onder de middelwaarde zullen verstaan,
zullen we het beschouwen als de grens van een ander, waarbij
de functie g> in eene dunne laag langs dat vlak wel zeer snel,
maar toch geleidelijk verandert. Wij moeten dan de limiet
nemen voor het geval, dat de dikte dezer laag nul wordt. Zij
b v> (p en beschouwen we het geval, dat ip aan een

plat vlak, loodrecht op h discontinu is. We denken ons eene
functie ip0 , die overal met ip overeenkomt, behalve in de onmid-
dellijke nabijheid van ’tdiscontinuïteitsvlak, waar ze in eene zeer
dunne laag geleidelijk overgaat van de waarde , die n> aan
de eene zijde van ’t  discontinuïteitsvlak heeft tot de waarde
aan de andere zijde. Eigenlijk moeten we nemen de waarden
op afstanden van ’tdiscontinuïteitsvlak gelijk aan de halve
dikte der overgangslaag. Maar in de limiet zullen deze over­
gaan in de waarden aan dat vlak.

We denken ons eenvoudigheidshalve, dat tpt en t/>i voor alle
punten van ’t  discontinuïteitsvlak de zelfde waarde hebben.
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De dikte der overgangslaag zuilen we d noemen. Wij zullen
nu de middelwaarde cp definieeren door de vergelijking:

<p =  Lim ,
d=o 3 h

Nu is:

r 3 v>0 . r 3 Vo . , c 9 v* .
J  3 A d ir ~ J  T T  *  +  J  T T "  dtr’
y ïi t .

waarbij met de letter aan den voet van ’t  integraalteeken het
integratiegebied wordt aangegeven. Tt is het deel der over­
gangslaag, dat binnen de ruimte T  valt en Tt ’t  overige deel
der ruimte T. We hebben dan verder:

d

f~rirdt~ f-r rd’! + 0f 3 Vo
3 h d h.

Hierbij stelt O het oppervlak voor, dat door de begrenzing
der ruimte T van ’t  discontinuïteitsvlak wordt afgesneden. Wij
hebben hierbij gebruik gemaakt van de .omstandigheid, dat
V>i en % met van de plaats op ’t discontinuïteitsvlak afhangen,

zoodat t  zelfde van — ° in de overgangslaag kan ondersteld
3 h

worden. De laatste integratie kunnen we nu onmiddellijk
geheel uitvoeren, waardoor we vinden:

ƒ "TT  dv = f~dJT dT +  0 i V*-V' !•
T Tt

In deze formule kunnen we nu d tot 0 laten overgaan,
, ,,dan wordt - g ^ =  -j j - =  g> voor alle punten, behalve die

aan ’t  discontinuïteitsvlak, waar geen beteekenis heeft. End H
we vinden volgens onze definitie:

<P 9> +  -2rhfc — %
*»

(2)
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waarin ’t  integratiegebied Tt ’t  zelfde is als T met uitsluiting

We kunnen het bovenstaande gemakkelijk uitbreiden tot
het geval dat y  discontinu is aan een willekeurig oppervlak S,
waarbij we tevens ’t  algemeene geval zullen aannemen, dat de
waarden en aan weerszijden van dat oppervlak van punt
tot punt langs het oppervlak geleidelijk veranderlijk zijn. We
nemen dan een coördinatenstelsel A, fx, v aan, zoodat ’t  opper­
vlak S een der oppervlakken A =  constant is. De ruimte, die
uit T wordt afgesneden door eene dunne laag, wier zijvlakken
langs S loopen, zullen we weer noemen, ’toverige deel Tt.
Met notaties, die geheel met de voor ’t  vorige geval ingevoerde

d S stelt een element van ’t  oppervlak S voor en kan natuurlijk
in ft en v en hunne differentialen worden uitgedrukt. We
hebben nu verder:

waarbij x eene functie is van de plaats op ’t  oppervlak S, dus
ook van de coördinaten /x, en v. We kunnen nu de laatste
integratie weer uitvoeren en vinden:

der oneindige waarden van g>.

overeenkomen, is nu:

d t I

d t -f- I d S

dx +  I d S x (V:

en voor de grens als d =  0 is:

H / * * - * » * " ’ (3)\  s
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§ 4. Differentiaalquotienten van middelwaarden.

We zullen nu eenige stellingen bespreken over de differen­
tiaalquotienten van go. Denken we ons dat go, behalve van de
coördinaten, nog afhangt van een parameter f, ook go zal dan
van t afhangen.

3 m
Wanneer , in ieder punt eindig en doorloopend is,

O t
3  (Dzal t zelfde gelden voor , want:o t

T T

Voor de laatste integraal kunnen we volgens vergelijking (1)
3 m

schrijven T ,  ^ , we hebben dus tevens bewezen:O t

=  IE. f4)
St 3t K

De vergelijking (4) blijft gelden zoolang elk der integralen
r  9 go

go dv en I ——- dv eene bepaalde waarde heeft, ’t geen
T T

voor elk afzonderlijk, volgens ’t voorgaande, kan onderzocht
worden.

3 w
voor ’t onderzoek van het differentiaalquotient g— , waarbij

h eene willekeurige richting voorstelt, zullen we vooreerst ons
denken dat go in ’t geheele beschouwde gebied eindig en door­
loopend is. We zullen de richting h tot die der X-as kiezen.

go dv. (1)
T

3 cp _
Om nu — te vinden, moeten we ook de waarde van wO x ■
bepalen in een punt, op een afstand <5 x in de richting der
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X-as gelegen, van dat waarvoor (1) geldt. Hiervoor vinden we:

r
als T' de ruimte voorstelt begrensd door ’t  oppervlak, dat we
verkrijgen door ’t  oppervlak dat T begrenst, in de richting der
X-as, over een afstand ó x ,  te verschuiven. T' is dus even
groot als T. Om nu de beide integralen te vergelijken, verdeelen
we eerst het integratie-gebied T op willekeurige wijze in
elementen dv. Wij kunnen dan T' zoodanig in elementen d-d
verdeelen, dat ieder element overeenkomt met een der elemen­
ten dv en daaruit kan verkregen worden door dit over een
afstand <5 x , in de richting der X-as, te verschuiven.

Wij hebben nu:

1 ?  =  Lim _L -L j Cg> dd — Cg> dv j.
3a; Sx=0 dx T ( J  J  )

T' T

Elk element d t levert nu voor ’t  verschil der integralen
eene bijdrage j q> (x +  <5 x) — <p (.%) \ dv, zoodat we krijgen.

=  Lim — f  | 9  (* +  dx) ~  9 (*)| d*
3a; 8*=o dx T  JT

- * J>x  O X  =  O 7»
T 1

A (5)
en dus 7 *  3®’

Stelling en bewijs blijven gelden zoolang de beide integralen

C<pdv en ƒ*-— -d -r eene bepaalde waarde hebben, ’t  geen

T T
volgens het voorgaande onderzocht kan worden.

Het geval, dat <p discontinu is aan een vlak S, dat
gedeeltelijk binnen de beschouwde ruimte ligt, moet echter
afzonderlijk behandeld worden. Wij zullen bij dit onderzoek
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ook weer eerst ’t  geval nemen, dat S een plat vlak is, lood­
recht op de richting waarin wij differentieeren en dat de waarden
van g> aan beide zijden van ’tv lak , g>x en q>2 niet afhangen
van de plaats op het vlak. Kiezen we de richting waarin we
differentieeren, weer tot die der X-as, dan hebben we volgens
’tvroeger gevondene, formule (2):

3 g> 1 cp ,  , O  .
i d r  -  " F  J  i7T* + f  — 5’,)'

2\
. 3  w

Om nu te vinden, gaan we weer uit van de definitie3 x

<p — —  J  (p dt. We zullen ook nu weer T verdeeld denken
T

in de stukken Tt en T2 en ons Tl vooreerst weer voorstellen
als een laag van eindige, hoewel zeer kleine, dikte d.

waarin T ' dezelfde beteekenis heeft als bij ’t  voorgaande. We
zullen uit de ruimte T ’ ook weer het stuk T2 afzonderen, het
overschietende zullen we T \  noemen, dan is natuurlijk ook:

Stellen we nu weer in de eerste integraal x  +  ‘ <5 x  in
plaats van x , dan worden de grenzen van ’t  integratiegebied
zoodanig gewijzigd, dat dit met 7', samenvalt, behalve dat
aan de eene zijde van de ruimte Tt eene oneindig dunne laag
(ter dikte <5 x) buiten T1 valt, terwijl aan de andere zijde T,
een dergelijke laag bevat, die buiten ’tgewijzigd integratiegebied
der eerste integraal ligt. We vinden dus:

ƒq> (x +  ö x) dv -f- O gpa d x  — O <p, ö x ,
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en dus:
3 cp 1
3 X  T

(  Lim
«y ö  t z h o

q> {X  +  « *) -  9 (*) dv +  °  (<p -  cp, ),
ö x  1

3i
3 x f ^ d x  d v + ^r iq>i ~ (p,)’

rt
Hiermede is ook voor dit geval bewezen:

I q> _  |  g>
d x 3 x

De uitbreiding tot het algemeene geval, overeenkomend met
dat waarop formule (3) betrekking heeft, is ook hier eenvoudig.

Het is verder gemakkelijk in te zien, dat deze uitkomsten
ook nog geldig zijn als het discontinuïteits-oppervlak S een
deel der begrenzing der ruimte T vormt. Wij moeten daarbij
echter vaststellen, dat bij ’t  integreeren de punten van het
oppervlak S steeds gerekend worden te behooren tot de ruimte-
elementen, die binnen dat oppervlak liggen.

Verder hebben we, als (p eindig en doorloopend is:

3 2 q> 3 /  3 \  _  3  /  3  9 M  _ _  ^  9  ,  ( 6 )

d h* “  d h \  3 h /  3 h '  3 fc '  3 h1

wat ook weer blijft gelden zoolang de beide integralen J  <p dv
T

en C——— cIt convergent zijn. Op de zelfde wijze hebben we.
I  | m

T ______
31 g> _  3> 9> (7)

dh dk dh 3 / c ’

enz.
Ook deze stellingen moeten nader onderzocht worden voor

’t  geval dat <p aan een vlak S onderloopend is. Wij zullen ook
nu weer behandelen het geval dat S een plat vak is, loodrecht
op de richting der diiferentiatie, die we weer tot X-as zullen
kiezen en we zullen ook weer ons denken dat g>t en onaf­
hankelijk zijn van de coördinaten y  en z.- Brengen we langs
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het discontinuïteitsvlak weer een dunne laag aan en beschouwen
vooreerst de functie cpo die overal met cp overeenkomt, behalve
in deze laag, waar ze geleidelijk overgaat van g>t tot g>,. Daar­

bij zal ook hoewel het groote waarden doorloopt, gelei-
dx

delijk overgaan van 1 de waarde van °P oneindig
,d W \

kleinen afstand aan de negatieve zijde van ’t  vlak, tot

de overeenkomstige waarde aan de andere zijde. We kunnen
dan weer tot het geval overgaan, waarom het ons te doen is,
door de dikte der laag tot nul te laten naderen.

d
3 x Lim

Sx—o
1

<3 x dv

De term (g)t — <p,) moet zoowel bij de integraal over

T', als bij die over Tx worden opgeteld zoodat ze bij ’t verschil
wegvalt. Eigenlijk moeten we hierbij er opletten dat de ruimte
T' van het discontinuïteitsvlak een stuk O' zal afsnijden, dat
nog van O verschillen kan. Dit geeft aanleiding tot een term
die met betrekking tot ö x  van de tweede orde is en dus na
de deeling door <5 x  in de limiet nog nul oplevert.

Stellen we nu weer in de eerste integraal x  -f- d x  in de
plaats van x , dan wordt ‘het integratiegebied weer herleid tot
Tt behalve dat aan de eene zijde van T, er eene laag bij is,
terwijl er aan de andere eene ontbreekt. Zoo vinden we:

a
O X

( 1 * L )
V 9 X  1 i f1 J  dx — n

<P0 (X +  Ö X)
9 y0
3 X

■ i ƒ
32

Ö X

0̂
T

dv -j-

(3 <P ) _
dX *

f  3 f f
V. 3 x

Vo
3 X 2 '

>
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Hierin kunnen we direct d
g>0 door g> vervangen.

. 3»

0 laten worden en dus

0 9  vinden we uit:
3 x 3

d*9>o
d%3

1  C 3 l q , 0 A _  1  f 3 > *  A r  A .  J L  f .
“  T J ~ 9 x i ~ f* ~  T j  31 X d  +  T )

T T. Tt
3 x 3 dv —

l . o { / 3 g>> _  / 3 j,
T J  Sa» T ( U a A   ̂3 as j

door hierin d tot nul te laten naderen en dus cp0 door g> te ver­
vangen.

32 ra 3 /3  ro\
We hebben dus weer: ^  ,

waaruit door toepassing van ’t  vroeger bewezene

31 q>   3* <p
3  x 3 3  X 3

Het bewijs van ’t  algemeene geval, waarop formule (3)
betrekking heeft, loopt weer volkomen parallel met ’tbehandelde.

§ 5. Berekening der middelwaarde voor een bepaald geval.

Wij zullen nu nog in een bepaald geval voor de middel­
waarde eener grootheid eene uitdrukking afleiden, die wij in
’t  volgende noodig zullen hebben.

Denken wij ons een functie <p, die slechts van nul verschil­
lende waarden heeft binnen bepaalde ruimten, die in de ruimte,
die wij beschouwen, volkomen onregelmatig verspreid zijn, zeer
talrijk zijn en elk voor zich zeer klein, zoodatze overeenkomen
met de ruimten, die naar onze onderstellingen door de electronen
in een dispergeerend medium worden ingenomen. Om ons ge­
makkelijker uit te kunnen drukken stellen we ons voor dat de
bedoelde ruimten door „deeltjes” worden ingenomen. Het aantal
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dezer deeltjes per volume-eenheid N, zal van punt tot punt
langzaam veranderlijk zijn, de waarde van N , die wij aan een
punt P toekennen, leiden we af uit het aantal deeltjes binnen
eene physisch oneindig kleine ruimte, die P tot middelpunt heeft.
We zullen ons denken, dat q> binnen deze deeltjes nog ver­
anderlijk is en willen nu de middel waarde van q> zoeken over
eene physisch oneindig kleine ruimte T. We zullen aannemen,
dat de verspreiding der deeltjes en de functie q> zóó zijn, dat
de gedaante der ruimte T  onverschillig is.

Het komt er dus op aan q> di te berekenen. Om daar­

toe te komen zullen we eerst een ander vraagstuk oplossen.
Eene grootheid g> zal in elk der bedoelde deeltjes in een

aantal afzonderlijke punten A ,, A ,, . . . . in alle deeltjes
congruent geplaatst, de waarden q>t , <p», . . . . q>k hebben.
Vooreerst zullen we ons denken, dat deze voor al de deeltjes
de zelfde zijn en in ieder deeltje 9>i +  9>a +  . . . .  +  =  0 is.
Gevraagd wordt te berekenen 2  <p uitgestrekt over alle punten
A binnen de physisch oneindig kleine ruimte T, waarbij we
ons zullen voorstellen dat het oppervlak S der ruimte T  steeds
sommige der deeltjes zal doorsnijden. Is dit niet het geval dan
zou 2  g> =  0 zijn en wanneer we dus niet zorgen dat S steeds
eenige der deeltjes doorsnijdt, kan zeker 2  cp niet geleidelijk
veranderen bij verplaatsing door de ruimte en kan de middel-

waarde - ^ 2  ook niet onafhankelijk zijn van de bijzondere
keuze van T. Wij zullen uit het volgende zien dat dit wel
het geval is als aan de genoemde voorwaarde voldaan is.

Om nu 2  g> te vinden maken we gebruik van den volgenden
kunstgreep. We nemén in elk der deeltjes een oorsprong aan,
in alle op de zelfde wijze. In dezen oorsprong O denken we
ons k punten O,, 02 . . . . 0^ samengevallen, waar de functie
de waarden — gp,, — <p% . . . , — q>k heeft. De waarde van
2  <p zal dan niet veranderen, als we deze punten op de zelfde
wijze als de punten A mee tellen. Wij zullen nu vooreerst

T
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nagaan hoeveel der vectoren 0,A , =  o, het oppervlak S zullen
doorsnijden. Als 0,A , S doorsnijdt, dan behooren O, en A,
tot een deeltje dat g e d e e l t e l i j k  binnen T ligt en dus iets
voor 2  g> kan opleveren en of O, of Ai ligt binnen T en moet
dus voor die som worden meegerekend. Aan beide zijden van
ieder element dS ligt een groot aantal punten O en wel is
natuurlijk overal het aantal per volumeëenheid N. Om nu te
berekenen, hoeveel der vectoren tij het element dS snijden
merken we op, dat de beginpunten dezer vectoren moeten liggen
binnen een cylinder met dS tot grondvlak en wiens beschrijvende
lijn gelijk en evenwijdig is aan üj . Het bedoelde aantal is dus
afgezien van ’tteeken N dS o,w , wanneer n de richting der
normaal op ’t  oppervlakte-element dS is. Rekenen we de nor­
maal positief in de richting naar buiten, dan is olM negatief
als de punten A, binnen ’t  oppervlak liggen, het aantal vectoren,
gelijk aan dat der punten A ,, die bij het element dS behooren
en iets voor de som opleveren is natuurlijk positief, wij moeten
dus voor dit aantal stellen — N dS uln . Liggen daarentegen de
punten O, aan de binnenzijde van het element dS, dan kunnen
we voor ’t  aantal te beschouwen punten stellen +  N dS t>,„ en
daar ieder punt O, een bedrag -  go, oplevert, vinden we ook
nu in ’t  geheel — N go, dSt>,„. Voor alle punten O, en A,
vinden we nu de bijdrage door over S te integreeren.

s

Deze uitdrukking kan onveranderd blijven als go, niet in al de
deeltjes de zelfde waarde heeft maar van element tot element
verandert.

Op de zelfde wijze vinden we voor de bijdrage der punten
O, en A ,:

enz.
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In ’t  geheel:

2  q> — — | n  I (pt t)j n +  9>j t)2 n - j----- +  Vic $kn | (®)
s

Zij nu in ieder deeltje de vector q bepaald door:

q =  g>t vl +  g>t tij - j- . . . .  -f- <Pk ü/j., (9)

en in ieder punt:
N q =  Cl, (10)

dan hebben we:

2<p =  — f D w dS. (11)
Js

Volgens’t  voorgaande blijft (8) gelden als de grootheden g>,
enz. van element tot element veranderen. Wij kunnen dan (11)
ook nog handhaven, als we voor Cl stellen:

Cl =  ~  Xq, (12)

waarin de som moet genomen worden over alle deeltjes binnen
de physisch oneindig kleine ruimte Tt .

Nu is echter gegeven dat de ruimte binnen S physisch
oneindig klein is en dat de gedaante dezer ruimte onver­
schillig is.

Kiezen we daarvoor een parallelepipedum met ribben even­
wijdig aan de coördinaatassen X, Y,Z,  dan vinden we uit (11)
gemakkelijk:

2  q> =  — T  Div O , (13)

waarbij dan echter het teeken Div ook in physischen zin moet
d £ Xworden opgevat, d. w. z. onder___ £_ hebben we te verstaan de

3x
verhouding der verandering van Cl, bij • voortgang over een phy­
sisch oneindig kleinen afstand d x , tot dien afstand, enz.
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■Wij kunnen nu ’t  voorgaande onmiddellijk uitbreiden tot de

berekening van j cp dv voor ’t  geval dat (p in ieder punt

der beschouwde deeltjes eene waarde heeft, mits slechts voor
elk deeltje:

zij. Daartoe komen we door ’t  aantal k onbepaald te doen toe­
nemen en de grootheden qil . . . .  te vervangen door q> dv.

Wij voeren voor ieder deeltje een vector in:

waarin r den voerstraal voorstelt van een willekeurig gekozen
oorsprong naar het element dv. (Met behulp van (14) is het ge­
makkelijk aan te toonen dat de keuze van den oorsprong aan
de waarden van q niet afdoet.) Deflnieeren we verder Cl weer
door de vergelijking (12) dan vinden we:

T

(15)

<p =  — Div O. (16)



HOOFDSTUK V.

Lichtvoortplanting in dispergeerende media.

§ 1. Algemeene vergelijkingen.

We zyn nu in staat de vergelijkingen tusschen de middel-
waarden der electromagnetische vectoren in een dispergeerend
medium af te leiden. Door geschikte notaties in te voeren
brengen we deze vergelijkingen in een vorm, die zooveel
mogelijk overeenkomt met dien der vergelijkingen in den
vrijen aether.

Uit Rot =  —— (£, wat zoowel binnen als buiten dec
electronen geldt, volgt, blijkens de definitie der middelwaarden

onmiddellijk Rot = ---- (£ en dus volgens het in ’t  voor-c
gaande bewezene: Rot 6  = ---- (£.c

_ 1 •
Evenzoo vinden we: Rot @ =  — -—

c 1
Div (£ =  0,
Div © =  0,

W =  $ ,5
Verder is binnen de electronen (£ == ® +  q ® en deze

uitdrukking blijft ook buiten de electronen gelden, want daar
is q =  0. We hebben dus:

© =  iè +  eo.
7
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Voor pt) vinden we:

{To =  —  P e o dr =

T
waarbij de sommatie over alle electronen binnen de ruimte T

moet uitgestrekt worden. Den vector $P =  - j r  noemen we

het electrisch moment der volume-eenheid. Hij kan ook
gevonden worden door het gemiddelde van p voor de electronen
binnen de ruimte T  te vermenigvuldigen met N , het aantal
electronen per volume-eenheid. We hebben uit de vorige
vergelijking:

6/u =  $ •
Om q te vinden kunnen we gebruik maken van de uitkom­

sten aan het eind van het vorige hoofdstuk, daar volgens

onze onderstellingen in ieder deeltje voldaan is aan j Qdv =  0.

We vinden dan: Q =  Drv
Noemen we verder: ® ® »
rta.n hebben we in de eerste plaats:

Div ® =  0,
_  _ ï - —i

en bovendien: ® =  ®-
Wij zullen daarom den vector ® in onze vergelijkingen

invoeren, hij zal dezelfde rol spelen als $  in de vergelijkingen
voor den vrijen aether. Het eenige verschil tusschen die ver­
gelijkingen en die voor ons geval ligt dan in de betrekking
tusschen (I en ®. Wij hebben n u :

® =* $  -
Het stel vergelijkingen wordt:

(o) E o t ? = | « ,  ’Bot *  -  -  )

(6) ff  =  $  =  ® +  $ ,  ^  i L
(c) Div (T =  0, D i v »  =  0. )
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§ 2. Grensvoorwaarden.

Wanneer we te doen hebben met twee verschillende media,
waarvan ’t  eene ook de vrije aether kan zijn, die volgens een
vlak aan elkaar grenzen, dan moeten aan deze vergelijkingen
nog zekere grensvoorwaarden worden toegevoegd.

Om de eerste dezer voorwaarden af te leiden merken we
op, dat volgens de beschouwing aan het eind van het vorige
hoofdstuk:

J ' q d% =  — J~«p„ dB, (1)
T  S

waarbij de eerste integraal is uit te strekken over eene wille­
keurige physisch oneindig kleine ruimte 71, de tweede over
het oppervlak, dat deze begrenst. Het is trouwens gemakkelijk
in te zien, dat deze formule ook doorgaat voor grootere
ruimten, het bewijs daarvoor kan op volkomen dezelfde wijze

geleverd worden. Yerder volgt uit

voor iedere gesloten ruimte geldt:

dB wat

en dus:

ƒ($„ +  3S„) dB -  f ‘
s s

(2)

Kiezen we nu voor het gesloten oppervlak S een zeer
kleinen cylinder, wiens as loodrecht staat op het te beschouwen
discontinuïteitsvlak, waarvan de eindvlakken ter weerszijden
van het discontinuïteitsvlak liggen en waarvan de hoogte nog
oneindig klein is in vergelijking met de afmetingen der eind­
vlakken, dan vinden we uit (2), dat aan ieder punt van het
discontinuïteitsvlak:

(3)

moet zijn, als met n de normaal op dat vlak wordt aan ge-
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wezen en de beide zijden van het vlak door I en II zijn
onderscheiden.

Om de tweede grensvoorwaarde te vinden, leiden we uit

J  dS =  0, wat voor ieder gesloten oppervlak geldt,

s >  " .af I $8n rfS =  0, waaruit door dezelfde redeneering, die in het

s
vorige geval is toegepast, volgt:

(Sn), = («»)„
Verder volgt uit de vergelijking J ' •

(4)
$ gds i f (£„ dS.

r$ads =  i -  J~(£n dS, hierbij is s eene willekeurige lijn en

S  S  '  _ _

S een oppervlak, dat die lijn tot randlijn heeft. <ÖS ©n
componenten van £> en #  in de richting der raaklijn aan de
lijn 8. Passen we deze vergelijking toe op een oppervlak dat
tot randlijn heeft een oneindig kleinen rechthoek, waarvan
twee zijden evenwijdig zijn aan eene willekeurige richting h
in het discontinuïteitsvlak en aan weerszijden van dit vlak
loopen, terwijl het andere paar zijden nog oneindig klein is in
vergelijking met het eerste, dan vinden w e.

( © „ ,  <5)

Eindelijk vinden we op dezelfde manier uit (£s ds = — S n ̂  •

m - (C)„. ' w
Wij kunnen nog opmerken, dat de afgeleide grensvoor-

waarden ook kunnen gebruikt worden, als wij niet een scherp
bepaald grensvlak maar eene overgangslaag hebben, waarvan
de dikte van de orde der moleculaire afstanden is. Wij kunnen
dan als grensvlak een willekeurig vlak in deze laag beschouwen.
In ’t  algemeen zullen dan de middelwaarden van de grootheden,
die de eigenschappen van het medium aangeven, merkbaar
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verschillen voor punten ter weerszijden van die laag, terwijl
ze in een homogeen medium geen merkbare verschillen ver-
toonen over zulke kleine afstanden. De grensvoorwaarde (1)
drukt dan uit dat de component $Dn ook bij de grenslaag niet
merkbaar verandert over moleculaire afstanden, evenzoo moeten
de andere grensvoorwaarden worden opgevat.

Over het geheel zullen wij ons beperken tot de beschouwing
van een homogeen medium, waarvan we ons voorstellen, dat
het zich tot in het oneindige uitstrekt.

§ 3. Afleiding der differentiaalvergelijking, waardoor 3̂
kan worden uitgedrukt.

Het verband tusschen en de overige vectoren moeten we
vinden met behulp der vergelijkingen (22) van hoofdstuk TTT.

Wij zullen daartoe de electronen in groepen verdeelen,
zoodanig, dat in ééne groep bij elkaar komen die electronen,
waarvoor de grootheden e, m, a en f) dezelfde zijn. Het aantal
dezer groepen zal in sommige gevallen groot kunnen zijn. Wij
zullen echter aannemen, dat ook voor iedere groep nog zeer
vele electronen in de ruimte T  voorkomen. Den vector ^
zullen we opvatten als de som van een aantal vectoren ^3,, ^
enz., elk beantwoordend aan een bepaalde groep electronen.
De grootheden e, m, a , /?, p en N zullen we voor de ver­
schillende groepen eveneens door indices onderscheiden.

Yoor de electronen der eerste groep hebben we dan:

mi Pi* +  ft Pi* -)- o, plx =  e? @x,

mi Pt, +  ft. Pt, +  «i Pt, =  eï ®y, (7)
m\ Pit +  ft Pit +  ai Pi* == eï •

Om hieruit vergelijkingen af te leiden voor de componenten
van 3̂, moeten we voor alle electronen der eerste groep binnen
de ruimte T deze vergelijkingen opmaken, gemiddelden nemen
en dan met N, vermenigvuldigen. We vinden dan echter niet,
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zooals men op het eerste gezicht licht zou meenen, in de tweede
leden Ni ©* enz., immers Gs, is de middelwaarde van Gs* over
alle punten binnen de ruimte T , terwijl wij hier noodig hebben
’t  gemiddelde der waarden van in de punten binnen de
electronen der eerste groep in de ruimte T. Deze waarden zullen
we Wz enz. noemen. We kunnen dan stellen Gsx =  4- q,( enz.

Óm van den vector q, eene voorstelling te verkrijgen,
zullen we de electrische kracht in een bepaald punt, nauw­
keuriger beschouwen. Daartoe beschrijven we om dat punt een
physisch oneindig kleinen bol — die echter nog groot is in
vergelijking met de ruimte T, waarover we middelen — en
vatten de bedoelde kracht op als de resultante van: 1°. de elec­
trische kracht tengevolge van de electronen binnen dezen bol,
2°. de electrische kracht tengevolge der overige electronen;
3°. die welke onafhankelijk van de electronen nog bestaan kan.
De beide laatste deelen zullen voor alle punten binnen T  nagenoeg
dezelfde waarde hebben en dus geen bijdrage voor q, opleveren.
Op deze wijze zien we in, dat q, alleen kan afhangen van
hetgeen zich voordoet in eene physisch oneindig kleine ruimte
om het punt waar we q, willen bepalen. (Volgens onze afleiding
zouden we het grensvlak van deze ruimte bepalen door in ieder
punt der ruimte T  waarover we middelen, op de normaal naar
buiten een stuk af te passen, gelijk aan de straal van den
boven bedoelden bol, maar volgens onze vroegere aanname zal
de juiste gedaante dezer ruimte onverschillig zijn.) Verder is
het duidelijk dat q, nul zou zijn als alle electronen in de bedoelde
ruimte in den evenwichtsstand bleven. Daar de uitwijkingen
uit dien stand en dus ook p, p enz. zeer klein zijn kunnen we
ook ons er toe beperken q, als eene lineaire functie van deze
grootheden en dus ook van $  enz. te beschouwen.

Om dit nader te onderzoeken beschouwen wij nog eens den
invloed van één enkel electron, die door de vergelijkingen (2),
(15) en (16) van hoofdstuk III bepaald wordt. Het is uit deze
formules gemakkelijk in te zien, dat op kleine afstanden van
het deeltje — het geval waarmee we hier te doen hebben —
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deze invloed in hoofdzaak bepaald wordt door p (de termen
met p enz. zijn alle veel kleiner)1. Op deze wijze komen we
er toe q, als eene lineaire functie van p en dus van 3̂ te
beschouwen. In een isotroop medium zullen we bovendien aan­
nemen, dat q,x alleen van $ x afhangt; evenzoo de andere
componenten. Eindelijk kunnen we weg6ns de volkomen grillige
verdeeling der electronen, evenredig stellen met 3̂ en komen
dus tot:
Nx eï qlx — s, *pix, Nx eï qly =  s, $ ly, Nx e? qlx =  a, (8)
waarbij s, eene constante voorstelt, die we verderop nog nader
zullen bepalen. De differentiaalvergelijkingen, die het verband
tusschen en @ uitdrukken, worden:

mi +  ft +  (®i — «i) =  N, e? @x,
»». P t ,  +  ft P t ,  +  («i -  s.) Pt, =  N i e? % , (9)
*«. P t. +  ft P t .  +  ( « , - « , )  -  N, e? ®„

terwijl volkomen analoge betrekkingen bestaan tusschen de
grootheden die op andere groepen betrekking hebben.

§ 4. Enkelvoudig periodieke toestand.

Voor het geval van een enkelvoudig periodieken toestand met
O

de periode----- geeft (9) als we nog, overeenkomstig het vroeger

gezegde, den coëfficiënt ft verwaarloozen:

P t  =  — ---------------------- ® . (10)
—  m1 p 2 -|- a x — Sj

Hieruit blijkt dat de verwaarloozing van ft, alleen dan

niet geoorloofd kan zijn ais p* nagenoeg gelijk is aan —--- — •
Yfl\

n __ o
Noemen we —----- — =  qt 2, dan kunnen we qt beschouwen als

Wij

de frequentie der „eigen trillingen der eerste groep electronen.”

■) Vgl. § 12.
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Deze verschilt van de frequentie der eigen trillingen van één
enkel deeltje wegens de electrische werking der verschillende
electronen op elkaar.

Ligt p  zeer dicht bij ql dan moet de coëfficiënt ft in aan­
merking genomen worden. In dat geval kunnen we eene op­
lossing van (9) op de volgende wijze voorstellen. Denken we
ons”® uitgedrukt door Cetpt, waarmee dan bedoeld wordt dat
W gelijk is aan het reëele stuk van deze uitdrukking. C zal
daarbij complex kunnen zijn en hangt af van de coördinaten.
We kunnen dan op dezelfde wijze uitdrukken door:

Laten we dit geval buiten beschouwing, dan vinden we:

waarbij de som over alle electronengroepen moet worden uit-

In ’talgemeen zullen we echter moeten aannemen, dat er
groepen kunnen voorkomen, waarvoor qk weinig vanp  verschilt;
dan moeten we stellen:

met de boven aangegeven beteekenis. i ft. p  zal alleen bij die
termen der som in aanmerking behoeven genomen te worden,
waarvoor qk nagenoeg gelijk aan p  is.

Noemen we nu:

mk {qic'—Pr)
( 12)

a k — s kgestrekt. We hebben voor iedere groep ——---- =  qk gesteld.

„  _  y _________ _______________ gf (13)

mk (qk'—P 1))
( 14)
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of zoo noodig:

1 =  JL j 1 . v _____________________
Yp* c2 \ * m* (qk 2 — p 2) +  i p k P  |

dan volgt vooreerst uit 1(b), 1(c) en (12) of (13):

Div ¥  =  0

en uit I (b) en I (c): Div §  =  0.
Verder leiden we voor het beschouwde geval af:

1 3 * er 1 3*
v *
y p

3 t 2 y  »
y p 3 t2 =  A €>*

1 II >  ̂
1 1

~  AV 1y p d t 2 V 2y p 3 f2
1 3 »Wr 1

V 2* « d t 2 =  A8„ y  2v» 3 <2 = A&

(15)

II.

§ 5. Medium zonder absorptie.

Kunnen we de formule (14) toepassen, dan is Vp reëel en
we hebben dus te doen met een toestand, die zich met de
snelheid Vp voortplant.

Wij zullen ons weer beperken tot het geval van platte
golven, met het golffront evenwijdig aan het TZ-vlak, waarbij dus
alle differentiaal-quotienten naar y  en z nul zijn. Uit Div (£ =  0
en Div £j =  0, leiden we evenals bij het overeenkomstige geval
in hoofdstuk II af, dat üsx en noch van de coördinaten,
noch van den tijd afhangen, we zullen weer aannemen, dat ze
steeds en overal nul zijn. We vinden dan:

e .

V
c 3 a ; 1

y
C d X  ' t,=

C 3  X  '

3 ®:
—  c  V  •

3 X
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Evenals vroeger kunnen we ons bepalen tot de beschouwing
van een toestand, waarbij alleen en van nul verschillende
waarden hebben. Daarvoor gelden dan:

1

y  *y p

3 *

~ T p ~  ~
0 * ,

3 - C C *  *

1 31 & 31 &

V  * d t 1 3 cc* ' ]
*  /

Daar wij echter dezen vorm afgeleid hebben in de onderstelling,
2

dat de toestand enkelvoudig periodiek is met den trillingstijd—— i

is de bijzondere oplossing van het stel I, die hieraan beantwoordt:

© =  A Cos \p ( t  — ~ )  +  ctj +BCosj i>(< +  | ^ )  + 0  »
( VP ) ( V* ’ (16)

5* =  ̂ -A C osji)(i — +  a | — v^-BCoslp ( t+ ^ - )  + /? .
' p i  y p  ) p \ P

Door een eenigszins andere notatie in te voeren kunnen
wij deze formule nog in een anderen vorm brengen. Noemen

we =  p'. Bij iedere waarde van p' behoort dan ook eene
Yp

bepaalde waarde voor om te doen uitkomen dat we deze
grootheid als afhankelijk vanp' denken, zullen we Y'p schrijven.
Onze oplossing is dan:

Wf **=A' Cos |p ’ (cc — Y'pt) +  a' } +  B' Cos {p' (x +  Y'pt) +

§ g =  ~ -  A' Cos \p' (x — Y'pt) +  a'l — ^ B 'C o fi 'p ' (x+ Y 'pt)-\-P'\.

Voor iedere waarde van p  zullen zulke oplossingen voldoen ,
als Yp telkens door (14) bepaald wordt. De som van een
willekeurig aantal dergelijke oplossingen zal ook aan I voldoen.
Op deze wijze zullen we overeenkomstig het in hoofdstuk II
behandelde oplossingen kunnen construeeren, waarbij voor t =  0
W  en tusschen de grenzen — n  en n  overeenkomen met
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gegeven functies van x 1 of voor x — 0 tusschen t =  — jt en
t =  -f- n  met gegeven functies van t. Door toepassing van de
integraal van Fourier zullen we met behulp van (16) of (16')
oplossingen kunnen samenstellen, waarbij en op een
bepaald tijdstip in de gehéele ruimte of in een bepaald punt
voor ieder tijdstip met gegeven functies overeenstemmen. Willen
we reeksen gebruiken die tusschen andere grenzen den begin­
toestand voorstellen, dan moeten we — door nog eene geringe
wijziging in de notatie — de elementaire oplossingen in den
vorm brengen.

% =  A Cos j -  p  (t — - )  +  a j +  B Cos j - p  (t +  — ) +  p| ,
( yP 1 I h  y P )

^ = 4 - A C o s i —p  ((—— ) +  a j ——  B Cos p l
yP ( h  y P . ) yP ( h  yp  )

en

%  =  A' Cos j (x -  V  p t) +  a' | +  B 'C o sj-V  (x +  V'p t) +

§ ,  =  | r A '  Cos \ - p '  (x -  Y' t) +  o'! -  —  B' Cos \ - p '  {x +  V' t +  p i
y P («o ) V P («o )

De theorie voert voor dit geval tot de vergelijkingen, die
wij in de inleiding hebben aangenomen, we staan dus nog
voor de daar aangewezen moeilijkheid. In een volgend hoofdstuk
komen we daarop terug.

§ 6. Medium met absorptie.

Moeten we om Vp uit te drukken de formule (15) gebruiken,
dan kunnen we onder overeenkomstige onderstellingen de ver­
gelijkingen nog tot de vormen III en 1Y herleiden. Daar alle
daarbij voorkomende vergelijkingen lineair zijn, kunnen we
daaraan eene dergelijke beteekenis hechten als in § 4 verklaard
werd. De bedoeling is dus, dat QL en gevonden zullen



worden als de reële stukken van de complexe oplossingen
dezer vergelijkingen. Volgens de afleiding mogen we echter
alleen de bijzondere oplossing nemen:

waarin A en B complexe constanten zijn. Zij A =  A e ta i

B =  Be*P en stellen we verder —  =  —-----i(ip, p p p =  Xp‘,Vp Vp
volgens (15) is dan positief daar de coëflicienten P^ alle
positief zijn. Wij vinden door tot reële stukken over te gaan
als oplossing:

(By = A e ~ Kpx  Cosjp ( t — —-) +  a J
+  B e Kt x  Cos \p  (t +  +  P\,

r  V (17)
=  A  6 xPx Cos \p  (t -----— ) +  a, ]

uv

-  Bx e*rx Cos \p (t +  - f - )  +  Pt j .
waarin:

A, == A —  V  l  +  W i  B, =

ttj =  ct bg tg Pp Vp, Pi =  P — !>g Pp VP'
Het is nu echter duidelijk, dat geen toestand kan bestaan,

die door deze vergelijkingen beschreven wordt, want de eerste
term in de tweede leden van (17) nadert voor negatieve zeer
groote x  tót oneindig, de tweede voor positieve zeer groote x.
Wij kunnen echter weer door samenstelling van dergelijke
vormen eene oplossing van het stel I vinden, die tusschen
bepaalde grenzen aan een werkelijken toestand beantwoordt,
n.1. zóó, dat voor x  — 0, Gsy en fv* tusschen bepaalde grenzen
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met gegeven functies van t overeenkomen. Over den aard der
vraagstukken, die hiermee worden opgelost, kunnen we hier
en in de vorige § weer dezelfde opmerking maken als in
Hoofdstuk II.

In (17) worden (£y en elk weer uitgedrukt als eene
som van twee termen, waarvan de eerste eene golf voor­
stelt, die zich naar rechts, de andere een golf die zich naar
links voortplant. Deze golven onderscheiden zich echter van
de tot nog toe beschouwde door de eigenaardigheid, dat de
amplitudo afneemt in de richting der voortplanting. Wij zullen
weldra zien, dat bij de voortplanting van zulke golven een
gedeelte der energie in ’t  medium achterblijft. In dit geval
hebben we dus te doen met absorptie.'

Wanneer we eene oplossing noodig hebben, waarbij voor
t =  0, en |)2 binnen bepaalde grenzen met gegeven functies
van x  overeenkomen, zullen we de elementaire oplossing brengen
in een vorm overeenkomend met (16'). Om nu het verband
tusschen p' en Y'p te vinden, denken we ons ($y voorgesteld
als Cet p Y Pt, waarbij C complex zal zijn en afhangen van de
coördinaten. Door geheel dezelfde redeneering als vroeger
vinden we dan:

I _  1 i 1 i v ep2 Nj. }
v y  “  ~ër  r  + — tnk T paj / a + iPkV'pP' + ak — sk j*

Uit deze vergelijking moet nu Y'^ worden opgelost. Het
is gemakkelijk in te zien, dat als één wortel is:

Y v p -f- i p  p ,
ook zal voldoen:

Vy =  +  v'p 4- ip'p.
De bijzondere oplossing, die wij nu zoeken, kan worden

voorgesteld door:

W, =  A'eip ' (x +  +  B'e ip ' <*'+ Y 'pJ \

ip ' (x +  Y'Ptf) B,e ip' (» + .V 'fc0 f



no

of, als we tot reële stukken overgaan, weer A' =  A! e ,
B' =  B' e**9 en nog p' p!p =  x'p stellend:

=  A'e~~Xpt Cos|j5'(a: — v'p t)-\- a'j

+  B' e ~  X'p 1 Cos | p' (x +  v'p t) +  p' },

- x '  t (17'}f>2 =  A't e P Cos j p ' ( x -  v'p {)■+■ a\\

—  B \ e ~  * pt Cos $ p’ (x +  v'p t) +  Pi [>

waarin:

1 y «y+ /*y. 1 y ®y+ **v-
«', =  « '+  b g t g ^ -  P \ = P  — bg tgVp Op

Voor de toepassing van reeksen van Fourier die tusschen
andere grenzen dan — n  en +  n  gelden, moeten we weer met
eenige wijziging in de notaties, (17) en (17') brengen in de vormen:

!*+«!
+  +  “P * Cos n  i> (I +  i )  + / !  j .

( l o VP }

&  -  A, r  *P x Cos j— p  {t - +  O J

- B l e+ X PX C o s \ ^ p ( t  +  ̂ - ) + P 1\ ,
{ lo Vv )

en:

W,  =  A ' e ~ X'pt  Cos j ~ -  p' (X -  v'pt) +  o'J

+  B'e Xpt Cos i —  ff (x +  v’pt) +  P j,
( x o )

W  =  A \ e ’~ KPt Cos p' (x — v'p t) 4- °'i |
y [ x o 1

-  5 ' ,  e ~ K'pt Cos j —  p '  (o s  +  v'pt) +  j .
( )
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Tusschen de oplossingen (17) en (17') bestaat een zeer in
het oog vallend verschil. In (17) zijn voor een bepaalde x  in
de beide golven de amplitudines onafhankelijk van (, terwijl
in (17') voor bepaalde x  de amplitudines met toenemende t
afnemen. Daarentegen zijn in (17') voor bepaalde t de ampli­
tudines constant, terwijl in (17) die der eerste termen afnemen
met toenemende x  en die der tweede termen met afnemende x.
De oorzaak van dit verschil ligt echter niet in het wezen van
het medium maar in den aard der problemen die we met deze
oplossingen willen behandelen. De oplossing (17) hebben we zoo
geconstrueerd dat voor een bepaalde x  door elk der termen een
enkelvoudig periodieke toestand met constante amplitudo wordt
voorgesteld en (17') hebben we zoo geconstrueerd, dat voor een
bepaalde t de bovenbedoelde toestand bestaat. Om in te zien
dat we in (17') te doen hebben met absorptie, evenals in (17),
hebben we slechts in beide gevallen den toestand op den tijd
t in een punt x  te vergelijken met dien op den tijd t-\- tt in
x  +  vp tt voor (17) of x  +  k voor (17'). Toch verdient het
opmerking dat we hier niet meer hebben, wat in de andere
dergelijke gevallen, die wij tot nog toe behandelden, doorging,
dat de beide oplossingen geheel gelijkwaardig waren, zoodat we
eenvoudig door eene wijziging van de notaties, de eene in de
andere konden doen overgaan. We kunnen ook hier weer eene
meetkundige illustratie van beide oplossingen geven. Wanneer
we ons eenvoudigheidshalve tot de eerste termen beperken,
vinden we de voorstelling van (17') door eene sinusoïde met
de snelheid v'p langs de X-as te verschuiven en daarbij te gelijker­
tijd alle ordinaten regelmatig te verkleinen, zoodat ze in een

*tyd t in de verhouding e v afnemen; de voorstelling van (17)
vinden we door eene sinusoïde met afnemende golven op dezelfde
wijze, onder verkleining der ordinaten, te verschuiven. De
oorspronkelijke kromme moet dan zoo geconstrueerd zijn, dat
na de verschuiving over eene geheele golflengte, elke golf door
de verkleining der ordinaten, de gedaante gekregen heeft die
oorspronkelijk de eerstvolgende golf had.
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§ 7. Bewerking met complexe vormen.

Nu we eenmaal de beteekenis der bewerking met complexen
hebben aangegeven, kunnen we de oplossing steeds op deze
wijze voorstellen. De vormen:

~rr » *P ( t— w~) I -Q ip (f "f" v")
6 y = A e n  V  +  B e  . V P » (lg )

^ = VpAe Y p  v P P '
en:

® =  A 'e ip{X +  Y 'Pi t) +  B'eip ^  Y 'Pt ®,
y  (18')

f ^  A' (X +  T *  8 -  =?- B' '* +  V ”* ö .
V Pi V Pi

gelden dan zoowel als Yp en Y'Pi en V'Pj reëel als wanneer
deze grootheden complex zijn, in ’t  eerste geval is Y Pi =  Y Pa,
in ’t  tweede geval zijn de reële stukken van Y'Pt en Y'Pa
eikaars tegengestelde de imaginaire stukken aan elkaar gelijk.
We kunnen, zoolang we met liniaire formules te doen hebben,
met deze uitdrukkingen werken en aan het eind van de bewer­
king de reële stukken nemen. In vele gevallen zal deze
wijze van werken aanzienlijke vereenvoudiging geven.

§ 8. Beschouwing der energie.

Wij zullen nu, evenals we voor den vrijen aether gedaan
hebben, ook voor dispergeerende media eenige opmerkingen
over de energie maken.

Daartoe moeten we vooreerst eene uitdrukking kennen
voor de energie per volume-eenheid in een bepaald punt.

Wij zullen daarbij weer niet letten op de veranderingen,
die zullen voorkomen over moleculaire afstanden, maar de
middelwaarde der energie over physisch oneindig kleine ruimten
aangeven.
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Wij zullen bewijzen, dat daarvoor eene uitdrukking geldt,
analoog aan die voor den vrijen aether. Is n.1. E de bedoelde
middelwaarde, dan is:

—  — ( ë .  I>) +  W). (19)

Voor dit bewijs maken we gebruik van een kunstgreep.
We denken ons het ponderabele medium, begrensd door een
oppervlak S en beschrijven daaromheen in den vrijen aether
een willekeurig oppervlak o. Beschouwen we nu:

ƒ l ( ë . § )  +  (W .ê) \dv,

uitgestrekt over de geheele ruimte binnen het oppervlak a.
We moeten dan vooreerst opmerken, dat in den vrijen aether
® in eenig punt niet merkbaar kan verschillen van @, omdat
we vooronderstellen, dat de eindige veranderingen, die voor­
komen over physisch oneindig kleine afstanden, alleen aan de
electronen te wijten zijn en dus in den vrijen aether wegvallen.
Op dezelfde wijze is in den vrijen aether ® en dus ook
® =  verder •£) =  •£) en 33 =  5S. We kunnen dus daar de
formule (19) toepassen volgens het in hoofdstuk II bewezene.
Verder kunnen we nog opmerken, dat we in den vrijen aether
dus b.v. aan het oppervlak a voor den energiestroom op dezelfde
wijze vinden:

c [ë  . §].
Door toepassing der vergelijkingen I vinden we:

ƒ | W  . t>) +  . Öj i dv =

c J  | (ë  • Rot £0 — (§ . Rot ë j | dv.

Bij deze integralen moeten ook de elementen dv  als
physisch oneindig klein worden opgevat.

Beschouwen we nu de integraal in het tweede lid als de
som van twee integralen, de eerste uitgestrekt over de ruimte
Tt binnen S, de tweede over de ruimte ï7, tusschen S en o.

8
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Door dan in beide den eersten term partiëel te integreeren,
vinden we:

J  | (@ . è )  -1- (§  . è )  \ dv =  — c j  I Cos A (@y $ z — @z $y) -h

Cos ix (@z $QX — +  <-'os v
(20)

— c f  | Cos l [(@y)j (§z)i — (®z)i (&y)i — (®y)n (®*)n +

8 + ( @ , ) n ( ^ ) n ] + ..........^ s-
Hierin zijn A, /*, v de hoeken tusschen de naar buiten

getrokken normaal van het oppervlak o en de coördinaat-assen
en J, w , «, die tusschen de naar den vrijen aether toe getrokken
normaal aan S en de coördinaat-assen. De index I heeft
betrekking op de ruimte binnen S , II op die tusschen S en o.

De laatste integraal in (20) kunnen we schrijven in den vorm:

r \ « w , % % ® * i i

c  ƒ

— &s/n
j  /
s \ CosZ C o s w C o s n C o s l C o s w C o s n

De eerste determinant stelt den inhoud voor van een
parallelepipedum, beschreven op de vectoren @[, €>i en een
eenheidsvector in de richting der normaal op S als ribben.
Evenzoo de tweede den inhoud van een parallelepipedum op
®ïli § n  en dezen eenheidsvector. De inhouden dezerüchamen
veranderen niet als men in plaats van ©j, en ©n en
hun tangentieele componenten neemt. Uit de grensvoorwaarden
(5) en (6) volgt dan dat deze inhouden gelijk zijn en dus de
integraal nul.

Voor den eersten term in het tweede lid van (20) kunnen
we, volgens ’tgeen over de middelwaarden in den vrijen aether
werd opgemerkt, met de notatie van hoofdstuk II, schrijven:

— c l  28n do.
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Splitsen we nu eindelijk ook de integraal in het eerste lid
van (20) in twee stukken, ’teerste  over T,, ’t  tweede over T2,
dan vinden we:

ƒ d t +  ƒ | (©.3)) +  (§.É) | d t =  -  c P28„ do. (20')

Tt  Tl <T

In deze vergelijking stelt nu het tweede lid de hoeveelheid
energie voor, die aan het oppervlak a per tijdseenheid instroomt,
de eerste term in het eerste lid stelt de vermeerdering der
energie in den aether tusschen de oppervlakken S en a per
tijdseenheid voor. De andere term moet dus de energie-vermeer-
dering per tijdseenheid in de ruimte binnen het oppervlak S,
dat is in het ponderabele medium, voorstellen, hetgeen met
formule (19) overeenkomt. Daar we tot hetzelfde resultaat komen
onverschillig hoe groot de ruimte is, die door de ponderabele
stof wordt ingenomen, komen we er toe, dit ook toe te passen
wanneer we ons voorstellen, dat we te doen hebben met een
medium, dat zich tot in het oneindige uitstrekt.

§ 9. Theorema van Poynting.

Hieruit kunnen we nu gemakkelijk den energiestroom in
een punt van het medium bepalen. Daartoe beschouwen we de
energie binnen een gesloten oppervlak S, dat geheel in het
medium ligt. We vinden dan, als we de energie binnen dit
oppervlak E noemen, volgens (19):

~  -  f | ( @ . § )  +  ( £ . é ) j d x r ,

waaruit we door toepassing van I vinden:

3 E r , _ __ __ _  ■
- j j -  =  c I ƒ(© . Rot $ )  — (§ .R ot Gr) j dt,
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en door integratie:

15 = _  c C\ Cos l (Wy — %  &y) + Cos m (&z $ x — ©, £>z)
5 +  Cos w (@, § y — $*) | dS,

waarbij Z, wi, n de hoeken voorstellen tusschen de naar buiten
getrokken normaal op het oppervlak S en de coördinaat-assen.
Noemen we dus weer:

28 =  e [W.&h <21)

dan kunnen we deze vergelijking schrijven:

4f - - c ƒ ®- *■
s

Deze formules geven voor ons geval de algemeene uitdrukking
van het theorema van Poynting. Zij komen geheel overeen met
die voor den vrijen aether, (13) en (14) van hoofdstuk II. De
natuurlijke intepretatie vinden we weer door aan te nemen,
dat aan ieder element d S van ’t  oppervlak S , gedurende den
tijd dt eene hoeveelheid energie ffin dS> dt aan de omgeving
wordt afgestaan, of daar het oppervlak S willekeurig gekozen
kan worden, dat in ieder punt een energiestroom bestaat,
waarvan de sterkte, per tijdseenheid en per vlakte-eenheidberekend,
door den vector 28 wordt voorgesteld.

§ 10. Toepassing op periodieke toestanden.
Medium zonder absorptie.

Beschouwen we nu weer vooreerst het geval, dat de geheele

toestand periodiek is met een trillingstijd en nemen we

aan, dat geen electronen voorkomen, waarbij de coëfficiënt 0

■ .
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in aanmerking komt, dan is volgens de formules voor dit geval,
(12) en (14):

j—, c1 __
®  —  y  »

pen dus:

waaruit blijkt:
( l S )  =  ( è  ® ).

Yoor dit geval kunnen we dus uit (19) afleiden, als we nog
bedenken dat SB =  $  is :

E =  i - ( @ . S ) + i - ( ^ . © ) ,  (22)

geheel analoog aan de formule, die in den vrijen aether geldt.
Dat in (22) geen term onafhankelijk van t behoeft te worden
opgeteld zien we gemakkelijk in, door op te merken, dat zoo­
lang @ en §  beide nul zijn, ook E =  0 moet zijn.

De energie (22j bestaat uit de energie die in den aether
is opgehoopt, vermeerderd met de kinetische en potentiëele
energie der electronen. Wij kunnen nog opmerken, dat de
geheele arbeid door de electrische kracht op de electronen ver­
richt, wordt teruggevonden in deze kinetische en potentiëele
energie der negatieve deeltjes. Om dit aan te toonen is het
natuurlijk voldoende als we bewijzen, dat het voor ieder electron
afzonderlijk geldt. We gaan daartoe uit van de bewegings­
vergelijkingen, die we kunnen samenvatten in de vector-
vergelijking:

mr' -f- ar* =  — e Gr.
Yoor de som van kinetische en potentiëele energie van het

electron hebben we:

— m r' 2 +  — a r'*,

en dus voor de vermeerdering dezer grootheid gedurende den
tijd d t:

(mr* +  ar, )r' d t,
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of door toepassing der bewegingsvergelijking:
— e & r '  dt,

wat juist de uitdrukking is voor den arbeid door de electrische
kracht verricht.

Hieruit volgt nog, dat wanneer de electronen weer inden
evenwichtsstand gekomen zijn, de geheele arbeid door de elec­
trische kracht verricht, nul is. Er blijft dus geen deel van de
energie der lichtgolven in het medium achter.

Wij zullen nu de uitkomst (22) toepassen op het geval van
een enkelvoudige golf, die zich in de richting der positieve
X-as voortplant, waarbij dus:

Uit den eersten vorm vinden we de gemiddelde energie
per trillingstijd, door toepassing van:

waarbij I evenals vroeger deze gemiddelde energie voorstelt.

A Cos | p ( f - ^ ) + 4

of:
A Cos) !>'(* — vy<) + <4

=  A Cos j p'  (  * -  Y'p t )  +  a \
v v

2 n
~P

o

i— ■ c  —  .Daar nu vinden we:

2n

0

(28)
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Evenzoo vinden we voor de energie, opgehoopt in een
cylinder met de as in de richting der voortplanting, wiens lengte
de golflengte is en wiens grondvlak gelijk is aan de eenheid,
door toepassing van den tweeden vorm, als we deze energie E
noemen:

2 n
V' t

E=/'5-(r»5»+®*‘),te=F A'^?- <W)
0

Dit komt alles vrij wel overeen met hetgeen in hoofdstuk II
behandeld is voor het geval van den vrijen aether. Maar wanneer
we te doen hebben met een golf, die door een reeks wordt
voorgesteld, hebben we verschillen. Evenmin als vroeger is in dit
geval de energie op een bepaald tijdstip gelijk aan de som van de
energieën der enkelvoudige golven op dat tijdstip in hetzelfde punt,
maar in den vrijen aether konden we bewijzen, dat de gemiddelde
energie over den tijd, dat de oplossing den toestand in ’t  bedoelde
punt juist voorstelt, gelijk is aan de som van die, welke voor
de afzonderlijke golven gevonden worden. Dit gaat nu niet meer
op, omdat de tijd gedurende welken de oplossing geldig is,
volgens het in de inleiding besprokene, niet meer voor al de
enkelvoudige golven een geheel aantal perioden bevat. Wanneer
echter deze tijd vele malen grooter is dan de grootste trillings­
tijd, die in de reeks voorkomt in een term met merkbaren
coëfficiënt, dan zal de eigenschap bij benadering blijven gelden.

Geheel analoge opmerkingen kunnen we maken met betrek­
king tot de energie binnen een cylinder met de eenheid van
grondvlak die de X-as tot as heeft en ’t  geheele deel der X-as,
waar de oplossing geldig is, bevat en met betrekking tot de
energie, die volgens het theorema van Poynting gedurende den
geheelen tijd, dat de oplossing geldig is, door een bepaald
vlaktedeel stroomt.



§ 4. Medium met absorptie.

Wanneer we te doen hebben met een geval, waarbij de
invloed der coëfficiënten /? merkbaar is , geldt in de eerste
plaats niet meer, dat de verandering der energie van een
electron gelijk is aan den arbeid op dat electron verricht door
de electrische kracht. Wij hebben weer voor de vermeerdering
der energie van ’t  electron gedurende den tijd dt:

(mr' +  a r ') i* dt,

en daar n u : mr' -j- Pr' +  ar' =  — e (£,
kunnen we in dit geval voor de vermeerdering der energie van
’t  electron stellen:

— e @ r1 dt — j8 r12 dt.
De arbeid, door de electrische kracht verricht, is weer

— e @ r' dt. Wij komen dus tot de conclusie, dat gedurende
den tijd dt hier eene hoeveelheid energie, voorgesteld door
fir' * dt in anderen vorm overgaat. Deze energie moet aan het
ponderabel molecuul zijn meegedeeld en zal als warmte worden
waargenomen. Wij vinden dus, dat in zulk een medium de voort­
planting der lichtgolven met warmteontwikkeling gepaard gaat.

De ontwikkelde warmte zal zich gedeeltelijk door geleiding
aan de omgevende deelen van ’t  medium mededeelen, gedeel­
telijk ook door straling uitbreiden. In ’t  laatste geval wordt
ze dus weer tijdelijk in electromagnetische energie omgezet.
Is het lichaam begrensd, dan zal het op deze wijze ook een
stralingstoestand in den omringenden aether teweegbrengen.
Houden we hiermee rekening, dan blijft in (20') het tweede lid
de energie voorstellen, die aan het oppervlak o per tijdseenheid
naar binnen stroomt en de eerste term in het eerste lid de
vermeerdering der energie in den vrijen aether tusschen de
oppervlakken S en o per tijdseenheid. Hieruit volgt dat de
geheele vermeerdering der energie in het medium binnen S

per tijdseenheid wordt voorgesteld door^j((£.® ) -j- ($  • S ) | dt.

120}
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Daar door de warmtegeleiding deze energie niet verandert,
blijft de uitkomst ook geldig als we deze warmtegeleiding
buiten beschouwing laten. Op deze wijze komen we er toe de
geheele verandering der energie per volume-eenheid en per
tijds-eenheid, behalve die tengevolge der warmtegeleiding, voor
te stellen door (Gè.® ) +  (£> • S ) , evenals in de formule (19).
Dat in deze formule de warmtegeleiding niet inbegrepen kan
zijn, ziet men onmiddellijk in door te bedenken, dat deze eene
bepaalde waarde kan hebben, al zijn Ge, ®, §  en 33 alle nul.

We kunnen overigens het vraagstuk vereenvoudigen door
ons voor te stellen, dat de beschouwde middenstof een zoo
slechte warmtegeleider is, dat we den invloed dier geleiding
kunnen verwaarloozen.

Beschouwen we dan een element, waarin de geheele even-
wichtsverstoring beperkt blijft tusschen de tijden f, en t2,
dan vinden we voor de geheele ontwikkelde warmte in dat
element als de grootte van het element de volume-eenheid is:

Beschouwen we nu nog eens de energie bij een enkel­
voudige platte golf, die zich in de richting der positieve X-as
voortplant. We zullen ons daarbij om de verschillende vectoren
uit te drukken, bedienen van de bewerking met complexe
vormen. We hebben volgens (18):

verder is volgens (13) en (15): =  = -y  Gcy en dus:
*  t )

*1ƒ j(ë.Ö + ($-B)|*,

v,
x

V '

i p  ( t  —  £ )
V p
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Voeren we nu weer onze vroegere notaties in :
, . taA =  Ae  ,

1 _  1____ j  * t
Vp — vp - p

J t = A  —  f l  +  ^ L ,  0 l = a - b g t g * ^ ,
1 vp ' p* P

dan worden de reëele waarden dezer uitdrukkingen.

=  A e Xp3: Cos \ p  (t -----^-) +  o ) ,
V '  V p

£$ =  2c1—  A e ~  Cos (< — ■■%-) +  «I —
y Vp ' up

- p c 1 A e ~ * r C8 i n \ p ( t - ^  +  a\i

Wz — Ai C o s | i > ( < - - 0  +  a.j’

f z  =  Sin I ? ( * - - - ) +  Oii-

We kunnen nu de energie, die gedurende een trillingstijd

—  wordt opgehoopt in een volume-element bij een bepaald

punt £Cj, berekenen. Per volume-eenbeid uitgedrukt, vinden we

dit door de uitdrukking W, 5>, +  &  £  te integreeren tusschen

de grenzen 0 en — . Eene eenvoudige integratie geeft dan:

2ji *?
. 7  p

f i A d( =  2c1^ -  Ai e ” 2Xpa:i f c o s ^ - ^  +  a j *I Vp J  ' VP
o 0

p v p
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Daar we ons voorstellen dat de energie der golf geheel geabsorbeerd
is als de golf zich over een oneindig grooten afstand heeft
voortgeplant, kunnen we hiermede ook berekenen welk arbeids­
vermogen het deel der golf, dat gedurende een trillingstijd het
punt Xi passeert, in dat punt vertegenwoordigt. Wij vinden
daarvoor:

00

C  — 2x„x c2 — 2 X-0S,
E =  I 2 jvc2—— A 2e p dx  — i t -----A 2 e . (24)

J PVp Pvp

Zooals te voorzien was neemt deze energie in de richting der
voortplanting af. Wij vinden uit onze uitkomsten nog voor de
verhouding der energie, die in een bepaald punt gedurende een
trillingstijd per volume-eenheid wordt geabsorbeerd, tot die, welke
in dat punt gedurende dien tijd aankomt:

2 y.p.
De uitdrukking (24) voor de energie die gedurende een

trillingstijd in het punt xt aankomt, kunnen we ook vinden
met behulp van het theorema van Poynting, door te integreeren:

2 n
Tc ƒ

o

§ 12. Berekening der grootheid s.

Wij zullen dit hoofdstuk besluiten met aan te geven, hoe
in ’t  geval dat slechts één groep electronen voorkomt, de in
§ 2 ingevoerde grootheid s , kan worden berekend. ‘)

Volgens het daar behandelde komt het er op aan de elec-
trische kracht die op het negatieve deeltje werkt, nader te
bepalen. Daartoe beschrijven we weer den bol B, waarvan in
§ 3 sprake was en verdeelen de electrische kracht in drieën:

*) Vgl. H. A. Lorentz. La théorie électro-magnétique enz.
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1°. die tengevolge der electronen binnen den bol B;
2°. die tengevolge der overige electronen;
3°. die welke onafhankelijk van de electronen nog bestaan kan.
(De invloed der kracht tengevolge van het electrisch veld

dat het deeltje, waartoe het beschouwde electron behoort, zelf
teweeg brengt is reeds in de termen van de eerste leden der
vergelijkingen (7) in rekening gebracht.)

Voor de berekening der eerste twee stukken, moeten we
de werking kennen die een willekeurig electron in het beschouwde
punt (£c, 2/, z) uitoefent. Deze wordt volgens (2), hoofdstuk III,
bepaald door:

v

waarbij volgens (19) van hoofdstuk III:

4 n  12 =  —
d

3x
d

ï y
en volgens (20) aldaar:

3
3 z

enz.
We hebben hierbij ter vereenvoudiging der notaties, geschreven

( A - ) '  in plaats van ( ~ V o o r  de componenten van

het deel der electrische kracht, dat in het punt (x, y, z) te
danken is aan een der electronen, vinden we hieruit:

1 ( 3* / Pt y ■ 9* /fy y | d* t \
i n  } 3 a;* '  r  '  ' dx r  ' ' 3x  dz ' r  ' )

v (25)
1___ dj_ /Jy  y

4 n  c1 3 ' r '
enz.

Bij de berekening van het eerste deel der electrische kracht,
waarbij dus de afstand r  steeds zeer kleine waarden heeft,
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kunnen we den laatsten term tegenover de andere verwaarloozen
/  ^  yen bovendien — ) enz. vervangen door ——  enz. Daar p, de

waarde van het moment van het deeltje dat zich in x \ y \  z'
bevindt, niet afhangt van a;, y ,  2 , kunnen we voor de compo­
nenten van het eerste deel der gezochte electrische kracht
schrij ven:

i  n'2 [y*w (y) + (7-) + d x  3 Z

de sommatie uit te strekken over alle electronen binnen B.
Bij isotrope stoffen zullen we hiervoor, onder eenige ver­

eenvoudigende onderstellingen, nul vinden. We kunnen n.1.
p* enz., door bepaalde gemiddelde waarden vervangen, verder
hebben we:

2 3idx dy

en 2 3a: 3z

(A )  _  3 ^ x' ~ x) iy' — y)

/ 1 A „ v (af — x)(z'  — z)
\ - f )  — ó Z  7 * »

en deze sommen zijn wegens de volkomen grillige verdeeling der
punten waarover gesommeerd moet worden, nul. Bovendien is:

2  32 ( — )  __2  —  afl* —
3 X i  ' T  '  T*

u I * ( M ' - y ) * - r * _ I  3(g' — z y - r '

De laatste drie sommen zijn weer gelijk volgens de volkomen
grillige verdeeling der electronen, ze zijn dus ieder ’/, van haar
som, dus nul.

Ook voor de magnetische kracht zullen de electronen binnen
den bol B eene bijdrage nul opleveren.

Wij gaan nu over tot de beschouwing van den invloed der
overige electronen. Voor de componenten der electrische kracht
tengevolge van één deeltje geldt weer de uitdrukking (25). Bij
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het sommeeren kunnen we nu de som van px voor alle electronen
binnen eene physisch oneindig kleine ruimte dv' (van dezelfde
orde van grootte als T) weer vervangen door N-maal de gemiddelde
waarde, dus volgens § 1 door %  dv'. Daar we den bol B nog
groot onderstelden in vergelijking met T, kunnen we voor
alle punten van ieder element dv', dat hierbij ter sprake

( P*V , ,komt, r  als constant beschouwen en dus ook 2  \ — )  over dv

vervangen door ( — ) ’ dv'. Op deze wijze vinden we voor de
componenten van het tweede deel der electrische kracht die
wij zoeken:

T ï f
"  91 ( ^ v  , 31

dx2 '  r  '  " ^ 3 x d y
f ë y y
 ̂ ff* ) +  9* ( — ) '‘ 3a; 3a '  r  '

1 3*
c2 dt2 V r

enz.

Om deze uitdrukking te herleiden, hebben we volgens de stelling,
die door (9) van hoofdstuk III wordt uitgedrukt:

j. ƒ (5?y dB + ƒk  (t)'*'
daar B physisch oneindig klein is, kunnen we in de eerste
integraal van het tweede lid ($PX)' als constant beschouwen,
waardoor blijkt dat deze integraal evenredig met R is en dus
wegvalt. Dus:

Door hierop weer dezelfde stelling toe te passen, vinden w e.

f  V--5 ƒ ^  dt>'
In den eersten term van het tweede lid kan (^x)' weer vervangen

3»
3ÏÜ*
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worden door de waarde in het punt x,  y , z, de integratie
kan dan worden uitgevoerd en we vinden:

>

31
3a:2ƒ  (t ]'*•— + ƒ £ ( £ ) ’*'• <27'

Op dezelfde wijze vinden we:

3*

3a: 3a

Wij zullen dit nu in (26) substitueeren en daarbij nog invoeren

den vector 9ït, bepaald door = J  (-^-) dv'. Wij vinden dan:

K +
ï

4 n ~  Diva»- 7 - * , ) ,
enz.

voor de componenten van het tweede deel der electrische kracht
in het punt (a;, y , z).

Om deze uitdrukking straks nog verder te herleiden, zullen
we ook het overeenkomstige deel der magnetische kracht in het
beschouwde punt bepalen. Daarvoor vinden w e, door toepassing
van (1), hoofdstuk III:

2  Rot g  — 2  ~  R o t.( i) ',

de som weer over alle electronen buiten B uit te strekken.
Deze uitdrukking kunnen we weer vervangen door:

of door:

1
4 itc dxr'

~ — Rot SOI.4 n c

t
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Het derde deel der electrische kracht in (», «/, z) zullen we
Gs0 noemen, daaraan beantwoordt eene magnetische kracht enz.,
tusschen welke vectoren de vergelijkingen I, van hoofdstuk II,
gelden.

Door nu de gevonden uitkomsten te substitueeren in de
vergelijkingen (7), worden deze:

«ür +  iï. + a^  =  el
enz.

Door deze nu te sommeeren over alle electronen binnen de
ruimte T, vinden we:

+  /9 $ r +  « =  N e»j@0x +  {  Div m ~  j* ^ ) J *  (29>

enz.

Hieruit kan nu nog SHÏ geëlimineerd worden door toepassing
der vergelijkingen I van dit hoofdstuk. Wij hebben:

W = 9. + Kot *-■

en dus:

—  (W +  $) =  Rot £>0 +  Rot Rot 3Ó1,

waaruit:

* + * . = +  h f è  “ T 91 -  A
enz.

Dit in (29) substitueerend, vinden we:

enz.
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Nu volgt uit (27), door toepassing van § 3 van hoofdstuk I I I :

dus:

of:

m &  +  P$X +  a f x =  N e1 ( %  +  i. ,
enz.,

m %  +  p % x +  {a -  — N e 2) f ie =  N e s ®JÏ,1 (30)3
enz.

De in § 3 ingevoerde grootheid s blijkt dus voor het hier

beschouwde geval te zijn - ^ N e 1. Wij vinden nu verder, als V„
O  t

weer de voortplantingssnelheid is en we nu maar /? buiten
rekening laten:

i ___ \ ( l +  ' * e’ \
VP* c* V « - i N e J- « i p J *

en dus als we den bij behoorenden brekingsindex np noemen:
N e 1=  1 + 1a — -ö Ne* — mp1

waaruit blijkt dat:
nv ■— 1 Ne *
Wp*+2 3(a — mp1)

evenredig is met N, dus met de dichtheid, het bekende resultaat
dat reeds in 1878 door Lorentz') werd gevonden. Wanneer
verschillende electronengroepen voorkomen zijn echter de be­
schouwingen in dit hoofdstuk niet geheel juist, daar dan de

verhouding van p  zal afhangen en dus ook s , , evenzoo s2

enz. Daar echter s, steeds klein is in vergelijking met a, (zie
’t volgende hoofdstuk) is de invloed dezer fout uiterst gering.

*) Over het verband tusschen de voortplantingssnelheid van het licht en
de dichtheid en samenstelling der middenstoffen.

9



HOOFDSTUK VI.

Experimenteele gegevens.

§ 1. Dispersie-f ormules.

Wanneer men nu de waarde wil nagaan der in de vorige
hoofdstukken besproken theorie en der hypothese, waarop ze
berust, dan zal men in de eerste plaats vragen, in hoeverre
hare uitkomsten niet alleen, wat het algemeen karakter aangaat
aan de ervaring beantwoorden, maar ook numeriek met de
waarnemingen overeenkomen.

Yerder kan men zich afvragen of de onderstellingen ook
eene uitbreiding toelaten, waardoor ook andere dispersiever-
schijnselen, in het bijzonder die bij kristallen, op geschikte
wijze verklaard worden.

Eindelijk dient nagegaan te worden in hoeverre de functie
die wij voor de voortplantingssnelheid vinden, voldoet aan den
eisch der theorie, die in de inleiding werd besproken.

W at het eerste punt betreft, de vergelijking met de waar­
nemingen, levert de theorie twee grootheden die zich daartoe
in ’t  bijzonder schijnen te leenen, n.1. den brekingsindex en
den absorptiecoëfficiënt. Over den laatsten zijn echter uit proeven
nog niet vele gegevens beschikbaar. We zullen ons dus bepalen
tot den brekingsindex.
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Wij kunnen dezen vinden uit vgl. 14 (c.q. 15) van het vorige
hoofdstuk, waaruit we gemakkelijk afleiden de dispersieformule:

waarin A =

w2 =  1 +  2
k

%
mk ( 1 )

2 nc
P de golflengte der beschouwde trillingen met

• • 2 JT cde frequentie p  in den vrijen aether is en Xk =  — —  de golf­
lengte in den vrijen aether behoorend hij de frequentie qk.

Deze formule komt geheel overeen met (22) hoofdstuk I,
die uit de theorie van Helmholtz werd gevonden.

Zooals daarbij reeds werd opgemerkt, kan men ze, voor
’t  geval, dat onder de waarden van Xk er geen voorkomt die
gelijk is aan de tot ’t  zichtbare spectrum behoorende golflengten
of grooter, herleiden tot de dispersieformule van Cauchy:

■ -< ■ .  +  £  +  $ •  (2)

In ’t  algemeen voert ze tot eene formule van den vorm:

n =  aA2 +  a0 +  'p ',  (3)

waar, zoo noodig, nog termen bij gevoegd kunnen worden,
evenredig met A4 en met y 4- enz.

Het is gemakkelijk in te zien, dat ook de dispersieformule
die Ketteler met de waarnemingen vergeleken heeft, n.1.:

n ------ H 2 -|- a2 +  jp __ (4) ')

een bijzondere vorm van (1) is, even algemeen als (3).

Ketteler Theoretische Optik, 1885, pag. 541.
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§ 2. Vergelijking met de waarnemingen.

Doorgaans is de formule (2) reeds zeer voldoende. Als
voorbeeld diene het vloeispaath. Uit de waarnemingen van
Sarasin ‘) vind ik voor de waarden der constanten:

ag =  1,42633 a, => 2789,71. 10 “ 14 a4 =  — 47127000. 10 “  28

als de golflengten in centimeters zijn uitgedrukt.
In het volgende tafeltje zijn de hiermede berekende waarden

voor enkele spectraal-lijnen met de waarnemingen vergeleken:

Spectraallijn A n (berekend) n (waargen.) verschil

A 760,40.10 “  7 1,43101 1,43101 0

B 686,71 .10-7 1,43203 1,43200 +  3

C 656,18.10“  7 1,43255 1,43257 — 2

D 589 ,20 .10-7 1,43397 1,43394 +  3

F 486,07.10 “  7 1,43729 1,43705 -f  24

H 396,81.10“  7 1,44214 1,44214 0

Toch krijgt men in vele gevallen nog betere overeenstem­
ming door ook groote waarden van Xk in rekening te brengen,
dus een der formules (3) of (4) te gebruiken, Ter vergelijking
neem ik hier de volgende tabel van Ketteler over, die met
behulp van formule (4) uit dezelfde waarnemingsreeks voor het
vloeispaath berekend is als de bovenstaande. In C.G-.S.-eenheden
wordt:

k =  0,004878.10 8
a1 =  2,04020

D =  0,62371
Aj.* =  0,00957. 10“ 8

ctraallijn A n (berekend) n (waargen.) verschil

A 760,40.10 “  7 1,43104 1,43101 +  3
a 718,36.10“  7 1,43159 1,43157 +  2
B 686,71.10 “ 7 1,43206 1,43200 +  6
C 656,18.10“  7 1,43257 1,43257 0

i) Arch. d. Sc. phys. Genève, 10, p. 303, 1883.
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Spectraallijn X n  (berekend) n  (waargen.) verschil
D 589,20.10“  7 1,43394 1,43394 0
F 486,07 .10-7 1,43714 1,43705 +  9
h 410,12.1 0 - 7 1,44118 1,44121 — 8

H 396,81.10“  7 1,44215 1,44214 +  1
Cd. 9 360 ,90 .10-7 1,44535 1,44535 0

10 346 ,55 .10-7 1,44693 1,44697 — 4
11 340,15.10“  7 1,44771 1,44775 — 4
12 325 ,25 .10-7 1,44973 1,44987 — 14
17 274 ,67 .10-7 1,45960 1,45958 +  2
18 257 ,13 .10-7 1,46473 1,46476 — 3
23 231,25.10- 7 1,47507 1,47517 — 10
24 226,45 .10-7 1,47752 1,47762 — 10
25 219,35 .10-7 1,48149 1,48150 — 1
26 214 ,41 .10-7 1,48457 1,48462 — 5

Zn 27 209 ,88 .10-7 1,48765 1,48765 0
28 206,10.10 - 7 1,49044 1,49041 +  3
29 202 ,43 .10-7 1,49333 1,49326 +  7
Men kan trouwens ook onmiddellijk de formule (1) ge-

bruiken; daar echter geen voldoende waarnemingen der groot-
heden Xk  (de golflengte waarbij de sterkste absorptie plaats
heeft) voorhanden zijn, moet men dan in hoofdzaak door pro-
beeren de waarden der constanten bepalen. Nemen we twee
absorptiestrepen aan, één in ’t  ultrarood en één in 't  ultraviolet,
dan kunnen we voor (1) schrijven:

>2 =  1 1  e *n 1 =  1 + Aï
m.

N,e! X \

1 -

x \
+

N, e l
X 1 — A? m 1

___ h i  I I

^  A1 — X2, ^  X 1 — X \ (5)
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Op deze wijze zijn door Paschen ') gevonden de waarden:

b 2 _  6,09104 AJ =  0,008884.10 “  8 £  — 1258,47. 10 “  8
M, =  0,00612098.10 “  8 Mj =  5099,15.10 “  8

Met behulp daarvan heeft Paschen de waarden die de for­
mule (5) geeft vergeleken met waarnemingen. Yoor golflengten
van 185,6.10” 7 c.M. tot 410,12.10“  7 c.M. gebruikte hij de reeds
genoemde waarnemingen van Sarasin, voor groote golflengten
tot 9429,1.10“  7 waarnemingen van hem zelf en van Carvallo.
Deze vergelijking loopt dus over een nog veel grooter deel van
het spectrum dan die van Ketteler.

Yoor de grootste golflengte is het verschil tusschen waar­
neming en berekening 36 eenheden der laatste decimaal, overigens
komt geen grooter verschil dan 19 voor (behalve voor de golf­
lengte 193,1.10“  7, waar de fout echter wel aan de waarneming
zal liggen). Deze verschillen vallen geheel binnen de grenzen
der waarnemingsfouten. Inderdaad zijn de onderlinge verschillen
tusschen de door Paschen opgegeven resultaten en de bijna
tegelijkertijd gepubliceerde waarnemingen (waarbij de golf­
lengten echter minder nauwkeurig bepaald zijn) van Rubens2)
grooter.

De ligging van het absorptiemaximum, op deze wijze be­
rekend, Aj =  35475.10“  7 komt wel ongeveer, maar niet geheel
overeen met hetgeen later door Aschkinass5) direct gevonden is.
Deze vindt twee absorptiestrepen in het ultrarood bij 31600.10
en 24000.10“ 7. Eene dispersieformule met een term meer zal
dus volgens de theorie nog beter moeten voldoen.

Rubens en Nichols4) hebben voor eenige stoffen de golf­
lengte der sterkst geabsorbeerde stralen van het ultraroode

i) F. Paschen. Dispersion des Fluorits. Ann. d. Phys. 53 (1894) pag. 820.
J) H. Rubens. Dispersionsformel. Ann. d. Phys. 53 (1894), pag. 273.
j) e . Aschkinass. Anomale Dispersion. Ann. d. Phys. 1 (1900) pag. 67.
*) H. Rubens u. E. F. Nichols. Warmestrahlen van grosser Wellenlange.

Ann. d. Phys. 60 (1897) pag. 418.
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spectrum bepaald en met behulp daarvan dispersieformules
opgesteld. Zij zonderden deze stralen af door gebruik te maken
van de eigenschap dat ze tevens ’t  meest worden teruggekaatst.
Na een vier of vijftal terugkaatsingen aan oppervlakken der te
onderzoeken stof, verkregen zij eene straling die stralen van
andere golflengte dan de sterkst geabsorbeerde slechts in geringe
mate bevatte.

Zij* onderzochten hunne dispersieformule in het bijzonder
voor groote golflengten.

Voor klipzout zijn de uitkomsten de volgende:

b2 =  5,1790 A* =  0,01621.10“  8 AJ =  3149,3.10 “  8
M, =  0,018496.10 - 8 M, =  8977,0.10“ 8

Een vergelijking van de uitkomsten der formule (5) met
de waarnemingen geeft dan het volgende tabelletje.

A n (berekend) n (waargen.) verschil
434.10 ~ 7 1,5606 1,5607 — 1
589.10 - 7 1,5441 1,5441 0

8 6 7 0 .1 0 -7 1,5080 1,5030 0
20570 .10-7 1,3735 1,8735 0
22300 .10-7 1,3403 1,340

Yoor sylvien worden deze getallen:

=  4,5531 A! =  0,0234.10 - 8 A] = 4517,1.10“
Mi =  0,0150.10 IIe

i

a00i 1074,7.10“

armee we vinden:

4 n (berekend) n (waargen.) verschil
434 .10 -7 1,5048 1,5048 0
589.10-7 1,4899 1,4900 — 1

7080.10-7 1,4653 1,4653 0
20600.10 - 7 1,8882 1,3882 0
22500.10-7 1,3688 1,389
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6 ? 0
§ 3. Over de waarden van —  en — .

Met behulp van deze getallen zijn we ook in staat eene

waarde te vinden voor de grootheden
Nt e»
m,

N.ei Wij

hebben n.1.:
*  -  M„wi, 1 rnt

Hieruit volgt voor het vloeispaath:

N,e!
--------------- At =  M,

Nl 9L =  7,76.10» (AJ =  0,008884.10 —8),

e*.. =  3,22.10» (Al =  1258,47.10 ~ 8),
Wly

voor het khpzout:
=  5,56.10» (AJ =  0,01621.10“ 8),

m1
N>el  =  9,05.10* (Al =  3149,3.10 “ 8),

en voor het sylvien:
N* e‘ =  2,74.10» (AJ =  0,0234.10 ~ 8),

Wij

=  5,27.10* (Al =  4517,1.10 ~ 8).
mt

Uit deze resultaten blijkt, dat de waarde der grootheid
steeds belangrijk grooter is voor die electronen, waarbij

de frequentie der eigen trillingen met die van 't  ultraviolette
licht overeenkomt, dan voor de electronen, waarbij deze aan
>t ultraroode licht beantwoordt. Bovendien schijnt het, dat deze
grootheid regelmatig toeneemt als de frequentie der eigen
trillingen toeneemt. Het kan nu de vraag zijn of dit daaraan
toe te schrijven is, dat bij de electronen met groote frequentie
der eigen trillingen de massa zooveel kleiner is dan bij de andere
of wel dat de lading zooveel grooter is; de derde mogelijkheid
n.1. dat N, steeds grooter is dan N,, lijkt niet erg waarschijnlijk.
De eenvoudigste onderstelling is wel, dat N, en N, beide
gelijk zijn aan ’t  aantal moleculen per volume-eenheid.
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Al ligt het in verband met de uitdrukking voor de frequentie

der eigen trillingen yq1 =  voor de hand te denken aan

de eerstgenoemde oorzaak, toch zal nader experimenteel onder­
zoek noodig zijn om deze quaestie te beslissen.

Van het overwinnen der moeilijkheden, aan dit onderzoek
ongetwijfeld verbonden , kan men als resultaat verwachten, dat
het ons in staat zal stellen de voorstellingen over het wezen
der materie meer te praeciseeren.

De weg dien men zal kunnen inslaan is reeds door Lorentz ')
aangewezen. Nemen we namelijk aan, dat de hier beschouwde
electronen de zelfde zijn als die welke de uitstraling te weeg

0  8*brengen, dan kunnen we de grootheden —  en —  vindendoor
Ytl-t Wf j

metingen over het verschijnsel van Zeeman. Zqn op deze
N e 1 ewijze voor een electronengroep zoowel----  als —  bekend danm m

kunnen met behulp van schattingen over N  daaruit e en m
berekend worden.

Voor de electronen, die in natriumdamp voorkomen vindt
men als e in dezelfde eenheid, die wij nog steeds gebruikt

hebben, wordt uitgedrukt — =  17.1017. De golflengte der

natriumlijn (Aa =  3,47.10 9) verschilt echter te veel van die,
N e2welke voorkomen bij de electronengroepen, waarvoor w e -----

'Yïb

bepaald hebben, om eene behoorlijke vergelijking mogelijk te
maken. Alleen kunnen we besluiten, dat m veel kleiner zal
zijn dan de massa van een atoom.

N e2Uit de waarden die wij voor gevonden hebben blijkt
nog, daar deze alle zeer klein zijn in vergelijking met p 2, dat
s zeer klein is in vergelijking met a, (zie hoofdstuk V § 12).

H. A. Lorentz. Over verschijnselen die met de massa der ionen in verband
staan. Zittingsverslagen der K. A. v. W. te Amsterdam VI pag. 506.



HOOFDSTUK VII.

Dispersieverschijnselen in anisotrope media.

§ 1. Hypothese.

Wij zullen in dit hoofdstuk nagaan, hoe de theorie kan
uitgebreid worden tot het geval van anisotrope media.

Gaan we de onderstellingen en redeneeringen der hoofd­
stukken III en V nog eens na, dan treffen we twee punten,
waar wij eene wijziging kunnen aanbrengen, die geschikt is
ons tot eene verklaring der optische verschijnselen in kristallen
te brengen.

In de eerste plaats kunnen we ons denken, dat bij deze
lichamen de vergelijkingen (21) van hoofdstuk III moeten ge­
wijzigd worden. Bij het opstellen dier vergelijkingen hebben we
ons gedacht, dat bij eene uitwijking van het bewegelijke electron
uit zijn evenwichtsstand, eene terugwerkende kracht ontstaat
in de richting der uitwijking. Door aan te nemen, dat deze
terugwerkende kracht een hoek maakt met de richting der
uitwijking, krijgen we eene wijziging in de vergelijkingen, die
geschikt is om eene verklaring van de verschijnselen in kris­
tallen te geven. De bewegingsvergelijkingen van het negatieve
electron worden dan:

m-~- = — ft —g-y- an £—au  ̂ W II
enz.
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Deze onderstelling heeft betrekking op de eigenschappen der
afzonderlijke moleculen, waarvan we ons kunnen voorstellen,
dat ze in een kristal voor verschillende richtingen verschil­
lend zijn.

Men kan echter ook tot eene verklaring der optische ver­
schijnselen in anisotrope media geraken, alleen door de zeer
gewone onderstelling dat daarin de moleculen en dus ook de
electronen met een zekere regelmaat gerangschikt zijn. De
beschouwingen van Hoofdstuk Y, § 3, moeten dan eene
wijziging ondergaan. Wel zullen de daar ingevoerde groot­
heden q, enz. nog als lineaire functies van beschouwd'
moeten worden, maar we kunnen niet meer aannemen dat q
dezelfde richting zal hebben als $p.

In plaats van hoofdstuk V (8) vinden we dan:

*h a; =  &xxi x  ” i“  ^ z y ,  ^ P iy  “f “ ^ P i z i

^y  =  SfXi ?1* 4" Syy, ^Ply 4~ S'jz1 (2)

s =  Szx-j 4“ szfi ^Piy ~f" szZf f t r

Deze wijziging der formules zal voor anisotrope stoffen in
ieder geval moeten worden aangebracht, want zonder eene
zekere rangschikking der moleculen, komen de verschijnselen
der dubbele breking niet voor; een stof die kristallen kan vormen
is b.v. isotroop, zoolang ze in oplossing voorkomt.

Of nu de eerste wijziging ook zal moeten worden aange­
bracht zal met behulp der waarnemingen moeten worden
beslist. Wij zullen ons eenvoudigheidshalve tot de tweede
onderstelling beperken. Formeel krijgen we trouwens dezelfde
uitkomsten, wanneer we beide oorzaken in rekening brengen.

Bij de kristallen van het regulaire systeem, waar we ons
eene cubische rangschikking der moleculen moeten voorstellen,
komen in plaats van de formules (2) weer de eenvoudige ver­
gelijkingen (8) van Hoofdstuk Y. Deze kristallen zijn dan ook
optisch isotroop.
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Overigens moeten op dezelfde wijze als door (2) voor de
electronen der eerste groep wordt aangewezen, de uitdrukkingen
die op de andere groepen betrekking hebben worden gewijzigd.
We zullen ons echter vooreerst tot de beschouwing van één
electronen-groep beperken. De differentiaalvergelijkingen voor ‘jS,
worden dan, als we den term met 3̂, buiten beschouwing
laten — dus afzien van absorptie — :

m, *.. + « . K  “  N‘ ê ’
+  =* Nj e, , (3)

m t ^3, z  +  °1 ^Pl g 8ZX j ^P l#  SZ!/l y  S32l ^P‘ Z 6 ‘

Houden we ook rekening met de wijziging die door (1)
wordt uitgedrukt, dan komt men tot formules van denzelfden
vorm.

§ 2. Keuze van een nieuw coördinatenstelsel.

We kunnen de vergelijkingen zeer vereenvoudigen, door
vooreerst een verband tusschen de coëfficiënten s op te sporen.

Yolgens de beschouwingen van Hoofdstuk Y, § 8, die hier
onveranderd blijven gelden, hebben we, als_we m de daar
gevonden vergelijking (19) nog substitueeren S  =  @ +  $  en

*
(®r + x  ®’} + «*•#• <4>

Daar nu in het medium geen energie wordt geabsorbeerd
is E door den toestand in ieder punt geheel bepaald. Daarom
volgt uit (4) dat (<S.$) ook het differentiaalquotient naar den
tijd moet zijn van eene functie der beschouwde vectoren.
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Wij vinden door substitutie van de waarden uit (3), daar
voor dit geval 3̂ en 3̂, hetzelfde beteekenen:

eï (W.p) -  m, (& .$ ,)  +  a, ($ t . & )

—  » * r, ^ 1 ,  -  Syy, ? l y  ? l y  ~  « ,* ,

S*y , ^Ply ? . *  Sy x 1 ^Pljr ^®ly Syjs, ^P l»  ^P ly  Szy, ^Ply

— 8*s, %* $1* — 8r*t ? U ,

en opdat deze uitdrukking een differentiaal-quotient naar t zij,
moet:

8* t i  8y*  i '  8y *i =  8zy \  i 8‘ r \ =  ®**i (®)

zyn.
Voor de energie per volume-eenheid vinden we dan:

— 2N  e!  ̂Sx*x ^ ,x Syyi s**i ^ 1*

+  2 sxlJl $pix ipiy +  2 syZi 3̂ly $pix -|- 2 sXXj $pixJ.

Beschouwen we nu het oppervlak:

*rr, » 2 +  Syy, V2 +  8„( s 1 +  2 sry< x y  +  2 s,ti y z  +  2szriz x  =  C \

dat we momenten-ellipsoïde kunnen noemen. Het zal in onze
theorie eene rol spelen, die eenigszins vergelijkbaar is met die
der elasticiteits-ellipsoïde in de oudere theorieën der kristaloptica.
Door de hoofd-assen dezer ellipsoïde tot coördinaat-assen te kiezen
kunnen we zooals bekend is de vergelijking brengen in den vorm:

sXi x 2 +  an  y 2 +  sZi z 2 =  C*.
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Bij deze keuze van een coördinaten-stelsel wordt dus de
uitdrukking voor de energie per volume eenheid:

E =  - ( ® ) J + y ( £ ) J +
1 m i
F  N, e* ?; + N, e!

en de vergelijkingen (3) vereenvoudigen zich tot:
w, ïp,, +  a, $p,, — sXt 5piit =  N, ej ©j-,
mI $ ly +  a, «piy — syi =  N, el (6)

ml +  a, p̂iz — sH P̂l2 =  N, e|

§ 3.' Verschillende kristalstelsels.

Wanneer we nu verschillende groepen electronen hebben,
zullen we voor elke groep eene momenten-ellipsoïde kunnen
construeeren en in ’t  meest algemeene geval zullen de assen
dezer ellipsoïden niet samenvallen.

Bij de kristallen van het quadratische en hij die van het
hexagonale stelsel die symmetrisch zijn rondom de kristal-
lographische hoofdas moeten we, als we ons de moleculen alle
als volkomen gelijk denken, aannemen, dat dezelfde symmetrie
moet bestaan voor de electronen van elke groep. De momenten­
ellipsoïde moet dus voor elke groep eene omwentelings-ellipsoïde
zijn, die de kristallographische hoofdas tot omwentelingsas
heeft. Kiezen we deze tot Z-as, dan kunnen we de bewegings­
vergelijkingen voor elke groep in de gedaante (6) brengen,
terwijl bovendien voor alle waarden van k, sx  ̂— sŷ  wordt.
De richtingen der X- en T-as zijn hierbij nog onbepaald.

Ook bij de kristallen van het rhombische stelsel zullen
wegens de symmetrie van het kristal de assen der momenten­
ellipsoïde voor iedere groep vallen in de richting der kristal­
lographische assen, maar hierbij zullen die oppervlakken in
’t algemeen drie-assige ellipsoïden zijn.
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By deze drie stelsels vinden we dus bij geschikten stand
van het coördinatenstelsel de uitdrukking voor de energie per
volume-eenheid in den vorm:

<\ V + \  V + \  V>'
waarbij is aangenomen, dat deze energie zal gevonden worden,
door voor elke electronengroep eene bijdrage in rekening te
brengen, zooals in § 2 voor de eerste groep werd gevonden; de
bewegingsvergelijkingen der electronen krijgen voor elke groep
de gedaante (6).

Door dergelijke redeneeringen als we hier volgden toe te
passen op de kristallen van het regulaire systeem, zouden we
weer vinden, wat we' reeds opmerkten, dat deze zich als
isotrope lichamen gedragen.

Over de monokline en trikline kristallen zullen we ’t  later
hebben. We zullen nu vooreerst uitbreiding van periodieke
toestanden in de kristallen der drie eerstgenoemde stelsels
beschouwen.

§ 4. Enkelvoudig periodieke toestand.

Zij de frequentie p , zoodat we (S en dus ook evenredig
kunnen stellen met eipt.

Noemen we nu:
v
ft — mk P 2 +  ak — sXk aP'

k — ™kP* +  » k ~ s n ~  p ' (7)
v Nt et »
k — ^ k P '  +  ^ k — s ^  CP ’

dan wordt voor dit geval volgens (6):

=  6 ?  %'r> (6')
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en hiermee kunnen we nu uit I hoofdstuk Y een stel verge­
lijkingen afleiden, die alleen de componenten van @ bevatten.
We vinden:

1 -4- cu, .. _ 3 —

=  (8)1)

1 + Cp
Om nu na te gaan of en hoe zich in eene bepaalde richting

een enkelvoudige platte golf met frequentie p kan voortplanten,
substitueeren we hierin:

T i ,=  B e d ' ­

l l ,  _  C , ip  ( ‘ ~

ntcc +  ny  +  pa
7p

ma: +  ny  +  pz
Vp

m x  -f- ny  p^

O)

waarbij m, n, p de richtingscosinussen voorstellen der normaal op
het golffront

Wij kunnen nu vooreerst opmerken, dat wegens de ver­
gelijkingen :

Div. $D =  0,
en

S* — (1 +  Op) =  (* +  V =  (! +  cp
die onmiddellijk uit (6') volgen:

(1 +  cip) Am +  (1 +  V  Bn +  (1 +  cp) CP =

,\ Deze vergelijkingen komen overeen met die van Drude Lehrbuch der
Optik, pag. 292, verg. (12). In plaats van de daar voorkomende constanten
e , , £ j, 6j vinden wij nu echter de grootheden 1 +  Op* 1 +  bpi 1 +  Cpi 4ie
van de frequentie afhangen. De volgende herleiding komt overeen m e ta d o o r
Drude gegevene.
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waaruit blijkt dat de vector ® in het golffront ligt, de vector
Ge echter niet, $  daarentegen weer wel, omdat Div ^  =  0 is.

Door (9) in (8) te substitueeren vinden we:

l  +  o,
c
f" J m

y~ï -A- y~j (A nt +  B n -f- C p),

1 + B .

c2

1 +  C,

- ?- b  =  +  bj B — = -j (A nt +  B n +  C p),
yp

~  C =  ~.—j C J - j  (A nt +  B n +  C p).

Noemen we nu:

1 +  o- “  a?
c2

1 +  B p - b P * '  1 +  c, ~  V» l11)
A m +  B tt -f- Cp =  D,

dan volgt uit deze vergelijkingen onmiddellijk:

A =  m<lp ^ „  n6„2 hc-2
v -v  ,B~ v -v  D,c™ y^v'15, (12)

waaruit we A , B en C kunnen elimineeren door op te merken,
dat volgens (10):

en dus:

nt
CLp

ï~ A + + 0,

m2 ,______ n2______ , p»
V  — v p* T V  — VP2 7 cp* — Yp* “  °* <13)

Deze formule drukt eene uitbreiding van de wet van
Fresnel1) uit. Vp2 blijkt uit een vierkants vergelijking opgelost
te kunnen worden, als tn, n en p bekend zijn. Als de normaal op
het golffront eene willekeurige gegeven richting heeft, vinden
we dus daarbij voor de voortplantingssnelheid twee verschil­
lende waarden, die nu beide afhankelijk blijken van de frequentie.

*) Vgl. Drude Lehrbuch der Optik, pag. 293.
10



De grootheden ap, bp en cp zullen we de hoofdsnelheden
voor de frequentie p  noemen. Uit (13) blijkt, dat wanneer de
normaal op het golffront samenvalt met een der assen van
de momenten-ellipsoïden (coördinaat-assen), de snelheden door
deze grootheden ap, bp en cp worden voorgesteld. B.v. voor
m _ l ,  n =  0, p =  0, vinden we Vp — bp of Y p =  cp.

We hadden de vergelijkingen (18) ook kunnen vinden door
uit I hoofdstuk V vergelijkingen af te leiden, die alleen com­
ponenten van $  bevatten en daarmee op dezelfde wijze te
werk te gaan als nu met (8) is geschied.

Uit (12) volgt dat elk der heide golven, die het golffront
loodrecht op eene bepaalde richting hebben, rechtlijnig gepola­
riseerd is. Immers we hebben als we de grootheden die op
de beide golven betrekking hebben, door de indices 1 en 2
onderscheiden:

nt ap P V
A*: B‘ : c* = : V - V  ' V - v

m ap n bp1 P V
(14)

Het polarisatievlak blijkt dus voor elk der beide stralen
van de frequentie af te hangen. Maar voor iedere frequentie
staan de heide richtingen, die de dielectrische verplaatsing kan
hebben, loodrecht op elkaar, want uit (14) kan men met behulp
van (18) afleiden:

A| A) i .
B
bp

§ 5. Eénassige kristallen.

Keeren we nu terug tot de beschouwing van het geval,
dat zich in ’t  quadratische en het hexagonale stelsel altijd moet
voordoen, dat voor alle waarden van k: sXk =  Dan is
volgens (7) en (11) voor iedere waarde der frequentie ap =  bp en
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ap ~  V  Twee der hoofdsnelheden zijn dus gelijk. Uit de formule
(13) volgt dan verder dat voor golven, wier golffront loodrecht
staat op de Z-as, de beide snelheden gelijk worden. De richting
der Z-as wordt daarom optische as genoemd. Daar geen andere
richting dezelfde eigenschap heeft, heeten deze kristallen éénassig.

Uit (14) zien we, dat als de normaal op het golffront met
de optische as samenvalt, de richting der trillingen onbepaald is.
Zulke golven kunnen zich dus in het kristal voortplanten zonder
gepolariseerd te worden.

Uit (13) blijkt nog, dat één der beide golven wier golffront
een bepaalde richting heeft, steeds de voortplantingssnelheid ap
heeft, onafhankelijk van deze richting.

Men spreekt hierbij van den gewonen straal. Tegenover
dezen straal gedraagt het kristal zich als een isotroop medium
(behalve wat den polarisatietoestand betreft). Men kan daar­
voor dan ook uit (11) en (7) eene dispersie-formule afleiden,
geheel overeenkomend met die voor isotrope media. Voor de
vergelijking met de waarnemingen, — die bevredigende resul­
taten geeft — zij verwezen naar Ketteler (Theoretische Optik,
pag. 545).

§ 6. Rhombische kristallen.

By de kristallen van het rhombische stelsel zullen in
’t  algemeen geen twee der grootheden ap, bp, cp aan elkaar
gelijk zijn.

Wij kunnen echter uit (13) ook in dit geval waarden van
m, n, p zoeken, waarvoor de beide voortplantingssnelheden die
by eene bepaalde frequentie behooren, gelyk zijn. Schrijven
we daartoe (13) in den vorm:

V - V \ ( V  + Cp1) + n1 (C p 1 + ap1) + p* (Op1 + bp1) |
-ftn 2y  Cp1 + 1t*y +  p ^ & p ^  o,
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en benoemen we de assen zoo, dat:

Op >  bp  >  Cp.

De voorwaarde, dat bovenstaande vergelijking gelijke wortels

heeft:

{ m1 (ftp1 +  Cp1) +  n 1 (cp1 +  Op1) +  p1 («p1 +  ftp1) }*

— 4 m1 ftp1 Cp1 -  4 n1 Cp1 Op1 — 4p» Op1 ftp1 =  0,

laat zich herleiden, wanneer we voor de laatste drie termen
stellen:

4 m1 ftp1 Cp1 =  4m* ftp1 Cp1 +  4 m1^  ftp1 cp* +  4 m1? 1 ft, V
enz.

We brengen ze in den vorm:

{ m1 (ftp1 -  c /)  -  n1 (Op1 -  Cp1) -  p1 (Op1 -  ftp1) }1

+  4 m1 n1 (ftp1 — Cp1) (Op1 — c,1) =  0.

Daar geen dezer beide termen negatief kan zijn, kan hier­
aan alleen voldaan worden als:

m1 (ftp1 -  Cp1) -  n1 (Op1 -  Cp1) -  jJ1 (Op1 -  ftp1) — 0,

en:
4m1n1(ftp1 -  Cp1) (Op1 -  Cp1) =  0.

Nu kan voor m =  0 aan de eerste dezer voorwaarden niet
voldaan worden, we moeten dus hebben n =  0, waarbij we
verder vinden:

m 1 (f t,1 -  Cp1) —  p 1 (Op1 —  ftp1) =  0 .

De richtingen waarvoor de beide voortplantingssnelheden,
behoorend bjj de frequentie p , gelijk zijn, vinden we nu met
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behulp van tn* -f- n s +  Pa =  1, als:

W . - +  1! V - v , +IIo“II / V - c' \
v - V v —V

(15)

m, =  + |/ V - V , II 0 -t
x tt II 1 / V - y.

V - c /

Deze richtingen, die de optische assen genoemd worden,
staan dus beide loodrecht op die kristalas, die beantwoordt
aan de middelste hoofdsnelheid. Het kan echter volgens
(7) en (11) voorkomen, dat voor ééne frequentie ap >  bp is
en voor eene andere ap <  bp. Daartusschen zal dan eene
waarde van p  liggen, waarvoor ap =  bp is; voor stralen van
die frequentie is het kristal dan eenassig, terwijl de optische-
assenvlakken voor de stralen van grootere en die van kleinere
frequenties loodrecht op elkaar staan. Een voorbeeld hiervan
doet zich voor bij het brookiet.

Verder blijkt dat de optische assen met de andere kristal-
assen gelijke hoeken maken. Deze hoeken zijn echter voor
verschillende frequenties verschillend. Dit is de verklaring
voor het bekende verschijnsel der dispersie van de optische assen.

§ 7. Monokline en trikline kristallen.

In het meest algemeene geval zullen de momenten-ellip-
soïden voor de verschillende electronengroepen de assen in
verschillende richtingen hebben. We kunnen dan geen coördi­
natenstelsel kiezen, zoo dat voor alle electronengroepen de
bewegingsvergelijkingen de gedaante (6) aannemen. Dit zal
voorkomen bij de kristallen van het monokline en trikline
stelsel.

Echter zullen wel bij een willekeurigen stand der coördinaat-
assen voor alle electronengroepen de vergelijkingen (5) gelden.
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Beschouwen we nu weer een toestand met de frequentie p ,
dan geven de vergelijkingen (3) voor de electronen der Zede groep:

(mk p ' — ak — s ^ )  ^ kx — sxyk —  sXZk ^  =  N » ek

-  Vfc +  (m k P ' - ak -  syyk) f k y  —  * m  =  Qk ®y, (16)
-  «*** $ kx -  Szy k  % y  +  (Wfc P ' - H -  «**) K  =

Hieruit lossen we op:

^ ix =  ««r* ®* +  <**y* ®y +  ffs**®.* ’

\  =  * n  ®- +  <*» ®y +  V * ^  ’ (1?)

=  az*k ®* +  °>yk ®y +  a**k ’

waarbij de grootheden aXXk enz. afhankelijk zijn vanp, terwijl de
betrekkingen bestaan:

°xyk ~  öy*t’ °y*i ö*** ^
Het laatste toont men gemakkelijk aan, öf door eene

meetkundige beschouwing öf door de coëfficiënten o direct uit
(16) te berekenen en (5) toe te passen.

Verder vinden we nu onmiddellijk:

?* =  ®* -2 °m*k +  ®y 2  <*xyk +  ®* 2k a*H '

spy - ë . 2 + ë , 2 am  + % 2  <rm , (19)
+ ®y f  ‘*y* + ®*f *** 1h * K

waarbij volgens (18):

2  <**yk = - f V *  * f  V * — f  cv*’ •2 ff2.i
(20)

Blijkens deze vergelijkingen is het nu mogelijk een coördi­
natenstelsel te bepalen, waarvoor (19) de gedaante aanneemt:

(21)
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Hét bewijs hiervoor is eenvoudig door de beschouwing der
ellipsoïde:

2k °**k +  y* 2  om  +  f  a zzk  +  2x y 2  o„Jk

+  2yz 2  am  +  2 z x 2  a„t =  C*.

Het blijkt echter tevens dat de richtingen der in (21)
ingevoerde coördinaatassen afhankelijk zijn van p.

Yoor golven van bepaalde frequentie kunnen wij nu weer
de vergelijkingen (8) afleiden en blijven de daaraan vastgeknoopte
beschouwingen gelden. We vinden dus weer dat zich in elke
richting twee loodrecht op elkaar gepolariseerde golven kunnen
voortplanten met snelheden die door de wet van Presnel
bepaald worden. Er zullen echter voor elke frequentie twee
richtingen zijn (in bijzondere gevallen één), waarvoor deze
snelheden gelijk worden en waarin ’t  licht zich ongépolariseerd
voortplant. Deze zullen we weer optische assen noemen.

We vinden ook hier dispersie der optische assen. Terwijl
echter in het eerst behandelde geval de assen steeds in een
zelfde vlak liggen is dit hier niet meer het geval, daar de
richting der coördinaatassen van de frequentie afhangt. Dit
verschijnsel noemen we dispersie van het optisch-assenvlak.

Bij de monokline kristallen moeten we echter nog eene
bijzonderheid opmerken. Hier is n.1. het vlak loodrecht op de
ortho-diagonaal een symmetrie-vlak en daarom zal van de
momenten-ellipsoïden voor alle electronengroepen één der assen

■ loodrecht op dat vlak staan. Het is gemakkelijk in te zien
dat dan ook één onzer coördinaatassen voor alle frequenties
in deze richting zal vallen. Wij kunnen nu verschillende
gevallen onderscheiden naarmate deze as beantwoordt aan de
middelste hoofdsnelheid of aan een der andere.

In ’t  eerste geval hebben we geen dispersie van het optisch-
assenvlak. De kristallen onderscheiden zich echter van die
van het rhombische stelsel, doordat de lijnen, die de hoeken
tusschen de optische assen middendoor deelen, optische middel-
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lijnen, voor verschillende frequenties verschillende richtingen
hebben. Dit geval doet zich b.v. voor bij het gips.

Wanneer de ortho-diagonaal samenvalt met de grootste of
kleinste hoofdsnelheid zal een der optische middellijnen steeds
volgens deze richting loopen. Het vlak der optische assen kan
echter met verschillende vlakken door die lijn samenvallen en
ook de hoek tusschen de optische assen is, evenals in het vorige
geval, voor verschillende frequenties verschillend. Een voorbeeld
hiervan hebben we bij het borax.

Ook is het geval denkbaar, dat voor frequenties beneden
eene bepaalde waarde de ortho-diagonaal beantwoordt aan de
middelste hoofdsnelheid en voor frequenties boven die waarde
aan een der beide andere of omgekeerd. Dan zou het kristal
voor de eerste tot de groep van het gips en voor de andere
tot die van het borax behooren, terwijl het tegenover golven
van de overgangsfrequentie zich als éénassig zou gedragen.
Hiervan is mij echter geen voorbeeld bekend.

Bij de trikline kristallen zullen we in ’t  algemeen zoowel
dispersie vinden van het optisch-assenvlak als van de optische
middellijnen.

§ 8. Absorptie in kristallen.

We zullen nu met een enkel woord spreken over de ver­
schijnselen die zich voordoen in ahsorheerende kristallen. Om
deze te beschrijven zullen we in plaats van de vergelijkingen (3)
moeten stellen:

mi $i * -f" Pt * "f" ai 8*yi y e* ®2:’
m, $ ly +  & +  «i ~  V . ~  ~  V , ^ 2 =  N> e?®>’ f22)
w»l $1, +  ft f l ,  + « ! ? ! , -  f t * ~  *<ri f t ,  -  «*, e' ®2'

Wij kunnen nu met deze vergelijkingen dezelfde herleidingeü
uitvoeren als we met (8) gedaan hebben. De grootheid Vp wordt
dan echter steeds complex.
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Zonderen we nu vooreerst de monokline en de trikline
kristallen u it, dan komen we tot de volgende conclusies. De
twee golven die zich in eene bepaalde richting in het kristal
kunnen voortplanten, hebben zoowel verschillenden absorptie-
index als verschillende voortplantingssnelheid. De golven zijn
echter niet meer rechtlijnig maar elliptisch gepolariseerd,
want de grootheden A, B, C in formule (14) worden complex..

Bij de eenassige kristallen zullen voor golven wier golffront
loodrecht op de optische as staat, niet alleen de heide voort­
plantingssnelheden maar ook de absorptie-indices aan elkaar
gelijk zijn en wel voor alle frequenties.

Bij het rhombische stelsel echter zullen we in ’t  algemeen
geen richtingen kunnen vinden waarvoor de grootheden V_ en

Vp, gelijk worden. Stellen we echter

------*/**.» zoodat VP, en V
'  Pa Vpa

---- — i envup.
de eigenlijke voortplan­

tingssnelheden en xpt =  p  ppi en xpa =  p  p- de absorptie-indices
zijn, dan zullen we twee richtingen vinden, waarvoor vpi =  v is,
deze zullen we optische assen blijven noemen, en twee richtingen
waarvoor xPi =  xpa is ; die zullen we absorptie-assen noemen.

De absorptie-index hangt verder evenals de voortplantings­
snelheid van de richting der golven af en wel zoo, dat voor
verschillende richtingen ’t  maximum van absorptie in verschillende
deelen van 't  spectrum valt, ’t  kristal zal dus verschillende
kleuren vertoonen naarmate men er in verschillende richtingen
doorheen ziet. Op deze wijze verklaart onze theorie het pleo-
chroïsme.

Voor monokline en trikline kristallen is dit alles inge­
wikkelder. Daar de coëfficiënten in de vergelijkingen (19) complex
zijn is het in ’t  algemeen niet mogelijk een coördinatenstelsel
te kiezen, waarvoor deze vergelijkingen den eenvoudigen vorm
(21) aannemen.

Men kan nu toch nog doen zien, dat het algemeen karakter
der verschijnselen met het reeds besprokene overeenkomt. Ik laat
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daarbij de lange maar niet moeilijke berekeningen achterwege.
Door te letten op het reële stuk in (20) vindt men dat het

mogelijk is een coördinatenstelsel aan te brengen, zoodat (19)
den vorm aanneemt:

=  ovwx+nrVxwx +  rPrwf +

-  bp < $ ,+ i ( fP v x +  f P9y%  +

= Cp¥, + i ( fP t %x + f P zw9 + fp„ ®7),
waarin de coëfficiënten ap, 6p, Cp, fp^  enz. reëel zijn en:

h x y  ~  U y x ' fpyz ~  fp z y ' tP s t  ~  'P **‘

Door nu op dezelfde wijze te werk te gaan als vroeger,
vinden we in plaats van (10) en vlgd.:

(1 +  Op) A ut +  (1 +  Bp) B n +  (1 4 “ Cp) ^ ï*

+* i /*.A ” + r?n B n + f t. 0 *+ 1,„ <A n+ B m>
+  Bp +  On) +  t , J  Om +  A p)\ =  0. (23)

en:

— -A- +  g» (fpxx^-  4" f p x y ^  +  fpxz

== v  j A — v  j (A tit B rt -j* B p),Vp 'P

~  B 4- -̂ r (/’pya A 4- fpyy B +  /fya C)

=  -J^-B  — f j ( A i n  +  Bn +  Cp), (24)v p yp
- ^ - C  + ^ - </>„ A +  /V*yB 4-

=  JnrC — (Am 4- Btt +  Cp).
Y p ' p
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De drie vergelijkingen (24) zijn in A, B en C homogeen
en van den eersten graad en het is gemakkelijk aan te toonen
dat (23) van het stel (24) afhankelijk is. Nu kunnen uit (23)
en twee willekeurige van (24) A, B en C geëlimineerd worden
door uit te drukken dat aan deze drie vergelijkingen, die ook
homogeen en lineair zijn, andere waarden moeten voldoen dan
A — B =  C =  0. Men vindt dan eene vergelijking (in determi-

nantvorm) die in = - ^  van den tweeden graad is.
Vp

Wij vinden dus ook hier in iedere richting twee golven
waarbij zoowel de voortplantingssnelheid als de absorptie-index
verschillend zijn. Beide golven zullen elliptisch gepolariseerd zijn.

Optische assen en absorptie-assen zullen in ’t  algemeen niet
samenvallen.



HOOFDSTUK VIII.

Beschouwing van een denkbeeldig medium.

§ 1. Behandeling met het theorema van Fourier.

Ten slotte komen we terug op de quaestie die in het begin
der inleiding werd aangeroerd.

Wanneer we het theorema van Fourier toepassen bij een
vraagstuk, waarbij op een gegeven tyd de toestand gegeven is
als eene tot een eindig gebied beperkte evenwichtsverstoring,
vinden we dan eene golf, die, een eindigen tijd na het gegeven
tijdstip, nog tot een eindig gebied beperkt is?

Zooals reeds werd opgemerkt moet dit het geval zijn als
we werkelijk te doen hebben met eene lichtuitbreiding overeen­
komend met onze gewone voorstelling over voortplanting. Wel
zijn er, voor zoover mij bekend, geen proeven gedaan, die
uitsluitsel geven over de vraag wat we hieromtrent moeten
verwachten, maar in de onderstellingen der electromagnetische
theorie zelf is eene reden waarom wij niet tevreden kunnen
zijn, wanneer we bij de oplossing van het boven bedoelde
vraagstuk zouden vinden, dat na een eindig tijdsverloop op
oneindigen afstand eene evenwichtsverstoring bestaat.

Denken we, om dit nader in te zien, den toestand gegeven
door Ge en £j, waaruit we Gs en §  afleiden. Voor deze laatste
moeten we in den natuurlijken toestand steeds nul vinden. We
kunnen gemakkelijk aantoonen, dat bij ons vraagstuk op onein­
digen afstand na een eindigen tijd nog de natuurlijke toestand
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bestaan zal. Daartoe merken we op dat de toestand beschreven
door © en § ,  zich moet voortplanten gedeeltelijk door den
vrijen aether gedeeltelijk door de electronen. Op die deelen
van zijn weg die in den vrijen aether liggen, weten we zeker
dat een eindige voortplantingssnelheid bestaat, waaruit onmid-
dellijk blijkt, dat die toestand zich niet in een eindigen tijd
over een oneindigen afstand kan voortplanten en dus © en f)
na een eindigen tijd op oneindigen afstand nog nul zijn.

De behandeling van ’t  vraagstuk: „op een willekeurig tijd­
stip den toestand te bepalen, als op een bepaald tijdstip © en
$  als functies van de coördinaten gegeven zijn”, wijkt eenigs-
zins van hetgeen in de inleiding is behandeld af, wanneer het
medium tevens absorbeerend is, zooals volgens de theorie in
het algemeen ’t geval moet zijn.

Beperken we ons tot het geval van platte golven en van
rechtlijnig gepolariseerd licht. We kunnen uitgaan van de
oplossing:

W9 =  2 A 'p e Xp*Cosi—  p '(x  — v'p t) +  a' j
( x °  )

+  2  B'p e ~  * p 1 Cos j ~  p' (x +  v'p t) P'p J ,

=  2  A'iPe X p t C o s \~ p '( x  — v'p t) - f  a \p \

+  -2B'lp e “ x P*Cos \^ r P '(x  +  vrp t) +  P'ip \ ,
( x ° \

waarbij voor iedere waarde van p'\

A'  = _______ ________ L A'
A ' P  é t ---------- zr-i- B 'i p  = iVv  I n' i

n’
a'lp =  ap +  bg tg P\ p =  P'p -  b g t g - j

X '

P V p

Stellen we de voor t =  0 gegeven waarde van © in een
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punt a?, voor als <p (x) en evenzoo die van als (x), dan
moet voor alle waarden van x  tusschen — x0 en +  x 0 :

q> (x) =  2  A.'p Cos ( ^  p'x  +  a'p) -f- 2  B'p Cos ( %o P x  4" P P) »

y>(x) =  2 A \ p Cos ( ^ P 'x  +  a'ip) +-SB '1/,Cos ( ^ r p 'x + F tP)  •

Hieruit kunnen we met behulp van ’t  theorema van Fourier
de grootheden A'pl a'pl enz. bepalen.

De vraag is nu: zijn de functies v'pi x'p, zooals die in
hoofdstuk V bepaald zijn, van dien aard, dat, wanneer g> en y>
slechts in een eindig gebied van nul verschillen, het zelfde zal
gelden van de waarden, die we voor een willekeurig tijdstip
uit onze formules voor Gsy en berekenen.

Wij kunnen evenals we voor het overeenkomstige vraag­
stuk in den vrijen aether (hoofdstuk II) gedaan hebben, de
oplossing meetkundig toelichten. We hebben de kromme y =  <p (x)
die den begintoestand met betrekking tot de electrische
kracht voorstelt op bepaalde wijze ontbonden in twee krommen
y — (x) en y =  g>, (a:) — het zelfde geldt mutatis mutandis
voor de kromme der magnetische kracht y =  y  (x) — de eerste,
y =  (pt (je) stelt den beginstand voor van de golf die zich naar
rechts voortplant, de tweede dien van de naar links loopende
golf. Tot zoover komt de bewerking overeen met die in hoofd­
stuk II, maar er is nu een belangrijk verschil. In den vrijen
"aether vielen de krommen y — q>x (x) en y  == q>t (x ) met de X-as
samen behalve in het eindige gebied, waar ook y  =  g> (x) van
de X-as afweek. Dit geldt nu niet, zooals men gemakkelijk
inziet door voor dit geval de berekening van blz. 48 te herhalen.
Ook in een dispergeerend medium zonder absorptie zou het niet
gelden.- Wel zal, als v'p slechts weinig met p ’ veranderlijk is,
blijken, dat in ’t  gebied, waar y  =  <p (x) met de X-as samen­
valt, y  =  g>t (x) en y =  g>t (x) slechts weinig daarvan afwijken.

We hebben verder de beide krommen y — go, (x) eny=<p1 (x)
ontbonden in sinusolden — feitelijk is deze ontbinding reeds
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toegepast om de verdeeling van q> in go, en go, te krijgen.
De voorstelling der lichtvoortplanting verkrijgen we door de
sinusoïden van het eene stel naar rechts, die van het tweede
stel naar links te verschuiven met snelheden, die voor de ver­
schillende sinusoïden verschillend zijn. Daarbij moeten tegelij­
kertijd voor iedere sinusoïde alle ordinaten op de in Hoofdstuk
V aangegeven wijze verkleind worden, waarbij ook de mate
der verkleining afhangt van de golflengte. Het komt er nu op
aan na te gaan of de sinusoïden, nadat deze verschuiving
gedurende een eindigen tijd heeft plaats gehad, elkaar weer
overal buiten een bepaald gebied zullen opheffen.

Vooreerst kunnen we opmerken, dat als v'p en x'p slechts
weinig met p' veranderlijk zijn, zooals we steeds onder­
stellen, gp, en go, buiten bepaalde grenzen zeer klein zullen
blijken. Maar, opdat we voor deze grootheden bepaald nul
vinden, behalve in een eindig gebied, moeten v'p en x'p bijzondere
functies van p' zijn. Het is nu natuurlijk niet onmogelijk,

Ti1
dat de uitkomst die wij voor Y'p =  xfp -j- i —f gevonden

hebben, voor v'p en x'p dergelijke functies oplevert. Maar daartoe
zouden we toch zeer bijzondere onderstellingen moeten maken
omtrent de grootheden ek , mk) ak, fik, N* voor de verschillende
electronen-groepen.

§2. Critiek der theorie.

Wij komen dus tot het besluit, dat onze theorie in dit
opzicht niet voldoet aan de eischen die de mathematische analyse
ons doet vinden en zoo worden we er toe geleid, de manier waarop
wij tot eene uitdrukking voor Y 'p geraken nog eens te herzien.
Daarbij merken we in de eerste plaats op, dat we bij de
afleiding der vergelijkingen tusschen de middel waarden allerlei
benaderingen hebben toegepast, zoodat ook onze uitkomst
voor Y'p slechts als benaderd kan worden beschouwd. Het
is dus stellig niet geoorloofd gevolgtrekkingen te maken over
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de waarden van e^ enz. door na te gaan of de op deze wijze
gevonden uitdrukkingen voor v'p en x'p voldoen aan eischen,
waarbij het op zoo groote nauwkeurigheid aankomt als in
het onderhavige geval.

Er is echter een tweede punt, dat nog meer onze aandacht
verdient en dat reeds in hoofdstuk IY werd aangestipt, n.1. dat
de beschouwing der middelwaarden hare physische beteekenis
verliest wanneer we te doen hebben met golven met zeer kleine
golflengten. Nu komen bij de toepassing van het theorema van
Fourier golflengten van alle mogelijke orden van grootte voor.
Wel zullen in ’t  algemeen de termen behoorend bij de zeer
kleine golflengten (en evenzoo die bij de zeer groote) zeer kleine
coëfficiënten hebben, maar toch is een nader onderzoek dezer
quaestie o. a. met het oog op mogelijke gevallen waarbij stralen
met kleine golflengten meer op den voorgrond treden, niet
zonder belang.

Bij eene volkomen strenge behandeling der quaestie zouden
we analytische uitdrukkingen moeten vinden waardoor Gsy en op
ieder tijdstip voor ieder punt worden voorgesteld, zoodanig, dat
ze voor t =  0 overeenkomen met gegeven functies der coördi­
naten — we verlangen hierbij dus ook eene grootere nauwkeurig­
heid in de gegevens en wel eene die niet direct door waarnemingen
kan opgeleverd worden. — aan het eind der bewerking zouden
we dan om resultaten te vinden, die met de vorige vergelijk­
baar zijn, weer de middelwaarden moeten bepalen. Zooals reeds
is opgemerkt (vgl. blz. 80) is echter een dispergeerend medium
een te ingewikkeld systeem om eene dergelijke behandeling toe
te laten.

Wij zullen echter eenige besluiten kunnen trekken naar
analogie van de uitkomsten die we verkrijgen bij een fictief
systeem dat we beschouwen zullen. We zullen ons dit zóó
denken, dat het in die opzichten die hier ter sprake komen,
zoo goed mogelijk met natuurlijke dispergeerende media over­
eenkomt en dat we de strenge oplossing geheel kunnen geven
of althans sommige resultaten dier oplossing kunnen afleiden.
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Eerst kunnen we echter nog eene opmerking maken, waar­
toe de fundamenteele hypothese van hoofdstuk III aanleiding
geeft. Stellen we ons daartoe een oogenblik voor, dat we
konden onderscheiden, wat in de ruimte tusschen de electronen
plaats vindt. Beschouwen we dan een deel dezer ruimte.
Hierin zullen in 't  algemeen, ook in den natuurlijken toestand
® en §  van nul verschillende waarden hebben. Denken we
ons nu echter, dat bovendien in de beschouwde ruimte nog
eene evenwichtsverstoring bestaat, die zich in de richting der
X-as voortplant. Deze zal weldra een electron ontmoeten; dit
wordt dan tot medetrillen gebracht ‘) en wordt daarbij zelf het
centrum van eene zich naar alle zijden uitbreidende evenwichts­
verstoring.

De vraag rijst n u : is het wel mogelijk, dat in een medium
met tallooze electronen een lichtstraal zich in bepaalde richting
voortplant? Men ziet dat deze beschouwing eenige overeen­
komst heeft met de behandeling der diffractie (in den vrijen
aether) door toepassing van het beginsel van Huygens, waarbij
ook ieder punt dat door de golf bereikt wordt als centrum
wordt beschouwd eener evenwichtsverstoring die zich naar alle
zijden voortplant. Bovenbedoelde vraag komt dus hierop neer,
of door de aanwezigheid eener dispergeerende middenstof de
diflractieverschijnselen zullen gewijzigd worden en wellicht
meer op den voorgrond treden. Mathematisch kunnen we deze
quaestie aldus formuleeren: wanneer op zeker tijdstip de toe­
stand van dien aard is, dat de middel waarden van @ en ^
gelijk zyn voor alle punten van ieder willekeurig vlak loodrecht
op eene bepaalde richting, zal dan na een zekeren tijd nog zulk
een toestand bestaan?

Onze theorie antwoordt hierop bevestigend. Men zou na
het bovenstaande misschien geneigd zijn dit zonder meer voor
onjuist te verklaren. Men bedenke echter dat, wanneer we
niet de middelwaarden maar de grootheden ® en §  zelf be-

’) Vgl. Hertz Wied. Ann. 36, 1889.

11
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schouwen, zooals noodig is als we de verspreiding door de
afzonderlijke electronen willen nagaan, dat dan noch bij den
zooeven bedoelden begintoestand, noch bij den toestand op een
willekeurig tijdstip sprake kan zijn van evenwijdige platte golf­
fronten, maar dat het toch heel goed mogelijk is, dat die
wel gevonden worden als we de middelwaarden gaan beschouwen.
De theorie moet, voor zoover ze nauwkeurig is, van den invloed
dezer terugkaatsingen wel rekenschap geven, daar we eenvoudig
een oplossing hebben gezocht van differentiaalvergelijkingen,
waaraan de middelwaarden moeten voldoen bij iederen bestaanden
toestand en het er niet toe doet, hoe die toestand ontstaan is.

De theorie geeft echter slechts eene benadering en de vraag
blijft dus bestaan of we bij nauwkeurige beschouwing zouden
vinden dat een merkbaar deel der golf in verschillende rich­
tingen verspreid wordt. Om dit na te gaan kunnen we trachten
te vinden van welke orde van grootte de invloed der verspreiding
door de electronen is. Daartoe zouden we komen door de uit­
komsten eener beschouwing, waarbij op deze verspreiding niet
gelet wordt te vergelijken met die der beschouwingen met
middelwaarden of nog liever eener volkomen strenge theorie.

Ook dit zullen we kunnen doen voor het fictieve medium
tot welks beschouwing we nu overgaan.

§ 3. Een denkbeeldig medium.

Wij denken ons een medium met laagsgewijze structuur,
de lagen afgescheiden door evenwijdige vlakken; loodrecht op
deze vlakken zetten we onze X-as. Verder stellen we ons voor
dat we afwisselend eene laag hebben, die eenvoudig de eigen­
schappen van den vrijen aether heeft en eene laag met andere
eigenschappen. Zoowel van de eerste soort als van de tweede
zullen echter onderling alle lagen geheel gelijk zijn, de eerste
zullen eene dikte d hebben, de tweede eene dikte d,; deze beide
grootheden denken we ons van de orde der moleculaire afme­
tingen. In de lagen der tweede soort denken we ons vooreerst
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eene positieve lading met overal gelijke dichtheid -f- q en boven­
dien eene negatieve lading met overal gelijke dichtheid — q ,
zoodat de geheele lading van elk volume-element nul is, we
kunnen ons voorstellen dat elk der ladingen de laag geheel vult
en dat ze elkaar volkomen doordringen. Wij stellen ons de
positieve lading onbewegelijk voor, maar denken ons de nega­
tieve verdeeld in oneindig dunne schillen evenwijdig aan de
grensvlakken, die zich alle in haar geheel kunnen bewegen
evenwijdig aan de grensvlakken, zoodat dus de negatieve lading
steeds de zelfde (oneindige) laag blijft vullen. Bij deze beweging
blijft de lading van elk volume-element voortdurend nul. De
stand van elk der oneindig dunne lagen, waarin we de negatieve
laag verdeeld hebben, is bepaald door de coördinaten, met be­
trekking tot de Y- en Z-as, van een bepaald punt dier laag.

We zullen daartoe het punt kiezen, dat in de X-as ligt
als de laag in rust is; by een willekeurigen stand noemen we
zijn coördinaten rj en f. We denken ons daarbij dat op ieder
oogenblik op elk der deelen der negatieve laag eene kracht
werkt, evenredig met den afstand van het gekozen punt tot
de X-as, dus met de uitwijking der laag uit den stand der
rust. Verderop zullen we er toe geleid worden bovendien
een weerstand aan te nemen, dien we evenredig met de
snelheid der uitwijking, dus met Vy* +  f», en tegengesteld aan
die snelheid gericht zullen denken, maar dezen laten we voor­
eerst buiten beschouwing. We zeiden van de lagen der tweede
soort, dat' ze onderling geheel gelijk zouden zijn, daaronder
moet echter niet verstaan worden, dat ook op ieder tijdstip
de uitwijkingen der negatieve ladingen alle zullen overeenkomen.

De bewegingsvergelijkingen voor eèn element der negatieve
laag zijn:

mdvr) adv rj =  — Qdv ^ ;/t

mdv l  - f  adv f  =  — e dv

waarbij m e n a  constanten zijn. Wij onderstellen dat deze voor
ieder element dezelfde waarden hebben.



In de lagen der eerste soort hebben we nu weer de ver­
gelijkingen :

(а) Rot #  =  (5, Rot@ = -----~  j

(б) (S =  $ ,  ® =  @, »  =  £>, J 1
\(c) Div S =  0, Div S3 =  0, )

maar in die der tweede soort moet de eerste van (b) vervangen
worden door:

<£ =  $) — et), n
waarin o, de snelheid der negatieve lading tot componenten heeft

o.» tl». •£> ,
Bij deze vergelijkingen moeten gevoegd worden de voor­

waarden aan elk der grensvlakken der lagen, want. aan zulk
een vlak hebben we eene sprongsgewijze verandering van de
eigenschappen van ons medium. In dezen zin zullen we ze
discontinuïteitsvlakken noemen. Onderscheiden we de ruimten
binnen de lagen der eerste en der tweede soort door de indices
I en II , dan hebben we aan ieder grensvlak:

(®h)1 =  (®*)n ’ (®*)i “  n i

waarin h eene willekeurige richting loodrecht op de X-as voor­
stelt.

§ 4. Beschoumng met middelwaarden.

Wanneer we nu voor dit geval de beschouwing der middel­
waarden willen toepassen, zullen we als ruimte T, waarover
we de middelwaarden bepalen steeds een cylinder nemen met
de as langs de X-as en met de eenheid van doorsnede. De
lengte 2x0 van dezen cylinder zal klein zijn maar toch vele
malen d +  dt bevatten. De middelwaarde die wij dan vinden,
zullen we toeschryven aan het middelpunt van den cylinder.
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Uit het in hoofdstuk IV bewezene volgt weer gemakkelijk,

dat Rot | j  =  —  (T enz., alleen het verband tusschen @ en ©c
moeten we nader beschouwen. We zullen daarbij onmiddellijk
overgaan tot het geval dat we te doen hebben met platte golven
met het golffront loodrecht op de X-as, waarbij weer (£x, enz.
overal nul zijn. Bovendien zullen we ons denken, dat de ge-

2jtheele toestand periodiek is met de periode — •

We hebben in de lagen der tweede sport © =  d  —  q b
en deze vergelijking geldt ook in de andere lagen, want daar
is (jb =  0. We vinden dus:

Om nu g b te vinden, merken we op dat de vergelijkingen (1)
voor de lagen der tweede söort nu den vorm:

aannemen, of als we de frequentie der eigen trillingen der

G =  G -  eb.

(— m p 2 +  a)rj =  — e

(—  m p 2 -f- a ) £  =  —  q

q noemen:

n = ------- s_____K
m (q1 —p  *)

(2)

waaruit:

en dus:

(3)
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Wij kunnen nu de middelwaarde van q O over den cylinder T
vinden door eerst het stuk te beschouwen dat hiervan wordt
afgesneden door twee op elkaar volgende lagen. In deze kan @
geacht worden hetzelfde te zijn, terwijl q ö in de eene 0 is, in
de andere de waarde (8) heeft. De gemiddelde waarde is dus

_  6 * ______zL— Gs en hieruit vinden we onmiddellijk voor
miq2—p') d +  d,

de middelwaarde over de geheele ruimte T :

—— ____ l?1________di /»
® m iq * —p *) <2 +  <2, 1

en dus:

® =  ̂ | 1 + m ( q ' - p 1) d +  dt~ j*

De redeneering waardoor we deze vergelijking hebben
afgeleid, geldt niet meer als we te doen hebben met golflengten
van de orde van d en dt .

Het stel vergelijkingen wordt nu:

Rot $  =  —  (5,

Div (£ =  0,

Rot (£ =  — —  è,J

S  =  > IV

Div 23 =  0 ,

waaruit, ala J, j 1 +  -  y^T»
vergelijkingen gevonden worden:

V
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We kunnen ons dus weer bepalen tot de beschouwing van
©y en en vinden daarvoor:

9 t 2 P dSC2
31 &  _  ,

9 1* WP 9 *»
VI

De voortplantingssnelheid die wij uit deze beschouwing
afleiden, wordt dus bepaald door:

— L_ -o, JL (1 _i_______________m
V  c2 \ ^  m(q2—p*) d +  d i ]  w

De oplossing van V, die voldoet aan de onderstellingen,
bij de afleiding dezer vergelijkingen gemaakt, is:

l y= A C o s j p ( * - ^ ) + a j  +  BCos jp(*  +  ^ )  + / ? J ,

^ = - ^ - A C ° s |p ( ^  — -—- ) + a | —^ - B C o s |p (*+-—-) + ̂ J ,

wat we ook kunnen brengen in den vorm:

©y=  ACos[p'(a5 —V '^iH - o j +  B Cos \p ' (x +  Y'p t) -f  0 J t

&  =  ^-A C osji? ' (x — V' 0 +  a | — Cos{jp'(a;+V' Q +  .
v p  v p

Zulke oplossingen hebben we nu voor alle waarden van
p  of p'. Door samenstelling daarvan en toepassing van het
theorema van Fourier kunnen we oplossingen verkrijgen, die
aan gegeven beginvoorwaarden voldoen, geheel analoog aan het
op blz. 48 behandelde.

We staan nu weer voor de vraag: is de functie Yp die we
gevonden hebben (en Y'p die we daaruit afleiden) van dien
aard, dat voor een willekeurige waarde van t:

2  A!p Cos \p' (x -  Y 'p 0  +  a'p \ +  2 B 'p Cos \p' {x +  Y'p t) +  pp }
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enz. slechts in een eindig interval van nul verschillend zijn,
wanneer hetzelfde gegeven is van den vormen waarin deze
o vergaan voor £ =  0:

2  A'p Cos {p'x-\- a'p) +  -2 B'p Cos (p' x  +  P'p).

Dat dit werkelijk het geval moet zijn als de manier, waarop
we tot deze vormen gekomen zijn goed is, blijkt door de voort­
planting der golf van laag tot laag geleidelijk na te gaan. Het
moet gelden welke waarden we ook kiezen voor de constanten
a, w, q, d en <£,, die ons medium karakteriseeren. Bij benade­
ring zal het altijd uitkomen, als we ons medium zoo denken,
dat Yp slechts weinig met p  veranderlijk is, maar streng zal
het niet doorgaan, we konden dat ook niet verwachten, daar
we by de afleiding der formules reeds benaderingen hebben
aangewend. Yoegen we hier nog bij, dat ook in dit geval de
beschouwing der middelwaarde hare physische beteekenis ver­
liest bij golven van kleine golflengten, dan zien we dat de
analogie met de natuurlijke dispergeerende media ten opzichte
van het probleem, dat wij onder handen hebben, werkelijk
zeer ver gaat.

§ 5. Strenge theorie.

Wij kunnen nu in dit geval het vraagstuk ook streng be­
handelen. Daartoe moeten we vooreerst de ruimte binnen elke
laag afzonderlijk beschouwen. We vinden dan voor de lagen
der eerste soort weer:

1 3 % 9 & 1 9 & 9 ® y

c 3  f 3  X C  3  t 3 X

waaruit

3 f»

9 ’ ® y

3 J E 2  ’

9 1  &

3 f 1

co
co 

1II VIII
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Voor de lagen der tweede soort vinden we uit II met
behulp van (2)t als we nog:

7* | 1 +  \' m(q*— p 1) j

II

noemen:

c 1
93 2Op 3 t 3 X C 3 t 3 x

en dus:

— 93 2d t2 o p 3 X2 1 3 i2 P 3 x 1

Wü zullen nu eene willekeurige der lagen van de eerste
soort de eerste noemen en de overige rangnummers geven
opklimmend in de richting der positieve X-as. Evenzoo nummeren
we de lagen der tweede soort, waarbij we als eerste kiezen
die tusschen de eerste en tweede laag van de eerste soort.

Wij zullen binnen elk der lagen een coördinaat x invoeren,
gemeten op een as evenwijdig aan de X-as, met het nulpunt
in het linkerzij vlak der laag. In de lagen der eerste soort
loopt dus x van 0 tot d ; in die der tweede soort van 0 tot d ,.
Differentiatie naar x komt op hetzelfde neer als differentiatie
naar x.

_ 2 JTBij een toestand waar alles de periode -----heeft, kunnen
P

we door toepassing van complexe uitdrukkingen voor de lagen
der eerste soort volgens VII en VIII stellen:

(6)

=  a,k —  bt  e® V +

Met den index k wijzen we grootheden aan, die op de kde
laag betrekking hebben.
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Yoor de lagen der tweede soort vinden we uit IX en X:

=  ak eip (< — « - )
SSp +  P k e

iP (* f  g r )

c ' v v — wr/ C o  v v T »
§z =  ~%ake ~ « r  Pk *

X
iP (* — g r) iP (* +  •»-).■V

‘- 'p  ' “ 'p

Door nu de grensvoorwaarden III achtereenvolgens toe te
passen op een grensvlak van twee lagen met gelijk rangnummer
en op een tusschen twee lagen met verschillend rangnummer,
vinden we dat voor alle waarden van k moet voldaan zijn aan:

i p ( t - - )  ip (t +  ~-)
ake c +  bke c =  ake

ipt ipt
+  P k e i

ip(t
ake

waaruit:

4> bi.eip (< +  —)
a*6

ipt e_R
tn  P k e

d . d—ip— . vp—  . o
ake e +  bke c =  ak +  Pkt

. d
- t p  —

ake c
. dvp —

bke c
C _C A
«T a k «F Pki

en aan:

ak e* » (* -£ ->a ï ~ >  i p  " I"  cr̂ ~) i p i  .  .
-\- Pk e ® p —  a * ^ .i e ^ * + 1  e

■Vp
waaruit:

*!>(<— a r )
Vp

ipt
1

ipt

ake - iPWp + P k e P % = a k̂ + b *+i’
<*.c — ip in  c ~ lP “L

ak e * , ~ % P k ^ %  = V i
V p "H l'

Het komt er nu op aan voor a&, &*., ak en Pk izulke functies
van k te vinden, dat aan deze vergelijkingen voldaan wordt
voor alle waarden van k. De aard van het vraagstuk doet ons
verwachten dat deze grootheden periodiek met k veranderen.
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De volgende berekening leert dan ook dat we aan de genoemde
voorwaarden kunnen voldoen door te stellen:

ink . , ink ink n „ inkak =  ae , b i = b e  , o* =  oe , pk =  Pe ,
waarbij n nog geschikt bepaald moet worden.

Door dit te substitueeren vinden we uit (8), na deeling
van beide leden door emk:

. d  . d
—  i p —  i p  —

ae  c -\-be c — a — /? =  0,
. d : d

—  ip  —  lp  —  r, r.ae c _ be

en uit (9):
* .  * d i i di
tn  tn  — iPcfT W-mr

ae  + be — ae — (ie ®P=  0,

in in c — i p ^ L  ip
ae — be — ^  ae ^ p  +  ^ - ^ e  *5p =  0.

Het blijkt dus, dat de grensvoorwaarden voor de verschil­
lende vlakken telkens de zelfde vergelijkingen opleveren. We
hebben dus alleen aan deze vier vergelijkingen (10) te voldoen.
Zij zijn homogeen en lineair in a , 6, aen j ï ;  daar we ons met
de oplossing a — b =  a — (i =  0 niet kunnen tevreden stellen,
kunnen we er in de eerste plaats eene vergelijking uit afleiden,
die alleen n bevat en vervolgens a, ,6,  a en /? in verhouding
oplossen. Het is ons vooral om n te doen.

Wij vinden:
. d

— W —e c
. dip —

6 C — 1 — ï
. d

— w —e c
. di p—— e c c c

in
e

in
e

wp
• dl

- e ~ W Wp

wp

Jpw— e

=  0 .

in
e

in
— e 1 Cb

1 *S
' • d,

e *Psfw e
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Door ontwikkeling volgens de onderdeterminanten van
de eerste twee kolommen vinden we:

2 in
— 1 — 1

in 1
JÉ

*. "ö '
l

a ■ d \
, -y f c r i2e c

- W p
c

Wp

— e — e c +  e c 1

c
in  1 d- i p — ip JL) ~ W p

+  e \— e c — e c l

- r ipi
1

— 1

— e

. /  d a \m l  — i p —  ip —  I
Ve « +  e c /

. d
+  e - i r *  ér*’'®

<„di

/  d a \

as 6Op

—  2
e

. d»
- , p TBr

. dic — ip-cjt

• dt
- e i p Wp

91 6

' k  - e

• d,
- P W ,
— 1

c ip d}_

ijp di

as„
•rir • —e*2' as„

-  o,

waaruit door ontwikkeling der determinanten na eenige her­
leiding :

e2 m _ 2em ( Cos^ £ c o i i* J l - -
1 ° f  <U)

- i ( v + i ) Sta4 Sin̂ i  + 1“ °'
Dit is ten opzichte van e in een tweede-machtsvergelijking.

De wortels zijn toegevoegd complex en hun product is 1, we
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kunnen ze dus voorstellen als e,n ene *n,
nieuwe notatie invoeren:

of als we nog de

n = p d +  d.ï-J

door:
ip d +  d,

en e — ip d +  d
V„Pi ' P i

Door nu de som der wortels op te maken, vinden we:

Cosp —J r -1 =  Cosp —  Cos ĵ —  —

_ _ L ( !
9. \

_P_\__£
c 33 ) Sinp Sinj»

(12)

Wanneer we nu uit deze formule Vp bepalen, kunnen we

ip ( t  — i
, — ae '

. . .  . d +  d, . x
lP {t — 1L +

den toestand beschrijven door formules als:
d +  d, x \
'Trt c 4 ~ b e  '  * o,

voor punten binnen eene laag der eerste soort, of:

d +  d, x x
~ W J

)  (6')

M t , d + d ,  , x
K V  33Pt ^ p

)(7')
■ y » »  '  ’  p !  'W/>' +  ^ e

voor punten binnen eene laag der tweede soort.
Een waarnemer die slechts het systeem in zijn geheel

overziet, zonder te kunnen onderscheiden wat op afstanden van
de orde van d en d, gebeurt, bemerkt niet den invloed van de
laatste termen in de exponenten; hij neemt dus eene voort-
plantings-snelheid waar. Door den anderen wortel van
verg. (11) te beschouwen vinden we, dat ook een toestand kan
bestaan waarbij eene even groote voortplantings-snelheid in
tegengestelden zin wordt waargenomen. De meest algemeens
toestand met de periode p , die in het systeem kan voorkomen,
wordt gevonden door superpositie der twee genoemde toestanden.
In de vergelijkingen (6') en (7') moeten dan nog twee termen
worden toegevoegd.



Zoolang we te doen hebben met golflengten groot in ver-
y

gelijking met d en dt , zoolang dus — en groot zijn in ver­

gelijking met d en dj, kunnen we uit (11) eene goede benadering
voor Y p vinden met behulp van reeks-ontwikkelingen

(d + dty
y 1y pt

waaruit we vinden:

1 d1 1 . d] 1
V “  (d +  d,)1 c2 +  (d +  d,)2 V  *

ddt 11 , 1 \ d l ,  d, 1
(d +  d ,)2 (c2 +  SB/) d + d ,  c2 i" d +  d, % 2

en dus door substitutie der waarde van 3Sp uit (5):

1 _  1 u  , dl 6* )
Yp '  c2j d + d ,  »n(22— p 2) )

(13)

Deze uitdrukking komt geheel overeen met de formule (4)
die we uit de beschouwing der middelwaarden voor de voort-
plantings-snelheid gevonden hebben.

Het blijkt dus dat we de beschouwing met behulp van
middelwaarden zonder bezwaar kunnen toepassen, zoolang we
niet met kleine golflengten te doen hebben, zooals we ook
verwachtten.

§ 6. Invloed der terugkaatsingen aan de discontinuïteits-vlakken.

Het in de vorige § beschouwde medium kan niet met een
natuurlijke dispergeerende middenstof op één lijn gesteld worden,
wat betreft de in § 2 aangeroerde verspreiding van het licht
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door de electronen. Toch vertoont het een eenigzins analoog
verschijnsel, daar aan ieder grensvlak een deel van het invallend
licht wordt teruggekaatst.

Men zou licht meenen, dat wegens deze terugkaatsingen *
voorplanting eener enkelvoudige golf niet mogeljjk was, zonder
dat de golf daarbij haar karakter verliest. Zoowel uit de
beschouwing der middelwaarden als uit de strenge theorie
blijkt echter, dat althans wat de waarneembare verschijnselen
betreft, enkelvoudige golven zich door ons systeem kunnen
voortplanten.

De eenige waarneembare invloed dien de terugkaatsingen
nog op de voortloopende golf kunnen hebben, is eene wijziging
der voortplantingssnelheid.

Om dit te onderzoeken kunnen we eene waarde voor de
voortplantingssnelheid afleiden zonder op deze terugkaatsingen
te letten. We merken dan op, dat eene golf met de frequentie p
zich beurtelings voortplant met eene snelheid c over een
afstand d en met eene snelheid over een afstand d,. Een
afstand L, die zeer groot is in vergelijking met d -\- d, wordt
afgelegd in een tijd:

Hierbij is ondersteld dat n een geheel getal is. In ’t  alge­
meen is dit natuurlijk niet het geval en zouden we dus nog

een breukdeel van —  of -g?- moeten optellen (of aftrekken).
C USp

Daar echter L zeer groot gedacht wordt in vergelijking met
d +  d , , zoodat » zeer groot is, kunnen we dit verwaar-
loozen. Op deze wijze vinden we voor de gemiddelde voort-
plantings-snelheid:

d +  dt
<*_ I i«  ̂%

(14)
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Wij zullen nu deze uitkomst vergelijken met de grootheid
Yp (vgl. 4) die we uit de beschouwing met middelwaarden ge­
vonden hebben en die zich daartoe wegens haar eenvoudigen
vorm beter leent dan de uitdrukking (12) die de strenge theorie
voor YPl geeft.

Het is gemakkelijk aan te toonen, dat Y p en Y Pl overeen-
o1 1 . . . .

komen, als we mogen aannemen dat —  * _  200 tlein 18
tegenover de eenheid, dat de tweede en hoogere machten ver­
waarloosd kunnen worden. Dan volgt uit (18):

1  1 1 .  | 1 __ Q̂ ____ j,
y  c | 2 d-\-d t m(,q*— p') )

en evenzoo uit (5):

4 - - ____*-____ j .e | +  2 w (3*— p')  |

i  e*
waaruit door eliminatie van m fq^— 'p*) :

( d + d , )  — ) = d i

en dus:

ï 5 *  c .
Vp d +  dt

overeenkomend met (14).
De invloed der terugkaatsingen op de voortplantingssnelheid

zal dus onmerkbaar zijn zoolang de aangegeven verwaarloozing
geoorloofd is. Deze komt hierop neer, dat Yp en slechts
weinig m etp  veranderlijk zijn, wat we zullen moeten aannemen,
als we de analogie tusschen het beschouwde systeem en de
gewone dispergeerende media zoo goed mogelijk willen maken.
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§ 7. Denkbeeldig medium met absorptie.

Voor het stelsel, zooals wij het ons tot nog toe gedacht hebben,
is de verwaarloozing die in de vorige § werd toegepast, zeker niet
geoorloofd als p  zeer weinig van q verschilt. Bij zulke waarden
van p  zullen volgens (2) de uitwijkingen en snelheden der nega­
tieve lading zeer groot worden, voor p  — q zelfs oneindig
groot en dit is oorzaak, dat de redeneering, waardoor we tot
IV gekomen zijn, niet meer doorgaat. Wanneer we willen,
dat ook voor dit geval ons systeem analoog zal zijn aan
natuurlijke media, zullen we een weerstand moeten invoeren,
die zich tegen de beweging der negatieve lading verzet en
maakt dat zoo groote waarden der uitwijkingen en snelheden
niet zullen voorkomen.

We zullen weer aannemen, dat deze weerstand evenredig
is aan de snelheid der negatieve lading en daaraan tegengesteld
gericht. In plaats van de vergelijkingen (1) moet dan gesteld
worden:

m V +  P v  +  «»/ =  -
. (15)

+  =  — q(£z.

We vinden dus, als we -  ±  =  o, 1  =  r ,  -  =  q* stellen,

voor een toestand met de frequentie p:

________ a______
^  2 * — P*-\-rip

f  =  — 5----------\ . . ( £ _q1— p*-\-n p  * •

En dus voor de lagen der tweede soort:

3a;
enz.

12



178

waarbij gesteld is:
1 (16)

q1 —p 1 +  rip

Zooals te verwachten was hebben we dus absorptie in de
lagen der tweede soort, daar voor $8̂  een complexe uitdrukking
wordt gevonden.

In de lagen der eerste soort hebben we natuurlijk een
voortplantingssnelheid c zonder absorptie.

Gaat men nu de voortplanting van een golf met de frequentie
p  door de achtereenvolgende lagen na, zonder op de terugkaatsingen
te letten, dan vindt men als gevolg van het doorloopen (van
links naar rechts) van een laag der eerste soort, dat in

den exponent een term — ip —  moet worden opgeteld en voor

Tengevolge van het doorloopen van een afstand L =  n (d +  d,),
waarbij » een groot getal is, zoodat we het zonder merkbare
fout als geheel kunnen beschouwen, gaat dus de uitdrukking
A.eipt over in:

Zoowel wat de voortplanting der phase als wat de absorptie
betreft kunnen we dus den toestand beschrijven met behulp
eener complexe voortplantingssnelheid.

Deze uitdrukking zullen we nu vergelijken met de uitkomst
der beschouwing van middelwaarden. Wij vinden nu voor het
verband tusschen @ en W:

A ei p \ t  — n

® =  ® 1 1 — d +  t£ q ' — p '  +  rip
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Als we dus stellen:

vinden we:

V ® * " '

I ____ di ag )
d-f-d, q*—p* +  rip j*

d$z r j  __9®y
3a; c 3X  *

(18)

waaruit blijkt dat ook hier eene complexe voortplantings­
snelheid y p (18) gevonden wordt. Wanneer nu (17) en (18)
voor Vft en Vp gelijke waarden opleveren, dan kunnen we
besluiten, dat zoowel wat. betreft de voortplantingssnelheid,
als wat betreft de absorptie, de beschouwing der middelwaarden
en de beschouwing waarbij niet op de terugkaatsing aan de
grensvlakken wordt gelet, dezelfde resultaten opleveren.

Het is nu weer gemakkelijk aan te toonen, dat dit het
geval zal zijn als we de tweede en hoogere machten van

ag ,
kunnen verwaarloozen, m.a. w. als de geheele

dispersie slechts gering is. In dit geval volgt uit (16):

J _ _ _ M  i ___1 ag )
SBp e I 2 q* — p * -\-rip }

en uit (18):

1 _ 1 ( j ___dt ag )
Yp c | 2 d-j-d, q1—p*-\-rip]

waaruit weer door eliminatie van — - s ------ — ______ •
2 q1 — p %-\-rip’

A  . A
i _  & -gy.

" V p  d  - ( -  d |

waaruit door vergelijking met (17) blijkt, dat Vp en Vp, overeen­
komen.

Het verdient opmerking dat ook voor het geval, dat de
lagen der tweede soort absorbeerend zijn, de voortplantings-
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snelheid kan gevonden worden volgens de methode van § 5.
Inderdaad kan de bewerking onveranderd worden overgenomen,
in de formule (12) zijn dan 93, en dus ook Ypi complexe groot,
heden.

Stellen we weer =  -p-----i —r 1 1 dan kunnen we op
v p, vp i  V

dezelfde wijze als vroeger doen zien, dat vpi de voortplantings­
snelheid is en jc_ den absorptiecoëfficiënt voorstelt.

Om dit met* de uitkomst van de theorie der middel waarden
te vergelijken kunnen we ook hier op (12) de reeksontwik­
kelingen toepassen, die ook voor complexen gelden, als de

moduli van p i P ~~~ ©u P «r- slechts kleiner zijn dan 1,
c

en dus zeker kunnen worden aangewend zoolang we niet met
zeer kleine golflengten te doen hebben.

Op deze wijze vinden we ook voor Ypi dezelfde complexe
uitdrukking als voor Ypt dus ook de strenge theorie levert,
behalve in ’t  genoemde uitzonderingsgeval, zoowel voor de
voortplantingssnelheid als voor den absorptie-index dezelfde
uitkomsten als de beschouwing der middelwaarden.

§ 8. Overzicht der uitkomsten.

Het blijkt dus, dat, onverschillig of wij in het onderstelde
systeem absorptie aannemen of niet, de beschouwing der middel­
waarden dezelfde uitkomst oplevert als de strenge theorie,
behalve voor kleine golflengten en deze overeenkomst gaat door,
onverschillig welke waarden we toekennen aan de constanten
g, fny a en (i, die het systeem karakteriseeren.

Stellen we den toestand voor door eenvoudig eene voort­
plantingssnelheid Y Pl aan te nemen (vergl. 12), dan vinden we
formules die alleen volkomen juist zijn voor punten in de
grensvlakken der lagen. Bij de beschouwing die ons tot deze
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grootheid gevoerd heeft hebben we namelijk op den voorgrond
gesteld', en ook bewezen, dat in iedere volgende laag zich het
zelfde vertoont als in een vorige; alleen de phase verschilt —
en voor het geval van absorbeerende lagen ook de amplitudo.
Formules die een enkelvoudige golf met de frequentie p en de voort­
plantingssnelheid VPl voorstellen, bepalen volkomen juist het
phaseverschil tusschen den toestand in ééne laag en het over­
eenkomstige punt in een volgende, voor den toestand in een
bepaalde laag geven ze echter slechts eene benadering. Volkomen
juist wordt die eerst voorgesteld door de formules (6') en (7'),

• Xwaarin nog in den exponent de termen i —  voorkomen. Door-c
gaans is het voldoende den toestand in de grensvlakken te
kennen, alleen juist voor kleine golflengten zullen we pas een
goed inzicht van den toestand krijgen, als we nagaan hoe het
er binnen eene laag uitziet. Voor zoover hierbij nog sprake is
van eene voortplantingssnelheid der golf, moet evenwel nog
steeds de door (12) bepaalde grootheid Vp daarvoor worden aan­
genomen.

Verder blijkt dat de invloed der terugkaatsingen aan de
discontinuïteitsvlakken gering is, zoolang de voortplantings­
snelheid slechts weinig met de frequentie varieert. Daar wij
dit echter gevonden hebben door vergelijking der grootheden
v p, (14) en Vp (4), en Vp voor kleine golflengten de voort­
plantingssnelheid niet juist voorstelt, kunnen we dit besluit
niet volhouden voor kleine golflengten. Daar zal dus de invloed
der terugkaatsingen meer op den voorgrond treden.

Uit de overeenstemming van Vp en VPj blijkt echter aan
den anderen kant dat Vp ook voor kleine golflengten nog een
zekere beteekenis heeft, n.1. de snelheid waarmee zich voort­
plant het uiterste punt, waar een bepaald deel eener evenwichts-
verstoring nog zijn invloed doet gevoelen.

Door generalisatie komen wij er toe aan te nemen dat eene
geheel uitgewerkte theorie voor natuurlijke dispergeerende media
tot overeenkomstige resultaten zou leiden.



HOOFDSTUK IX.

Vervolg.

§ 1. Waarden van n.

In het vorige hoofdstuk is gebleken, dat in het door ons
beschouwde medium twee toestanden kunnen bestaan met
de frequentie p. Bij den eenen is in de lagen der eerste soort:

^ = a e H p t ~ k" ~ p  T > - b e i ( p ‘ - k n + I ’ T \  I

en in die der tweede soort: \  (1)

% = .a ei ( p t - hn- p Wf '> + ? e i (p ‘- M + p w ) ,  \

& _ • » ' ' ■ '—pi? ^Hpt-kn+pw), J
De formules voor den tweeden toestand vinden we door

de grootheid n te vervangen door haar tegengestelde. Beide
waarden van n worden gevonden uit de formule:

Cosn =  Cos v Cos vi — ( ~ + - ^ )  Sin v S in v ,, (2)
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waarbij gesteld is:

De vergelijking (2) geeft voor n oneindig veel oplossingen,
die telkens 2n verschillen. Wij konden dit trouwens ver­
wachten, daar de grootheid n ons aangeeft hoe de phase ver­
andert als men van de eene laag tot de andere overgaat en
een zeker phaseverschil g> op ’t  zelfde neerkomt als een phase-
verschil <p -f- 2n , q> -f- i i t  enz. Willen wij uit n op de in het
vorige hoofdstuk aangegeven wijze eene uitdrukking voor de
voortplantingssnelheid afleiden, dan ligt het voor de hand de
waarde van n tusschen 0 en n  te nemen. Willen we de daar
gebruikte reeksontwikkelingen toepassen, dan is dit ook noodig.
Zelfs werd voorondersteld dat n dicht bij 0 zou liggen.

§ 2. Voortplanting der energie.

Beschouwen wij nu een der beide toestanden wat nauw­
keuriger, dan zien we, dat toch nog in elk der lagen twee
golven in tegengestelde richting bestaan. Om nu na te gaan
in hoeverre we hierbij nog kunnen spreken van eene voort­
planting in een der beide richtingen, zullen we den energie­
stroom 28 beschouwen. In de lagen der eerste soort waar we
met den vrijen aether te doen hebben, is natuurlijk (vgl.
hoofdstuk II):

5®, =  e(£y

terwijl de andere componenten van 28 voor ons geval nul zijn.
Om den energiestroom in de lagen der tweede soort te

vinden, beschouwen we een cylinder met zijn as langs de X-as
en met de vlakte-eenheid tot doorsnede, die geheel in eene laag
der tweede soort ligt. Yoor de geheele energie binnen deze
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ruimte hebben we, als de coördinaten der eind vlakken x, en Xj zijn:

-jL ƒ  (®J +  $1 +  mi]1 +  «ï/1) dx.

Voor de verandering dezer energie per tijdseenheid vinden we:

ƒ  {<Ey €>* +  (my + da;.

Nu is volgens (1) van 't  vorige hoofdstuk mr) at) =  —
en daar we een toestand met de frequentie p  beschouwen vólgens

(2) van ’t  vorige hoofdstuk v — — ^ 1 waardoor
bovenstaande formule overgaat in:

ƒl®A (i +
Nu is:

i | e1__= i!_

en we vinden dus voor
beschouwden cylinder:

c ^

de verandering der energie binnen den

— cf  +  —  c((£y ^ )x1-

Wij vinden dus ook in de lagen der tweede soort een energie­
stroom, voorgesteld door:

De energiestroom moet natuurlijk aan een discontinuïteits-
vlak doorloopend zijn, wat ook uit de formules blijkt, daar
Gs en doorloopend zijn.

Willen we dit nu toepassen op den toestand door de ver­
gelijkingen (1) voorgesteld, dan moeten we daaruit vooreerst
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zooals reeds in hoofdstuk II werdt opgemerkt, reële uitdrukkingen
afleiden. Zij a = a t e 'a\  b =  6, «***, a = a ,  e*“3, 0 = 0 ,  e*&,dan
hebben we binnen de kdc laag der eerste soort:

=  a. Cos |p  ( < - —) +  a, — kn\ -|- 6, Cos jp{t-\- —) +  bt — kn |,
C (j

( r )
I h — Ot Cos —) +  a2 — fcwj—•&, Cos|iJ(i +  -)4-&i — kn \.

o  C

en dus:

2Ö* =  ca? Cos2 \p (t — —) a, — kn\

— c 6? Cos 1 \p (t +  ^-) +  \  — &n|,

evenzoo vinden we in de kie laag der tweede soort:

28* =  a? Cos1 \p {t — -—) +  o, — kn  j

ÏB~ ^0S * ^  4" ig~) 4" & — A:w|.

Elk der beide golven, die in eene willekeurige laag bestaan,
brengt dus een energiestroom te weeg en de geheele energie­
stroom is op ieder tijdstip gelijk aan de algebraïsche som dezer twee.

We kunnen nu nog de geheele hoeveelheid energie bepalen,
die gedurende een trillingstijd stroomt door een willekeurig
vlak, loodrecht op de X-as (per vlakte-eenheid). Eene eenvoudige
integratie geeft hiervoor in de lagen der eerste soort:

M C  / 2 io\—  (o? — &?),

en in die der tweede soort:

Deze beide uitdrukkingen zijn echter aan elkaar gelijk,
zooals men op verschillende wijzen kan aantoonen, ’t  eenvoudigst
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door twee naast elkaar liggende lagen te beschouwen, waarbij

we dus alleen hebben te doen zien, dat | SB, dt aan beide

zijden van ’t  grensvlak gelijke waarden heeft, ’t  geen onmiddellijk
volgt uit'de voorwaarde, dat SB, doorloopend is.

Wij hebben dus voortplanting der energie in den éénen
zin, als at >  b, en dus ook <4 >  f t , en in den tegengestelden
in het omgekeerde geval.

Het ligt nu voor de hand te denken, dat deze voortplanting
ook van richting zal omkeeren als n, dus de voortplantings­
snelheid V. (vgl. 12, Hoofdstuk VIII) van teeken wisselt.

Inderdaad moeten we daarbij een toestand vinden, die
opgevat kan worden als het spiegelbeeld van den eerst be­
schouwden. Dat vinden we dan ook uit de vergelijkingen (10)
van ’t  vorige hoofdstuk, die de verhoudingen der grootheden
a , b, a en /? bepalen.

Is n.1. aan deze vergelijkingen:

dan vinden we, door toepassing van den regel, dat eene gelijk-

§ 8. Omkeering der golf.

ae +

voldaan door:
1Q —  /?  oa =  a, e p — Pi e
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beid tusschen complexe vormen zal blijven gelden als men
daarin i door — i vervangt, als oplossing van:

—  i v
ae i v  i v

4 -b e  =

—  i v .  i v c e aa e —  be =
Wp a ~  W / '

—  in . , —  in — iv , . _ iv .ae +  be =  ae  1 - j -  j8e
—  in , — in e — iv . cae

de uitdrukkingen:

—  be ~wpae ~wp

a =  bt e b = a t e *0 ,> a =  fft e (l =  a1e

§ 4 . Berekening van —

b
Om de voortplantingsrichting, die aan een bepaald teeken

van n beantwoordt, vast te stellen, hebben we uit te
maken welke van de grootheden a, en 6, de grootste is.
Daartoe kunnen we uit de vergelijkingen (3) de verhouding
-r- oplossen, (want a, en bt zijn de moduli van a en b).

De verhouding is gelijk aan die der determinanten:

in  —tv. iv.e — e 1 — e 1
o c J n  i J v ( 6 /  i vi i — ivi \  . /  iv. — iv, \= ~ 2w / +• j^(e +e )+(e - e ‘)

— ive — 1 — 1
— iv e . ce

” V +wp
ine - e ~ iv ' - e iv '

iv l c ,IV cb + C
b

1 ivi \ _



Wij vinden dus:

a — c e*” +  e*v (c Cosv! +  i3Sp S inv,)

 ̂ c e *W— e ^ (c C o sv j — iSS^Sinv,) W
(— c Cos n + c Cos v Cos Vj — 33,, Sin v Si n iq) -f-i (— cSin »  4- c Sin v Cos vt -J-33# CosvSin vt )
(—c Cos n +<■ Cos v Cos v, — 33,, Sini>Sini'1) +  i(-j-cSin/i-j-cSini'Cosi'1 -{- 33, Cos v Sin r , )

a
b

Door toepassing van (2) kunnen we d it nog in den vorm
brengen:

(33*— c,)S in i 'S in v ,— 2 i 33, (— c Sin w +  c Sin v Cos v, +  33, Cosv Sin v ,)
(33*— c^S in v S in v , 4 -2 i33/)( + c S in n  +  cS inv Cosvt -}-33,CosvSinvt )'

H ieruit blijkt dat |a|a — \b\2 het zelfde teeken zal hebben als:

— Sin n (c Sin v Cos v, -f- 33, Cos v Sin v ,). ,
Jt ..

In  gewone gevallen, waarbij v, vt en n kleiner dan zijn,

is het gemakkelijk in te  zien dat lal1 — | i | s het tegengestelde
teeken van n zal hebben. Bij de formules (1), waarin n negatief
genomen is , hebben we dus eene energievoortplanting in de
richting der positieve X -as, zoo als ook te  verwachten was.

§ 5. Complexe waarden van n.

Wij hebben ons to t nog toe steeds gedacht, dat de ver­
gelijking (2) voor n reële waarden oplevert. Dit zal dan ook
stellig he t geval zijn als het beschouwde medium eenige analogie
vertoont m et natuurlijke dispergeerende middenstoffen en we
niet m et zeer hooge frequenties te  doen hebben, w ant dan
zijn v en vt zeer kleine reële grootheden en 33, reëel. W e vinden
dus voor Cos n eene reële waarde kleiner dan 1.

H et is echter interessant eenige bijzonderheden te  be­
spreken, die zich voordoen als we het systeem zoo inrichten
dat n complex wordt.

In  de eerste plaats zal dit voorkomen als de grootheid
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9B;J, bepaald door:

i  i.SSp1 c* | ' m(q3—p 1) y
zelf imaginair is , dus als:

8* < **  < « * + - £ • (5)

Het volgt uit de gewone theorie van het meetrillen’), dat
wanneer de bewegelijke laag wordt getroffen door eene periodieke
electrische kracht met grooter frequentie dan die van haar
eigen trillingen, zij zich zoo gaat bewegen dat hare uitwijking
op ieder tijdstip tegengesteld is aan de electrische kracht die
op haar werkt. Deze uitwijking wordt grooter, naarmate de
frequentie p  der uitwendige kracht dichter bij q, de frequentie
der eigen trillingen ligt, en als p  maar dicht genoeg bij q ligt,
zal de geheele electrische stroom steeds tegengesteld kunnen
zijn aan de electrische kracht. De voorwaarden daartoe zijn
door (5) bepaald. Wij zullen nu doen zien dat zulk een golf
zich niet door het medium kan voortplanten. We dienen echter
op te merken dat dergelijke toestanden in de natuur niet voor­
komen, omdat dan steeds de wrijving op den voorgrond treedt.

Wij zullen nu vooreerst den toestand in de lagen der
tweede soort voor dit geval beschouwen. De vergelijkingen
IX en X van het vorige hoofdstuk blijven gelden; stellen we
nu SSp2 =  — Xp3, dan is xp reëel en we vinden:

en:

waaruit:
p x

@j, =  a, e xp CosQ?i-|- a,),

p x
K  Sin(p* +  a,).

xp
") Vgl. Rayleigh; Theory of Sound. Ch. in.



We vinden een andere oplossing door in plaats van xpt
— x, te nemen en de meest algemeene oplossing met de fre­
quentie p  wordt verkregen door superpositie dezer beide.

Er is hier dus geen sprake van voortplanting. De formules
stellen een staande golf voor, hoewel nog al wat verschillend
van de gewone staande golven die door interferentie verkregen
worden. De amplitudo neemt naar de eene zijde snel af.

De bewerking, waardoor we in § 2 den energiestroom ge­
vonden hebben, blijft ook hier gelden. We hebben dus weer:

j _2p
SB* =  c © y £ * = —  a]e x , X Cos (p t  +  o,) Sin (p t  +  o,),

xr
waaruit blijkt, dat de geheele energie die gedurende een trillings­
tijd door een vlak stroomt, nul is.

Daar aan het grensvlak tusschen twee lagen SB steeds
doorloopend is , vinden we dat ook in de lagen der eerste soort
aan de grensvlakken de geheele energie die per trillingstijd
door een vlak stroomt, nul is. Volgens § 2 is echter deze

JV ogrootheid, voorgesteld door —  (o? — &?), in de geheele laag

constant, zij moet dus ook overal nul zijn, waaruit volgt
at =  ± 6,. Wij hebben dus ook in deze lagen staande golven,
maar hierbij natuurlijk in ééne laag niet met afnemende ampli­
tudo. Dit volgt onmiddellijk uit de formules, want voor dit
geval wordt, als we a, =  +  b, nemen voor de kie laag:

=  o4| j Cos [>(*——) +  <**,] +Cos [ƒ (< + —) +  |

( 1  j ( X 1 )— 2 at' Cos \p t -f- y  {akt +  bkJ  ( Cos jjp — +  y  {bk% — ak)

en:
=  ak' | Cos [jp (t— — Cos [p  (< +  "r) +  bkJ  |

=  2 ak' Sin \ p tJr \  («*, +  V  j Sin \p y  + y  — o #1) •



191

Yoor a, =  — bt stelt de eerste uitdrukking de tweede
voor.
We vinden dus in dit geval in elke laag staande golven,

terwijl we in de lagen der tweede soort daarbij afnemende
amplitudo vinden. De grootheden ak  ̂ en at  moeten dus ook
afnemen in de ééne richting, hetgeen ook werkelijk blijkt, als
we in:

ink ink— ae en ati = = ae

de waarde van n substitueeren, die we uit (2) vinden.
Ook bij reële %p kan n nog complex blijken en wel als:

Cos v Cos v ,---- ( ^ -  +  f ) Sin v  Sin vl > 1

is, of als deze uitdrukking <  — 1 is.
In beide gevallen geeft de vergelijking (11) van het vorige

hoofdstuk voor em reële wortels, wier product nog steeds 1 is,
in ’t eerste geval zijn die wortels positief, in het tweede nega­
tief. Voor n vinden we dus steeds twee tegengestelde waarden,
in het eerste geval zijn beide zuiver imaginair en kunnen we
ze dus voorstellen door ±  t* , in het tweede geval is het reële
stuk n  en kunnen we ze voorstellen door ±  (n -f- in).

In het eerste geval hebben we in de lagen der eerste soort:

%  =  at ex k Cos \p  ( * - —) +  o, j +  b, e x k Cos \ p («-f- &a J,

=«1 Cos| i ?(<— — 61e,c/cC os|iJ(<+—) - f i ,

en in die der tweede soort:

f v  x r  Tm

=  o, e Cos { p  (t - w )  +  a , } +  ft ex *Cos j +  ̂ )

= - a ,  ex k Cos +  a, j —— A «**008 {P «  +  -*-) +  A \
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Weer kunnen we een tweede oplossing vinden door het
teeken von x om te keeren en wordt de meest algemeene
toestand met frequentie^ verkregen door superpositie dezer beide.

Maken we nu ook hier weer den energiestroom op, dan
vinden we voor de energie die gedurende den trillingstijd
stroomt door een willekeurig vlak loodrecht op de X-as binnen
de &*« laag der eerste soort:

nc . , ,2N 2xk—  (a? — bX) e ,p

en in de We laag der tweede soort:

n c 2T®, 2 xk
e ,

Beide uitdrukkingen zjjn binnen de laag waarvoor ze
gelden constant. Voor twee aangrenzende lagen zijn ze boven­
dien wegens de voorwaarden aan het grensvlak gelijk en dus
zijn ze in alle lagen gelijk. Aan deze voorwaarde kan alleen
voldaan zijn als:

Oj =  ±  bt , Oi =  ±  f t .

Dat dit werkelijk zoo zijn moet, hadden we ook kunnen
vinden door de berekening van § 4. De formule (4) wordt n.1.
voor dit geval:

_  cex _|_ c Cos v Cos v, — fgp Sin v Sin vx +  i j c Sin v Cos vt +  35̂  Cos v Sin^ij

eeX — cCosv Cos vt +  33, Sin v Sin +  i {c Sin v Cos vt +35^ Cos v Sin v,}

waaruit onmiddellijk blijkt dat a en — b toegevoegd complex
zijn en dus gelijke moduli hebben.

Wij hebben dus ook hierbij in alle lagen staande golven,
waarbij de amplitudines van laag tot laag afnemen, maar in
iedere laag slechts periodiek veranderen. Met behulp eener
meetkundige voorstelling is het gemakkelijk in te zien, hoe dit
afnemen kan plaats hebben, zonder dat ©y en aan ’tgrens-
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vlak ondoorloopend zijn. Daartoe construeeren we voor elke
laag eene sinusoïde, door in ieder punt der X-as de grootste
uitwijking, die in dat punt kan voorkomen, als ordinaat uit
te zetten. We verkrijgen dan voor twee naast elkaar liggende
lagen sinusoïden met verschillende amplitudines, maar het is
duidelijk dat deze toch met gelijke ordinaten aan elkaar kunnen
sluiten, wanneer aan het grensvlak een phaseverschil bestaat öf
wanneer daar een knoop ligt, dus beide sinusoïden de ordinaat
nul hebben. Tevens vinden we dat aan een grensvlak geen
buik kan liggen van de staande golf aan die zijde, waarheen
de amplitudines toenemen.

Yoor het geval n =  ± (jz ix) hebben we een dergelijken
toestand en kunnen we dezelfde conclusies trekken.

Op deze wijze blijkt, dat het theoretisch mogelijk is een
medium samen te stellen uit lagen in elk waarvan een golf
met bepaalde frequentie zich wel kan voortplanten, zoodanig
dat in het samengestelde medium de voortplanting van zulk
een golf niet mogelijk is, daar in elk der afzonderlijke vakken
staande golven ontstaan. Daartoe moeten we echter laten
zien dat het werkelijk mogelijk is, dat:

1 S3
Cosv Cosiq — — Sin v Sin vl > 1

of kleiner dan — 1 is. Wij zullen een voorbeeld aangeven hoe aan
elk dezer voorwaarden voldaan zou kunnen worden. Kiezen we

33
eerst eene frequentiep, zoodat de uitdrukking —  - f  (die altijd

c JSp
>  2 is) eene bepaalde waarde P heeft, grooter dan 4, dan is het
mogelijk d en d1 zoo te bepalen, dat Sin v Sin vt j> is en

1 S3
dus -g- -j- <g-) Sin v Sin vt j> 2. Aan één van boven-

P
genoemde voorwaarden is dan zeker voldaan en door d of d,
dan zoo te bepalen, dat v of vt met n wordt vermeerderd,
krijgen we een stel waarden waarbij aan de tweede voldaan is.

13
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Ten slotte zal n steeds complex zijn in het geval dat reeds
in het vorige hoofdstuk § 7 genoemd is, wanneer de lagen
der tweede soort absorbeerend zijn. In deze lagen kunnen nu
door de superpositie van twee tegengesteld loopende golven
geen staande golven ontstaan.

Wij hebben hierbij dus steeds golven, waarbij de amplitu-
dines in de richting der voortplanting afnemen. Beschouwen
we weer een cylinder met de as in de richting der X-as en
waarvan de eindvlakken in twee verschillende lagen van de
eerste soort liggen. We vinden dan dat gedurende een trillings­
tijd aan het eene zijvlak meer energie den cylinder binnenkomt
dan aan het andere uittreedt. Het verschil is natuurlijk in de
tusschenliggende lagen van de tweede soort in warmte omgezet.

§ 6. Vereenvoudigde onderstelling.

Zooals we ons het medium tot nog toe voorgesteld hebben,
geeft het allicht aanleiding tot zeer omslachtige berekeningen.
Wij kunnen vereenvoudiging verkrijgen, als we ons denken,
dat d,, de dikte der lagen van de tweede soort, oneindig klein
wordt. We zullen ons daarbij dan moeten denken — om te
zorgen, dat niet de geheele invloed dier lagen oneindig klein
wordt — dat de ruimtedichtheid der lading zoodanig toeneemt, dat

Lim q d, =  o
d\ —  0

eene eindige grootheid is.
De lagen der tweede soort ontaarden dus hierbij in discon-

tinuïteitsvlakken, waarin eene stilstaande positieve lading met
de oppervlaktedichtheid o en een bewegelijke negatieve lading
met de dichtheid — o bestaat.

We zullen verder aannemen, dat Lim m dt en Lim ad,
<2, =  0 d,=zO

eindig zijn. Voor deze grootheden zullen we hier de letters
m en a gebruiken. Den afstand tusschen twee discontinuïteits-
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vlakken Wijven we d noemen en ook'overigens behouden we
dezelfde notaties als in het vorige geval.

Laten we wrijvingsweerstand buiten beschouwing, dan is
de bewegingsvergelijking voor de negatieve lading:

mr/ -f- ar} =  —

Wy hebben nu verder alleen te letten op de vergelijkingen
in de verschillende vakken tusschen de discontinuïteitsvlakken
die natuurlijk dezelfde zijn als in den vrijen aether en op de
grensvoorwaarden aan de discontinuïteitsvlakken.

Deze laatste leiden we weer af uit de bekende stellingen
uit de electriciteitsleer over de lijn-integralen der electrische en
magnetische kracht.

J  ds =  — — ƒ  ©w da en ƒ*& , ds =  - ƒ  (£„ da.
* o s a

Kiezen we voor de lijn s een zeer kleinen rechthoek in
een vlak loodrecht op de Y- Of op de Z-as, waarvan twee
evenwijdige zijden langs verschillende zijden van ’t  discontinuï-
teitsvlak loopen; terwijl de andere in vergelijking met het
eerste paar oneindig klein zijn. We vinden dan als we de laag
links van het discontinuïteitsvlak door den index I , die rechts
door II aan wij zen:

=  (®y)n 1 ($«), — (€y„ = -----“  -§|*

Wanneer we ons houden aan het geval dat d klein is in
vergelijking met de golflengte, kunnen we ook hier door toe­
passing der beschouwingen van hoofdstuk IY, bij elke frequentie
p  eene voortplantingssnelheid Vp afleiden. De geheele bewerking
komt overeen met die van § 4 van ’t  vorige hoofdstuk, wanneer

O '

we daar q door -j—, m door en a door vervangen en in
(Xj

’toog houden, dat we overal moeten overgaan tot de limiet,
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waarbij d, =  O is. Wef vinden:

1__1 i i____(6)
a== e2 | ”* d m(q1— p i) \

De beschouwing van dit medium geeft over het geheel tot
dezelfde conclusies aanleiding, als die van het vorige hoofdstuk.

We zullen in ’t  bijzonder de resultaten der strenge theorie
noodig hebben. Wij kunnen die door grensovergang uit de
formules (10—12) van ’tvorige hoofdstuk vinden, maar ze ook
direct afleiden op dezelfde wijze als we de genoemde formules
vonden. De bewerking is nu echter belangrijk eenvoudiger.

Kiezen we een willekeurig discontinuïteitsvlak als eerste
en geven we de overige rangnummers, in de richting der
positieve X-as telkens met één opklimmende, dan kunnen
we in de ruimte tusschen het V» en (k +  !)•* vlak stellen:

=  ak e c +  h e *

ip(*— .  *p «  +  ~ - )
&  =  «*« c - &* e

We zullen aan de grensvoorwaarden kunnen voldoen door
aan te nemen:

ikn
Cl fa —  CIC , bu =  be

ikn

waarbij n weer geschikt moet bepaald worden.
De eerste grensvoorwaarde geeft voor het (k +  l)8te vlak.

i \ k n  + p ( t  — -^-)j i \ k n  +  P V + — )\
ae c +  °e

i \ (k +  l ) n + p t \  ij(fc +  1) n- \ -p t \
— ae \  +  be ,

waaruit, als we weer p  —  =  v invoeren:

— iv iv in in
ae -{-be =  ae + be , (7)
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Deze voorwaarde wordt dus voor alle discontinuïteitsvlakken
dezelfde.

De bewegingsvergelijking der negatieve lading geeft voor
het (k -j- l)9te vlak, als we de uitwijking in dat vlak door
f]k i aanduiden:

a  ̂ ipt a h ipt
^*+1 m(q2—p 2) °*+i e m(q1—p *) *+1 e ’

dus:

a
c 31

a2ip
m (q1 —p 2)

1
c (a -f- b) e

Door dit te substitueeren vinden we uit de tweede grens-
voorwaarde:

ae‘ i<* + j \ * » + P l t - ± ) \  +  tei|s»+^((+1^

--------- 74 a _ ± (a +  S), i | i ’* +  (* + l)» i
m(q 2 — p *) e '  ’

of als we \  P . —  =  2P  stellen:m (qi —p i) c

$ — iv  , _____ in) S iv in)
a \ e + ( 2 t P  +  l)e \ - \ - b \ e  +  ( 2 iP — l)e 1 =  0* (9)

Ook deze voorwaarde blijkt voor alle vlakken dezelfde te zijn.
Uit (7) en (9) die in a en b homogeen en lineair zijn kunnen

we evenals in ’tvorige geval n bepalen. We vinden:

— iv in
e — e

— iv in
— e +  (2iP +  1) e

iv in
e — e
iv in

e + ( 2 i P — 1) e
=  O,

waaruit bij ontwikkeling:

2 ̂  xvii
e — 2e  jCos v — P Sin vl -f 1 =  0. 1̂0)
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Dit is een tweedemachtsvergelijking in em. Daar het product
der wortels 1 is , kunnen wé ze voorstellen door ein en e~ m
Door de som der wortels op te maken, vinden we:

Dit is alles geheel analoog aan het in ’t  vorige hoofdstuk
§ 5 behandelde. Wij kunnen nu hier ook nog de notatie invoeren:

waardoor we eene voortplantingssnelheid VP| afleiden, die zoo­

lang JL groot is in vergelijking met d, overeenkomt met Y p

(form. 6).
Wij vinden ook nu weer voor w steeds twee gelijke doch

tegengestelde waarden, die betrekking hebben op toestanden
die als eikaars spiegelbeeld beschouwd kunnen worden. Deze
waarden kunnen weer reëel of complex zijn. In het eerste geval
dat zich voordoet als | Cos v — P Sin v | ■< 1, wordt, als wij de
uitdrukkingen met — n gebruiken, de toestand voorgesteld door:

Wij hebben weer in ieder punt behalve in de discontinuï-
teitsvlakken een energiestroom:

Cos n =  Cos v — P Sin v. ( 11)

dn =  P
Pl

( 12)

(5jy =  fl| Cos ( t ---y-) +  ÖJ — ft** | +  &i Cosji? (t~\- c ) +  K ft**

=  a, Cos | p  (i — - y - )  +  a» —  ftn j — bt Cos\ p  (< +  -y-) +  bt — kn

waarbij we weer gesteld hebben:

28x =c<£y $ z =  caï Cos1 jjp ( t  - — )  +  a, -  ftn J

— c b\ Cos1 \p  +  -—) +  \ — ft**j* (13)
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Nu maakt echter de energiestroom aan de discontinuïteits-
vlakken telkens een eindigen sprong. Uit de grensvoorwaarden
voor en $ z volgt:

— ««,-ip o*)
Wat het teeken van dezen vorm betreft moeten we volgens

formule (8) onderscheid maken tusschen de gevallen dat p <  q
is en dat p^> q is. In het eerste geval is de richting der uit­
wijking der lading op ieder tijdstip gelijk gericht met die der
kracht — a @y die op haar w erkt, en de kinetische energie
in den evenwichtsstand is kleiner dan de potentieele energie
in den uitersten stand1). Er moet dus, terwijl de laag zich
uit haar evenwichtsstand verwijdert, energie aan afgestaan
worden, deze wordt geleverd door het verschil tusschen den
energiestroom naar de laag toe en dien er van af. Gedurende
het andere deel der beweging verliest de laag arbeidsvermogen
en dan is de energiestroom van de laag af het grootst, waardoor
dit arbeidsvermogen wordt weggevoerd. Wanneer p  >  q is,
is dit alles juist anders om. In beide gevallen is echter de
geheele energie die gedurende een trillingstijd wordt toegevoerd,
even groot als die welke gedurende denzelfden tijd wordt weg­
gevoerd. Dit volgt uit (14).

2n 2n  2» 2n
P P ~p~ y

ƒ (f t) , i t  -  ƒ i(*,)„<« - r  . ƒ « $ « -  f  % t =  o.
o o o . o

Gedurende een trillingstijd stroomt dus evenveel energie
naar het vlak toe als er van af, zoodat we in dit geval wel
kunnen zeggen, dat die hoeveelheid er door heen is gegaan
en deze hoeveelheid is dan dezelfde als voor ieder ander vlak
en wel volgt uit (13) voor deze hoeveelheid de waarde:

—  («?-&?)•
Ir

‘) Rayleigh Theory of Sound, Ch. in.
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Wij kunnen weer evenals in § 4 het teeken van a, — b2
bepalen. Uit (7) volgt:

a _  — eiv  +  ei n _  (Cosv — Cosn) — i (Sin n — Sin v) 1fi.
— iv in  (Cos v — Cos n) — i (Sin n +  Sin v) 1 (

e -~e

waaruit blijkt dat |a|® — |Z>|2 het zelfde teeken zal hebben als:

— Sin w Sin v.

In gewone gevallen, waarbij n en v klein zijn, zal dus bij
eene negatieve waarde van n eene energievoortplanting naar
rechts gevonden worden, zooals te verwachten was.

Wij vinden voor n geen reële waarden als (Cos v — P Sin v) >  1
is 0f <  — 1. In het eerste geval vinden we uit vgl. (10) voor em
twee reële positieve waarden en dus voor n twee tegengestelde
zuiver imaginaire waarden, die wij kunnen voorstellen door
±  i x ,  in ’t  tweede geval vinden we voor e‘" twee reële negatieve
waarden en kunnen we dus » voorstellen door ±  (n -J- i x).

In ’teerste geval wordt:

(£y =  a1ex k Coa\p(t— y )  +  °ï \ +  öi e’tfeCosjj?(< +  -^-) +  \ \

$g =  a1 exfcCos|i) (< — — ) + a, j — ex*Cos|^(« +  — ) +

Yoor den energiestroom volgt hieruit:

=  c (£y $ e =  c a U 2 x k  Cos* \ p  (t — —) +  a , }

— cb2i e 2ilk Cos1 |i?(< +  7 -) +  \  j-

Door de vlakte-eenheid loodrecht op de X-as wordt dus per
trillingstijd een energie gevoerd:

Jte , , , 2, 2 xk—  (a? — b2)ep

Uit de grensvoorwaarden kunnen we evenals boven bewijzen,
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dat deze hoeveelheid voor alle lagen gelijk moet zyn, waaraan
alleen kan voldaan worden als a\ =  b‘.

Dezelfde uitkomst kunnen we ook verkrijgen uit formule (15),
die voor dit geval geeft:

____  — e 31 Cos v -j- i Sin v
b — x *

— e -f- Cos v — i Sin v

waaruit weer blijkt, dat a en — 6 toegevoegd complex zijn en
dus gelijke moduli hebben.

Wij vinden dus weer staande golven, waarbij de amplitudo
van laag tot laag afneemt, maar in iedere laag afzonderlijk
slechts periodiek verandert.

We komen tot dergelijke conclusies, als n wordt voorgesteld
door ±  (n -j- i x).

§ 7. Opmerking over dispersie-theorie&n.

Eindelyk geeft de beschouwing van dit medium en van
dat uit het vorige hoofdstuk nog aanleiding tot eene opmerking
over de theorie der dispersie. We zullen ons daarbij alleen
reële waarden van n denken. Beide media zijn dispergeerend
en de oorzaak daarvan is voor het eerst beschouwde medium
voornamelijk daarin gelegen, dat in de lagen der tweede soort
op zich zelf de voortplantingssnelheid reeds van de frequentie
afhangt, ’t  Analogon hiervan voor het geval dat de lagen der
tweede soort oneindig dun worden is, dat de grootheid P eene
functie van p  is. Het verdient nu echter opmerking, dat zelfs
als we daarvan afzien, volgens de formules (2) en (10) toch in
beide gevallen n en dus Vpi nog van p  zal afhangen, omdat
v en vt ook expliciet van p afhankelijk zijn. Dit geeft dus aan­
leiding tot eene dispersie die alleen te wijten is aan de structuur
van het medium. Door deze te beschouwen zouden we naderen
tot de dispersie-theorie van Cauchy.
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Het blijkt oök evenals daar, dat haar invloed onmerkbaar
wordt als de golflengte groot is in vergelijking met de groot­
heden die aangeven over welken afstand het medium homogeen
is (hier d en d j.

Welke waarde men zal hechten aan de beschouwing van
dergelijke fictieve systemen, hangt grootendeels van persoonlijke
opvatting af. Men moet natuurlijk niet verwachten dat men
alleen door de beschouwing van zulke stelsels eigenschappen
van natuurlijke media zou kunnen vinden of bewijzen, maar
wel kunnen ze dienen om ons op het rechte spoor te brengen
als we eene verklaring van die eigenschappen willen zoeken.

Yerder kan men, als de behandeling van natuurlijke ge­
vallen te moeilijk wordt, van de beschouwing der fictieve gevallen
gebruik maken om zich toch over de een of andere vraag eene
meening te vormen. Dat is het wat ik mij in deze hoofd­
stukken voorstelde.

Eindelijk zij opgemerkt, dat men voor electrische golven,
wel proeven zou kunnen inrichten met systemen die de hier
behandelde vrij dicht naderen.



AANHANGSEL.

Over Lippmanns kleurenphotographie.

§ 1. Vervaardiging van een photographie.

De door ons beschouwde media met afwisselende lagen
van verschillende eigenschappen, kunnen dienen om een ruw
beeld te geven van eene volgens het procédé van Lippmann
vervaardigde kleurenphotographie.

De in 1891 door Lippmann1) uitgevonden kleurenphotographie
is eene toepassing van het ontstaan van staande golven door
terugkaatsing van loodrecht op een spiegel invallend licht.

Denken we ons eenvoudigheidshalve de amplitudo in het
teruggekaatste licht gelijk aan die in het invallend licht, dan
zullen we in de ruimte voor den spiegel de lichtbeweging kunnen
beschrijven door formules als:

=  ACosp(< — — ) — ACos^ (* +  — ) =  2 ASin.p<Sin.p — ,

enz.
We hebben ons hierbij voorgesteld dat het Y-Z-vlak in

het spiegelend oppervlak gelegd wordt.
Uit de waarnemingen blijkt dat het de electrische kracht

is, die de chemische werking van het licht bepaalt. We hebben
dus voor het onderzoek daarvan alleen op formule (1) te letten.

*) Comptes Rendus T. CXII, p. 274.
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Aa/n het oppervlak van den spiegel vinden we volgens
deze formule een knoop.

Aan de inwerking van deze staande golven wordt nu eene
lichtgevoelige laag onderworpen en wel geschiedt d it , door dat
deze van te voren aan het oppervlak van den spiegel is aan­
gebracht. Als spiegel wordt een kwikoppervlak gebruikt.

Na ontwikkelen en fixeeren met de gewone photographie-
reagentia, verkrijgt men dan eene laag met periodisch wisselende
eigenschappen. De plaatsen waar zich een huik bevond zyn
aan eene sterke lichtwerking bloot gesteld geweest; die waar
een knoop der staande golven lag, aan nagenoeg geene.

Beschouwt men deze laag nu bij opvallend wit licht dan
neemt men in het teruggekaatste licht dezelfde kleur waar als
van het licht waarmee de plaat vroeger belicht werd, in het
doorgelaten licht de complementaire kleur.

Op deze wijze vervaardigde Lippmann reeds in 1891 photo-
graphieen van ’t  spectrum. In de verslagen-der volgende zittingen
der Académie des sciences vindt men eene reeks mededeelingen
van nieuwe proeven en verbeteringen in ’tprocédé, waardoor
hij er ook in slaagde door het gebruik eener kleurgevoelige
laag, beelden te verkrijgen van sommige — steeds sterk ge­
kleurde — voorwerpen'), zooals een kerkraam, een schotel met
sinaasappelen met een roode papaver, een groep vaandels, een
papegaai enz.

§ 2. Behandeling van Meslin.

De eerste theoretische behandeling van ’t  verschijnsel is
van Meslin* *) naar aanleiding van zijne waarneming dat de
kleuren die de plaat vertoont, geen zuivere spectraalkleuren zijn.

Het komt er daarbij op aan het verband te vinden tus-
schen het invallende en teruggekaatste licht voor verschillende
frequenties. Men moet er naar streven zich van de laag eene

*j Comptes Rendus T. CX1V, p. 961.
*) Ann. de Chimie et de Physique (6) T. XXVH 1892, p. 369.
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voorstelling te vormen, die eensdeels zich zoo goed mogelijk
aan de werkelijkheid aansluit, aan den anderen kant een over­

Meslin vat nu de laag op als een opvolging van oneindig
dunne terugkaatsende lagen, wier onderlinge afstand gelyk is
aan de halve golflengte van ’t  licht waaraan de photographie
voor hare ontwikkeling is blootgesteld geweest. Zij komt dus
eenigzins overeen met het medium dat wij in het vorige hoofd­
stuk beschouwden. Verder stelt Meslin zich voor dat de laag
zich aan de eene zijde tot in het oneindige uitstrekt.

Wat de overeenstemming met de werkelijkheid betreft,
laten deze onderstellingen nog al wat te wenschen over, vooral
daar gebleken is dat men de beste photographieën verkrijgt als
de plaat slechts 3—5 golflengten dik is.

We beschouwen nu loodrecht invallend licht met de am­
plitudo 1. Het teruggekaatste licht bestaat uit een aantal
deelen, afkomstig van de verschillende terugkaatsende vlakken.
Nemen we aan dat van elk dier vlakken de amplitudo van het
teruggekaatste licht a maal die van ’t  invallende licht is en
die van het doorgelatene b maal, dan kunnen we de amplitudines
der verschillende deelen, waaruit het teruggekaatste licht be­
staat, gemakkelijk aangeven. Om de phasen te vinden merken
we vooreerst op dat bij de terugkaatsing een bepaalde phase-
verandering zal optreden, maar deze is voor alle deelen gelyk
en geeft dus geen phase verschil. We hebben dus alleen te
letten op het phaseverschil, dat daaraan te wjjten is, dat elk
volgend deel tweemaal den afstand tusschen twee vlakken
meer heeft afgelegd dan het vorige. Noemen we de verandering
van phase by het doorloopen daarvan gp„, voor licht van
de frequentie p ,  dan hebben we voor de trillingen die wij
moeten samenstellen:

zichtelijke berekening toelaat.

amplitudo.
a,
aft1,
a & 4 ,

phase.
I,
1 + ^ 7

enz.
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Zij worden dus voorgesteld door:

aSin (p t f  f> of aSin +  £)

aft1 Sin (p t +  |  +  <pp) ab1 jSin (p < +  D Cos 9 >p +  Cos (p i +  |) Sin 9 >pj

aft4 Sin(pf +  t  +  2 ^ )  aft4 jSin(pt +  f)Cos2 q>p +  Cos(pt +  g)Sin2 ^

enz.,
waaruit wij voor de resulteerende trilling vinden:

a Sin (p t +  £) +  a Sin (p t +  £) \ b1 Cos g>p +  ft4 Cos 2 <pp +  ft'6 Cos 3 q>p +  . . . . j

- f  a Cos (pt -f- D jft* Sin q>p +  ft4 Sin 2q>p -\-b6 Sin 3 q>p +  . . .  .j

of na sommatie der reeksen:

( aft1 (Cos g>p — ft1) ) ^ aft1 Sm 9 >p
Sin (|)f +  |)  ja +  1 +  6« _ 2 ^ C o s  +  Cos ^  1 +  ft4 -  261 Cos <pp

of:

t  +  6« -  2 ft» Cosy" lS i n + t ) d  — f c 2 C o s +  Cos(pt +  D ft1 Sin <pp\ .

Door eenvoudige berekening volgt hieruit voor de intensiteit:

________ a 1________t
1 f t4 —  2 6 * 0 0 8  9 )

Deze zal zoo groot mogelijk zijn als de noemer zoo klein mogelijk
is, dus voor 9 ) — 2 jt, 4nc enz., m. a. w. voor licht waarvan de
frequentie gelijk is aan die van ’t  licht waarmede de plaat
vervaardigd is of aan een veelvoud daarvan.

Yoor andere frequenties is de uitdrukking echter niet nul,
waaruit dan blijkt dat de waargenomen kleuren geen zuivere
spectraalkleuren zijn.

Tegen deze bewerking is nog aan te voeren, dat er niet
is gelet op het licht dat naar buiten treedt na een willekeurig
aantal malen tusschen de verschillende vlakken heen en weer
gegaan te zijn.
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§ 3. Behandeling van Lippmann.

Lippmann ■) heeft eene berekening gegeven over een
medium dat zeker veel meer met de photographieên overeen­
komt, maar dan ook veel ingewikkelder is. Hierbij is het
reflecteerend vermogen periodiek veranderlijk in de richting
der lichtvoortplanting. Werkelijk moet de bewerking die de
laag ondergaan heeft het reflectievermogen, dat eene functie
is van den brekingsindex wijzigen en wel meer op de plaatsen
waar een buik dan op die waar een knoop der staande golven
gelegen heeft. We zullen dus moeten aannemen dat dit reflec­
tievermogen eene functie van x  is — als we de X-as weer
loodrecht op de grensvlakken der plaat zetten — en eene
periode heeft gelijk aan de halve golflengte van het licht
waarmee de plaat oorspronkelijk belicht was. We beschouwen
het geval dat de bewerking met homogeen licht is verricht.

Lippmann stelt voor het terugkaatsend vermogen:

e =  ( S i n » ^ p ) ,  (2)

waarbij A de bedoelde golflengte voorstelt y het YZ-vlak is
gedacht in het grensvlak der plaat; <p stelt eene niet verder
bepaalde functie voor en wel is q aangenomen als eene functie

2 jy oj
van Sin1—j — , omdat deze grootheid evenredig is met de

intensiteit die in het beschouwde punt werkzaam is geweest,
tevens blijkt dan uit formule (2), dat q de halve golflengte
tot periode heeft; e is eene constante, die door de wijze van
ontwikkeling en andere omstandigheden der proef wordt bepaald.

Beschouwen we nu weer ’t  geval, dat op deze plaat wit
licht valt en dat we het teruggekaatste licht waarnemen en
vestigen we onze aandacht op een der homogene doelen waarin
we dit gesplitst kunnen denken. Zij de golflengte daarvan A',

') Journal de Physique 3 (III) 1894, p. 97.
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de trillingstijd T. In ’t  invallend licht geeft dit aanleiding tot
formules van den vorm:

die aan het grensvlak overgaat in:

A Sin ^  t. (3)

Om nu de lichtbeweging te vinden, die ontstaat door
interfentie der stralen, die in verschillende deelen der laag
worden teruggekaatst, gaat Lippmann als volgt te werk.

Het deel der lichtbeweging, dat is teruggekaatst in een
. element der laag gelegen op een afstand x  van ’t  grensvlak en

ter dikte d x  heeft eene amplitudo A q dx ,  waarbij q door for­
mule (2) wordt bepaald. Aan het grensvlak teruggekomen
heeft het een weg 2x doorjoopen en wordt dus voorgesteld door:

A q d x  Sin 2a  A q dx  (Cos Sin 2jv± - S i n ^ C o s 2 a i ) .

Het teruggekaatste licht is de resultante van een oneindig
aantal t dergelijke elementaire stralen, afkomstig uit verschil­
lende deelen der laag. Wij vinden dus de voorstelling daarvan
door bovenstaande uitdrukking naar x  te integreeren tusschen
de grenzen 0 en L , waarbij L de dikte der plaat voorstelt.
Wij vinden dan:

als:
L L

A =  CA q Cos ^ d x  B =J~Aq Sin - dx.  (5)

o 0

Hieruit volgt voor de resulteerende amplitudo:

A' =  / A ’ +  B’. (6)
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By de bespreking dezer grootheid is het geschikt in te
voeren:

want:

L
A +  Bi =

o

4 n x
V d x ,

A' =  | A +  B i |.

(7)

De integraal die in (7) voorkomt zullen we in een aantal
stukken verdeelen telkens loopend tusschen de grenzen 0 en
A A ,  X X
2 '  2  en enz' • • ' P  2  en ( P  ”1“ 1) 2 '  zad dan nog een vak

overblijven kleiner dan maar daar we toch L zeer groot

zullen denken, kan de invloed daarvan verwaarloosd worden.
Wij kunnen nu door nieuwe integratieveranderlyken in te
voeren al deze stukken terugbrengen tot integralen tusschen

% 2
0. e n ^ ,  daartoe stellen we voor het vak tusschen k -  en

2
X X

(* +  1) 2 ’35 =  +  * ö ’ Daardoor verandert q niet van vorm,
Xwant deze functie heeft ^  tot periode. Verder wordt:

A u x -  A_ny_ ^  A
A' A' . e A'

Stellen we dus:

dan vinden we:

2 n  ie A' ==  u ,

ƒ
i ~ -  k  J  i ^ L

ge K d x — e ^ dx.

14
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en dus:

k — p k  n i  i ^ n x
A 4 - B i = 2 u  f e e  % dx. (8)

k —  o J
o

Wij denken ons nu, dat L en dus ook p  oneindig groot
wordt. Lippmann neemt aan dat de grootheid e, die in de
formule (2) voorkomt daarbij tot nul nadert, zóo, dat ep =  1
wordt. Nu is :

i  A n x
f  * S i n dx

%s

altijd eindig. 2  u k is wel geen convergente reeks, daar | u \ — 1
is, maar ze is toch voor geen der in aanmerking komende
waarden van u oneindig groot, behalve voor u =  1, dus
behalve voor A =  A' of A =  een veelvoud van ï! . Hieruit

blijkt dat —  S  m en dus ook | A 4- B i | steeds nul is, behalve
P o

als A' =  l  of een evenmatig deel van A.
We vinden dus, dat in ’tteruggekaatste licht alleen die

stralen eene merkbare intensiteit hebben, wier golflengte gelijk
is aan die van ’tlich t, waarmee de plaat oorspronkelijk is be­
licht geweest, of een geheel aantal malen daarop begrepen,
’t  Laatste is echter niet van practisch belang daar het zichtbare
spectrum zich niet zoover uitstrekt, dat de grootste golflengten,
die er toe behooren het dubbele zijn van de kleinste. Het kan
echter voorkomen, dat een deel der plaat met ultrarood licht
is belicht geweest, waarvan de golflengte twee maal zoo groot
is als die van het violette licht van het spectrum. Vandaar
dat men bij photographieën van ’t  spectrum dikwijls voorbij
’troode licht weer violet ziet verschijnen.

Hoewel dus de uitkomsten goed met de waarnemingen over­
eenstemmen, en ook ’t  beschouwde medium een redelijk goed
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beeld geeft van de ontwikkelde Lippmannsche laag, kan hier­
mee nog de quaestie niet als afgedaan beschouwd worden,
omdat tegen de bewerking verschillende bezwaren te maken zijn.

De resultaten berusten weer op de onderstelling dat de
dikte der laag zeer groot is , wat in de practijk niet het geval is.

Van meer belang is het echter, dat voor de onderstelling
dat de grootheid e daarbij niet eindig zou kunnen blijven, geen
grond is aan te geven. Als men echter deze onderstelling niet
maakt, zal volgens de formules voor X' =  X en wellicht ook
voor andere golflengten de intensiteit in het teruggekaatste
licht grooter gevonden worden dan die in het invallende licht,
wat natuurlijk niet mogelijk is.

Bij de afleiding der formules (4) en (5) is er dan ook geen
rekening mee gehouden, dat de intensiteit van 't  licht, dat aan
een vlak op den afstand x van ’t  grensvlak wordt teruggekaatst,
tengevolge van de terugkaatsingen die het reeds ondergaan
heeft al verzwakt is. Deze invloed zal natuurlijk meer op den
voorgrond treden, naarmate de laag dikker wordt. Bovendien
wordt het vraagstuk ingewikkeld door dat het licht dat van
’tvlak  x teruggekaatst wordt, niet rechtstreeks tot dat vlak
behoeft doorgedrongen te zijn, maar ook daar gekomen kan zijn
na een even aantal terugkaatsingen in de vóór x liggende lagen.
Bij de bepaling van ’t phaseverschil moet er ook nog rekening
mee gehouden worden, dat bij de terugkaatsingen phasever-
schillen kunnen ontstaan.

Om dit geval streng te behandelen zou men formules voor
de lichtvoortplanting in een medium met enkelvoudig perio­
dieke structuur moeten kennen, hetgeen als we zooveel moge­
lijk vereenvoudigingen aan brengen, neerkomt op de oplossing
van een vergelijking van den vorm:

a s (l +  8* Sin* 2/Jtx . 3 1 (p   3 * q>
X '  3a:2 3 11

De coëfficiënt in het eerste lid is hierbij als een tweeterm
voorgesteld om te doen uitkomen, dat de structuur van het
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medium wordt opgevat als een wijziging van den normalen
toestand, waarbij e =  0 is en het medium dus homogeen. In

den tweeden term is weer Sin2 - p p  gesteld omdat de wijziging
evenredig gedacht is aan de intensiteit van het licht, waardoor
ze is voortgebracht. We kunnen bovenstaande vergelijking
nog in den vorm brengen:

§ 4. Oneindig kleine afwijking van de homogeniteit.

Yan zulke vergelijkingen kan men echter geen algemeene
oplossing geven. Wel is het mogelijk een benaderde oplossing
op te stellen voor het geval dat de afwijking van de homo­
geniteit slechts gering is, dus d tot nul nadert. We zullen
ons daarbij voorstellen, dat de brekingsindex van de homogene
laag 1 zou zijn; met het oog daarop is in de laatste vergelijking
reeds de coëfficiënt c geschreven.

Substitueeren we om de gewenschte oplossing te ver­
krijgen in (9):

waarin ook ip een functie met de frequentie p  voorstelt, dan
vinden we ter bepaling van \p:

ci p* ip =  p 1 A Cosp  (* +  -p ) Cos^ X ^
o fC

waarvan de oplossing is:

c2 (1 +  d Cos
i n x  32 q >  _  y
~ r ) * t * '

(9)

(p =  A Cosp (< +  -p ) +  d.ip

S £ + x ) * + * ‘ S
8 n e p16 n 1 cS n e p

i n \  . J

2 16 n 1 c2
+
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We vinden dus:

A Cos p  yt -f- A j ) U !
x - \ - p t1 Qnc 2 j tc - j-pX

A p 1Xi p  X — 4 nc x - \ -p t16nc  2 n c — pX

en evenzoo kunnen we afleiden

g> =  A Cos p 11 — _  Ap ' X 1 ____
e l  16 n c  2 nc

p  X — 4 n c\ )Cos ,p t

A p 2 X2
16 jvc 2 n c  -f p  X ^°S p  ^Cos |p t — | ~j~~) x  I' (1CK)

De meest algemeene toestand met de frequentie p  wordt
natuurlijk verkregen door superpositie dezer beide.

Beide formules gelden voor alle waarden van p.  Volgens
onze onderstelling, dat <5 tot nul nadert, heeft echter in (10) de
tweede en in (10') de derde term nooit een merkbaren invloed,
terwijl de invloed van den derden term in (10) en den tweeden
in (10') alleen merkbaar wordt voor golven met frequenties die

• • 2 jij czeer weinig verschillen van —j —. Het is duidelijk, dat deze

termen de eigenaardige werking der laag bepalen, zij stellen
golven voor die zich in beide richtingen met de snelheid

pX
C 4it c _pX  j£Unnen voortplanten en die zullen ontstaan zoodra
het medium door eene lichtbeweging met de frequentie^ getroffen
wordt, maar alleen merkbaar zijn voor de frequenties die dicht bij
2 jvc

2— hggen. Het is nu gemakkelijk in te zien, dat alleen van

deze golven een merkbaar deel door de plaat zal worden terug­
gekaatst.

Het geval dat de afwijking van de homogeniteit slechts
oneindig klein is, dat wij hier zeer kort hebben besproken is
interessant, omdat eene dergelijke behandeling kan gegeven
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worden voor hot geval van een oneindig kleine afw ijking, die
n iet enkelvoudig periodiek is , zooals we dus zouden verkrijgen
door belichting der plaat m et n iet homogeen licht. Nemen we
het eenvoudigste geval, dat het inwerkende licht is samenge­
steld u it stralen m et tw ee verschillende golflengten, dan vinden
we voor het medium dat na ’t  ontwikkelen en fixeeren ontstaat
eene differentiaalvergelijking van den vorm.

waarin we te r  vereenvoudiging nog zullen aannem en, dat
et =  e, is. Deze vergelijking kunnen we dan brengen in den
vorm :

Door deze vergelijking op dezelfde wijze te  behandelen
als we (9) gedaan hebben, vinden we dat nu in het terugge­
kaatste  licht vier golflengten vertegenwoordigd kunnen zijn:
A, A, A, en A4 , eene u itkom st, die ons herinnert aan de theorie
der combinatietonen.

W ij zullen nu verder de onderstelling van een oneindig
kleine afwijking van de homogeniteit laten rusten.

De gedachtengang, volgens welken wij in hoofdstuk VIII
gekomen zijn to t de theorie der lichtbeweging in het daar be­
schouwde m edium , kan ons ook dienen om eenige besluiten te
trekken bij een willekeurig m edium , dat verdeeld kan worden
in lagen, die geheel aan elkaar gelijk zijn. Zoowel de media

+  e. Sino1) 1 +  (ei Sin
d*g) 3
J x i = H ïf

c1 j 1 — d Cos — <5 Cos — 2 <5 Cos
i r t X  ) 3*<p 3*<jP+  2(5 Cos 3a:1 3<*

waarin gesteld is:

r-en  A,

§ 5. Algemeen geval.
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der hoofdstukken VIII en IX als dat waarop de verg. (9) be­
trekking heeft, zijn daarvan bijzondere gevallen.

We denken ons de grensvlakken der lagen weer loodrecht
op de X-as en beschouwen alleen eene voortplanting in de
richting der X-as met platte golfronten, en wel van rechtlijnig
gepolariseerd licht.

Letten wij nu op een der lagen afzonderlijk, waarvan we
de grensvlakken met Ak en B4 zullen aanwijzen. Denken wij
ons daarin een toestand waarbij:

Daardoor is de toestand bepaald en we zullen vinden:

waarbij de grootheden a en /? alleen van den aard der laag en
van de frequentie p  afhangen en dus volgens onze onderstelling
voor alle lagen gelijk zijn. Er kan nu in de laag nog een
tweede toestand met de frequentie p  zqn, waarbij n.1.:

De meest algemeene toestand zal weer gevonden worden
door superpositie dezer beide. Beschouwen we nu het medium
in zijn geheel en denken wij ons daarin een golf met de
frequentie p. In al de lagen zal nu hetzelfde gebeuren,

in
(11)

en in B*, %  =  0 .

in

en in Bi,

~  ïpt
Vz =  a Sk e *
$ z = p s t e ipt

(11')

in Ai5 « , - o
en in Bi, ( 12)

en daarbij zullen we vinden:

in A^

en in Bi,
$z =  ys't e
$ z =  ös't e

(12')
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alleen de phase en misschien de amplitudo van den bewegings-
toestand zal verschillend zijn. Wjj moeten den toestand dus
kunnen beschrijven als we in bovenstaande formules aannemen:

waarbij met k evenals in de vorige hoofdstukken het rang­
nummer der laag is aangewezen De voorwaarden, waardoor
nu n en de verhouding van /a en [i bepaald worden zijn weer,
dat GS en aan elk grensvlak, doorloopend zijn. Dit geeft aan
het grensvlak tusschen de fele en (k -f- l)8te laag:

Beide voorwaarden worden dus weer voor alle grensvlakken
dezelfde. Eliminatie van (i en /a' geeft

Uit deze vergelijking kan n worden opgelost. Stellen we

is evenals in de vorige hoofdstukken Vp de snelheid waarmee
zich een toestand met de frequentie p  door het medium voortplant.

Wij zullen nu nog eenige vereenvoudiging aanbrengen door
te vooronderstellen, dat al de lagen symmetrisch zijn ten opzichte
van haar midden. In dat geval wordt jö =  — y, <5 =  — «,
omdat de toestand bepaald door (11) en (11') het spiegelbeeld
zal zijn van dien bepaald door (12) en (12'). De vergelijking

ink s't =  /a’ eink
Sjt =  f i e

/a' ei(nk-\-pt) — (a e i(n(k +  l ) + p t )

waaruit:
, in//, =  pe

P (a + d  p ' —  (a/A +  y [A')e

2m  . . tw o _ay a —|— (ft —  o j B fj O»

weer n =  p  -A -, waarbij d de dikte der lagen beteekent, dan
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ter bepaling van n wordt dan

2in , 2a ine -1------- e
Y =  0 . (13)

De verhouding van p  en p'
ijJ  %Yt

grensvoorwaarde —  =  e ’p

wordt gegeven door de eerste

(14)

Uit de vergelijking (13) vinden we voor n weer twee gelijke
en tegengestelde waarden, beantwoordende aan twee golven,
die in tegengestelde richting door het medium loopen.

Denken wij ons nu uit het medium een stuk gesneden door
twee der grensvlakken, en stellen we ons voor dat daarop van
de eene zyde licht invalt met de frequentie p. We willen de
terugkaatsing door de laag nagaan.

In de ruimte links van de laag hebben we dan :

ip (t— — ) *P(< +  — )%^=Ae c - f  Ar e c ,

ip(t  — ^-) i p { t +  — )
& = A e  c — Ar e c ,

aan de grensvlakken binnen de laag:

i (p t +  n k) i ( p t  — nk)
— pe -{-Pi e ’

c- , . i ( p t  +  nk) i ( p t - n k )
'Pz — {ap +  YP)e  +  (ap, +  y p \ ) e ’

en in de ruimte rechts van de laag:

(ff a * * ( * - “ >

$z  — Ad e
ip (t — —-)

De grensvoorwaarden geven nu aan het linkergrensvlak,
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waaraan wij het rangnummer O zullen toekennen en dat we
tevens tot Y Z-vlak zullen kiezen:

A -f- Ar — p  +  pt

A — Ar =  p  (a  +  y ein) +  pt (o +  y e~ ,w).

Aan de grensvlakken binnen de laag vinden we natuurlijk
de voorwaarden (13) en (14), die we dan ook bij het opstellen
van (15) reeds hebben toegepast. Aan het rechter grensvlak
vinden we als we het aantal lagen, dat het beschouwde stuk
van het medium bevat, k noemen:

— ip —  ink  — ink
Aj e c z= fie > (16)

kd — in  — ink— ip —  ■ *» ink
Ad e c —  f i ( a - \ - y e  ) e - f  f t ( a  +  y< )«

Uit (15) volgt:
in — in

Ar _^ (1 — a — ye ) 4- Mi (1 — a — ye  )
~A in . , — in

^ ( l + a  +  ye ) + / * i ( l  +  ® +  y® )

en uit (16):
in ink  — in — ink

p ( l  — a — ye )e  =  — M 1 — a — ye )e »

waardoor de vorige vergelijking overgaat in:

in —in —in ^  in 2w k
A r ( i - a  — ye ) (1 —  a — ye ) — ( 1 - a - y e  ) (1 — a - y e  ) e

~]T~— —in —in in 2ink
(1 - \ -a - j - y e  ) (1 — a — ye  ) — (1 4 - d - \ - y e  ) (1 o y& ) e

Deze uitkomsten zien er nu wel betrekkelijk eenvoudig
uit, men moet echter bedenken, dat a en y ingewikkelde
functies van p  kunnen zijn. Toch is het nu eenvoudig te be­
wijzen, dat voor eene waarde van p ,  waarvoor n — n  wordt
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Ar =  A zal worden, als te gelijk de dikte der laag dus het
getal k zeer groot wordt. Om niet op onbepaalde vormen te
stuiten substitueeren we n =  n  -f- #, waarbij ê  tot nul zal
naderen, de verg. (13) geeft dan:

1 l o .„ 2a  2a  . a .------------- ï # +  1 =  0,
y y

waaruit blijkt dat dan a — y moet zijn.
Door substitutie in (17) vinden we nu verder:

Ar —2»‘$ft (1 -j-yi#) (1 — yt#)
A — i y i ï ï  — 2 i'&k (18)

welke uitdrukking tot 1 nadert als k oneindig groot wordt.

Voor andere waarden moet A,.
A

natuurlijk kleiner dan 1 zijn.

Wij hebben nu nog na te gaan, wat de waarde n =  n
beteekent. Daaraan beantwoordt eene voortplantings-snelheid

Yp zoodat Jt <= 4 ^ - ,  dus Y p =  P l .  d6- bijbehoorende golf-Vp Jt

lengte is Yp ----=  2d,  dus het dubbele van de dikte der lagen,

waaruit het medium bestaat.
We vinden dus ook in dit algemeene geval, dat vpor een

golflengte die gelijk is aan die, waarmee het medium vervaardigd
moet zijn de straling geheel wordt teruggekaatst.

Dezelfde resultaten vinden we voor het geval dat n een
veelvoud van n  is.

§ 6. Behandeling der media van hoofdstuk VIII en IX.

Wij kunnen dit vraagstuk nog wat vollediger behandelen
voor de in hoofdstuk VIII en IX beschouwde media, die echter
geen goed beeld geven van eene Lippmannsche photographic;
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A,
A.

het tweede komt overeen met het door Meslin behandelde medium.
Beschouwen we vooreerst de terugkaatsing van een golf

met de frequentie p , door het medium van hoofdstuk VIII, waarbij
we ons zullen voorstellen, dat dit zich naar rechts tot in het
oneindige uitstrekt. Het linker grensvlak van het medium
kunnen we ons in den vrijen aether denken, zóo dat voor de
eerste laag van de tweede soort een laag vrije aether ter dikte
d ligt, die dan als eene laag van de eerste soort van het
medium kan beschouwd worden. Deze laag zullen we het rang­
nummer 0 geven en het zoo bepaalde grensvlak van het medium
tot YZ-vlak kiezen.

Wij hebben dan in de ruimte links van het grensvlak:

ip{t  — — )
@y =  A e  c

— A e
ip (t —

i p  (t + X  V

„ ) 1+  Ar e c

i p ( t  + X  V

- /1— Ar e c

waarbij A de amplitudo en phase bepaalt van het invallende
licht en evenzoo Ar die van het teruggekaatste licht.

De toestand in de lagen van het beschouwde medium wordt
bepaald door de vergelijkingen (6) en (7) van hoofdstuk VIII,
terwijl de noodige betrekkingen tusschen de daar voorkomende
constanten worden gegeven door de vergelijkingen (10) en (12)
van dat hoofdstuk. Daar we echter in ons medium eene voort­
planting naar rechts hebben zullen we daarin de waarde — n
moeten gebruiken. De voorwaarden aan het Y Z-vlak geven nog:

A -f- Ar =  a -f- b,

A — A r =  a — b,

waaruit: — = —en dus volgens (4') van hoofdstuk IX, waarin
A a

we nu n door — n moeten vervangen:

_  c 2)  Sin v Sin v1 - f  2 ( — c Sin ft +  c Sin v Cos vt -f ^  Cos v Sin )

“ (®- *—c*) Sinv Sin v,— 2i93J,(-f cSinw - f  cSinvCosv, +33p Cosv Sin v, )
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Wanneer n =  n  of een veelvoud van jf wordt, worden
teller en noemer dezer breuk toegevoegd complex, hun moduli
dus gelijk, waaruit blijkt dat de amplitudo van het terug­
gekaatste licht gelijk is aan die van het invallende. De beteekenis
van de waarde n =  jf is dezelfde als voor het algemeene geval
werd toegelicht.

Voor het medium van hoofdstuk IX kunnen we op dezelfde
wijze tot dergelijke besluiten komen.

In dit geval kunnen we echter nog het een en ander
opmerken.

Uit de vergelijking:

Cos n =  Cos v — P Sin v

blijkt, dat n =  jf is voor v =  n. Verder zien we, dat als P
positief is voor waarden van v , die weinig kleiner zijn dan jf,
n niet reëel kan zijn; als P negatief is geldt hetzelfde voor
waarden van v , een weinig grooter dan jf. Bij deze waarden
van n kan zich de golf, volgens hetgeen in hoofdstuk IX § 6
daarover gezegd werd, niet voortplanten en het is gemakkelyk
uit de formules af te leiden, dat ook voor deze golven de
amplitudo van het teruggekaatste licht gelyk is aan die van
het invallende.

Wanneer dus wit licht op het medium invalt, zullen we
in het teruggekaatste licht niet alleen de golflengte 2d ver­
tegenwoordigd vinden, maar alle- golflengten in een gebied van
het spectrum dat aan de eene zijde door de golflengte 2d begrensd
wordt. Dit gebied zal des te kleiner zijn, dus de waargenomen
kleur des te zuiverder, naarmate de grootheid P kleiner is.

Naar de andere zijde neemt daarentegen de intensiteit zeer
snel af, zooals we kunnen doen zien op de volgende wijze.

Uit (15) hoofdstuk IX volgt voor ons geval:

Ar _ (Cos v — Cos n) — i (— Sin n j- Sin v)
A (Cos v — Cos n) -f- i (Sin « -f- Sin v) '



waaruit we door modulus en argument te bepalen gemakkelijk
afleiden:

A r S in ^ n - v )  <(* +  *) (19)
________  — — ; • ' ■■■ S  •

A S in |(n  +  v)

De verhouding der amplitudines, in het teruggekaatste en
in het invallende licht wordt dus bij rëele n gegeven door:

Sin ö (w — v)

waaruit we vinden:

d f
dp

S in ^ n  +  v)

dn dvSin v j-----Sinndp______ dp

2 Sin2-(w  +  v)

Nu is — =  — en uit: Cosn =  Cosv — P S inv  vinden we:
dp c

dn _ d Sinv +  P Cosv Sin v d P
dp c Sin n ' Sin n dp

Door dit te substitueeren vinden we:

d f  d Sin2i< +  P Sin v Cosv — Sin2w
Sin2 v

+ dp

2 Sin2 g (n +  v) Sin n
1 . .2 Sin2 ö  (w +  v) Sin n
a

en daar:
Sin2 n =  1 — Cos2 n — Sin1 v - f  2 P Sin v Cos v — P 2 Sin2 v

d f ____d P Sin v (Cos v —P Sin v)
dP 2c Sin*i- (n +  v) Sin n

Sin2 v
+ dp

1 1
2 Sin2 ö (« +  v) Sin n

u

eene uitdrukking die oneindig groot wordt, als n en v tot n
naderen, zooals men zonder moeite kan aantoonen.

Ten slotte zullen we de terugkaatsing behandelen door een
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eindig stuk uit het laatst beschouwde medium. De beide grens­
vlakken denken wij ons nu in den vrijen aether telkens op een
afstand d van het naastbij zijnd discontinuïteitsvlak.

In de ruimte links van het medium hebben we dan:

waarbjj de coördinaat x  betrekking heeft op een coördinaten­
stelsel met het linker grensvlak van ’t medium tot Y Z-vlak.
Binnen de lagen van het medium hebben we:

+ a, .*\p <*—T> + M _  \r +f ) + *»| •
De eerste laag zullen we het rangnummer 0 geven, de

laatste zal dan de Me zijn. Rechts van het medium hebben we:

f c - A ^ W - T ) '

waarbij de coördinaat x' betrekking heeft op een coördinaten­
stelsel met het Y'Z'-vlak in ’t  rechter grensvlak van ’t  medium.

De grensvoorwaarden geven nu:
aan het Y Z-vlak:

A +  Ar =  a +  b +  a,
A — Ar == a — b +  a, — 5,,



aan de discontinuïteitsvlakken:

____S i n | ( «  +  ’’)

. ^ Sin -g- (n — v)

Sin (w — v)

X = e ' =-------------- ï -------------*S in y ( »  +  v)

aan het Y'Z'-vlak:

— i kn  , . — ikn , i kn  . ,A g = a e  -{-be +<*,e +  M

— iftn , — ikn . i kn  ,A d= a e  — be . + ««e — M

Uit de laatste voorwaarde volgt:
, 2ifcnb =  — \ e

Uit de eerste:
2ink  , i

A r b 4- _ — 6_____~f~ 1
_ 8e2 i * « + ,i

en door substitutie van de waarden van e en et :

A ( i _ e2 a n ) S in - |- (« -v )S in ^ -(n  +  v)

A Sin* (n +  v)e 2* — Sin* (n — v)

Door goniometrische herleiding en substitutie

Cos v — Cos n =  P Sin v,

wordt dit:

_ i (n  4- v) _________Pe v ' -------------ï  “Y i  1
— 2 (Sin1-— n Cos1 y  v -j- Cos1 n Sm1 - j

i kn

i kn

i{ir-\-v).e

van:

v)-[-i Sin n Sin v cot g k r



225

Dit geeft voor het geval dat n weinig van n  verschilt:

A,
A

1_____

P* k'

welke- uitdrukking weer des te meer tot 1 nadert, naarmate k,
dus de dikte der laag grooter wordt, maar ook naarmate P
grooter wordt.

Met deze korte en op verschillende punten onvolledige
behandeling is natuurlijk niets meer bedoeld dan het aangeven
Van een middel, waardoor men zich een oordeel zal kunnen
vormen over het gedrag der volgens het procédé van Lippmann
vervaardigde plaat, volstrekt niet eene theorie der kleuren-
photographie en nog minder eene verklaring der verschillende
daarbij waargenomen eigenaardigheden, waarop, naar het mij
voorkomt, veelal juist de bijzondere omstandigheden der proef­
neming een overwegenden invloed hebben.

E R R A T A .
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S T E L L I N G E N .

I.

In de mechanische lichttheorieën moet het feit, dat wij in
de ledige ruimte geen dispersie waarnemen steeds aan onze
onvoldoende hulpmiddelen worden toegeschreven. Bij den tegen-
woordigen stand onzer kennis moet dit als een bezwaar tegen
die theorieën worden beschouwd.

II.

Boussinesq zegt van de door hem beschouwde krachten
tusschen de aetherdeeltjes en de materie (Journal de Liouville,
1868, pag. 317): „Bien que ces forces nous soient inconnues,
il est naturel de penser que leur elfet le plus grand et sensible
provient d’une espèce de frottement entre les molecules d’ éther
et celles de la matière pondérable, qui passent trés prés les
unes des aut res. . . De uitdrukking „espèce de frottement”
is minder gelukkig.

III.

Helmholtz voert in zjjn stuk: „Zur Theorie der anomalen
Dispersion” (Pogg. Ann., Bnd 154) op pag. 590 eene onlogische
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notatie in, die licht aanleiding kan geven tot verkeerde voor­
stellingen.

De formule 4 aldaar is niet geheel juist.

IY

In de theorie van Helmholtz wordt voor zeer kleine golf­
lengten de brekingsindex 1 gevonden. Men moet hierbij
opmerken dat bij nauwkeurige beschouwing de theorie niet
meer doorgaat voor zeer kleine golflengten.

Y.

Ten onrechte doet K. Exner in de duitsche bewerking van:
É. Verdet, Leqons d’Optique physique (Bnd. I I , pag. 89) het
voorkomen alsof in de theorie van Helmholtz de afwezigheid
van dispersie in de ledige ruimte een noodzakelijk gevolg is
van de hypothesen waarop de theorie berust.

YI.

Exner (t.a.p. pag. 42) beweert: „Diese zweiconstantige
Dispersionsformel (vergl. formule (19) van hoofdstuk I in dit
proefschrift) und Cauchy’s Dispersionsformel lassen sich leicht
auf dieselbe Form bringen.” Deze bewering is alleen juist als Am
(in onze formule A*) klein is in vergelijking met de golflengten
behoorende bij het zichtbare spectrum.

YII.

De stelling van Ketteler (Theoretische Optik, pag. 447)
„Die Anwendung complexer Formeln in der Physik ist nur
als Nothbehelf gerechtfertigt, aus Bequemlichkeitsgrilnden
meistens zu verwerfen und nie als endgültig anzusehen” bevat
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drie beweringen, waarvan de middelste onjuist is en de beide
andere eenigszins zonderling zijn uitgedrukt.

VIII.

Drude zegt in zijn Lehrbuch der Optik, pag. 375: „Um zu
einem Ansatz für Kristalle zu gelangen muss man berücksich-
tigen, dass die in den G-leichungen (1) S 350 der Dispersions-theorie
auftretenden Constanten , vi von der Coördinaten-richtung
abh&ngen.” Hij laat daarbij de voornaamste eigenaardigheid
der kristallen, n.1. hunne structuur, buiten beschouwing.

IX.

In de formule (15), hoofdstuk XIII van Heath, A Treatise

on Geometrical Optics: —  =  — og w ,
q d v  '

beteekent v de richting der hoofdnormaal aan de lichtbaan en
niet, zooals Drude waar hij die formule aanhaalt (Lehrbuch der
Optik, pag. 285) beweert, de richting van het sterkste verval van n.

Het door Heath gegeven bewijs voor deze formule kan
belangrijk vereenvoudigd worden.

X.

De proef die Planck (Vorlesungen über Thermodynamik,
pag. 74) zich voorstelt om te doen zien, dat eene zekere hoe­
veelheid warmte geheel in arbeid kan worden omgezet, zonder
dat andere omzettingen van arbeidsvermogen plaats hebben, is
onuitvoerbaar.

XI.
De formule: E =  As [ ( + ( (  — r) Cos 2 gr], die Schuster

heeft afgeleid in Phil. Mag. V, Vol. 37, blz. 526 (1894), geeft
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niet zooals Schuster zelf meent bij benadering de uitkomst der

berekening maar volkomen juist.
Tegen de afleiding bestaat echter een theoretisch bezwaar,

daar ze wegens de onderstellingen op blz. 523 (laatste alinea)
betrekking heeft op eene lichtbeweging, waarbij de amplitudo
van het invallende licht door eene divergente integraal zou

worden voorgesteld.

XII.

Ook na de proeven van F. Himstedt en G. Meijer (Ann. d.
Phys., Bnd. 15, blz. 184, 1904) over het ontstaan van helium
uit de radiumemanatie is het nog niet onbetwijfelbaar of dit

verschijnsel werkelijk plaats heeft.

XIII

De verhandeling van L. Pfaundler (Ann. d. Phys., Bnd. 15,
blz. 371, 1904) bevat geen volledige theorie der daar besproken

„Zenkersche lijnen.”

XIV.

Het is van belang proeven over de dispersie en over het
verschijnsel van Zeeman in verband met elkaar te verrichten.

XY.

, 15 x* 9 x 1 \  / 15 a;» x ' 3 » ^
De sommen 2  — r 2+»/ en 2  4 +  » r 2 + » / »

waarbij de sommaties moeten worden uitgestrekt over de hoek­
punten van een zich in 't  oneindige uitstrekkend cubisch net,
zijn divergent voor 3 en convergent voor n <  3.
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XVI.

Bij de behandeling der elliptische functies verdient het
aanbeveling op ’t  voorbeeld van Tannery en Molk de notaties
zoo te kiezen, dat de betrekkingen bestaan:

CO, - b  O ) ,  - j -  COj —  0

e, -f". 4“ 0

Vt + » ? » + % =  O '

XVII.

Als Verdet uit Huygens’ Traité de la Lumière aanhaalt :
„Et tout cecy ne doit pas sembler estre recherché avec trop
de soin ni de subtilité___”, verandert hij de beteekenis geheel
door het woord „sembler” weg te laten. Dezelfde plaats is in
de bekende uitgave in „Ostwalds Klassiker” onjuist vertaald.

XVIII.

Bij het onderwijs in de wiskunde doet men verkeerd door
de leerlingen regels en stellingen van buiten te laten leeren.
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