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EINLEITUNG.

Wir wollen versuchen die Heavisidesche Operatorenmethode so
darzulegen, dasz ihr Zusammenhang mit anderen mathematischen
Methoden ersichtlich wird.

Die Operatorenmethode von Heaviside betrachtet die Ope-
ratoren d/dr als algebraische Grészen, die speziellen Rechenregeln
geniigen.

Wir betrachten zwei Methoden zur Darstellung der Operatoren-
rechnung:

I. Die Definition des Operators p = d/dr ergibt Rechenregeln,
die zu einer bestimmten Algebra fithren (Kap. I).

II. Man Ffithrt die zu betrachtenden Funktionen # (d/dx. x)
mittels einer Transformation

X d ‘
o — /" .V' ) 1' .'
(1) b (p) _"'/\“'/’l(:/.r")

iiber in eine Funktion #(p), worin p den gewdhnlichen Rechen-
regeln geniigt. In der in diesem Gebiete iiblichen Terminologie
kann man (1) eine Achsentransformation nennen mit = als alten,
p als neuen Koordinatenachsen (Kap. II).

Eine Funktion f(x) kann mit den Regeln von Methode I und
auch mit den Transformationen der Methode Il umgesetzt werden
in eine Funktion ¢(p), und umgekehrt. Der Kiirze halber nennen
wir dieses im Folgenden: , Uebersetzung”" von der ,,z-Sprache"
in die ,p-Sprache” und umgekehrt.

Das von Heaviside herrithrende Verfahren schlieszt sich
der Methode I an, Heaviside hat aber nie seine Methode
systematisch erdrtert.

Die Methode II entspricht den , Integraldarstellungen’ der
Heavisideschen Operatoren.
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Wir betrachten zuerst die Heavisideschen Operatoren so weit
wie moglich nur algebraisch (Methode 1) und finden Regeln, die
es ermoglichen das Anwendungsgebiet der Operatoren zu erwei-
tern und einige in der Literatur erwahnte Paradoxen zu diskutieren.
Die von uns erhaltenen Vertauschungsrelationen (§ 2) sind den
Vertauschungsrelationen der Quantenmechanik sehr &hnlich; der
Zusammenhang mit den Methoden der Quantenmechanik ist in
Kap. II, § 21 erértert.

Nur wenn die weitere Ausbildung der Operatorenmethode dieses
fordert wenden wir uns der zweiten Methode zu: den Integral-
darstellungen. Wir untersuchen die Natur dieser Integraldarstel-
lungen. Es stellt sich hieraus, dasz man sie vollkommen natiirlich
erhilt, wenn man die spezielle Form der Transformation sucht,
die eine Funktion von & transformiert in eine Funktion von p = d/du.
Wir finden auf diese Weise das Bromwichsche Integral (§ 17)
und seine Inversion: das Carsonsche Integral (§ 18). Zugleicher-
zeit konnen wir den Zusammenhang dieser Integrale mit den
Laplaceschen Transformationen (§ 19, § 20), dem Fourierschen
Integral (§ 19) und mit der Diracschen Transformationstheorie
in der Quantenmechanik (§ 21) darstellen. In § 22 findet man
ein Schema, das alle diese Transformationen enthalt.

Historisches.

Heaviside!) war der erste, der eine weitgehende An-
wendung der Operatorrechnung durchfithrte. Zwar gab es vor
Heaviside schon Autoren, die Operatoren benutzten, z.B.
Boole ?) der die bekannte Losungsmethode von linearen Diffe-
rentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten mittels Operatoren
fand, und daran schon eine Rechtfertigung der Anwendung solcher
Operatoren und einige interessante Bemerkungen kniipfte.

Heaviside hat besonders betont, dasz in vielen Fallen
Differentialgleichungen sehr leicht losbar sind, wenn man die
Operatoren p als algebraische Grészen betrachtet, mit Rechen-
regeln, die nur wenig von den gewéhnlichen abweichen. Er folgte

'y Heaviside, Blectromagnetic Theory; id, Eleetrie Papers, 1, T1; id.
Proec, l(n.\. Soe, A H2 (JNU:;) 504: 54 (1394) 105.

') (i, Boole, A Treatise on Differential Equations 1, Aufl. 1859, Maemillan,
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einem intuitiven Wege und hat sich wenig an der genauen mathe-
matischen Begriindung seiner Rechnungsart gelegen sein lassen.
Die Methode ergibt oft erstaunlich leicht und einfach das Resultat.
Seine wichtigsten Forschungen gehéren dem Gebiet der Elektro-
dynamik, Elektrotechnik und Elektromagnetismus an.

Der Heavisidesche Weg fiihrt nicht immer zum Ziel. Eine
Begriindung ist nétig, weil sonst, wie die Literatur erweist, un-
richtige Schliisze gezogen werden kénnen.

Um diese Begriindung geben zu kénnen hat Bromwich ')
sein Integral

14 3 p P
(2) Yl = ’ dp [(p)
. 3 )
- i /

angesetzt. Wir werden dieses Integral (,Methode II') als die
Koordinatentransformation von p zu « kennen lernen, es wird sich
also zeigen, dasz im Integranden p den gewéhnlichen Rechenregeln
gentigt.

Gleichzeitig kommt Wagner?) zu einem dem Bromwichschen
analogen Ergebnis.

Carson?) begriindet die Operatorenrechnung mittels

s

(3) T{py= ’ de pe=rey(x).

(4]

Wir werden auch in unsrer Methode II diesem Integral begegnen
als inverse Transformation von (2).

Die Carsonsche Methode ist von van der Pol*) weiter aus-
gebildet. Man verdankt van der Pol viele neue und wichtige
Anwendungen mathematischer Art.

DT, Bromwieh, Proe. Lond. Math. Soe. 11 15 (1916) 402,
*) K. W, Wagner, Archiv fiir Elektrotechnik, 4 (1916) 159,

)L R Carson, Eleetrie Cirenit Theary 1926 MeGraw-Hill. Im Folgenden

zitiert: Carson™, Auch ins Deutsche tibersetzt.
Y B.vo di Pol, Phil. Mag. 7 (1029) 1153: 8 (1020) 861: 11 (1931) 3468:
13 (1932) 537, Die zwei letzten Abhandlungen sind zusammen mit Dr, K, F.

Niessen geschrichen., Wir zitieren im Folgenden: v, d. Pol 1, 11, 111, 1V,
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Jeffreys') grindet seine Darstellung auf den Operator
Q=p' und benutzt auch die Bromwichsche Methode.

March?) zeigt, dasz das Bromwichsche Integral aus dem
Carsonschen abgeleitet werden kann mittels Formeln von Mac
Donald?); die letzten folgen aus dem Fourierschen Integral.

Lévy') benutzt, wie Jeffreys. den Operator p~’
ihm mit dem Zeichen I angegeben, er schreibt die n-fache Inte-
gration /"y(x) als ,produit de composition":

von

o

4) I'y@)= ‘ du

0

(2 — w)*—1

/ =1
() 'l/(ll),—.l d Ty Yy (e —v)

und zeigt den Zusammenhang seiner Methode mit der Carson-

schen.

Lowry?) hat die Bromwichsche Methode weiter ausgebildet
und bekommt Resultate, von denen einige mit den van der Pol-
schen identisch sind.

Schouten®) hat in einer vorziglichen Abhandlung die
mathematische Begriindung der Bromwichschen Methode weiter
ausgebildet und wichtige Erweiterungen und Verbesserungen dar-
gestellt.

Dieses Verzeichnis ist durchaus nicht vollstandig, wir haben
nur eine Auswahl gegeben. Es gibt noch andere Begriindungen
der Heavisideschen Operatorenrechnung z.B. R. Iglisch 7)
(Fouriersches Integral) und Wiener®) (sehr ausfithrliche all-

gemeine Betrachtungen).

1) H, Jeffreys, Operational Methods in Mathematical Physics, 2nd Ed.
1931, Camb. Univ. Press. Im Folgenden zitiert: ,Jeffreys”

¢ty H. W. Mareh, Bull, Am. Math, Soe, 33 (1927) 311,

iy H. M. MacDonald, Proe, Lond. Math. Soe. 35 (1902) 428,

¢y P. Lévy, Bul. Sciences math. (2) 50 (1926) 174.

8y H., V. Lowry, Phil. Mag. 13 (1952) 1033 u. 1144, Zitiert:
Lowry I, TI.

oy J. P. Sehounten, Over de grondslagen van de operatorenrckening vol
gens Heaviside. Dissert. Delft 1933. Zitiert: Schouten,

" Franck u v. Mises, Die Differential- u. Integralgleichungen der
Mechanik u. Physik 1, math. Teil, 2, Aufl, 8. 817.

*) N. Wiener, Math, Annalen 95 (1926) 557.




ERSTE METHODE. OPERATORENALGEBRA.

§ 1. Definitionen.

Wir setzen:

(1) py (&) - y (), Yy () = ' y (). 1)
dz da"
Negative Potenzen von p:
Wir wiinschen, dasz:
(2) pp 'y (2) =y ().
Daraus ergibt sich:
(3) py(x)- ’(/.r () (O beliebig, konstant)

(

Dieses Integral habe die folgende Form:

(3") I dry () = F(x) — F(O).
’,

Wir fordern aber noch die Kommutativitit der negativen und
positiven Exponenten von p, und die Eindeutigkeit der Operationen,
also:

(4) pipy (@) =ppty(x)=y(2).

Dieses ergibt eine Einschrankung der Definitionen (3) (und
(3’) ). In der Literatur findet man drie verschiedene Verfahren,
die aequivalent sind mit den folgenden drei Definitionen von p—":

1. ¢ wird so gewihlt, dasz #'((') =0. (Unterdriickung der

Integrationskonstante).
2. (' bleibt (provisorisch) unbestimmt.
3. (" wird Null gesetzt.

Wenn y aber die zu suchende Liosung einer Differentialgleichung ist,
beniitze man statt (1) die Regel (15), oder allgemeiner (3,7), zur Beriick

sichtigung der Integrationskonstanten. (3, 7) bedeatet: § 5, Formel (7
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Wir betrachten diese drei Definitionen und untersuchen, in wie-
fern sie unserer Forderung (4) geniigen.

1. ..Methode der D-Operatoren”” *). Diese ist die iibliche
Methode in der elementaren Theorie der Differentialgleichungen
zur Losung von linearen Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten; sie stammt von Boole?).

Diese Methode geniigt nicht der Forderung (4): Beispiel:

(.'—\) yle)=a-+ S
pp iy (o) =a + 3,
P ‘/:_// () = =, statt 2~ 3.

Im Fall der Lésung einer Differentialgleichung ergibt diese
Methode bekanntlich nur eine partikulare Losung.
Im Fall héherer Ordnung versagt die Methode ganz. Beispiel:

(6) y(e)=a*+2a + 3,

pry(z) =2,
Y0 yie) =27
dagegen:
pEp =y (k) =t 4 20+ 3.
2. Beniitzung der unbestimmten Integrationskonstanten *). Das
selbe Beispiel:
(7) pEiptye)=ua*+ Ar+ D,
//'-'/l ‘—’"/ () = &% 4+ 20 + 3.
Nachtraglich kénnte man dann statt dieser Konstanten A, B die
g
zutreffenden Werte einsetzen,
Bei Anwendung der Operatorenmethode zur Losung von Diffe-
rentialgleichungen wiirden A und B die Integrationskonstanten des

"y Wir werden diese Methode immer ,Methode der D-Operatoren’” nennen,
weil in diesem Fall in den Handbiichern immer das Symbol D statt p gewihli
wird, Die Methode findet sich in jedem Lehrbuch der Differentialgleichungen
z. B. Forsyth.

) G, Boole, A Treatise on Differentinl Equations, 1st Ed, 1859, Mae-
millan,

Dicses findet man nur scelten in der Literatur. Siche z. B, W, Jacobs
thal in: Forsyth, Lehrbuch der Differentialgleichungen, Zusatz 21, 8. 567,

2, und 3. Auflage.
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s

Problemes sein. Man bekommt also die allgemeine Lésung. Doch
wiirde es besonders in verwickelten Féllen einfacher sein, sogleich
die Losung mit den richtigen Anfangsbedingungen zu erhalten.
Dieses leistet die dritte Methode:

3. (! Null gesetzt. Das ist die Heavisidesche Methode, weiter
ausgebildet von Bromwich, Jeffreys, van der Pol
Lévy, Lowry. Wir werden immer diese Methode beniitzen.
Die Definition ist also:

; R £ =1
(8) pryle)= ’l/ll ytw), p=rylx) = ‘r/.rl ’rl,/':_. o) ’r/r“ ylx,).
0 1) ) 0

Vorteil: Man braucht keine beliebigen Konstanten einzu-
setzen, die Definition ist vollstindig eindeutig.

Bei Anwendung zur Losung von Differentialgleichungen
erhidlt man die Lésung nicht mit beliebigen Konstanten, son-
dern ausgedriickt in den Anfangsbedingungen.

Nachteil: Die Methode versagt selbstverstandlich im Fall
von Funktionen, die im Punkte 0 unendlich werden. Man
kann dann Methode 2 anwenden oder statt 0 einen anderen
Punkt ') als untere Grenze der Integrale (8) wiéhlen.

Wir wollen jetzt erortern, wie wir bei der Lésung von Diffe-
rentialgleichungen die Integrationskonstanten erhalten konnen.
Wenn man setzt:
dy

(9)
dx

=T(%)

kdénnte man gerade so gut setzen:

l/(_l/ + k)

el A

(10)
weil ¥ ja eine Integrationskonstante enthalt.

In der Operatorenrechnung sind aber die entsprechenden Formen
py und p(y + k) ganz verschieden, weil die Integrationskonstante

schon von vornherein bestimmt ist. Es ist ja:

Y In der Literatur findet man z. B. o als Grenze in diesem Fall: Lowry,
Phil, Mag., VIT 13 (1923) 1033. Seine Methode gehort aber zu den Integral-

darstellungen der Heavisideschen Operatoren. (Siche Kap. 11).



I. OPERATORENALGEBRA

(11) Py = f(2), y=pf(e), y= f{/li fue)
aber:
Py + k) = J(@), y+ k= P )
(12) Tl ’ du | (u) ks
(11) und (12) sind also verschieden.
Die ., Uebersetzung' ')
. dy
(13) Y o—
da Py
ware unrichtig, sie lautet vielmehr:

dy

4
(14) 5

- ply + k)

Nach (12) ist y + %k im Punkte x=0 immer 0, daher musz
A — y(0) sein.

Wir finden also:

Rl‘y(‘/. Die Formel

y :
— = [ (ir)
dr
lautet in Operatoren:
(15) Py — py (0) = f(»),

Diese Regel ist wichtig bei der Lésung von Differentialgleichungen.
Siehe § 5, auch fiir die entsprechenden Formeln im Fall héherer
Ableitungen. Nur wenn man diese Regel einfithrt wird der
Forderung (4) immer Geniige getan.

Im Fall hoherer Ableitungen gilt der allgemeinere Satz:

(16) pTpty =y,

den man mit (4) beweisen kann. Es gilt also:

Satz. Alle Funktionen von p sind untereinander kommutierbar.

) Erkliirung dieses Ausdrucks in des Einleitung.




DEFINTTIONEN =

w7

gerade so wie Funktionen von x. Funktionen von « und von p
sind aber nicht kommutierbar; die benétigten Vertauschungsregeln
findet man in § 2.

Dieser Satz ist nur richtig mit unsrer Definitionen (8) und
Regel (15). Die Regel (15) wird von uns gerade vorgeschlagen,
um die Operatorenrechnung auch zu erméglichen im Fall y(0) £ 0,
1 (0) £ 0, u.s.w.

Heaviside betrachtete meistens Falle mit y(0) = 0 (elektro-
technische Probleme: 1 (t) sei z. B. elektrischer Strom, also 0 beim
Einschalten). Bei einigen seiner Nachfolger findet man aber Fille,
in denen »(0) £ 0, dies gab dann Anlasz zu Fehlern oder Para-
doxen '), die mit Regel (15) véllig gelést werden konnen.
Jeffreys?) und van der Pol?®) erhielten Resultate, die
unsrer Regel dquivalent sind. Siehe § 5: Formel (5, 7).

Beispiel (Erlauterung von p—'py=y).

y(e) =+ 3/,
dy [
T e
nach (15):
ply —uy(0))=1 mit ¥ (V) =3,

piply—3)=u«,
pipy —ptp3=u,
pipy=a+43

Oder, ganz mit Operatoren:

Yie) =a 4+ 3
py =pxr +p3
pilpy=pipr4+p1p3=u+3.

Beispiel (6) findet man in § 6, 2. (Erlauterung von p—*p*y =y).

) Ein Beispiel ist § 6, Gleichung (11) bhis (13).
H. Jetfreys, Operational Methods in Mathematical Physies, 2nd Ed.
(1951), Cambridge University Press, im folgen zitiert ,Jef freys’’ pag. 13

} Bov. d. Pol L, § 3, 11 8, 877.
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§ 2. Rechenregeln.
Aus den Definitionen (1, 1) und (1, 8) folgt:
(1) upy + vpy = (u T v)py, (w, v, y sind
(2) plu + v)y = puy + poy, Funktionen von z).
(3) play = ap”y , mit « — Konstante, n ganzzahlig = ()
und nach (1, 10):
(4) pipy =p"t"y, mit y(r), und m, n ganzzahlig ; 0
Nach den Regeln der Differentialrechnung erhalt man:
(5) pele)y(e) viz)py(x) + y(x)prix).
Funktionen von . und von p sind also nicht kommutierbar. Als
Vertauschungsregel ergibt (5):
(6) | prv (e v(x)p | v(x) v () uyle).
(v’(x) ist das Differentialquotient von v (x) ).
Anwendungen und Erweiterungen:
A. Im Fall #(z) =
(7) [pe—ap]l y=u;
prey = p(pxy) = plepy + ) xp*y + 2 py, also:
(8) [pe — xp*] y=2 py.
Ahnlich ergibt sich:
(9) [pPr — ap®] y =3 p*y.
und ganz allgemein durch Induktion:
(10)) [phae — ap™ly = np”—1y.
Diese Relation ist jetzt bewiesen im Fall n > 0; der Fall n==20

ist trivial; Beweis im Fall n < 0;

i — 1: Partielle Integration:

N ’ l/.l" ‘//

0

’ (/./'| Lyl =




RECHENREGELN

Setzt man:

pry=[dey=y

dann ergibt sich:

also:

(11) prley=zpty—pty

oder:

(12) L=y ap~—Y] y = Py,
im Einklang mit (10).
0 2. Wir multiplizieren (11) mit p-":

p=t(p—Yayy=p-taop=ty—piy
Setzt man p-'y = U/, dann ergibt sich mittels neuer Anwendung
von (11):

! 3

plipltay)=plal —pl3y=ap U —p2U—p3y,
8

(13) N — epTEy 2p~°y,
im Einklang mit (10).

Bemerkung. Wir haben bereits in diesem Beweis die
p-Symbole statt Integralen angewendet, schon in diesem ein-
fachen Beispiel siecht man wieviel einfacher die Formeln da-
durch aussehen,

Genau in derselben Weise zeigt man die Richtigkeit unsrer
Formel im Fall hoherer, negativer Potenzen.

Endergebnis:
(14) plaey=up™y +np"=ty (n=0,+1, + 2,...)
und daher, wenn F(p) ein Polynom ist (auch negative Potenzen
sind gestattet!):
dI(p)

(15) I/"(/l)./' - 'l.l"'/"l.’/: (I/;

(P Yy
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o

Augenscheinlich kann man dieses noch folgendermaszen er-
weiteren:
QL (e p)
op J

wenn F'(x,p) eine beliebige Funktion von z ist, aber in p eine

(16) [F(x,p) s —a F(e,p)]y =

Potenzenreihe (etwa auch negative Potenzen). Miihelos iiberzeugt
man sich davon, dasz dieser Satz immer richtig ist, auch wenn
Operatoren p in F(x, p) nicht nur hinter, sondern auch vor dem =z
stehen.

B. Im Fall v(x) = beliebig.
Das Leibnizsche Theorem ergibt:

/ due(r)
(17) pro@y=o@)pty +n——p"1y +
i ! d>oe) .y
TV —2)! da2 P Ty
und daher:
() F lod F
(15) [£(pyx)vle) =0 (2) F(p, )]y = :il, ap Y+

] ,/;‘ n ‘\‘J I,' ] ,/:l o “3 /
==

; o (e - N A e O
21 do? ap2 " 31 did 3gd Y

I" musz eine Potenzenreihe in p sein (auch negative Potenzen sind
moglich), in x ganz beliebig.

Mittels der bis jetzt abgeleiteten Formeln kann man eine Funktion
v(x) nach links von /' (p) ..durchschieben” (d.h. vor die Opera-
toren setzen, also auszer ihrem Einflusz), oder auch nach rechts,
also die Funktion unter den Operator bringen.

..,Durchschieben”” von Funktionen von p. Aus der Definition von
p ergibt sich:

3l

(19) [P (p,2)— E(p, ) ply =5

q

und auch weiter den vorhergehenden dhnliche Formeln.
Schlieszlich erhalt man:
: 0 G o I
(20) [F (2, p) G (2,p) — G (2, p) F(x,p) |y = »,J :‘/) Y+
1 2GEF 1 BGPF .
< - a U T veens
21 aa? ap? Hj 312590 Y
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Bemerkungen:
1. Bei mehreren unabhangigen Veranderlichen ergeben
dhnliche Formeln, die wichtigsten sind z. B.:

/ J QN
(21) e — ay B — r
L= = s Mg ¥
. ! )
(22) [ pp £ Fp.ly= - Y
: ’ dxp
mit # B w2 xvion Bt e e Pu).

sich

2. Man bekommt wichtige Anwendungen der Formeln wenn

man Yy =1 setzt.

3. Wir weisen auf die Uebereinstimmung hin von obigen

Formeln mit den Vertauschungsrelationen der Quanten-

mechanik.

§ 3. ,Uebersetzung''') der einfachsten p-Funktionen in die

r-Sprache,
1. Grundformeln.

Unsre Definition (1, 8) lautet:

a ry Ty —1
(1) p=2(x)= , d, ’ iy ’ da, y (xy,) ,
daher wenn y = I:
) “ et
(2) St ' dz, ‘ e , dy iy () %)
0 0 0
oder:
(3) p=".1= 'l.’,‘
n!
Wenn n =0 ergibt sich:
(4) P==A%

") Erklarung dieses Ausdrucks in der Einleitung.

*) Viele Autoren schreiben einfach p—nstatt p—rn, 1, und lassen auch in

allen

anderen Formeln die 1 fort. Wir haben die 1 erhalten, weil das mathematisch

richtiger ist, da p ein Operator ist und weil das Unterdriicken der 1 irrefithrend

sein kann: Siehe § 11, 2,
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Im Fall eines positiven n nach (1,1):

(5) /}“_I — () !
Wenn y=¢ (¢= Konstante, also permutierbar *mit p) finden
wir:
7 1 L
(O) P «
z n!
(7) C=_
(8) epm, = 0:%),

Die Funktion ¢*‘. Die p-Uebersetzung dieser Funktion erhilt
man folgenderweise. Die Lésung der Gleichung
dy
l/,l'

9) 2y =0

ist bekanntlich ce®™. Wir wollen die Uebersetzung von ¢*
bekommen, also ¢=1, daher y(0)=1. Die Gleichung (9)
schreibt man nach (1, 15):

py —py(0) —ay =20

oder:
)
y=—L_.1
I' z
also:
/]
(10) F S A SR vollig beliebig, auch komplex)
p— 2

Dieses Ergebnis ist auch mittels Reihenentwicklung zu bekommen:

] 22
(11 £ 1= =1 b )

Dieses wird nach (3):

) 2 At ;
(12) N ) [ S
p — 1 ! 1:
') Diese Regel darf nur in Endergebnissen angewendet werden, sonst verliert

man Infegrationskonstanten. So darf man in (1, 15) nicht py, = 0 setzen,
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7

Wir haben uns mit diesem einfachen Beweis nicht begniigt, wei!
dieser nur richtig sein wiirde, wenn auch das Restglied betrachtet
wiirde, aber die ,Uebersetzung” des Restgliedes ist nicht moglich,
wenn nicht schon die ,Uebersetzung” der Funktion ¢** darge-
stellt ist.

Siehe § 12 iiber Reihenentwicklung.

2. Einige Eigenschaften der Exponentialfunktion.

. Durchschieben” der Funktion ¢**. Nach der Definition von p

ist:
13) F(p,r)ety=e*Fip+ax)y,

(F' Potenzreihe in p, auch negative Potenzen gestattet; in r be-
liebig) und umgekehrt:

(14) e K (p,v)y=F(p— 2 a)y.

Diese Eigenschaften sind fiir alle Werte von « richtig (auch kom-
plexe). Mit Eigenschaft (13) beweisen wir:

Wenn
(15) Yy(z) =9(p) .1
so ist:
L . )
(16) e “y = / o(p+ x). 1.
s p+al
Beweis:
ylz)=o(p).1,
Cimad T e o(p).1,
(17 e~y =o(p+a).e—*,
also nach (10):
¢ "“}/:;(/;-}— 2) r -
P+«

3. Andere Uebersetzungen der Funktion ¢ **,

Die Tatsache, dasz die Exponentialfunktion sich bei Differen-
tiation und Integration bis auf eine multiplikative (bei Integration
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auch eine additive) Konstante reproduziert, ergibt eine mehr-
deutige Uebersetzung in die p-Sprache. Es ist:

(18) p" % — gt p**
somit:
! ) ;
|‘(‘J (‘z'l=l- [ ] (Il'—_—“.l.._)...-‘

ot Tp—a
Die Operation p-' ergibt immer, nach ihrer Definition (1, 8),
Funktionen, deren Uebersetzung in der x-Sprache y(x) immer der
Forderung y(0) = 0 geniigen, so ergibt sich hier:
) Z )
e o e A
]I /I X I) & /) -_—

(20)

Wiederholte Integration ergibt (mit Anwendung von (3) ):
v/ = ) Z J s -
T e s o1 g —1,
/l II — Il /) = % /)
diese Funktion hat y(0) = »’(0) =0.
Weitere Integrationen ergeben als allgemeine Uebersetzung

von ¢

- a\* » & 2 \* & =1
(22) p-’-~‘-:ﬂ ) AR PSS (ol TN P J.l.
/I /’ ” 4 Il /I /)
(n=0,1,2,...)
4. Einige in der Praxis wichtige Formeln (23) bis (31) findet
man in der Formelntabelle im Anhang.
§ 4 Weitere Uebersetzungen von transzendenten Funktionen

1. Grundformeln.

Nach (3, 10) setzt man:

N TR, J — X P P J
(1)~ iptoky & 7 - )['_)ip—x) 2(p <+ 2)

ap

— —; i

Ganz analog:

(2)




TRANSZENDENTE FUNKTIONEN 17

rs
I

Dieselben Operationen ausgeiibt auf ¢'** ergeben:

4
(3) sin ar = —1 7 e
pe -+ &
und
','
(4) COS &L = zll 0
/i o et
2. Nebenformeln.

Auch diese Funktionen haben eine mehrdeutige Uebersetzung
in die p-Sprache, weil man sie nach zweimaliger Differentiation
oder Integration wieder bis auf Konstanten zuriickbekommt. Ver-
mittels wiederholter Differentiation ergibt sich:

o

i )\ g
(1) sinh = (2 | 5 P = ol

P — a2

4 ) 2n "._'

(2') cosh 2z = | £ | 5 F 5 1,

2 p% — 22
(3") sin za ::( /'-, ) 3 2 W 1

z2) p? 4 a

(49 cos aw=(— " J P (n immer = 0).

22 /,'_: -+ v 2

Mittels wiederholter Integration ergibt sich nach Anwendung von
(3, 22):

2 & $ 2 N2 =1
(1) \lﬂh 'I:[( « ) 5 l’.:! + @ -+ /.’:_*,_ By ( & ] J 1
e P p P
(2) cosh za = [( e ' x /4 S /” g ) (B )- —~J. ;
p' pP—a? P p
(37)  sin 2r = (1- o e T R e S S
pelop 2= P P

. _.{‘_‘ " l'_' ;{!
(#+7) cos 1"‘:(1 '{’ -'lf.{zﬂ;‘l g T

Auch in diesen Formeln ist 0.
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3. Formelnmaterial [iir praktische Anwendungen.

Diese Formeln (5) bis (17) sind nur in der Formelnsammlung
am Ende der Abhandlung gedruckt. Néaheres iiber diese Formeln
(auch Anwendungen) findet man in dem sehr elementaren Berg-
schen Buche'). Wir haben, um die Vergleichung zu erleichtern,
die Bezeichnungen dieses Buches in diesen Formeln maoglichst
wenig abgeandert.

Die Formeln sind besonders brauchbar beim Zuriickinterpretieren
der Lésungen von Differentialgleichungen, wenn man die schon in
der p-Sprache gelost hat.

§ 5. Anwendung der Operatorenrechnung auf lineare Differen-
tialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Fundamentales.

Erste Ordnung.
Die Gleichung

74
(1) <y + ay = F(r)
dir )
wird nach (1, 15):
(2) py — pYo + ay = F (). Yo=Y (0)).

Demnach ist die Losung:

/"(.lt) ~+ Pl
p+a )

|

(3) Yy

Im allgemeinen kann man am einfachsten setzen:
(4) Fx)y=4e¢(p). 1.

mittels der Formeln von § 3 und § 4, und noch weiteren: siehe
die Formelntabelle im Anhang?). Man l6st dann y rein algebra-
isch und iibersetzt die Lésung wieder mit diesen Formeln in die
x-Sprache.

) E. J. Berg Heavisides Operational Calenlus, &e Me. Graw Hill,
New York. Deutsche Ucbersetzung: Gramiseh-Tropper-Berg, Rechnung mit
Operatoren (1932), R. Oldenbourg, Mincheu.

?) Andere Methoden: siehe Bemerkung 6 dieses Paragraphen.
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Bemerkung. In den iiblichen Handbiichern der Differential-
gleichungen vernachliassigt man das Glied py,, und erhilt also

nur eine partikulare Losung.

Héhere Ordnung.
Zur richtigen Interpretation der hoheren Differentialquotienten

musz man die Regel (1. 15) wiederholt anwenden: Beispiel:

. d*y d (dy dy
O g = \F) =P g —P0 =Py —pw) —p;

‘] , dy (0)
(O) mit Yy = ‘/ ;
or

Das allgemeine Ergebnis ist:

d

de =Py — Yo,

d* 3 .

I/I": .l/ '/'—.I/ S /) 1/11 /‘.’/l‘
(7)

,/.’i

3 y=p*y — PP Yy — Pty PYs,

l;,/l"' y=p"y— Q"% +p" "'y + .. + pyn—-1),
mit 3, = der Wert der Lten Ableitung von y im Punkte 2z =0.
Diese Tabelle findet man schon, auf ganz andere Weise abge-
leitet, bei van der Pol'). Auch Jeffre y s ?) hat solche
Formeln gefunden, seine Ableitung ist der unsrigen ziemlich nahe-
stehend. ‘
Die allgemeine Lésung der Gleichung:

dn dr—1y '
= Y + @, - P agy = Fi(z),
da' '

(8) (
dti—1

Note 2, S, 9,

“) Siehe Note 3, S, 9,
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die in Operatoren lautet (nach (7) ):
(9) aup™y + ap—r p" 'y + ...+ agy = F(x) + T appky, +
1
" n
+ Zapp -ty + ..+ TPty o U PY -1
2 n—1
ist also:
(10) y =- ] B /"c.()-'riu,,/;/"l/ + oo+ @ PYu—1 )
y app" + ...+ a, g - kg REIS A

Man setzt am einfachsten (mittels § 3 und § 4)'):
(11) = (4) F(z)=o(p):1,

mithin:

o). 1+ Zarphy, + ...+ UnPYu — ,
' / ) P Yo 1 PYu—1 u(p)
(12) Y= e
S P .« oo - + v(p)

Zum Zuriickinterpretieren in die w-Sprache zerlegt man erst
in Partialbriiche. In einfachen Fillen geniigt dazu folgende
Regel (14).

Wenn der Grad von wu(p) nicht hoher ist als der von v(p) und
die Wurzeln a von v(p) =0 alle verschieden und =0 sind, so
ist bekanntlich, wenn /() = dv/da:

F wip) wl(o) () 1
ll\" - 3 — S :‘_ -~ -
pv(p) pr(o) zv (2) p 2
und daher:
(14) w(p) :uw)+ v ”,(.ZJ P .
vip) (o) b 20 22) P 2
zZ

somit nach (3, 10):

. ul(o) ~ ul(z
15) = - \ ; e
: (o) b 2V (%)

o

(15) heiszt das Heavisidesche ..Expansion Theorem”

'y Siehe Note 17, S. 1L
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s

Spezielle Falle und Bemerkungen.

1. Komplexe Wurzeln von v(p) = 0 kénnen mit (15) behandelt
werden. Wiinscht man aber die Lésung in cos und sin, so zerlegt
man ¢(p) nur in Faktoren zweiten Grades, und wendet (4, 3)
und (4, 4) an. Auch die anderen Formeln von § 4 sind sehr oft
niitzlich, besonders (4,1), (4, 2) und (4, 7) bis (4, 19).

2. Enthélt v(p) = 0 mehrfache Wurzeln, so erhalt man auszer-
dem Glieder der Form

y o ST
(p—«)"
den Koeffizient A findet man z. B. durch Vergleichung der Koeffi-
zienten, Nach (3,29) ') ist das Ergebnis:

A

(n — 1

' o el
Diese Ableitung ist einfacher als derselbe Fall in der elementaren
Theorie ?). In einigen Faillen beniitze man (3, 30), (3, 31).

3. Enthalt v(p) =0 eine einfache oder mehrfache Wurzel 0,
dann werden die dazu gehérigen Koeffizienten z. B. wieder durch
Gleichsetzung der Koeffizienten gesucht. Die Lésung enthélt
Glieder wie:

;1./'“
Ap=N=—mo,

"
nach (3, 3).
4. Die Formeln (3, 23) bis (3, 28) ergeben oft eine Bekiirzung
der Rechnung).
5. Man kann statt (10) und (12) schreiben:

Zappky, + ...+ @ pyn—1
(16) TE— F(x)+ * 1,
. p( /}| v ( /H
kiirzer:
= ] - s(p)
(]/) Iy = /’ ‘.l') -+ =4
v(p) v ( [1\

Siehe in der Formelnsammlung im Anhang.

) Cf. 2.B. Forsyth, Lehrbuch Diffgl. 2. uw. 3, Aufl, 8. 69.
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Nur das erste Glied dieser vollstandigen Losung enthalt die rechte
Seite F(x) der Differentialgleichung. In Schwingungsproblemen
(also wenn die Gleichung zweiter Ordnung ist) ist () die an-
gelegte Kraft, dieser Teil von y ist die stationire Lésung: die
erzwungene Schwingung.

Das zweite Glied der Loésung ist die Losung der homogenen
Gleichung. In Schwingungsproblemen ergibt dieser Teil die
Eigenschwingungen. In der Praxis enthalt dieser Teil immer eine
Exponentialfunktion mit negativem Realteil im Exponenten, fallt
also schnell ab. Er hat nur grosze Bedeutung im Anfang. Der
Vorteil unsrer Operatorenmethode ist, dasz die Lésung nicht in
beliebigen Integrationskonstanten, sondern sofort in den Anfangs-
bedingungen ausgedriickt wird.

In vielen physikalischen und technischen Problemen hat nur die
stationare Losung Wert. Man braucht dann nur das zweite Glied
in (17) fortzulassen.

] ,
6. Berechnung von : F(z). In (4) und (11) wurde ange-
v(p)
nommen, [7(x) sei einfach in die p-Sprache zu iibersetzen.
a. Wenn dies nicht einfach méglich ist, beniitzt man die Formeln
(6,2), (6,3), (6, 11) von § 6.

b. Bisweilen ist folgendes Verfahren das kiirzeste:

+ .. ) B (0) ).

(18) g T T (£

V4 X &% =

Diese Methode, die schon von Boole herstammt, ist z. B. die

leichteste wenn #'(x) ein Polynom ist. Nach einigen Gliedern werden

alle folgende Null nach (3,5). Man braucht dabei nicht immer
den Bruch l/v(p) in Partialbriiche zu zerlegen, z. B.:

1 = 1 4 )4 S
(19) 5w Fla) = — — 1 -— / 4 /_, O [ 31 £ W
peps %) ap® &% 2=
7. Wenn man nicht die Anfangsbedingungen einzusetzen
braucht, setzt man in (17):

") Die Anwendung der Reihenentwicklung nach positiven Potenzen von p
18t nicht immer einwandfrei. Wenn (15) oder (19) ohne weiteres angewendet
werden, verlieren ¥, ¥y, ceves- ihre Dedeutung, sie sind nur noch Integrations-

Konstanten, nicht mehr die Anfangswerte. Man findet dieses in § 12, Regel 1L




§ 5, § 6. BEISPIKLE 29

s{n) = \_ @ pkiyy -+ .;_l apP =ty F ...+ QGPYn—1 =

(20) 1 3
= A"pp+ Ay p" ' 4.+ Ay

In diesem Fall die Methode dann der gewdhnlichen Methode der
D-Operatoren in der elementaren Theorie ahnlich, sie ist aber in
komplizierten Fillen (z.B. mehrfache Wurzeln) viel einfacher.
Die Einsetzung von (20) erleichtert die Partialbruchzerlegung.

8. Wenn man nur die Losung in der Nihe von z=0 be-
trachten musz empfiehlt es sich die Losung in Reihenentwicklung
zu geben. Das ist die zweite Heavisidesche Methode. Siehe § 12.

§ 6. Beispiele zu § 5.
1. Die Gleichung:

dy

(1) dr

3y=3

mit Anfangsbedingung:

=
gibt nach (5,3) (Spezialfal von (5, 10) ):

- 3
e TRITR e ey
p—3 p—3

i
(2) ‘r/= - l +:,;’,Z!:_
2. In § 1 betrachteten wir Beispiel (1, 6).
Dieses ist:

: d?y
(3) =2
da®

mit Anfangsbedingungen:
Yo =—=2, "/ 2

Nach (5,7) lautet (3) in Operatoren:

N
~J

Py—p*.3—np.

demnach:

3. F=pi 2 2 noA SN
WIS S Chn o] SE¥cx oF T SR (O R SR R
P p p



nach (3,6):

(4 ) I 3 2 J 1

3. Man lose:
- d*y dy 1 . 1
D) : 4 = h- 3y = p == 8L 3
' da? da 7 4 : 4

mit den Anfangsbedingungen:
17(0) 1, y(0) 1.

(5,9) ergibt hier:

1 ; 10
(6) (p? 4 '3}y ] (/»" 4p+p+ 1 Sy i il
Hier ist {x) leicht in Operatoren auszudriicken. Nach (3, 24)
Ist:
i ] ‘ 1 ]
(7) e = W = 1.
{ 4 p -+ 4

Einsetzen von (7) in (6) ergibt:

/)“-—15/1‘-'4—-1/;-%] l
'/—1/!1' 4p+3)(p+4) t

also nach (5,.15):

- 1 Y 95 319 -
(8) = ._ e’ -+ e “i‘ - e = A
: 12 10 42 140
4. Man lose:
9 ({"// d’ Y 3 y 0
(9) . L4t —
da® da? da?

mit den Anfangsbedingungen:
y(0) =0, #'(0)=2 y"(0)=y"(0)=0 ¥"V(0)=4.
Nach (5,9) lautet (9) in Operatoren:
pry —4pty +4piy=(2p*—8p* +8p* +4p). 1,

daher:

24 I. OPERATORENALGEBRA 3y O.
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- )
Um diese Form zu zerlegen in Partialbriiche der Form
P

verfahrt man folgenderweise:

A 15 C D E 2p" — 8p® + Sp 4+ 4p
/,< S ol = ?-]:/ / / &

pe(p— 2)?

Vergleichung der Koeffizienten nach Beseitigung der Nenner

ergibt:

A2 / ' Dl 4

_["5 2 ) U P 3p Jl
e 4 " p —r/:'-' T 2(p—2)2 2(p— 2)

und nach Anwendung der Formeln (3,7), (3,6), (3,10) und
(3,29): ')

also:

(10) ¥== —~+ 3 + 5 re%r — e>

o
o)

5. Schwingungsgleichung.
a. Homogene Gleichung ohne Dampfung:
d?y
(11) , T n"'.H 0.
’I.I'_

Wiirde man nicht unsre Erweiterung der Theorie zur Beriick-
sichtigung der Integrationskonstanten beachten (wie z.B. in der
elementaren Theorie der D-Operatoren zur Losung von Differential-
gleichungen), so wiirde man setzen:

(12) Py + oy =10

mit der Lésung:

(13) I . — . 0=20.

p* -+ o
Das ist nach unsrer Methode gerade das richtige Ergebnis, denn
so erhadlt man nur die Lésung im Spezialfall y, =y, = 0.

) 8, Formelntabelle im Anhang.
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Das richtige allgemeine Verfahren ist nach (5,7):
(14) Py A =pXy T PV
Dies ergibt nach (5, 15):

12 — 'l — tal,y

1%

i Y, T PY, — a”l, ialf,
15 1y - = =~

P T a -2 o* - 2 o*

If, COS au =L sin au.
Eine andere Weise um dasselbe Ergebnis zu erhalten ist folgende
(nach (4,3) und (4, 4) ):

Uy pY 4
(16) Y ~ — = - l — If, COS il L sin .
P+ o p &

b. Nichthomogene Gleichung.

Wir setzen die auferlegte Kraft F(x) = sin Bu.

- d*y , o =
(17) = -l sin Sz,

duz?
(18) p*y + &y = p*y, + py, + sin B,
2y, + Py, + sin B
(19) y=- o
P a”

Erstes Verfahren: F(z) als Operator schreiben:

(/'. 1 /))) (l".‘,v,“. /,.‘/.’ : ,UI‘ I

(20 ‘
) Y (l’; ) l/g_-’ (I)-_' E a?)

nach (4,3).

Man kann wieder (5,15) anwenden und bekommt sehr leicht
das Endergebnis. Wir werden, wie im vorhergehenden Beispiel
die Zerlegung nur vornehmen bis p* + B° und p* + o* als Nenner.
Wir werden die Losung der homogenen Gleichung getrennt halten

wie in (5,17) um Vergleichung zu vereinfachen.

(21) s U R W Bp -
P* -+ a (p* B?) (p* + o)
[)'I.'/“ P,y - : ( p ]l ! ' {2
Pt a a—pt\ p*ta p* + B*
i, COS a - S : ol sin Bz
" ala® — ) & — B
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Zweites Verfahren: F(x) nicht umsetzen in Operatoren (vergl.
§ 5, 6).

Die Losung hat dan diese Form:
1"'.'1.0 f PYy I

(22) i = =
’)" ] o 1)~ T o

sin Bux.

Man kann hier einen Kunstgriff ') anwenden, welcher sehr bequem
zum Resultat fithrt. Weil in der Praxis Féalle wie F(2) = sin pux
viel auftreten, erwahnen wir diesen Kunstgriff. Ganz analog mit
(3, 13) hat man sowohl mit sinus als mit cosinus:

I 5in ' ’

SN gy = SN g B(— B,

= 2

(23) F(p?) i o
cos cOs

wenn /' eine ganze Funktion ist.
Es wiirde aber nicht richtig sein zu setzen:
1 ]

. e
5 sin pxr = 2 L o3 Sin B,

(24) 5 .
P -+ x- — 9% = 2

wegen der zu beachtenden Integrationskonstanten wie in § 1 und
§ 5 gefunden ist, weil der Operator im Nenner steht. Man musz

hier hinzufiigen *): — p*y(0) — py’(0). Wir erhalten also:

o ] < PR sin (34 3

(25) = _,‘ sin Bt — = = ll _— e = == SIN" AL
P+ a- &= — [3= 2= — (3= a(oa=—[p%)

und dies ist selbstverstindlich im Einklang mit (21). Wenn wir
nur die stationdre Losung nach langer Zeit wiinschen musz man
in (25) das letzte Glied fortlassen, man bekommt dann also (24).
Das letzte Glied rithrte ja von den Anfangskonstanten her und ist
eine partikulare Losung der homogenen Gleichung. Mathematisch
ist dasFortlassen dieses Gliedes nicht richtig, aber in den Anwen-
dungen musz man dies immer so machen, weil in der Natur immer
eine Dampfung anwesend ist: diese ist hier so klein vorausgesetzt,
dasz sie nicht in der Gleichung eintritt, aber nach langer Zeit
musz sie beriicksichtigt werden. Darauf beruht es, dasz die falsche

) G, Boole, A Treatise on Differential Equations, 4. Auflage (I877)

) Cf, die Bemerkung bei (3, 20), (3, 21).
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Anwendung (24) der Operatorenrechnung erfolgreich angewendet
worden ist, wenn es sich um stationdre Lésungen handelte.
c. Schwingungsgleichung mit Diampfung.
Ganz analog dem Vorhergehenden ist:
aziy I/_/(

(26) dn? 2 =z = o, elx),

nach (5, 10):
(27‘ [)"'_i/ + 2 @ Pl '?‘ vv”_“/f [7"!!,, 1 2 a P, + pY, 1 ;(‘_I')‘

(28) i Py 2apy, + py, + olx)
i ])"' i 2(1‘]! = Wy

Lésung der homogenen Gleichung.

Am einfachsten und ganz ohne Schwierigkeiten verfihrt man

nach (5, 15). Je nachdem die Wurzeln von:
(29) HE—t 2ad) - wg 0.

reell oder komplex sind gelangt man bekanntlich zu nichtperiodi-
schen oder zu periodischen Lésungen.
Man kann auch sofort unsre Formeln anwenden:
Aperiodischer Fall: Wy < o

Nach (4, 14), (4, 15):

yam — 2 alf, 1 2 wlf, ny, + Y,
(30) ¥ e—ma 4 g=na
g m n m—"n
wenn — m und n die Wurzeln der Gleichung (29) sind.
Aperiodischer Grenzfall: o, = a*.

Nach (4,17) und (4, 18):

o

(31) N =" (ay, Y, )L €
Periodischer Fall: o, > o
Nach (4,11) und (4, 12):

2(!1[.. Y

@ If

sin (w2 0) sin wi }
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Man kann die Formeln leicht weiter umrechnen.,
d. Nichthomogene Schwingungsgleichung mit Dimpfung.
Als Beispiel setzen wir wieder F(x) = sin S.
Den Losungen des Falls ¢ hat man dann folgendes hinzu-
zufiigen:

. "’l o Yy
sin Bu Bp

]
(33) . (@)= —— Sl e N P
v p) P 2ap 4wt (PP 2ap + %) (p2+P7)
Man kann (5, 15) anwenden, dies ergibt keine Schwierigkeiten.
Einfacher verfihrt man folgenderweise. Wenn das Symbol J

bedeutet: Imaginarteil der Funktion, setze man

lﬁ.l’ =
(34) — ./-'(.,-;:B[ o = [ . -L———IJ
v(p) PE2ap +wy? (P4 22p+w,%) (p—if3
Als Beispiel wollen wir aber hier die Berechnung ganz ohne
komplexe Grészen durchfithren. Bruchzerlegung von (33) ergibt:
2(p) Cp*+ Dp = Ap? + l)’/;‘

2

(35] = - » “ 0 D)
vip) P*+ 22p + w,* p* =+ B°
Der erste Teil gibt gar nichts Neues, es ist eine Lésung, die ganz
dieselben Eigenschaften hat, wie die Lésung des homogenen Pro-

¢ Wir verzichten darum

blems, sie enthdlt auch den Faktor e
auf eine Betrachtung dieses Gliedes, und wenden uns vielmehr dem
stationdren Teil der Losung zu.
Gleichsetzung der Koeffizienten ergibt:
2u(3 B (wg> — B
4= , 55 o B )

(wo2 — 3%)2 4 42232 (2,2 — B2)2 4 42232

daher wird das Ergebnis nach (4,3), (4.8):

’ B 5 sin (B — )
Y= A cos Br + 5 sin e - —
o 9 N9 2 N9
i ) (@g*— [3%)* 4 4245+
worin
2203
2l i oy
/-(/‘f— PR 3 -
*0 o

Wir meinen mit y,: stationdrer Teil der Losung.

Der Wichtigkeit des Beispiels wegen haben wir es eingehend
erortert, obwohl die Vorteile der Operatorenrechnung nicht am
klarsten darin hervortreten.
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§ 7. Anwendung auf simultane lineare Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten.

Ein groszer Teil der Anwendungen der Operatorenrechnung
bezieht sich bis jetzt auf die Gleichungen zweiter Ordnung der
Elektrotechnik und Mechanik.

Das Verfahren ist so einfach, dasz eine Besprechung sich kaum
lohnt.

Die n simultanen Gleichungen:

d?y, = dy,
| %44 oyt N Y1 Y4 )"’ >
d?y, T
-+ \ 2y = P — Yn Fo(x)
T'( - g2 M da in/ 1\
d*y, O AT
( 2 nl S Oy — T A
dar? dx
1131/” L !
e 2 yanlln || = Lw(2)
* dr*® d ez, :

schreiben sich nach (5,9)'):

['A"‘I[ /"" =1 ‘311 /' t j||) 'y i R ! (Zin /‘.I t Jlu/’ -+ Pan ) Yn =
= I (z) + G, (p)- 1,

(2201 P* + "3,.111 o)y F oo (Zan 7 Ban T+ P Yan) Yn =
=F,(«)+ G,.(p). 1.

Die Funktionen (7. (p) enthalten die Anfangsbedingungen; diese
sind in vielen Fallen 0.

Im Allgemeinen setzt man analog (5,11) *):

Fr(e)y +7p(p) . 1 =2:(p). 1.

1y s wird wohl iiberfliissie sein, darauf hinzuweisen, dasz in § 5 das Symbol
/) cine andere Bedeutung hat (Anfangskonstanten) als in diesem Paragraphen
(die verschiedenen gefragten Funktionen),

) Wie in § 5, Bemerkung 6 kann auch hier in einigen Fillen F(x) nicht
leicht in eine i),u'l:Huxv!-rlml\nun ibersetzt werden. Man schreibe dann %2, (p, )

statt <, (p)-
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Die Gleichungen kann man schreiben:

Yy + oo+ QuuYn =9, - I

ny Iy + i o QanYn = i - 1

mit:
9 5 -
=211 P~ + B P + Yk

Die Losung ist:

wenn A die Determinante ist der ajp; und A, die algebraischen
Unterdeterminanten von A.

Die einzigen Komplikationen, die, wie im gewdhnlichen algebra-
ischen Fall, auftreten konnen, kennt man aus der Determinanten-
theorie. Wir verzichten darum auf Erérterung dieser Spezialfalle.

Beispiele folgen in § 9: wir wollen erst die , Einheitsfunktion™

definieren.

§ 8. Die , Einheitsfunktion'® F/(z), die §-Funktion und ein
Carsonsches Integral.

Wir schlieszen uns mehr oder weniger bekannten Symbolen an
und schreiben als Definition der , Einheitsfunktion™ H(z) *):

(1) H(z) =0 wenn z < 0,
H(x) 1 wenn 2 > 0.

Der Wert dieser Funktion im Punkte »= 0 hat fiir das Folgende
keine Wichtigkeit, es wiirde vielleicht bequem sein zu setzen:
H(0) = 1, aber der iibliche analytische Ausdruck von H(z) ergibt
H(0) =1}. In der Mathematik nennt man diese Funktion einen
diskontinuierlichen Faktor. Diese Funktion ist wichtig in den physi-
kalischen Anwendungen der Theorie. Wenn man z.B. zur Zeit
t — 0 eine konstante Kraft K ansetzt, oder eine Sinuskraft / sin nf,

W Jeffreys, S. 20.

ANUKL
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2
v
——

kann man diese in die Formeln einsetzen als . I (1), bez. K sin uf.
Man erreicht dann, dasz wenn { < 0, auch die abhéngige Funktion
y(t) Null wird.

Einige Autoren arbeiten in der Operatorenrechnung nur mit dieser
Einheitsfunktion, und sind dazu in einigen Fillen durch ihren
Ausgangspunkt gezwungen ). Dieses ist aber eine nur in bestimm-
ten Fillen notwendige Einschrankung der Giiltigkeit der Operatoren-
rechnung.

5-Funktion. Diese Funktion hat besonders durch Dirac?)
eine sehr wichtige Anwendung in der Quantenmechanik gefunden.

Mit Dirac definieren wir diese Funktion folgenderweise:
3lx—ua) 0 in jedem Punkt auszer ¢, und hat in « einen solchen

Wert, dasz:

j . . . (a bL’]iCbig i,
(2) dx f(x) 2 (2 ) f(a).

B beliebig > ).
“
Physikalisch bedeutet dieses Integral einen Stosz im Augenblick
t=ua (Impuls).
Jetzt konnen wir bemerken, das 3(x—0) gerade die Eigen-
schaften besitzt, welche man dem Differentialquotienten von I (r

suschreiben miiszte. Wir definieren also:

o
V”(.ri 8(x—0) S(x).

3
(3) d:

Man kann auch weitere , Ableitungen” von H(x) anwenden,
So wird z. B. 8 (x) eine Funktion sein, die in jedem Punkte auszer

=0 Null ist, aber mit:

S

(e) —

S ¢) — + oo, mit ¢ positiv — 0,

Wenn man die Diskontinuitat nicht im Punkte r=0 aber im
Punkte r— a braucht, so setze man H (x-—a) statt H (x

Siche auch § 11, Formel (11.23). (11,24').

Wir weisen auf den Zusammenhang dieser Betrachtungen, be-

1) Letzteres ist in der Carson—van der Polschen Methode der Fall

Y P. A, M, Dirae, Proe. Roy. Soe. A 113 (1927) 621,
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sonders von H(x-—a), mit von Stieltjes beniitzten Funk-
tionen ').

Analytischer Ausdruck von H(zx).

Ein bekannter analytischer Ausdruck der Einheitsfunktion ist
der Cauchysche diskontinuierliche Faktor?):

U a8 -
1 e T

(1) H(.r):,)__l f,/u'“ (a > 0)
==

Wenn &+ > 0 kann man nach dem Jordanschen Lemma *) den
Integrationsweg um den Pol u = 0 schlieszen mit einem Halbkreis
im zweiten und dritten Quadrant: dieses Halbkreisintegral ergibt
dann Null, der nach dem Residuensatz geforderte Wert 1 kommt
also ganz auf Rechnung unsres Ausdrucks.

Wenn & = 0 ist der Wert dieses Halbkreisintegrales (mit seinem
Faktor) 15, unsrer Ausdruck hat also den Wert 1 — 16 =14,

Wenn » < 0 kann man den Integrationsweg schlieszen mit einem
Halbkreis im ersten und vierten Quadrant, das Halbkreisintegral
hat den Wert Null; der Integrationsweg umfaszt keine Pole, der
Wert unsres Integrales ist also Null.

Die Beziehung zwischen diesem Integral und den Integral-
darstellungen der Operatorenrechnungen erértern wir in 11 § 2 %),

Unsre Operatoren konnen immer auf die Funktion H () anstatt
auf 1 ausgeiibt werden. Dan werden alle Funktionen im Bereiche
x < 0 identisch Null,

Carsonsches Integral. In der Operatorenrechnung wendet man
oft folgendes Verfahren an:

Wenn man (im Fall einer Differentialgleichung nter Ordnung)
die Anfangskonstanten y,= y,

Bt = ,—1 = () nehmen kann.
hat die Differentialgleichung ®):

') Stieltjes, Ocavres 11, S. 469,
) Whittaker and Watson, Modern Analysis, 4. Ed., 8. 123,
A

) Whittaker and Watson, Modern Analysis, 4. Ed., 8. 115. Wir fol-

gon hier: Jeffre ys, S, 25,
‘) Mit gewissen Voraussetzungen kan man auel analytische Ausdriicke fiir
die Ableitungen von 2 (x) darstellen: s, Schouten, Diss. S, 52.
) Wir schreiben f statt & as Variabele weil in den Anwendungen dieser

Methode (besonders elektrotechnischen) die Variabele immer die Zeit ist.
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//)

(B) (anp" + u p"~ ...+ G)y=H() (= 3
[

nach (5,10) die Losung:

1
(6) Y = H(t)= A (¢t) H(¢).
: Ay P +. ot Gy

Satz. Die Losung der Gleichung
(7) (g P* + @n A P~ ...+ ag) y = F(?)

ist dann:
4 [}
j - d [ :
(8) I = - jrl."l:f 7) B (7)) = d= A () F (1 z).
- dt .
1] (1)
Dieses ist ein Carsonsches Integral. Dieses Integral, das auf viele
Weisen bewiesen wurde, ist von Carson?) in diesem Gebiet
gefunden. Er scheint schon von Duhamel gebraucht zu sein.
Beweis ?):
Wenn in (5) die rechte Seite (also die angesetzte Kraft,
Stérung, u.s.w.) nicht H(¢) wire, sondern F(0) H(f) (also kon-

stant), wiirde die Lésung sein:
(9) y=F(0) A(Z). |

Weil die Gleichungen linear sind, konnen die Losungen super-
poniert werden, also musz, wenn F(f) sich zur Zeit r dndert um

dF — ll/[' dr. zu (9) addiert werden:
d~
lll"
() ir A(t—71),
(10) dv — 1 )

also wird die vollstindige Losung:

y = 2(0) A(t) + ’ dr

1) Carson, B, 13,

2y Wir wiihlen den Carsonschien Beweis, weil dieser sehr durchsichtig ist.




§8 9 EINHEITSFUNKTION
Man kann dies auch schreiben:

4
74 /

aro(t) A(t 7).
dt

)

)

Diese Formeln haben die Beschaffenheit eines ,,produit de com-
positions” '), also kann man auch noch setzen:

{
d [

’(]:",l/ ) A (7)
dt . '

U
wovon man sich iibrigens auch leicht iiberzeugen kann, ebenso
noch von:

4
y=10(0)A () + / dro’ (¢ d(r)= A4 (0)o(f) +

U
! L

-+ ,ll.‘A'l.-l'lg,l/ - 7) = ;1|H):f;(l)+ ’ A (¢t T)e(T) ).

0 0
Es zeigt sich. dasz alle hier in Betracht kommenden Werte von A
und ¢ sich auf positive Werte des Argumentes beziehen. Nach-
traglich finden wir also, dasz man die Berechnung von A nicht zu
machen braucht mit der Funktion [7(f), sondern, dasz man hier
ganz dasselbe erhalt, wenn man 1 statt [ ({) setzt.

Das Obige ergibt also eine neue Methode zum Auffinden der
Losung, Sie ist nur brauchbar wenn die Anfangsbedingungen alle
0 sind und wird vorzugsweise angewendet wenn man sich mit
elektrischen Leitungsproblemen beschiftigt, auch im Fall simultaner
Gleichungen.

3 9. Beispiele der Elektrizitiatslehre.

Im Zeitpunkt =0 schlieszt man den Strom in einem Strom-
kreise mit Ohmschem Widerstand R, Kapazitat ', Selbstinduktion L.
Die Integro-Differentialgleichung fiir den Strom I ist

/,/// + Bive 1% &

' dt &

') Siehe z. B, § 11,3 und L évy Yy, Bull, d. Sciences math, (2) 50 (1926) 175.

Der Striech hedentet die Ableitung der Funktion nach ihrem Argumente.
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D78

E ist die plétzlich auferlegte elektromotorische Kraft, z. B. eine
konstante Grosze; der Anfangswert des Stromes ist selbstverstand-
lich 0.

Man bekommt also:
pls

| = 1 //(/l.
A~ + ph + p*L
Wir betrachten einige Einzelfalle.
1. E=konstant, L=0, C ®.,
E
= i
/ 7 H (i)
also selbstverstandlich das Ohmsche Gesetz.
2. I — konstant, L=0.
I E :
Y 4 9 S OR
——3 / —— 2 4
/ 7 . i H(t) 7 ¢ H (t)
J
/ ('I,J
3. FE —konstant, L=0, R=0.
[ =pECH(Y),
also ist das Ergebnis nach (8, 3):
[ = EC 3 (1).
4. Allgemeiner Fall mit £ konstant.
L oy ,
/- 4 - H(t) = 4 H(t).
2L+ pR + - L+ pet =)
Pl 3 NPT E T O

Man musz hier 3 Fille unterscheiden. Wenn man setzt

P 1
a=gzr und @,* = Ol
hat man, wenn man weiter noch die bei den zu nennenden Formeln
angewendete Bezeichnungen beniitzt:
a. o? > o periodischer Fall nach (4,12):
BT

[ = T e sin wtH (1).
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b. w2 < o aperiodischer Fall nach (4, 15):

/ I [me— "™ — ne—"t] H (t).

n — m
c. o,*=a* periodischer Grenzfall nach (3,29):
[ =te % H(t).

5. In jedem Fall kann man 3 Methoden beniitzen '). Am ein-
fachsten vergleicht man die 3 Methoden mit Hilfe eines Beispieles:
17
L (l/ t RI = E sin vt; y(0) = 0; ¥ angesetzt am Zeitpunkt { = 0.
(

a. die Operatorenmethode wie oben véllig durchgefiihrt:

/ ' E—2 _ He.

= ;
Lp+ R p?+ 42

| B & E Bp +

1

— i -V H (1),
t 4 [ L p+ A = L p*+ 42 ) )
’ venn A i 2= = 4 5 = i
| wenn . T ""”*.12_*_.1':"_."24_-/—
’ nach (3,10), (4,3), (4,4):

K L V)

Ii={ T %e B 7 B sin vt + 7 » cosut | H(1).

b. sin vl nicht als Operator transformieren (vergl. § 5, 6).

‘ Nach (10, 2) %):

t
K 1 A i
[ = sin vt = — ¢ — 4t ¢ 47 sin vt.
’ L p+ A s L ' i el

‘ c¢. Mit Anwendung des Carsonschen Integrales (8, 8).
Man lost erst die zur Gleichung (8,5) &quivalente Gleichung
d1

L pr + RI = EH(t)

wo [/ fiir das y der Gleichung (8. 5) steht und erhélt, dhnlich (8, 6):

Auszer diesen drei Methoden gilt es noch die Methode der Reithenentwick-
lung, § 12.
"y Vollstiindigkeitshalber erortern wir schon hier diese Methode, obgleich wir

die Formel (10, 2) evst im folgenden Paragraphen finden,
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K A
I L B ="M aWm,
L Y + A I
Dann, mit Anwendung von (8, 8):
/’.. d !
[ = I i ’ dre—Msin v (f — 7).

Selbstverstandlich sind die drei Losungen &quivalent, wie ganz
leichte Umrechnungen erweisen.

6. Wenn man mehrere induktiv oder leitend gekoppelte Strom-
kreise betrachtet, bekommt man simultane Gleichungen.

Wir geben ein einfaches Beispiel:

Der Stromkreis I hat einen Ohmschen Widerstand R, eine
Selbstinduktion £, elektromotorische Kraft F sin vf, Stromstarke I,:
der Stromkreis Il ist daran induktiv gekoppelt, Ohmscher Wider-
stand ., Selbstinduktion L., keine elektromotorische Kraft, Strom-
starke 7,, Koeffizient der induktiven Koppelung L,,.

Dies ergibt die folgenden simultanen Gleichungen:
¢ g g

(L + BRI, + Lyl esinvl H(t) (Stromkreis 1 )
Lipl, + (Lp + R,)1,=0, (Stromkreis 1I)
wenn der Strom am Zeitpunkte { = 0 eingeschaltet ist (y,=0).

Man l6st I, und I, und verfahrt dann nach einer der drei oben
gezeichneten Methoden a, b oder c.

7. Weitere Beispiele dieser Art findet man in den vielen
Biichern, die diesen Teil der Operatorenrechnung betrachten; die
von uns gegebenen Erweiterungen sind an unsren Beispielen ge-
niigend erlautert.

Man siche z.B. Berg (Deutsch von Gramisch u. Tropper,
Verlag R. Oldenbourg, Miinchen) ,Rechnung mit Operatoren”.
Dieses Buch betrachtet auch die oben erwédhnten Methoden a,
b und c.

§ 10. Erweiterung der Theorie.

Mit Hinsicht auf die Losung von Differentialgleichungen mit
nicht konstanten Koeffizienten ist es wichtig Funktionen von x und
p ganz in die p-Sprache zu iibersetzen. Funktionen, die nur p,
nicht 2 enthalten folgen ja den Rechenregeln der gewdhnlichen
Algebra, gerade wie Funktionen die nur x, aber kein p enthalten.




HAUPTSATZ

10,

In diesem Paragraphen erortern wir, wie man solche Funktionen
von p und & ganz in die p-Sprache iibersetzen kann.
Die Uebersetzung von y(x) in die p-Sprache sei ¢(p) . 1:

(1) y(z) =2(p) . 1.

Setzen wir in (2,15) F(p)=9(p) und y=1, so erhalten wir:

| (3 1 l/"J ‘
a) £ G _——— — oL = — 47
r dj L dp i
denn nach (3, 3) ist:
(4) p! | &,
Man kann (4) schreiben:
1 do , 1
I*I I" P 4//)"%‘&/:2)»1.
/ P
raol -1 : r ]
dp p
oder nach (1):
Satz. Wenn y(x) o (p) .1, ist:
(5 vad [ o ’/ l P \ l
5 (@) =—p g 7).

Diesen Satz betrachten wir als Grundsatz der Operatorenrechnung.
Er ist die Inversion der Gleichung:

)

7= Y(@) =pp(p) - 1.

Erweiterungen der Formel (5):
Uebersetzung von #*y:
,v'“'_u x(xy),

d ]‘ 7 I,]],A 4/'-’1,‘]
[lr//; n P dp p T _/'r//:’l P LS
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Entsprechend:

d " 1 (/ 1
7 R ) | Q. = ]
(7) Y 4 (//l ] Y2 ? ! ( l r//: P ‘
und daher:
Hauptsatz"'). Wenn u(a 9 (p) .1, gilt:
{d : d 1
(8) /{,/_,"')""' Flp, /;’//‘ - Jo(p).1
. 7\ 1
= pl'\ p, — '/'I) “";‘/;:_IA

insofern F in x ein Polynom ist.

Negative Potenzen von .« untersuchen wir spater, sie geben

Anlasz zu Integralen in p. Siehe (15,11)
Wenn y=o0 =1 wird (8):

. o d : i 1 . d 1
8) | g L] /“/‘. Z ] .1 = /'/'|/L | ]
dz dp p dp ' p
Ein Sonderfall von (8’) ist ein van der Polsches®) Theorem:
Wenn h,(x) =¢,(p) und h.(z 2.(p) gilt:
(9) hy(z) h,(z) ph, | S )yl_I:/;//..l_ melegy
: : dp ' p - dp’ p
Weiter findet man:
(10 d 1 d
J : ) @ = o,
rpy 4 '[/l » P v '//) 2
. : d 1 | o/ | d?
) ke ®)= —+ o,
I Py £ dp p v dp 4 i < dp?’
d
(12 o =
) pu=p| dp/ 7
(13 : ad 1. o d
O) > i )" = ) / X
P P dp p P P dp P
i
(14) ap’y P ( //(/; ) P e ,

Van der Po IV, Satz (7). Weil van der Po die Carsonsche
Methode folgt, beweist er seine Theoreme nur fiir den Fall « rell und > 0
Auch Lowry hat entsprechende Resultate erreicht, mit Hilfe der Bromwich
schen Methode, also mit ;__‘l(“\\’/rn-n. ('i'lﬂi;kl'lhin-vr!r:.,

van der Pol 11, Satz (16).
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und noch allgemeiner:

P "

(15) BN =1 ( - Lo —=dy

dp
Es sind alle Sonderfalle von (8) aber wichtig bei der Losung einer
Differentialgleichung. Bei der Lésung von Differentialgleichungen
kann man aber nicht ohne Weiteres diese Formeln anwenden, denn
wir miissen der Méglichkeit des Verschwindens der Integrations-
konstanten Rechnung tragen. Wir haben schon in (1,15) und
§ 5 (5,7) eine Methode entwickelt, diese beizubehalten, Wir
beniitzen hier das da erhaltene Schema (5.7) und finden z. B.:

d d

(16) ppy ——1p dp (PP— DY) = Pzt Py

¥ dp
weil 1, eine Konstante ist.

Ganz analog berechnet man die anderen Fille. Das Ergebnis
folgt in einem Schema (17) in der Formelnsammlung im Anhang.
Van der Pol hat dieses Schema fiir » > 0 abgeleitet *).

Die ganz allgemeine Formel ist, fir jedes x, aber n = 0:

i n
+(=1)+1 I(m 1) (m — 2)...(m n -+ 1)pm—"y(0)
(18) —+ (m 2) (m 3)...(m n)pit=n=14(0)
+ (m 3) s (208 n Lipmsn=t glt(Q):+ ”

Mit den doppelten Klammern bezeichnen wir, dasz die darin ver-
faszte Reihe nur fortgesetzt werden darf, bis der Exponent von p
gleich 1 ist.

Der Fall n < 0 is betrachtet in (15, 10) ff.

Diese Formel geniigt zur Loésung der linearen Differential-
gleichungen mit nichtkonstanten Koeffizienten. Die wichtigsten
Spezialfalle findet man im Schema (17) im Anhang.

§ 11. Theoreme und Bemerkungen.

1. Oft musz man folgende Formel berechnen:
]
(1) F ().

P (43

') van der Pol II, S, 877.
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Berechnung:

(3) —L—F(x) e "’W/w,-.:u/:i‘,r, “E ()
p— p—s i

/' I x) F(x) ol n / dx o I"‘_.I"_
Man kann (3) auch erhalten durch Differentiation von (2). Man

vergleiche noch (5, 18). Wir bemerken noch, dasz einsetzen von

Fx | in (2). bez. (3) die bekannten Relationen
1 | . 1
(4) ] = e
/‘ z %
ln':.
(5) i ] = ¢™
/I

ergibt
2. Man beachte den Unterschied zwischen zweierlei . Ueber-
setzungen’' einer Funktion von der z-Sprache in die p-Sprache:
a. die wirkliche Umsetzung einer Funktion von der r-Sprache
in die p-Sprache.
b. die Ausiibung der in a. gefundenen p-Funktion auf 1.
Beispiele:
Uebersetzung von ux:

allgemeine Uebersetzung (a), nach (10, 5):

(6) : Lo

8) &vinnie P II/: TR
und speziell (b) im Einklang mit (3, 3):

= d 1 [
() ( P | 1

I//I ,IH /1
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Uebersetzung von '
a. nach (10,7):

b. im Einklang mit (3, 3):

o i - | = : ol
\) ' P ( dp l P dp :
So gibt die Formel (3):
a (1 4 2 e** ‘IIJ ¢— %) — P
:. p—=
aber die Formel (5):
b o r |
p—2a

Entsprechendes kann man zu (2) und (4) bemerken.

Nur die allgemeinen Formeln (a) geniigen z. B. folgender Eigen-
schaft:
Wenn

i ()i =0 (D)= and Y (B)c- =0 (P)--.

so ist:
(9) if () Yal)... 2y (p)os(p)..

3. Das Lévysche Theorem.

Der wichtigste Satz der Lévyschen Abhandlung *) ist folgender:

] L, & | }
. h - : wh =1
p-"y(x) - ’r/l,,r//” /r/f,, u(t, ,1//' = Yyle—u
J ) y ) I'(n)’
(10) 1 ‘
a (I W)
du iy (u
, I (n) '
0

1 In unsrer Bezeichnung ist es ganz selbstverstindlich, dasz solche Eigen-

schaften nur bei Formeln (a), nicht bei Formeln (b) giiltig sind, in
Literatur wird aber oft der 1 in den Formeln (b) fortgelassen, dann ist es
sehwer, die Falle (o) und (b)) nmiecht zu verwechseln.

P. Lévy, Bull. d. Se, math, (2) 50 {1926) 182. Der Lévysche Operator I

ist unsrer Opervator p = 1.
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Die rechte Seite nennt man ,,produit de composition”') der Funk-
tionen #"="/I'(n) und y(2). Mit den Eigenschaften der , produits
de composition” erhélt L évy einige Satze der Operatorenrech-
nung. Das Lévysche Verfahren ist in der Praxis nicht immer
geeignet. Wir verweisen auf seine Abhandlung.

Die Lévysche Methode hat wie die Methoden des zweiten
Kapitels den Vorteil, dasz die Definition auch noch Sinn hat.
wenn n keine ganze Zahl ist. Dje Methode hat eine grosze
Achnlichkeit mit einer von Riem ann in einer Jugendabhandlung
vorgeschlagenen Erweiterung des Integral- und Differentialquotient-
begriffes 2).

4. Nach (3,13) ist:

r ]
(11) p-"e %L (o v Fx
P a)”
mit (10) findet man dann:
r 1 Tt

(12) Satz: F(x) o % ' dt, ’ Ol oo ' dt, e * F(t) =

P = a) . o = -

i 2 — =i TR
%" ’://( =g ot /'l/)
" 1)

5. Theorem *):

Wenn y(x) =2(p) .1, so ist

(13) iy (s % | P P 5 Konstante)

Dieses zeigt man mit (10,8) wenn y(z) eine positive Potenzen-
reihe ist. Das Theorem ist aber auch giiltig wenn negative Potenzen
von & eintreten '),

6. Nach (10, 8) erhilt man augenscheinlich:

y Diese sind von Volterra am ersten betrachtet.
B. Riemann, Math, Werke, 2. Aufl, 8. 353.
'y Carson, S, 46,

diesem Fall wende man (15, 11) £f, an.
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8
d

/ n I n
(14) (—/;”{,,))z(/n.l."(.l'l;’. | y(z).

ein van der Polsches Theorem ').
7 Carson und van der Pol beniitzen sehr oft

Relation:

ok - :
(15) 5 o (p)os(p) . 1 ——' duy, () y,(x—u) du . (w)y, (2 —

1] )

die in ihrem Fall ein Borelsches Theorem ist ?). Auch mit unsren
Methoden ist dieses Theorem beweisbar, wenigstens wenn eine der

Funktionen y als eine Reihe positiver Potenzen schreibbar

Wir setzen:

1, (@) =z Lk
also:
iy () Yol —u) ’ du = ag by, (r—u
-\| "|

Nach (53, 3):

Y, (@) Sapak =Sz klp kl=23 Bep—*. 1 =g9;(p). 1.

i !
i , : . uk
duw y, (w) y.(x ) dun 23, oy i, (x w)
U 0 '
und weiter nach (10):
:3/:/1'/‘“'!/?(.1" p o, (p)es(p). 1.

8. Die Funktion e*.
Wir definieren diese Funktion folgenderweise:

.Z/l "

|

(16) e’ = lim (1 +

n— X

n

'y van der Pol 1II, Satz (11).

ist.

) Carson, S. 41. Man erhiilt leicht den Beweis mit K. Borel, Legons

snr les séries divergentes, 1. Aufl, (1901), S. 104 ff. \uch mit Lévyschen

wproduits de compositions’’ derivierbar,
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Demnach:

(17) e*l, 1 1.

Man iiberzeugt sich leicht, dasz:

d "
(1) P ze*P,
///1
Wir wenden dieses im folgenden an: Wenn y(z) = 2 (p) .
gibt es nach (10,5):
. @ 1 .
ce™P y(x) P e“Lolp).1
(//l /I
=t ] . d 1
= peP| o(p) ).1 —pl I I p(p). 1
p p' ;
ap p dp P
eV e y(e) 2P y(n) = e*P (2 2) y(r).

Man kann dieses Resultat ganz analog erweitern zu hoheren

Potenzen von x, und erhalt:

el 3¢ o yle) e“P(x ) I yie).
Dieses Ergebnis gilt dann auch fiir jedes Polynom f(x). Ange-
wendet auf f(z + ) erhalt man:
Eigenschaft:
(19) e“P f(x) y(x) _l.l v+ a)e* y(a

und speziell, nach (17):
(20) P f(x) f(a o

(19) ist ein ,.Durchschiebungstheorem™, vergl. (3, 14).
Man kann (20) vergleichen mit (3, 16).

Das Ergebnis (20) ist eigentlich das Taylorsche Theorem:

1) ypth =1
(21) f(x + a) f(x) / T2) 4 e, t — f(z)
' ) S (1 i T
fr (x + Oa) :
} Rt S (Restglied nach Lagrange).
" .

Wenn wir die Taylorsche Reihe der Funktion ¢*¥ ansetzen

halten wir als Restglied (nach Lagrange):

er-




DIE FUNKTION EXP. p

Diese Glieder sind &quivalent nach (20).
Unser Beweis gilt nicht fiir diskontinuierliche Funktionen. Mit
dem Bromwichschen Integrale®) beweist man aber leicht. dasz

auch gilt:

(23) e *P H(x) H(zx—a).
H(r—a) ist 0 von » bis «, aber 1 von a bis + =. Dieses
ergibt wichtige Anwendungen: z. B. eine Kraft K (f), die nur wirkt

yvon t=a bis i = b kann man folgenderweise ansetzen:
(24 K(t) (e— et Ht).

Auf derselben Weise erhalt man als ., Impulsfunktion™ (cf. § 8):
(24) S(w—a) e *Py(x).

9. Die Funktion ¢*” ist nach (20) wichtig im Gebiet der
Differenzenrechnung. Beispiel:
Den Ausdruck

(25‘ A‘IH r) Yylr ] ) yli)

kann man nach (20) schreiben:

(26) Ay(z) = (eP—1)y.
Dieses ergibt einfach die bekannte Lésung der Frage y(z) zu
l6sen aus A y(z) = F(z). Man verfahrt folgenderweise:
(27) (e? 1)y F(z),
daher:
1 1 B

o T TR T .
(.3(\) !/=:(II' I /".l')— ( '_?!l’“ . ]“ /,3 Wl ) Flw)

p 2

B sind die Bernouillischen Zahlen.
Diese bekannte Formel kann besonders einfach mit Operatoren

berechnet werden, wenn F(z) eine einfache Uebersetzung in die

p-Sprache hat.

) Siehe II, § 2.
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§ 12. Reihenentwicklung in der p-Sprache.

Zur Charakterisierung der Operatorenreihen fangen wir mit

cinem Beispiel an. Die Funktion

a )
(1) e %P — / o
p— 2
sei in eine Reihe zu entwickeln.
Man kann die Reihenentwicklung auf zwei Weisen vornehmen:

(2) P 1-|1+/+"4 e
P o g p-
und:
2 3
(3) e A= P S ey SR N
/l* &% 2z [~ Ag

(2) ergibt das richtige Resultat:

) 1 1 -

(4) ; -
p— 2 1 2'!

(3) dagegen ergibt scheinbar fehlerhalt:

(5) /el W = O
22—
Man darf aber das Restglied nicht vernachlassigen:

Statt (2) musz man schreiben:
7 2 2* AL ppterst 1

(6) =1+ + 5+ ... } : Joidi

p—=% P P P P P -

Das Restglied ist nach (3, 26):

AR 1 ] T e ]

(7) A= - ar —— @’ g e LY,

/)n P 2 1 2 '
Die Reihe (2) konvergiert also: das Restglied konvergiert mit
wachsendem n gegen O.
Statt (3) musz man schreiben:

P (2 5 AU i’ 8

+

|N) =
p— % 2 & 2" art(a P)

mit dem Restglied, nach (3, 23):
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n+1
() 1) . g ez:
a" (2 — p)
Die Reihe (3) (eigentlich (8) ) ist also divergent, darum in der
Praxis unbrauchbar.
Dieser Speziellfall erlautert folgende Regel:

Regel I. Reihenentwicklung einer Funktion ¢(p) .1 nur nach
positiven Potenzen von p kann nie zu einem in der Praxis ver-
wendbaren Resultat fithren: jedes Glied ergibt ja in der x-Sprache
0. der Rest kann also im allgemeinen nicht 0 werden.

Daher wendet die Operatorenrechnung in solchen Fillen Reihen-
entwicklung nach negativen Potenzen von p an.

Das ist die zweite Heavisidesche Methode zur Lésung von
Differentialgleichungen ).

Das Verfahren ist folgendes:

Nach (5,12) ist die Lésung einer Differentialgleichung als

(10 1 “p) :
' »(p)
zu schreiben.
Rvih(‘nentwi(‘klungen in negativen Potenzen:
Es sei

(11) Yy=a, + a,p=* + a,p-*

Die Lésung ist also nach (3, 3):
(12) Y=a, + a; -+ a;

Diese zweite Heavisidesche Methode findet man in der Literatur
unter den Namen , Power Series Solution',

Bemerkung. Weil p nur symbolische Bedeutung hat, hat es
keinen Sinn, die Konvergenz einer Reihe in p zu untersuchen ¥,
es kommt nur auf die Konvergenz der entsprechenden Reihe in i
an, cf. die Untersuchung der Reihen (6) und (8).

') Die erste Heavisidesehe Méthode war das Fxpansion theorem'' (5, 15).
*) In gewohnlichen Fillen gibt es dann keine positive Potenzen von p, wenn
diese wohl da sind ergeben sie doch 0 nuel (3, 5).

) In Methode IT (1'ransformationstheorie, zweite: Teil dieser Abhandlung)

wiirde diese Konvergenz wohl Sinn haben. Cf. Schoute n.
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Einfache Beispiele.
1. Man lose die Gleichung:

l
(13) i al 0, »(0) 1.
Nach (5, 2):
Py alf P l
daher:
) 1 & = 29
(14) y = f{ | = - d=|1— “+ — — o . fod =
) 2 2 ) 2
4 | + / 4 P
P
an X ]
]41:.',,“", RV
2. Zu losen:
l 7l
: -y 0, _‘/‘0 0, _:r’tO «.
dxr?
Nach (5,7):
Py Yy P,
daher:
< & ] & 23 2
(15) v S ./' - ] == | e oSNl P A%
//“ -1 /"' /: e X" /) /l" /l
P*
Kl a'd
p - sin .
1 )
Bemerkung. Die ,Power series solution’” ist niitzlich, wenn

man die Losung der Differentialgleichung verlangt in der
Nahe von x=0.

Beispiel (15) zeigt uns, wie einfach die sinus-Reihe in Operatoren
ist, die Gleichungen (4, 1), (4,2). (4,4) ergeben die entsprechen-
den Reihen Ffiir sinh, cosh, cos.

1y Zur Festsetzung des Konvergenzbereiches miiszte mai das Restglied be

trachten, wie in (7), auch in den folgenden Beispielen,
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Als Beispiele erwahnen wir:

- 1
(16) p arc tg 3
1 l 1 :
arc tg x : (] — 32 4 g
/’ 1 + 2? P
1 & 4! 6! ) 1 1
= {1 T E A ot = , t [ i —
r P r » ) 4] i

Entsprechend:

l
(17) p arc sin u
V1i—a
] 1 1 e 1.3
arc sin r z ‘ ' — 25+ 25+ )
n 1T —a2 Y 2 2.4
1 1. 2! 1.34! \ I 1. 3ia
= 1 - -+ == sl 2z + .
,;( : 2 pr " 2.4 ph ). 1=2 38 52485
Die Uebersetzung einiger Funktionen in die p-Sprache ist sehr
merkwiirdig:
1 1 ) | 1 1
arc cotg p . | = arc tg o= o e o .+
P P )//' )/;' / /;‘
3 5 - .
" )1 :' 1 :' a 1 ;I‘ 1 e F ’ g sin ;
1 i 3 5 7 7 I
also:
(18) arc cotg p . 1 = Si(x).

Reihenentwicklung in positiven Potenzen von p.

Wir fanden in Regel I dieses Paragraphen, dasz diese Reihen-
entwicklung von ¢(p) .1 nicht brauchbar ist. Man findet aber in
den Handbiichern der Differentialgleichungen wohl solche Reihen-
entwicklungen im Falle einer Funktion ¢(p) #(x). Es handelt sich
um die Losung von nichthomogenen Differentialgleichungen. Wir
haben diese Methode schon angegeben in (5, 18) und (5. 19).
Wir besprechen dieses Verfahren an einem Beispiel, das wir
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absichtlich einem iiblichen Handbuch ') entnehmen um etwaige
Vergleichung zu erleichtern.
Man lose die Gleichung:

d*y 1 dy

(19) ,
: A o

4+ 4 Iy e

Die alte Methode wiirde nur die partikulare Losung suchen, wir
werden die vollstiandige Losung suchen. Nach (5,7):

(20) (pt—4p + 4y =p%—4py, + py, + *
und da
l_) ]
P i,
P’

erhalt man:

pYy, + P2y, — 2 Yp® + 2

(21) Y= i (p —2)°

Setzen wir zur Abkiirzung:

(22) yo=A4, —4 Yy, + y,=258.

Zerlegen wir auf der gewdhnlichen Weise:

(23) ¢ = /I".l_,+ /r‘/'f + < — 8 + 24 :/', - ;}/‘,
pip—2r P P p=2 " (p—ef

Vergleichung der Koeffizienten ergibt:

(24 ¢=J__ 3:‘. o=

folglich wird unsre vollstandige Lésung:

(25) R e T i +(d—%)er + 24+ B+ 1) ze*".

Jetzt betrachten wir das der Methode der Handbiicher ent-
sprechende Verfahren (aber genauer, weil unsre Abanderungen
uns imstande setzen miissen A und B in den Anfangsbedingungen

auszudriicken, siehe (22) ).
Wir zerlegen die Losung in den von der Homogenen Gleichung

Forsyth, Lehrb, d, Diff, gl Deutsche Auflage, 2, u, 3. Aufl, S, T4
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herrithrenden Teil und den der Nichthomogenitat entsprechenden
Teil. Statt (23) erhidlt man:

o Ap* + Bp l P2
2 / (p —2)2 o —2F

Man betrachtet dann erst die homogene Gleichung:

g Ap? 4 Bp s ~
(27) e — £ - “/ — A e%° 4 Bx e".
’ (p—2)°
Wenn wir. wie in den Handbiichern, jetzt eine Reihenentwicklung
in positiven Potenzen vornehmen ohne auf das Restglied zu achten,

erhalten wir:

50 | I 20 o P 2
(28) 3 o e = 3 (1 4+ 5 -+ 3 51 | I =
l"’ v i \))
- +_2+R+¢l+()+...

(27) und (28) zusammen ergeben aber nur die richtige Losung
(25), wenn man schreibt:

. &r® & 3
(20) = A’¢%" + B'ze?" 4 -+
Y "8 8
mit A’=~ A und B’=£ B. Hier musz also auf (22) verzichtet

werden: A’ und B’ sind nur noch Integrationskonstanten, ihre
Relation zu den Anfangsbedingungen ist verloren gegangen.

Der Grund dieser Ungleichheit ist die Vernachlassigung des
Restgliedes in (28). Die Untersuchung solcher Restglieder ist aber
zeitraubend und wiirde die Vorteile der Operatorenrechnung illu-
sorisch machen. Darum musz man in der Praxis darauf verzichten.
Dieses ist auch iiberfliissig, weil wenn F(xz) ein Polynom ist')
folgende Regel gilt:

Regel II. Wenn man den zweiten Teil

1
(30) Y=Yn+ -F(x) *)
v(p)

') Die positive Reihenentwicklung wird nur in diesem Fall angewendet, weil

nur in diesem Fall die Reihe nach einigen Gliedern immer 0 ergibt.

Ny, bedeutet die Losung der homogenen Differentialgleichung.
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der Losung einer Differentialgleichung

31) i P
(o - ] I = f(x)
0 k dak Y

mittels einer Reihenentwicklung in positiven Exponenten von p
finden will:

(32) =1 + (@, + a;p+ a:p® + ...)E(z)

findet man mit Vernachlissigung des Restes den richtigen Wert
der Losung, aber die Integrationskonstanten in dem ersten Teil 4y,
der Losung sind dann nicht mehr den Anfangsbedingungen an-
gepaszt.

Beweis: Wenn F(x) ein Polynom ist, wird es geniigen den
Beweis zu geben fir F(x) =xm/m!=p ~m 1.

Es sei n die Ordnung der Differentialgleichung also der Grad
von v(p). Die Reihenentwicklung mit Restglied laute

1 byp™ '+ b, et

‘x:;. =] ] 1 m "m I
(33) "(I’) P - g+, p—+ . ml o(p) )/,
i am 1 l bop* + .. bp
o oy b Wy 7 ,+u~wm+'m+‘pf TP 1y
m'! (m-—1)! v(p)

und das Restglied ist nach (5,16) (cf. auch (5.14) ) gerade
die Lésung der homogenen Differentialgleichung, aber mit andern
Konstanten.

Bemerkung. In der gewohnlichen Theorie der I)-Opera-
toren sind die Integrationskonstanten nicht den Anfangs-
bedingungen angepaszt, daher findet man da nicht die oben
erwahnte Schwierigkeit.

Das ganz richtige Verfahren wire statt (28) (ohne Reihen-
entwicklung, mit (5, 15) ):

2 ' 2 e 3 & 1

PEp — 2)*° 4

Dieses ergibt mit (27) selbstverstandlich die richtige Losung (25).

'y Wir setzen die Reihenentwicklung bis p"* an, weil die folgenden Glieder

0 n-rgvhq'n.
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Der Unterschied zwischen (34) und (28) ist der. dasz unsre
Methode (also (34) ) automatisch den Teil y, der Losung mit
i, =11, = 0 ergibt: dieses ist eine notwendige Bedingung, weil (27)
schon der homogenen Gleichung geniigt. Bei der Vernachlissigung
des Restgliedes in )28) geht diese Eigenschaft verloren.

Ein weiteres Beispiel der Anwendung von Reihenentwicklungen
zur Losung von Differentialgleichungen findet sich in § 14, 1.

§ 13. Anwendung der Operatorenrechnung auf lineare Diffe-
rentialgleichungen mit nichtkonstanten Koeffizienten.

Zur Uebersetzung der Gleighung in die p-Sprache beniitzt man
das Schema (10, 17).

Solange die Koeffizienten konstant waren, wurde die Differential-
gleichung nter Ordnung nach x iibersetzt in eine rein algebraische
Gleichung nten Grades in p.

Wenn aber m der héchste Grad der Koeffizienten in x ist, wird
die Differentialgleichung ibersetzt in eine Differentialgleichung
m-ter Ordnung nach p. (nach (10,17) oder (10,18) )?*).

Wenn die in die p-Sprache transformierte Gleichung eine Diffe-
rentialgleichung ist, enthdlt die Lésung Integrationskonstanten.
Beim Zuriicktransformieren in die .z-Sprache verschwinden oft einige
dieser Konstanten. Wenn die Gesamtzahl der iibrigbleibenden
Konstanten der Ordnung der urspriinglichen Gleichung iibersteigt,
sind sie abhangig (z.B. § 14, 2).

Wenn die Koeffizienten oder das rechte Glied der Differential-
gleichung negative Potenzen von x enthalten, kann man diese am
leichtesten durch Multiplikation entfernen, oder mittels Substitution
neuer Variabelen. In (15, 12) ff. findet man auch die Uebersetzung
von negativen Potenzen von & in die p-Sprache. Die Anwendung
dieser Uebersetzung fithrt zu Integralgleichungen, die aber leicht
in Differentialgleichungen umzusetzen sind.

Wenn die Koeffizienten nur Exponentialfunktionen enthalten, ist
die iibersetzte Gleichung nach (3, 16) eine Differenzengleichung *).

1)y Wir selien die Analogie mit der Transformation von Laplace, siche
II, § 4,
%) Umgekehrt wird eine Differenzengleichung in z mnach (11,20) iibersetzt

in eine Gleichung, die in p Exponentialfunktionen enthailt. Mit (11,28) kann
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Anwendungen.

Sehr interessante Anwendungen sind von van der Pol'
publiziert. Wir verweisen auf seine Abhandlungen, die besonders
die Kugelfunktionen, Besselfunktionen, u.s.w. betrachten.

Wir erwihnen ein Beispiel: die Legendreschen Kugelfunktionen.
Van der Pol erhalt:

P,.(0) 1,
- 3 0
P.(e) 4 s
I’.' : ]_'
| IIL' I,’
A®) :
P, DE F 22 Ko
(1) 3
(2 - 2 : - )3
P (6 n/:' OHP, :‘w ¢
p 1 G el etz s
P A6 (P o= 12) ip=+32 |
, (ps==22) (pF==4%) =3
p (2 -+102) (2% (O*=—4)
(= E
,I)'_‘ ]J‘ I/;“' 32 ["_‘ L. 52)
Dieses Ergebnis erhdlt indem er in
g
; &P, AP, :
(2) sin ® 4 cos @ + n(n -+ 1)sin® . P, = 0.
de? de
einsetzt:
h=10,

dann ergibt sich

| AP,  dP,
dat 7 dx

xRy d:Ps

y — A " - 1P ().
¢ ( 773 s nin—+1) |

nin 4+ 1) P, ) +

Diese Gleichung laszt sich wieder mit Operatorenrechnung losen
mittels (3, 16). Weil hier die Koeffizienten Exponentialfunktionen
sind, enthalt man in der p-Sprache keine Differentialgleichung,

man eine Losungsmethode darstellon, Oft ist aber ein anderes Verfahren zweck
miisziger: s, 11 § 5.

van der Pol IL, 1V.




BEISPIELE

sondern eine Differenzengleichung. Diese Differenzengleichung

lautet:

P —1
(4) (pn)(p n—1) w ’:(/l u)(/l+u+l)/'n!/'+ 1),
/I

diese Gleichung ergibt nach kurzer Rechnung das obige Resultat.

§ 14. Beispiele von linearen Differentialgleichungen mit nicht-
konstanten Koeffizienten.

1. Dieses Beispiel enthalt zugleich eine Anwendung der ge-

wohnlichen Reihenentwicklung (8§ 12).

Zu losen sei die Gleichung

1
(1) ', ,l y =10, y(0) 0
d.r
Nach (10,17):
d
(2 ) ! )
) / dp Py i 0,
(3) py (¢ .
| 1 1 1 n
1 ( ¢ # | ( ( = = a - ) |
iz p Lip* 2:p° 3lp
’/ ( ( 1 ] l ] 2 ' + 2' ; | : 1] " _l '

2. Berechnung der Hermiteschen Polynomen.
Diese geniigen folgender Gleichung’):

d*y dy
(4) : 2 ) Al 0.
dar? F da /
Also nach (10, 17):
1
(5) Py + 21 : |+ Ay Py, + py.,
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p? p?
i § A pt
. e ¢ i TONA
(6) Y ( - | + /d/u‘ DYoo+ Yi)p- et . 1,
2
E 2p2 ©
Man erhalt also 3 Konstanten. Selbstverstandlich musz (' eine

Funktion sein von y, und v,.
Wir wollen die Hermitescher

dasz dazu die Lésung

ist.

der Differer

schon hinreichend
Die Eigenwerte
Polynomen sind

1 Polynomen erhalten. Es zeigt sich,

wtialgleichung (4) der Hermiteschen

A 2 Mn.
Man kann also (7) schreiben
p 6
: e b SE P |
8. P\ I=zgrtmar o g Vo
Man erhilt die gewdhnliche Form der Lésungen, wenn man setzt:
(8 27 . nl, also:
p?
A
€
(“ 1/ Heln) 20 . o ¥
P’
Dieses ergibt:
He(0)= 1,
He (1) 2oy ) e 2.7,
P
; T I l :
(10) He(2)=22.2 (— ~ )1 422 —2
pt _4.1!
Y LT 1 |
He (3)=2%.6.| — — .1 =8z"— 123
ps 4.11p
: | 1 |
He(4) =24.24 . (— - b ) L=
P 4.1 1 p# 2552
16 o+ — 48 2* 12.
Wir haben das Restglied von (8) nicht untersucht: man kann die Richtig
keit des Ergebnisses (10) einfacher kontrollieren durch es in (6) einsusetzen
Auch konmto man die Bromwichselie Methode (11,2, 21) anwenden zur Ueber

VOl (i

setzung
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Wir bemerkten schon, dasz (' eine Funktion sein musz von ,
und y,. Daraus geht hervor, dasz man nur fiir spezielle ('~Werte
die Losung erhalt, welche bestimmten Anfangsbedingungen, z. B.
i1, =1, =0 geniigen. Dieses erkldrt. dasz man, wahrscheinlich
zufalligerweise, auch schon das richtige Ergebnis erhalten wiirde,
wenn man in (5) y, und y, fortgelassen hatte, obschon diese
Groszen im Fall der Hermiteschen Polynomen gar nicht Null sind.

Wir haben einen Teil der Lésung in (7) fortgelassen. Die
Hermitesche Polynomen enthalten ja nur eine beliebige Konstante,
sind also nicht die vollstindige Lésung ihrer Differentialgleichung,
gerade so wie z.B. die Kugelfunktionen P, auch nur einen Teil
der Lésung ihrer Differentialgleichung enthalten.

Weitere Beispiele dieser Art findet man in den van der Pol-
schen Abhandlungen ).

§ 156. Erweiterung der Theorie.

Wir wollen noch einige wichtige Formen in die p-Sprache um-
setzen. Wir beginnen mit der Betrachtung der bekannten Relation

(1) PRl =

Es liegt nahe dieses zu erweitern zum Fall gebrochener Werte

von n. Man vermutet:

(2 ) ] il

&) ' BRAEC X e
¢ M (n)

worin

() U(n + 1)

Diese Relation (2) kann man aber nie in unsrer Theorie be-
weisen, weil wir nie Differentiation , gebrochener Ordnung” defi-
niert haben. Man kann wohl (2) als Definition betrachten. Dies
findet fiir positive Werte von x seine Rechtfertigung darin, dasz,
wenn man die Carsonschen Integrale *) beniitzt, wirklich die Rela-
tion (2) erhalten wird, also

" vander Pol 11, 1IV.
) 8. (IL,3,10). Auch das Bromwichsche Integral (IT,2,21) ergibt dieses

Resultat, 8. z. B, Sehounten.
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o

=" H(z) 2 (2)
iz v) T () H(a

Differentiation nach n von (2) ergibt:

. J " log i I (ne)
e = lng] r ||'I;l [1(n)?
und daher Fir n=—=20:"

(4) log p=logz= + C,
fiir u I
5 = log p = 7 (loga + € 1),

fiir » 2:

| e |
(6) /1 ]n(.] iz 51 ( ';()g xr ( | 5 |
schlieszlig:
7 e "1 R 3
L/ ) / -r. I par .. — .
P 09/ n! °4 2 7

(! ist die Eulersche Konstante. Diese Gleichungen finden sich bei
mehreren Autoren °)
Betrachtung von +—'. Die Funktion «' ist definiert durch:

(8) ,A‘,l"/'l/}l [ ‘I'[.'I}' [(p

Wir haben als richtige Uebersetzung von « erhalten (10,5):

d 1

/1'//) p I'{p).

((}) '4I‘Ir

Wenn wir dieses in (8) einsetzen erhalten wir:

d | ¢ d 1, /
) o1 { ) a ! { ) { A
/ l//l /l .I /) l’l//l /!’ [)‘ [’
und daher:
S 2B Whittaker and Watson, Modorn Annlysis, 4th Ed., p. 247

van der Pol Il: Jeffreys
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B
ar I
(10) Y f(p) p| dp f(p).
v p
Das Integral enthdlt eine Integrationskonstante. Hier treten die
selben Schwierigkeiten ein als wir in § 1 erortert haben, da han-
delte es sich um ein analoges Problem:

o

pt ylx) / de y(x
-l

Wir haben da die Schwierigkeit dadurch erledigt, dasz wir die
untere Grenze der Integration Null setzen, aber hier kann man
dieses Verfahren nicht anwenden, weil gerade die einfachsten
Integrale an der Grenze p =0 divergieren.

In den Anwendungen kann man oft als Grenze p =« oder
P » einsetzen. Wir werden aber dieses Verfahren nicht in
Einzelheiten verfolgen. Man kann ja einer dem § 1 und folgen-
den entsprechenden Methode folgen. Oft wird es in der Praxis
geniigen als Grenze der Integration eine solche Stelle zu wahlen,
dasz da die Integrationskonstante 0 gesetzt werden darf, in vielen
Fillen die Punkte + o, 0, 1 oder 0.

Im allgemeinen Fall:

i

(11) =" fip)=pl ﬁ.(//)‘lll) F(p)-
Anwendung dieser Formel auf f(p 1 ergibt (mit C=1):
(12) =t plogp.1,
- da

(13) =51 L logp . 1.
(14) =", 1 ‘ /'}l, 1()q[).l.

(n 1! )

fipm=1, 2, s

Diese Formeln sind im Einklang mit (4).
Im Fall gebrochener negativen Werte von n in 2" kann man (2)
anwenden,
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s
N

Anwendung.

Die Formel (11) wendet man an zur Uebersetzung von Diffe-
rentialgleichungen in der p-Sprache, wenn die Koeffizienten
negative Potenzen von & enthalten '). Man erhilt Integro-
differentialgleichungen, die durch Differentiation nach p in Diffe-
rentialgleichungen umzuwandern sind.

Wenn das rechte Glied einer inhomogenen Differentialgleichung
negative Potenzen von .z enthalt, kann man (12) bis (14) an-
wenden '). Man erhdlt in diesem Fall eine asymptotische Losung
dieser Differentialgleichungen, die auf andere Weise schon von
Borel®) angegeben worden ist.

Die einfachste Gleichung dieser Art ist:

" dy 1

(15) B Y 7

Nach (12) #):

(p 1)y=plogp.l,

Y v logp .1,
P=1
i (p p- P aanl) ]Og P 1
Nach (14):
0! 1! 2! 3!
(16) Y= o) i g T

Y ks wird aber oft cinfacher sein, die ganze Gleichung mit einer gecigneten
Potenz von o zu multiplizieren, ef, § 13,
) E. Borel, Lecons sur les séries divergentes,

Die Losung der homogenen Gleichung haben wir hier fortgelassen.




ZWEITE METHODE. TRANSFORMATIONSTHEORIE.

§ 16. Vorbemerkungen.

Die Methode von Heaviside beruht auf die Uebersetzung der
Operation des Differenzierens in die Operation des Multiplizierens
mit einem Faktor, d. h. auf der Transformation des Operators d/d
in den Operator p.

Beide Operatoren sind aber linear, d. h. sie geniigen der Definition
eines linearen Operators Q:

(1) QA4+ B)y=004 + O B,

denn es ist ja:

5 d d . . @

2 ( 1) = — :

\£) Wz + 9) dr T dr g
und:

(3) P9+ &) = pe + pL.

So drangt sich die Frage auf: Wie fiigt sich die Methode von
Heaviside als Spezialfall ein in die allgemeine Theorie der linearen
Transformationen von Funktionen und den auf sie ausgeiibten
linearen Operatoren? Welche lineare Transformation iibersetzt den
Differentiationsoperator d/dx in den Multiplikationsoperator p?

Betrachten wir die schon sehr allgemeine lineare Transformation:

(4) Pl )=s ’1/‘_ Kz & ® &)

mit ihrer Inversen:

(5) ¢|E»=’tl.r L(E )T (=)

Diese Transformation f(x) 2 ¢(£) miissen wir jetzt so einschranken,
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dasz ein aul f(r) ausgeiibter linearer Operator () ... 2 Q... auf

derselben Weise transformiert wird, dasz also:
(6) () f(a) = ‘l/'_‘ OK (x. & "&(L‘\:’yk I\'(l',;‘-ll)jp(i“t
Wie wir sogleich ndher erlautern wollen, tritt bei der Heaviside-

schen Methode als Spezialfall der Transformation (4) und ihrer
Inversion (5) auf:

; NI )
(7) f[(#)=——|dp— 9 (p) (Bromwich?))
i 371_’ £ P ¥z h
resp.:
(8) f;|/!|-:’:/,/ pe~ f(x) (Carson ?)
it

und der Transformation O ... 2= @ ... entspricht speziell:

g s U

dw =
namlich (cf. (6) ):
. d l / . 1 / et
(Y9) fLx) = ) ape "M o(p)- - ap )@ (p).

dx 271} ! P 27/’ 4 P P\

Wir fragen nun: durch welche Kennzeichen ist diese spezielle
lineare Transformation innerhalb der allgemeinen Klasse (4), (5)
charakterisiert?

Wir bemerken zuerst, dasz sowohl djdr ... als p... ,lokale"”
Operatoren sind, das heiszt: im Gegensatz etwa zu einem linearen
Integraloperator:

: vy ’ ’
(10) Q(f(zx)) ‘4/./' Gz, 2)f(2)

Siehe § 2, Formel (17, 17), auch fiir den Integrationsweg. Dieser st
von p wnabhiingig, also ist Differentiation unter dem Tntegralzeichen ge
stattet. Man beachte, dasz in diesemt Kapittel p in einem multiplikativen
Operator verwandelt ist, der Ausdruck pr in den Formeln (7) und (8) st

hier also nur eine Multiplikation

Siche § 3, Formel (18, %),
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verdient ein Operator wie:
d

(11 U(’l'(:c):—iz 3 -+ 9 dz’i'(x)
\ ) v 27! — + P l/x / ’/xtz s

den Namen ,lokal”, weil sein Ergebnis nur von f(z) in der Stelle z
und in ihrer infintesimalen Umgebung abhingt.

Dementsprechend werden wir (4) durch die Forderung speziali-
sieren, dasz ein linearer lokaler Operator in einen linearen lokalen
Operator transformiert werden soll. Wir werden dieses die
Forderung A nennen.

Weiter fordern wir dasz der Operator p der Operator des Multi-
plizierens sein musz (Forderung B):

Das dritte Kennzeichen der Heavisideschen Methode ist, dasz die
Einheit nach der Transformation wieder die Einheit ist (Forde-
rung C):

(12) 1=},/s/((a:,s>.1.

Ein konstantes Glied in der »-Sprache musz ja in dem Heaviside-
schen Gedankengang in der p-Sprache denselben Wert behalten.

Diese drei Forderungen wollen wir in dem folgenden Paragraphen
der Transformation (4) auflegen, wir erhalten dann gerade das
Bromwichsche Integral.

Die Forderungen A und B sind z.B. auch erfiillt bei den
Laplaceschen Transformationen, aber Forderung C ist nur im Fall
der Heavisideschen Operatorenrechnung erfiillt.

Der Zusammenhang mit den Laplaceschen Transformationen, mit
dem Fourierschen Integrale, mit Transformationen, die in der
Quantenmechanik verwendet werden und mit den Laplaceschen
Transformationen der Differenzenrechnung werden wir auch er-
ortern.

§ 17. Transformation der Operatoren des Differenzierens.

Wir betrachten die allgemeine Transformation (16, 4), und
setzen an:

Forderung A. Der Operator d/dr soll in eine lokale lineare
Operation transformiert werden ).

') S. aber Bemerkung 2, S. 66,
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Wir fragen also: wie musz in (16,4) K(x, &) spezialisiert werden

damit
d . d | S ; : B 3
(1) f(x)= /:/t‘ K (2, &) o (&) :‘t/"—- — 0 (&)
de ) delJ ' & Lo e oz LS
identisch sei mit:
' dé K (¢, &) . Ao (8)]),
also gerade zu ecinem lokalen Operator A ... als Transformierte des

Operators djdx [ithrt?

Da nun die letzte Gleichung fiir beliebige Gestalt von ¢(£) gelten
soll und A (¢(£) ) nur von den Werten der Funktion ¢(£) in £
und infintiesimaler Umgebung abhéngen soll, musz die Gleichheit
fiir jedes Element des Integrales separat gelten:

’ 0 IX’ \Z, :;"\ & o
(2) = (&)= K (2,8). Ao (%))
L4

und daher:

] YK (2, 8) AN(e())
K (2, §) . o(¥)
unabhéngig von allen r und von der speziellen Form von ¢(¢). Wir
setzen daher:
A(p(8))

(4) e z (&),
(&)

dann erhalten wir:

(5) /\'(a:“:';']:,,:z(i?)“(i_-.,'

Bemerkung 1. Die Integrationsgrenzen, die spater genau
erortert werden, miissen, damit (1) zutrifft, von » unabhéngig
sein,

Bemerkung 2. Die Form (5) ist nicht die einzige, die der
Forderung A geniigt: man kann (2), mittels einer partiellen
Integration nach £ in (1), abandern. Es ist dann notwendig.
die Integrationsgrenzen so zu wihlen, dasz das integrierte
Glied Null wird. Ein Beispiel ist die Pincherlesche ,tras-

formazione quasi-identica”, folgenderweise definiert'):

1y Pincherle. Rendie. R, Acead, Lincei Roma 33 (1) (1924) 203.
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. P ()
(6) filz) = le;- £ -
: 3 &
1

Man erhalt diese Transformation folgenderweise. Wenn
¢(1) =¢(% ) =0 ergibt sich statt (3), mittels partieller In-
tegration von (1):

= : VK (2, ¢ , .
(7) ':/( A }7\(7.1 ) K (z, &)L (&) (¢ beliebig)
.

L

Im Fall ¢(¢) =1 ist die Losung von (7):

(8) K'\z; &)= P (2 —&) (# beliebig)
und als Spezialfall K (r, &) 1/(§ — ), wie in (6).
Im Fall (6) besteht z. B. die Relation:
d d
(¢ : 2 o (E 1
%) dz I (#) d& Ps) )

diese Transformation bezieht sich also nicht auf unsren Fall.
Es gibt noch dhnliche Maéglichkeiten. So weit sie uns be-
kannt sind, sind sie aber fiir das Folgende nicht brauchbar.
Wir befassen uns also im Folgenden nur mit Transformationen
die zum Typus (5) gehoren.
Die Transformation mit Kern (5) hat folgende Eigenschaften.
Sie verkniipft gewisse Operatoren:

10) Ly

{ 1/17“"'“\'”
I -1

(11) _,d,r“. T 2 (E)

(12) 0...=e%@

wenn der Operator @ folgenderweise definiert wird:

(12a) Of(z)=f(z +1).

') Dus Zeichen == heniitzen wir zur Andentung der Transformation eines
Operators oder einer Funktion: os verbindet den Ausdruek vor und nach
der Transformation Dieses Zeichen wiirde zuerst im Gobiete der Operatoren

rechnung beniitzt von van der Pol (Phil, Mag. 7 (1920): ,,v. d. Pol 1’*).
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“r
—
~1

Forderung B. Die Differentiation soll in eine Multiplikation
transformiert werden:

d S
(B) =, i z& ... (a konstant)
dx s

Die Bedingungen A und B werden erfiillt durch:

. - g ar & e
(13) K (%, &) = e** s B(£). (« konstant)
Bemerkung. Die Laplacesche Transformationen zur Um-
wandlung von linearen Differentialgleichungen sind Spezial-
falle von (13) mit B(&) 1, also:
(14) K (z, &) = *
Forderung C. Wenn f(2)=1 soll auch die transformierte

Funktion ¢(&) =1 sein und umgekehrt. also:

)

(C) 1 () =.-l($).

Die Einheit in der r-Sprache soll also nach der Transformation
wieder die Einheit in der p- oder ¢-Sprache werden.
Dieses erhalt man wenn man in (13) setzt:

(15) Bi(&) =

und als Integrationsweg einen geschlossenen Weg €' nimmt, der
den Pol £ =0 enthilt.
Man erhélt dann ja:

(16)

nach dem Residuensatz.
Die allgemeine Transformation ist daher'):
- y 1 R PN e
17) f(2) = =—=]dp— % (p).
27 1. P

(

Der geschlossene Integrationsweg (' musz so gewéhlt werden, dasz
alle im Endlichen befindlich Pole umschlossen werden.

Wir schreiben jetzt p statt . In der Transformationstheorie ist

kein eigentlicher Operator mehr, nur cin Faktor.
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Das so erhaltene Integral (17) ist gerade das Bromwichsche
Integral zur Uebersetzung aus der p-Sprache in die r-Sprache.

Bemerkung. Die Forderung C erméglicht es, die Opera-
torenrechnung als eine Art Algebra aufzufassen, wie wir im
vorhergehenden Kapittel dargelegt haben. Diese Forderung
ist, wie schon gesagt, der wesentliche Unterschied zwischen
der Operatorenrechnung und den anderen Transformationen

in diesem Gebiete (wie die Laplaceschen).

Andere Integrationswege.

1. Wenn ¢(p) nicht eindeutig ist musz man ein oder mehr
Schnitte in die p-Flache anbringen und den Integrationsweg diesen
Schnitten entlang fiithren').

2. In der Operatorenrechnung handelt es sich oft um Funktio-

nen, die fiir # < 0 Null sein miissen (plotzlich erzeugte Kréfte,
us.w.). In diesem Fall musz man die gewohnlichen Funktionen
multiplizieren mit einem diskontinuierlichen Faktor. Man kann am
besten den Cauchyschen diskontinuierlichen Faktor anwenden:

a4 ®i
1 i a4
(18) H (%) = e ’t/p' (@ reell und 0)
271 J P
=0l

In der Operatorenrechnung bezeichnet man diesen Faktor mit dem
Namen , Einheitsfunktion”?).
Nach (18) ist:
H(r) =0 wenn = < 0,
(19) H(x) 3 wenn v =0,
H(x) 1 wenn » > 0.

Wir betrachten die Berechnung dieses Integrales zusammen mit der
Berechnung des Integrales (21).
In dem jetzt betrachteten Falle musz man statt (C) fordern:

(20) H (2)= I (p)
') Man findet ein Beispiel bei March, Bull, Am. Math, Soe. 33 (1927)
411, aber ganz cingehend ist die Darlegung von J. P, Schouten, Dissert.

Delft 1933,

=5 1 AR W 7
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Mit 1(p) meinen wir das gewdhnliche 1 in der p-Sprache.

Dieses erreicht man schon indem man statt (' als Integrations-
weg den in (18) angegebenen Integrationsweg wahlt. Im allge-
meinem Falle:

. - A 1 [ o (n)
(21) /(Q?l//l,‘l)): .‘l/l;f / P
: 271 J P
!
musz der Integrationsweg I, genommen werden von ¢— % 1 bis
a+ i mit a reell und mit solchem Wert, dasz alle Pole des

Integranden links von L liegen.

Wenn rz— 0 kann man den Integrationsweg [ schlieszen mit
einem groszen Halbkreis von « + o i bis @ — = i nach der Seite
des zweiten und dritte Quadranten. Wenn ¢(p)/p auf diesem
Halbkreis gleichmaszig nach 0 konvergeert, hat nach dem Jordan-
schen Lemma') dieses Stiick des Integrales den Wert 0. Die
Integrale (17) und (21) haben dann also denselben Wert im Fall
2> 0; und auch die Integrale (16) und (18) sind in diesem Fall
vollkommen gleichwertig.

Dann kann man den Integrationsweg deformieren zu (.

Wenn aber 2 < 0 kann dieser Halbkreis nicht genommen werden,
werden, weil der Integrand dann unendlich wird, man musz hier
vielmehr den Integrationsweg schlieszen mit einem Halbkreis im
ersten und vierten Quadrant, weil jetzt dieses Stiick unter denselben
Bedingungen Null ergibt. Aber das umschlossene Gebiet enthalt,
nach der Definition von I, keine Pole, das ganze Integral ist also
Null.

Fiir den Fall x—0 gibt es etwas verwickeltere Bedingungen
fiir das Nullwerden des Halbkreisintegrales. Wir verweisen auf
Whittaker and Watson?), man findet in diesem Buch
auch einen Weg zur Berechnung von H(0) =47%).

Unser Ergebnis lautet also:

'y Whittaker and Wattson, Modern Analysis, Cambridge § 6. b
In diesemr Gobiete angewandt von Jeffreys N 29,
) Whittaker and Watson, § 6 22

Whittaker and Watson, 41th Ed. p. 125, Ex. 15
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Die Transformation (21) liefert die Relation:
22) f(z) H(z) =9 (p),
die Transformation (17) dagegen:
(23) f(z)=9(p)

Die Transformationen dieser Art und auch die Komplikationen
mit mehrdeutigen Funktionen sind eingehend betrachtet von J. P.
Schouten. Wir verweisen auf seine Abhandlung’).

Die Integrale (17) und (21) finden sich, zwar ohne nahere Be-
griindung, schon bei Brom wich?): sie sind die , Bromwichschen
Integraldarstellungen’”” der Operatorenrechnung. Sie sind von
Lowry?) benutzt zur Erweiterung der Operatorenrechnung. Viele
seiner Resultate kann man aber, wie wir im vorhergehenden Kapittel
gezeigt haben, auch mittels Durchfithrung der Operatorenalgebra
erhalten. Schouten nimmt auch die Bromwichschen Integrale
als Ausgangspunkt, und kann so eine mathematisch sehr schone
Begriindung der Operatorenrechnung erreichen. Diese Methode
fordert aber ziemlich verwickelte funktionentheoretische Betrach-
tungen, auch in sehr einfachen Fallen. Zur Begriindung aber der
Uebersetzung von p" wenn n nicht eine ganze positive oder
negative Zahl ist, ist solch eine Methode notwendig, weil sonst
eine Definition ad hoc dieser Operation notwendig sein wiirde *).
Die Schoutensche Methode musz aber auch z.B. die Definition
des Integrals (21) einschranken ).

§ 18. Inversion: Carsonsches Integral.

Ehe wir die Umkehrung mit dem Mellinschen Umkehrungssatze
darstellen, skizzieren wir eine Methode, die der obigen analog ist.

oo P Sehouten, Over de Grondslagen van de Operatoren-rekening
volgens Hea viside, Dissert. Delft 18335,

) Bromwieh, Proe. Lond. Math. Soc. 15 (1916), 401, oder Joffrey s,
Operational Methods in Mathematieal Physies, 2nd Ed. Cawbridge 1931,
S. 22,

Lowry, Phil. Mag. VII, 15 (1932) 1033,

Siehe (15, 2).

) Sechoutoen, Le. S, 49,




72 I[I. TRANSFORMATIONSTHEORTE § 13

Statt der Forderungen A und B soll hier gerade die Multiplikation
mit £ in eine Differentiation umgewandelt werden. Also:

(1) fo (§) = ':/:L"_f L(z,&)f(x)

soll gleich sein zu:

d

dx e

e

(2) .’.1/;1' L2,

oder mittels partieller Integration von (2), wenn der Integrations-
weg so gewdhlt werden kann, dasz das integrierte Glied Null ist:

: .’.1/:1‘ d L (z, &)

3) i (z
( o I

Dieser Forderung (1) gleich (3) wird Geniige getan wenn:

d L (w, &)

4) EL(z, &=

d ( o
und daher:
5) L(z,8=c¢e S (B),

Die Forderung (C) lautet wieder:
(6) I(f_)=:1(i‘)

Man kann C Geniige tun mit «(£)

pa

(7) '!/.’L‘l' e —1,
0

und die allgemeine Transformation dieser Art ist also:

/-
(8) [ dzte¥ flz) =g

:\
Dieser Ausdruck ist gerade das Carsonsche Integral. ')

Wesentlich ist dasz # im Integral (7) nur positive Werte durch-

lauft. Die Carsonsche Methode hat also keine Bedeutung Fiir
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negatives x. Darum ist die Methode eigentlich nur richtig wenn
die Forderung C lautet:

©) H(z)=1(&)

und wir wiirden, wenn, wie immer im ersten Kapittel, p im zweiten
Gliede noch als Operator aufgefaszt wird, korrekter schreiben:

x

(10) ' depe v f(z) =9 (p) H(z).
U

Das Carsonsche Integral ist also nur in einem beschrankten Gebiet
brauchbar: es ist nicht die inverse Transformation zu (17, 17) aber
nur zu (17, 21).

Zusammenhang zwischen einer Transformation und ihrer Inversen.

Das Carsonsche Integral kann man auch. wie in der Literatur
erwahnt wird '), aus dem Bromwichschen ableiten und umgekehrt,
wenn die Funktionen ¢(p), bez. f(x) bestimmten Bedingungen
geniigen mittels der Mellinschen Umkehrungsséatze *), die von
Courant und Hilbert folgendermaszen formuliert werden:

Satz 1. Es sei ¢=o + ti eine komplexe Variabele. Im Streifen
a < o < B sei die Funktion ®(£) reguldar und daselbst

= o

] & (¢ + ti) dt

-0

konvergent; ferner strebe im schmaleren Streifen

[

2+0=0

[A

/ (3 > 0 beliebig fest)

die Funktion &(&) mit zunehmenden Absolutbetrag der Ordinaten
gleichmiszig gegen Null. Setzt man dann Ffiir reelles positives u
und festes o:

T4+ ®
1 f ¢ LS
(11) ’(”“):’—i w Sa (&) dé
F -
Y Curson, Eleetrie Cireuit Theory.
 Conrant und Hilbert, Methoden der Mathematischen Physik [

I, Aufl. 8, 90; Mellin, Aeta Math, 25 (1902) 139
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so ist im Streifen a« < o < 8:

(12) ‘lﬂ(if):’u‘i Ly (w) du

Satz 2. Fir w>0 sei gy(u) stickweise' glatt und Fir

« o < ﬁ sei

4 &= Yg ) dw.

absolut konvergent. Dann ergibt sich aus (12) die Um-
kehrung (11).

Diese Satze sind dem Fourierschen Integrale sehr nahe verwant.
Dieses gibt den einfachsten Beweis des zweiten Satzes. Wir ver-
weisen fir die Beweise auf Courant und Hilbert!').

Zur Anwendung auf unsren Fall setzen wir u=exp (— ),

E=p, und ®(p) = ¢(p)/p:
. | 3 _ollp)
(13) f(z)=5 ,‘r/;) err 7 !
’ P P
g - ®i
und
(14) 2 (p)=p ':/:lf. e=r f ().

Dieses Integral wiirde aber fast immer divergieren, und hat nur
praktischen Wert wenn wir Funktionen haben der Form:

f(@)= F(x) H (%)

Dann wird die untere Grenze nicht — %= aber 0, und ist (14)
das Carsonsche Integral; (13) ist das Bromwichsche Integral.

Courant und Hilbert, Methoden der mathematischen Physik I,

1. Aufl. 8. 90: Mellin, Aeta Math, 235 (1902) 1398,
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Das Carsonsche Integral ist von Carson als Ausgangs-
punkt seiner Operatorenrechnung genommen '). Seine Me-
thode ist von Van der Pol ausgearbeitet ). Der Nach-
teil dieser Methode ist dasz die Beweise nicht richtig sind
fiir negatives » und dasz auch diese Methode, wie jede
Transformationsmethode, weniger durchsichtig ist, weil p
nicht als Operator aufgefaszt wird.

§ 19. Zusammenhang der , Heavisideschen'' Operatorentrans-
formation mit anderen Transformationen der Differential-
operatoren.

Der Unterschied gegen die Laplaceschen Transformationen u.s.w.
ist. dasz beit letzteren die Forderung C fortfillt. Die allgemeine
Form fiir den Kern ist dann (17, 13):

K(x, &) = ¢ $B(&).

Spezialfalle:

1. K=—e (1) (Laplace I)?), die iibliche Laplacesche
Transformation in der elementaren Theorie der Differentialglei-
chungen.

2. K=o~ "% (2) Laplace II)*) ist die Inverse®) von G

sie ermoglicht das Zuriicktransformieren von & zu .

2 i &

3. K—e™*5 (3) und die inverse®) Transformation e~
sind die Transformationen die das Fouriersche Integral bilden.
Wir nennen diese Transformation kurz , Frouriertransformation™.

; . ¢
Betrachtung der Transformation (1), mit K=—=e'%

Diese Transformation hat folgende Eigenschaften:

Y Carson, Le

=N w4l Pol, e I, 11 TIT,
Laplaee. Ocovres VIL N, 131,

YW Laplace, Ocuvres VLI, S0 170,

) Bix anf einen konstanten Normiernngsfaktor.
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dn S E . ( d )"
o S g D' 5o =
o a" e ‘ d&
2 En=1
i 1 (e
4) da = 5 — { 1) dg; . - as, .
! £ )
8 1 dr i dr
==, zY l E?
- & d " A&
™ =0 "% .. 0% . o=e".. .. 'Y

Man findet alle diese Relationen nach einfachen Umrechnungen,

£ 3 £ P i o d
(5) z f(z)= ‘ dé e™s xy (§) = [e"*9(§)] '«l" e's I 2 (&)
J ag

Der Integrationsweg musz so gewéhlt werden, dasz die integrierten
Glieder Null ergeben.
Anderes Beispiel:

e fle :/zl’é’ elE+ @) g By — ’t Ees To(E — )=

(6) .

hier ist & & + a gesetzt, dieses ist nur bei geeigneten Integrations
grenzen ohne weiteres richtig.

Zur Vergleichung folgt hier dasselbe Schema im Fall der Opera-
torenrechnung: die Transformation mit den Bromwichschen und
Carsonschen Integral (diese Resultate fanden wir auch schon im
ersten Kapittel mit Operatorenalgebra) ):

174 : o : 4 ‘ d 1 )"
dge """ P Rl ' r7[) P
) 1 i L \B
adE: .cx > 'A..—'_(— ) | dp )
(7) ’ P ‘ e ’ : P
an an
<5 il Sl ot +1 a4
: l dax X =gl ( ) P /fp’” 7 ;
e, _-__7/’ Q% et ——ar. .. ®)
- ? = )

) In diesen Schema sind nur Hauptresultate angesetzt und viele Einzel
heite, z B. Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen, fortgelassen.

)y 8. fiir Definition & (17, 12a)
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Wir schlieszen aus den Schema (4), dasz die Laplacesche Trans-
formation (1) eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten umsetzt in eine algebraische Gleichung
n-ter Ordnung (Laplace?) ).

Im Falle nichtkonstanter Koeffizienten ist diese Laplacesche
Methode auch sehr gut anwendbar?®). Nach (4) wird eine
Differentialgleichung mit polynomialen Koeffizienten m-ten Grades
transformiert in eine Differentialgleichung m-ter Ordnung. Der
Grad n der Koeffizienten der neuen Gleichung ist die Ordnung
der alten Gleichung. Negative Potenzen von » ergeben Integral-
gleichungen oder Integro-Differentialgleichungen, die aber leicht
in Differentialgleichungen umgesetzt werden kénnen. Exponential
funktionen ergeben Differenzen.

Die Transformation (1) spielt auch eine Rolle in der Theorie
der asymptotischen Reihen. Man findet dieses bei Poincaré?),
Borel?), Pincherle?).

Die Transformation (2) gibt Anlasz zu véllig dhnlichen Be
trachtungen.

Die Transformation (1) und ihre Inversion (2) sind schon von
Pincherle betrachtet worden ?). Er erértert die Integrations-
wege der Transformationsintegrale,

Die Heavisidesche Methode gibt auch dieselben Resultate, aber
die Rechnung wird wesentlich erleichtert ©).

Die Fouriersche Transformation ergibt auch dhnliche Resultate;
ihre weitere Eigenschaften sind so bekannt, dasz wir sie nicht
weiter betrachten werden.

Zur praktischen Anwendung der Transformationen sind in jedem
Fall gewissen Integrationswege vorzuziehen, die wichtigsten Falle
erwahnen wir hier.

') Laplace, Ocuvres VIi.

) Diese Anwendungen rihren von Poincearé her, Cf. Picard, Traité
d'Analyse III 8. 394 ff.; Forsyth, Theory of Differential Equations IV:
Poinearé, Amer. Journ. Math., VII; Poinecardé, Acta Math, VIIL

) E. Borel, Le¢ons sur les séries divergentes,
Y Pincherle, Rendiconti R. Acead. d. Linecei Roma (CL fisiche cte.
12 1 (1904) 313

S Pincherle, Men. R, Acead. Seienze Ist. Bolgna (4) VIID (1887) 125,

%) ‘Siche § 5, § 13, § 15.
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Integrationswege der betrachteten Transformationen und ihrer
Inversen.
Fourier.
:[
(5) /’(a:p:'d&'e“s@ (z),

-

bei geniigender Konvergenz der Funktion ¢(x) in = , und die
inverse Transformation:

‘ ¥ L (i TP
(6) Q’,(‘;): 5= /‘d.’l‘v ("".' (-7’).

- B

mit entsprechenden Bedingungen.

Laplace.
Man kann als Integrationsweg einen geschlossenen Kreis nehmen:
(7) 'lluw,—,—’r/.‘;';;(if)r;'.
G

Dieses Verfahren findet man schon bei Pincherle, sie leitstet
besonders gute Dienste im Fall einer Laurententwicklung der
Funktion ¢. Man kann dann (' iiber einen beliecbigen Kreis er-
strecken, der grészer ist als der Kreis, auszer dessen die Laurent-
entwicklung giiltig ist. In diesem ganzen {-Gebiet ist die Trans-
formation eindeutig bis auf eine innerhalb (' regulare Funktion o(£)
(z. B. eine positive Potenzenreihe). Diese Transformation (7) ist
dem Bromwichschen Integral (17, 16) am meisten #hnlich.

Die inverse Transformation bestreicht ein beschrankteres Gebiet.
Sie wird irgendeiner in O anfangenden Gerade entlang integriert *)
und hat also die Form:

z ‘.l.'l.('

b4/

(8) @(E»z’(/:c f(z)e

0

')y Pineherle, Mem, R. Acead. Seienze Ist. Bolgna (4) VIII (1887) 125,
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Diese Transformation (8) is analog zur Carsonschen Methode

(18,10).

§ 20. Transfermation der Operatoren der Differenzenrechnung.
Anwendung auf lineare Differenzengleichungen.

1. Allgemeines.

Eine Transformation, die der Bedingung A (§ 17) Fir den
Differentialoperator erfiillt, wird auch den Operator ®*) in eine
lineare Operatorenfunktion iibersetzen. Wir beweisen dieses fol-
genderweise.

Man kann statt A von § 2 die Forderung ansetzen:

Forderung A’. Der Operator ® soll in eine lokale lineare
Operatorenfunktion transformiert werden. Statt (17, 4) ergibt sich
dann eine Differenzengleichung:

(1) K(x+ 1,8) ¢(&) K(x, &) L(e(€),£).

und die Losung dieser Differenzengleichung ist genau dieselbe als
(17,5). Die Bedingungen sind also véllig dquivalent.

Statt der Forderung B setzen wir an:

Forderung B’. Der Operator @ soll in eine Multiplikation mit
einer Potenz von ¢ transformiert werden.

Dieser Bedingung wird geniigt wenn man in (17.5) setzt:

(2) K(x, &) =£&*". B(¢). (« konstant).

Eine Transformation, die auch der Forderung C geniigt, laszt
sich nicht im allgemeinen Fall angeben.

Auch die Transformation (2) stammt schon von Laplace
und wird mit verschiedenen Modifikationen in der Theorie der
Differenzengleichungen angewandt. Wenn man nur die Absicht
hat, eine lineare Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten
in der einfachsten Weise in eine algebraische Gleichung um-
zusetzen, kann man am einfachsten

(3) a I und B(¢) 1, also K(xz, &) = &+

setzen,

'y 8, Definition @ : Formel (17, 12a).
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In der Tat findet man diese Transformation
(4) flz)= |dE.E" 3 (&)

schon bei Laplace') mit der oben erwahnten Anwendung.
Offenbar beeinfluszt die Wahl von B(¢) unsre Betrachtung gar
nicht; man findet z. B. auch den Fall

(5) B(g) =&, also K(z.£) = &**2),

Die wichtigsten Eigenschafte der Transformationen die der Be-
dingung « = | geniigen:

) — ¢ ..., fir K(z, &) =¢ und K(r §) =&.

Weiter hat man im Fall K(x, §) = & : (6)

A...=(E—=1)..., aA"...=E—-1)"...,

d \
R~ £ iz ...=log™ 1§
dz ~log jide =log
- a 1 2 d .
(1) —_ A== ey D e =l s
dg" j 8% d& 2
DY PR | S
e(x—1),..(xg —n)...=(— 1) En
* dz "
1 e -
==& "(/:;f,
I .
Die drei letzten Formeln (die im Fall K(x, £) = &%! eine etwas

verschiedene Gestalt annehmen), sind nur richtig, wenn gewisse
Bedingungen erfiillt sind an den Grenzen des Integrationsweges
(z. B. geschlossener Integrationsweg bei eindeutiger Funktion) weil
man diese Relationen mittels partieller Integration erhalt.

Diese Transformationen sind sehr niitzlich im Fall der Diffe-
renzenoperatoren, aber im Fall der Differentialoperatoren sind sie

vollig ungeeignet, wie man im Schema (7) sieht.

Y Laplaey, Ocuvies \ 11 8. 132, 127, 131
Laplace, Ocuvres VII S. 163; Norlund, Differenzengleichungen,

N, 216: Pincherle, Ann. Ecole normale (3) 22 (1905) Y.
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Auch findet man in der Literatur oft den etwas anderen Fall
a=—1 mit B({)=1") oder mit B(&) =&".

Die letzte Transformation
/.[J,) /']: - »"’f‘

hat die Eigentiimlichkeit eine Funktion in die Laplacesche ,,fonction
génératrice’ zu transformieren?).

2. Fonction génératrice.

Man zeigt dieses folgenderweise.

Laplace betrachtet #):

(8) eE)=FO0)+f(NE+F@)E+...+f(n)E + ...

¢(£) nennt er , fonction génératrice” von [(x). Oft nennt man f(x)
..fonction déterminante’.

Offenbar ist

.
(9) J(2)= E L'“" ).
X .

wenn ['*' die s-te Ableitung ist von f(£).

Dieses kann man schreiben:

10 i) = el R e 1o (€

nach dem Cauchyschen Satze. Der Integrationsweg (' ist ein ge-
schlossener Weg in der komplexen Fliche, der O einschlieszt.
Aus (10) ergibt sich:
z = I
(11) K(2,8 = —&721,

D)

Die , fonction génératrice” ist von Abel?) weiter betrachtet,
dieser und spatere Autoren haben den Begriff so erweitert, dasz
jetzt jede Funktion ¢(£) in einem Ausdruck

(12) Fi(a) = ‘ dé K (x,8) 9(&) (K beliebig)

Laplace, Ocuvres VI 5, 44,
Laplaece, Ocuvres VII 8. 92,
Laplace, Ocuvres VII S, S,

Abel, Gesamm, Weorke, herausg. Sylow u. Lie 11, 67,
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fonction génératrice genannt wird und die dazu gehorende Funktion
f(x) den Namen , fonction déterminante’” hat?).

3. Anwendung der Transformationen auf Differenzengleichungen
mit nicht konstanten Koeffizienten.

Wir ermittelten, dasz Differenzengleichungen mit konstanten
Koeffizienten transformiert werden in algebraische Gleichungen.
Aus dem Schema der Transformation (6) ergibt sich, dasz im
Falle von nichtkonstanten Koeffizienten die Differenzengleichung
in eine Differentialgleichung transformiert wird. Wie die allgemeine
lineare Differenzengleichung mit dieser Methode transformiert
werden kann ist von Mellin?) er6rtert. Niaheres findet man
auch z.B. bei Nérlund?).

Die hier betrachteten Laplaceschen Transformationen sind ge-
eignet, Differenzengleichungen in algebraische oder in Differential-
gleichungen zu transformieren. Die Frage dridngt sich auf, ob es
vielleicht auch méglich sei, das Umgekehrte darzustellen?

4. [Inverse Transformation.

Um diese umgekehrte Transformation zu suchen, verfahren wir
folgenderweise: Wir wollen eine Transformation finden, die zf(x)
umsetzt in eine Funktion, welche Operatoren der Differenzen-
rechnung erhalt.

Wenn die Grenzen der Integration == s sind oder wenn der

Integrationsweg geschlossen ist kann man statt:

(13) e f(x)= ‘r/i-' r Kz, &) o (§)

mittels andrer Wahl der Integrationsvariabelen setzen:
(14) 2 flz) = ‘r/‘.'_-'.a Kx&t4+1)3(E +1).

Wir setzen:

(15) vt K(z, &) =K(x, £E—1),

) 2 Be Pincherle, Acta Math, 36 (1914) 264,

) Mellin, Aeta Math, 25 (1902) 139, Die Mellinsche Arbeit bezieht
gich auf partiellen Differenzengleichungen; fiir gewdhnliche Differenzen
gleichungen war dies schon yon Pineherle untersucht: Pincherle,
Istit, Lombardo 1887,

Niorland Differenzengleichungen.
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dann ergibt sich, mit geeignetem Integrationswege:
(16) o f(x) =0 e(f).

Man kann (15) erfiillen mit:

(17) K(z, &) =a-% b(x).

Die Transformationen mit diesem Kerne erméglichen die Um-
setzung einer algebraischen Gleichung in eine Differenzengleichung.

Die Transformation ist auch geeignet, wenn es sich handelt um
die Umsetzung einer linearen Differentialgleichung in eine Diffe-

renzengleichung.
Man erhidlt z. B. im Fall h(z) = 1:
(18) = f(#) =— ./z/s £ 150,
und durch andere Wahl der Integrationsvariabelen:
. a ., I —Er .
(19) Gl @=— [d& z=FE—1) gt —1),
also:
a = = CirE
(ﬁj(.m =— (5§ —1)0—19(f).

Man erhélt kein einfaches Ergebnis, wenn man versucht © zu
transformieren.

5. . Inversion mittels des Mellinschen Satzes.

Die im Vorhergehenden betrachtete Transformation mit Kerne
(17) ist die inverse der im Anfang dieses Paragraphen betrachteten
Transformation. Man kann sie auch finden mittels der Mellinschen
Umkehrungssitze '). Hat man

>
(20) f(x) = jrfEi-' ’;:(if),
0

so kann daraus geschlossen werden:

T+l
. . R i
(21 o (&) = — ’ dx &7 f(x)dy, (o reell).

. 2wi g
C—xi

Die Funktionen miissen allerdings gewissen Bedingungen erfiillen *).

') Siehe § 18: (18, 11), (18, 12).



34 1. TRANSFORMATIONSTHEORIE § 20, § 21.

Die Formel (20) bezieht sich auf den Fall (6). die Inversion (21)
ist im Einklang mit (17).

§ 21. Zusammenhang mit Transformationen der Quanten-
mechanik.

Auch in der Quantenmechanik gibt es Transformationen, die
den hier erorterten sehr dhnlich sind. Darlegungen dariiber findet
man z. B. in den Diracschen Arbeiten '). Die von uns betrachteten
Funktionen kann man auffassen als geometrische Grészen und zwar
als Vektore in einem % -dimensionalem Raum. Die Komponenten f,
dieses Vektors schreibt man dann [(x). Eine Transformation der
Komponenten [, auf neue Koordinaten &:

(1) Py = - llé .l‘,

wird dann:
(2) 9(E) = |dE K(z,&)f(2),

und diese Transformation war gerade unser Ausgangspunkt (16,4).

In der Quantenmechanik betrachtet man auszer den Transfor-
mationen von solchen Vektoren f(g’) vor allem die Transformationen
von Tensoren zweiten Ranges f(¢’, ¢”), die ,,Matrizen" der Quan-
tenmechanik. Die Natur dieser Transformationen ist aber ganz
dieselbe als die der unsrigen. Besonders ist das der Fall mit der
Transformation, die eine quantenmechanische Funktion von ¢
transformiert in eine Funktion der zu ¢ ,kanonisch konjugierten"
Grosze p. Zwei Grészen p und ¢ nennt man in der Quanten-
mechanik (im einfachsten Fall) kanonisch konjugiert, wenn sie der
Bedingung:

(3) qp —pg=1hl

geniigen. / ist hier die Einheitsmatrix, d.h. eine Matrix mit
Elementen §(¢’—¢”) *): h=h/2 =.

P. AL M. Dirae, viele Abh. in Pore. Roy. Soe. London A, hesonders
1 (1927) 621.

) N, bei (8, 2).
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Diese Vertauschungsrelation ist der Vertauschungsrelation der
Operatorenrechnung ') sehr dhnlich.

. o
Man setzt in der Quantenmechanik p = -—1h — , also auch bis
e

auf den Faktor i h, wie in der Operatorenrechnung.

Man hat?):

i K b X R(7)
(¢ K (g, p)= + i K (q. ),
r K (q,p) " g B

und daher, mit Normierungskonstante:

(D) /\':/I"’l" ,_n,'l.'

Die Transformation ist also bis auf einen Faktor mit der , Fourier-
schen Transformation” identisch.

Der Unterschied mit der Transformation der Operatorenrechnung
ist darin gelegen, dasz diese Transformation nicht der Forderung ¢!
(§ 17):

(6) Lip)=1(q)

geniigt.
Anstatt dieser Forderung tritt in der Quantenmechanik die fol-
gende Forderung ein:

- 1 ‘"

(7) s(p' —p=3(¢ —q"),
d. h.: die Einheitsmatrix wird in die Einheitsmatrix transformiert.
In der Tat erhélt man, unter Anwendung der Form (5):

1 ]
5 a' it = ipt? gtk g
’ ’dp' 1//;” B 2 P S e (pf —p'")=

(8) o
= {ﬂ'p' ) S S R

diese Funktion ist gerade mit 5(¢’ — ¢”) identisch: es gilt ja nach
dem Fourierschen Integrale:

(9) flg )= ‘ ’ dg' dp'h~* & 9 = f(q')

N, (2, 7)) mit v |
S,z B P AL M. Dirae, Proc. Rov. Soe. Lond, A 113 (1927) 621

Formel (11).
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und die Definition von §(¢’ — ¢”) war: 8(q’ — q”) ist eine solche
Funktion, dasz:

(10) g ) = ‘ dq' 3(q"—q") f(q).

Die Gleichung (7) ist in der Operatorenrechnung nicht erfiillt,
es gilt da vielmehr:

(11) p H(r) =5(x)
und allgemeiner:
(12) pe P H(x)=3(@=x —z)

Wir beweisen die Relation (12) mittels des Carsonschen Integrales

(18, 10):

(13) ’ dx pe”"" 3 (z 2) = pe  “PH (x)

0

§ 22. Schema.

Bequemlichkeitshalber haben wir alle erérterte Transformationen
im folgenden Schema zusammengebracht.

Die Andeutungen , Laplace 92", u.s.w. beziehen sich auf Seiten
von: Laplace, Oeuvres, VII. — , Norlund" bezieht sich auf:
N 6 rlund, Differenzengleichungen. — ,,Pincherle, Ecole Nor-
male’” bezieht sich auf: Annales Ecole normale (3) 22 (1905) 9.

Die Ziffern wie (20,5) deuten die Formeln in dieser Abhand-
lung an.

Das Carsonsche Integral findet keine Stelle in diesem Schema,
weil es der ersten Forderung (Ford. A) nicht geniigt: die Trans-

G s L .
formation iibersetzt den Operator nicht in eine lokale Operation.
(7

Ip
Nach (19,7) gilt ja:
= d 1 __ =
i /-//1 2 %
Also ist
d - 1 d 1 i '/' d
//p'”—// }’///)‘;; Prrat S .,’[‘TI/:(;'“

und dieses ist. wegen des Integrales, keine lokale Operation.




Schema,
Allgemeine Transformation (16, 4)
Kern K (z, %)

d

Forderung A: P linearer lokaler Operator
ax

Andere

Forderung B / - 7 Forderung B: © —» 2& Quasi-identische Transformation
: axa /\ v, o o (2
K (z,£) = e“2sR (& K =& 13 (&)
(17, 5 (20, 2) Spez. K = (a 3 i
Pincherle, A. R. Linc Roma 1904
(17, 8)
K= ¢ K = & A £
.Fonction Laplace Laplace 94
génératrice’ 122, 127, 13]
Laplace 92 20, 3
(20, 11
= - 1] % == 1 %= = 12
K = ¢~ K =ex | o
,Laplace Il Fourier
Forderung C: 1 (a (& K — e”5 Laplace 173 19, 3
R — 1 Sk sLaplace I 19, 2

Laplace 131

Heaviside 19, |

Bromwich
17

17

Kerne

K oL

K=4¢ (x4
u. a
A &
Naérlund 316
|.-1§'J.‘l\x !“{

Pincherle,
I'_x Ult

20, 5

Quantenmechanik

)]

Norm
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Man konnte ein analoges Schema zusammensetzen der inversen
Transformationen, mit als Hauptforderung: Die Multiplikation p

d
transformiere sich in die Operation 5— (Inversion der Forderungen
4

I

A und B), und wiirde darin das Carsonschen Integral begegnen.

e

23. Anwendung der Transformationstheorie in der Operato-
renrechnung.

Die meisten Ergebnisse der ersten Methode lassen sich auch
erhalten mit dem Bromwichschen oder auch mit dem Carsonschen
Integrale, d. h. nach unsren Auseinandersetzungen mit der Trans-
formation von p nach x oder mit der Transformation von x nach p.
Der groszte Unterschied ist der, dasz das p in der Transformations-
theorie kein Operator mehr ist, aber eine gewdhnliche algebraische
Groésze. Daher ist es in diesem Gebiete unmoglich, wie in unsrer
Operatorenalgebra, Formeln zu betrachten, die zugleicherzeit p
und « enthalten.

Bromwichsche Methode.

Diese Methode ist von verschiedenen Autoren sehr eingehend
dargestellt, wir verweisen auf Lowry?) FHir die Ableitung
der wichtigsten Uebersetzungen mit dieser Methode und auf
Schouten?) fir die Anwendung zur Lésung von Differential-
gleichungen, , Expansion Theorem", u.s.w. Die Methode fithrt zu
denselben Resultaten wie in Kap. I, aber die Rechnungen sind oft
auch in einfachen Fillen so umstédndlich., dasz der Charakter einer
verkiirzten Rechnungsweise ganz verloren geht. Die Methode hat
aber den Vorteil, auch gebrochene Exponenten von p betrachten
zu konnen; diese haben als Operator keinen einfachen Sinn. sind
also in Methode I schwer zu behandeln.

Beispiele der Anwendung der Bromwichschen Methode.

Zwei Funktionen [(u) und ¢(p) entsprechen einander:

(1) f(zy=9®),

H. V. Lowry, Phil. Mag. VII 13 (1932) 1033,

) Sehouten, Diss. Delft 1933,
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wenn sie durch das Bromwichsche Integral (17,17):

r d erx
(2) .11;13 — [{[}) /1 :,1/1‘

P

verkniipft sind. So hat man:

1. d ’ "/ d ev "/ el
(2 ) = ap (P ) == ap 2T\ )
dx : /l/;'r w F ) Z ? Pe P
{ (
d
(3) L&) % )
r{.’l' =Py 7
2 f(z) ] ' et I ‘1' erc 4 | \
T H(®) = - ; dp & ®(p) = > n ’t" » oip),
. 31_‘_1. Vs /)'} _):’_,' }}).1//1/’,11
& L&
nach partieller Integration; daher:
] 3
)
(4) 2z I (2)= 2 ! o (p).
" ' dp p !
Beispiele von speziellen Uebersetzungen:
- . !
P \
= L. . e &' ,.
(5) a—|dp—p~"=—, Fhir alle Werte von .
2 7l P 7! :
- L
{
P
s L e
(0) - ‘,/’/; p'=0
2 7l 77
(. .
. :
Carsonsche Methode.
Die Rechnungen sind kiirzer als bei den Bromwichschen Integra-
len, aber in sehr wichtigen und einfachen Faillen ist die Methode
unbrauchbar, z. B. Hir ganze positive Potenzen von p. Auch ist
die Methode nicht anwendbar fiir negatives i, also kann sie nicht
als mathematische Grundlage der allgemeinen Theorie verwendet
werden. Auf dem heuristischen Wege hat sie viel geleistet. Wir ‘

verweisen auf Carson'), van der Pol?) Hir Beispiele und

Carson, Eleetrie Cirenit Theor Me Graw Hill 1931,

ISR 2 WO 1 O A
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Anwendungen. Carson betrachtet nur elektrotechnische An-
wendungen; Van der Pol auch allgemeine Anwendungen, mit
sehr interessanten Beispielen.

In diesem Fall sind die Funktionen

(7) o(p) = f(x), hier eigentlich ¢(p) = f(z) H(x)

durch das Integral (18, 8):

(8) v (p) = p ’1/.)’ e f(z)
0
mit einander verkniipft.
Beispiele:
/; ‘ s - ({ .
(9) pop)=p ’a’rr,u» veFle) =» ‘//.r e~ 7 (),
Y ax
mittels partieller Integration, wenn f(0) =0 und f( «) héchstens
mit endlicher Ordnung unendlich wird. In diesem Fall ergibt sich
also:
(10) . 4 (
G P)= &)
pep)=7-f
und wenn f(0) = 0:
, i
(11 7o (p) -//INH_:{ Fi(2),
ayr

ganz im Einklang mit unsrem Ergebnis im ersten Kapittel.

d d 7 . ‘
/',//) o (p)=p ’,,/l ’{/ T eV T (D) = P dre—av g f(@)
9 b
daher:
d |
(12) / w(n) =& f(z
pr[p » PI=% J\x)

Beispiele von speziellen Uebersetzungen:
Der 1-Integral ergibt:
,.
13) Nn)p="=p ’,/.r e P " fir @ positiv reell.

0
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Im Fall von p# (n positive ganze Zahl) versagt diese Methode.
Die Methode des ersten Kapitels ergibt aber in diesen Falle die
richtige Uebersetzung.
Weil die Carsonsche Methode sich auf den Fall der Einheits-
funktion bezieht, gilt nach (8, 3):

(14) p H(x) =38(x),

dn—?
(15) pr II(I‘ ———78(2).
dan-1
Diese ., Impulsfunktionen” sind, besonders in elektrotechnischen

Anwendungen, sehr oft brauchbar. Die Formel (11, 24’):
(16) Mr—a)=—c¢ *'§(x)

gestattet noch weitere Anwendungen.

§ 24. Ueberblick.

Wir schlieszen diese Abhandlung ab mit einem kurzen Ueber-
blick der Methoden der Operatorenrechnung.

Methode 1.

Grundsatz: p ist der Operator d/da.

«. Wie im ersten Teil dieser Abhandlung erértert ist, ist diese
Methode in vielen Fillen vollig ausreichend. Sie hat den Vorteil
einer groszen Einfachkeit und Durchsichtbarkeit, sie gestattet prin-
zipiell Uebersetzung von jeder Funktion, mittels (10, 8), und enthalt
die Méglichkeit von Funktionen die p und » beide enthalten.

Gebrochene Potenzen von p kann man aber in dieser Methode
nur durch Definitionen ad hoc einfithren (§ 15).

B. Wenn man Impulsen braucht (siehe (8,3), (11,24") ) musz
man die Operatoren auf die , Einheitsfunktion” H(x) (siche (8, 1),
(8,4) ) statt auf die gewdhnliche Einheit ausiiben.

Methode 1.

Grundgedanke: p ist eine neue Variabele: die Uebersetzung der
Funktion f(r) in ¢(p) geschicht mit einem Integrale.

«. Bromwichsches Integral a
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f(z) = , dp (I; e(p), (17,17) (€' umfaszt alle Pole).

Wir haben im zweiten Teil dieser Abhandlung einen natiir-
lichen Weg angegeben, zu diesem Integral zu gelangen.

Dieses Integral ist das Aequivalent der Methode I a: man kann
aber auch gebrochene Werte von p zwanglos beriicksichtigen, die
Methode ist aber weniger einfach und durchsichtig. Die Methode
ist besonders von L ow ry hervorgehoben.

«. Eine allgemeine Inversion des Integrales (17,17) zur um-
gekehrten Uebersetzung von ¢(p) in f(x) laszt sich nicht angeben
(§ 18).

B. Bromwichsches Integral f:

a-+iw
r orl
f(z) H(zx) = [ ap — o(p) (17,21) und:

a=—ix

B’. seine Inversion, das Carsonsche Integral:
e(p) = {da‘,pe 20 f(x) (18, 8)

N

beziechen sich nur auf Funktionen, die Null sind wenn z <0
(allgemeiner: wenn 2 einen positiven Realteil enthilt). Sie haben
die Eigenschaft Impulsfunktionen §(z) in einfache Formen zu iiber-
setzen (siehe (23,16) ) und sind der Methode 1 analog. Die
Methode ist z. B. am Besten geeignet in den Fillen der elektro-
technischen Anwendungen. Besonders van der Pol hat die
Methode II B’ weiter entwickelt.

Die Methoden II sind nur anwendbar, wenn die Integrale kon-
vergieren, sie haben oft den Nachteil, dasz langere Ueberlegungen,
besonders zur Auswertung der Bromwichschen Integrale, unver-
meidlich sind. Funktionen, dic p und » zusammen enthalten, sind
im Gedankengang dieser Methode ausgeschlossen.

Unterschied zwischen Methode Il und Laplaceschen Transfor-

mation.

Wir haben gezeigt. dasz der Unterschied zwischen Methode 11
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24.

wrs

und der Laplaceschen Methode zur Losung von Differential-
gleichungen darin gelegen ist, dasz die Transformationen der
Methode Il auszer allen Eigenschaften der Laplaceschen Trans-
formationen auch noch die spezielle Eigenschaft haben, dasz bei der
Transformationen im Fall Il « eine additive Konstante nach der
Transformation ihren Wert beibehalt:

" : L
und im Fall Il # bei Uebersetzung von der p-Sprache in die
r-Sprache folgenderweise iibersetzt wird:
= w.H(x)

d.h. eine Konstante in der p-Sprache behalt ihren Wert in der
r-Sprache wenn x > 0, aber wird 0 wenn » < 0. Siehe Forderung C,
§ 17, und auch (18, 20).
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Inleiding.

In dit werk is getracht den aard op te sporen van de methodes
die worden gebruikt onder den naam van ,operatorenrekening van
Heaviside"'.

Methode 1.

In het eerste deel is, uitsluitend steunende op de definitie van
de operator p:
d
dx ’

de operatorenrekening afgeleid.

De methode kenmerkt zich door grooten eenvoud, zij levert op
zeer korte wijze de oplossingen van differentiaalvergelijkingen,
terwijl de vorm, waarin men de oplossingen verkrijgt, aangepast is
aan de beginconstanten van het probleem, zoodat zij voor de
physische toepassingen geschikter zijn dan die men op de gewone
wijze verkrijgt. Daarenboven leent de methode zich op zeer een-
voudige wijze tot het invoeren van zoogenaamde impulsfuncties,
welke in zoo vele natuurkundige problemen optreden.

Methode 1.

In het tweede deel zoeken wij een transformatie, die het mogelijk
maakt een vorm in r zoo te transformeeren, dat de nieuwe ver-
anderlijke p juist een vertaling wordt van de operatie d/dz. Indien
dus de functie f(r) getransformeerd wordt in ¢(p):

[lx) = ¢(p)
eischen wij:

d :
Jlx) pPelp).
dx
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Wij komen zoo tot een afleiding van de twee integralen, die
Bromwich zonder nadere verklaring poneerde tot het ver-
krijgen van de operatorenrekening.

Op dergelijke wijze verkrijgen wij een afleiding van de integraal,
die Carson tot het uitgangspunt maakte van de operatoren-
rekening.

Tevens verschaft onze beschouwing ons een inzicht in het ver-
band tusschen deze transformaties en de transformatiemethodes
van Laplace tot het oplossen van differentiaalvergelijkingen
en van differentievergelijkingen.

Ook het verband met de quantamechanica wordt onderzocht.

De methodes worden in een schema vereenigd: § 22.

Bij vergelijking der methodes 1 en Il komen wij tot de conclusie,
dat methode II dezelfde voordeelen levert als methode I, maar met
minder eenvoudige berekeningen. Evenwel leidt methode II tot
resultaten, die met methode I bezwaarlijk te bereiken zijn,

Methode 1. Operatorenalgebra.

Wij definieeren niet zonder meer dy/dxr = py, maar wanneer het
gaat om de oplossing y der differentiaalvergelijking, stellen wij:

L

dx

= py — py(0). (1,15)

waarin y(0) de waarde voorstelt van y(z) voor £=0. Op deze
wijze is het mogelijk de algemeene oplossing der differentiaal-
vergelijking met operatoren te verkrijgen, terwijl men anders alleen
de oplossing zou verkrijgen die voldoet aan y(0) =0.

On dergelijke wijze wordt de definitie van hoogere machten van
p gemodifieerd (§ 5).

Voor negatieve machten van p gaan wij uit van de definitie:

&«

frl.'r...:p“‘... (1,8)

0

Wij toonen aan, dat er eenvoudige commutatieregels bestaan, die
een algebra mogelijk maken van functies, die zoowel p als z be-
vatten, en die, op de factor I/2 =i na, dezelfde vorm hebben als
de commutatieregels, die men in de quantamechanica kent.
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Men krijgt dus vormen als:
[pr—uaply=uy. (2,.7)

Men kan met deze regels gemakkelijk de ,vertaling” vinden van
de eenvoudige functies van de ,p-taal” in de ,r-taal” en om-
gekeerd.

Niet steeds verkrijgen wij een enkele vertaling van de functie;
bij de exponentieele functie en de hiermee samenhangende functies
krijgt men verschillende vertalingen. Zoo heeft men:

= —E 1 (3, 10)
P—a

maar b.v. ook:
P (3,19)

.‘4""'(1)—« )

Oplossing van lineaire differentiaalvergelijkingen met constante
I g g $

coéfficienten.

Door de omzetting van zulk een differentiaalvergelijking in de
p-taal gaat zij over in een algebraische vergelijking. Een verge-
lijking van de n-de orde wordt door de definitie p = d/dr omgezet
in een vergelijking van de n-de graad in p. Men lost hieruit de
gezochte functie y op, en verkrijgt:

u(p) .
— — sl 5, 12
Y v (p) (5,12)

De gemakkelijkste oplossing verkrijgt men door deze breuk te
splitsen op de bekende wijze:

w(p) w(0 > U ) =
(p) _ u )ﬂf_\_‘__(’a) =R (5, 14)
v(p) »(0) « at'(a) p—a
waarin « de wortels van ¢(p) =0 zijn. Dit levert, weer in x-taal

geschreven:

N ule) s
. REnip, Sl ot (5,15
ol L) ’

Dit resultaat is bekend onder den naam ,expansietheorema van

Heaviside''.
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Een eenvoudig voorbeeld ter toelichting. Gevraagd y op te
lossen uit:

dy

Pt (6,.1)

met als beginvoorwaarde:

=2

De vergelijking wordt, met (1, 15):

puy /12— 341*3.

en dus verkrijgt men:

In z-taal wordt dit:

y=—1+ 3 e¥ (6,2)

In bepaalde gevallen kan men met voordeel de operatoren doen
werken op de z.g. ..eenheidsfunctie” H(x), die gedefinieerd wordt
door:

H(x -0 voor x < 0,
H(z) =1 voor = > 0.

Als ..differentiaalquotient’” §(x) van deze functie:
p H(x) S(r)
en meer algemeen:
¢ “YpH(r)=38(x—a),

kan men een functie beschouwen, die overal nul is, behalve op de
plaats x = «, en die daar een zoodanige waarde heeft, dat:

‘ di f(x) 8(r a) =fla). (a<a<pB) (8,2)

2

Deze functie is geschikt tot het in rekening brengen van impulsen
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in de operatorenrekening: in de quantamechanica is zij door

Dirac ingevoerd.
Een hoofdstelling is: Wanneer (4 e(p). 1, geldt:
£yl P e(p ]. ( 10 5)

Dit maakt het mogelijk elke functie van » direct om te zetten in
een functie van p, indien men elke 2 vervangt door:
d |
1
: ,/‘“ P
Reeksontwikkelingen in de p-taal worden niet naar positieve
machten van p uitgevoerd, omdat positieve machten van p in
vertaald 0 leveren:
Pt i (3,.5)
In zulk een geval stelt de restterm de geheele functie voor.
Aangezien de p slechts als symbool wordt opgevat is onderzoek
naar de convergentie in de p-taal van geen belang (dit geldt niet
als men van methode Il uitgaat). Het komt slechts aan op de
convergentie van de .-reeks, die eigenlijk wordt voorgesteld.

Aangezien negatieve machten van » als vol t vertaald worden:
¢ g ! g

zal een reeksontwikkeling naar negatieve machten van p een een-
voudige reeks in de z-taal geven. Men ontwikkelt dus bij voorkeur
naar negatieve machten van p:

V=10t @ P P2 e 12,10

met als vertaling in z-taal:

Deze reeksontwikkeling wordt vaak toegepast bij oplossingen
van differentiaalvergelijkingen en is dan bekend onder den naam
«power series solution” van Heaviside.
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In de literatuur der bekende D-operatoren vindt men wel reeks-
ontwikkelingen naar positieve machten van de operator p of D tot
het oplossen van niet-homogene differentiaalvergelijkingen met
constante coéfficienten. De restterm wordt hierbij niet beschouwd.

Fen onderzoek van dit geval brengt ons tot ‘de conclusie:
Regel: Wanneer men de oplossing

1
Y =1y + F(x) (12, 30)
v(p)
(7, = oplossing homogene differentiaalvergelijking)
der differentiaalvergelijking:
S P (13,31)
) Y == {2)
ok e Y X

door een ontwikkeling naar positieve machten van p verkrijgen wil:
y=yn~+ (@, +a,p + a;p*+ ...) F(x) (12, 32)

vindt men wel de juiste oplossing, maar niet meer in de begin-
constanten uitgedrukt

De operatoren leveren ook uitstekende resultaten bij de oplossing
van lineaire differentiaalvergelijkingen met niet-constante coéffi-
cienten. Men verkrijgt in dit geval bij vertaling in de p-taal geen
algebraische vergelijking, maar een differentiaalvergelijking. Men
verkrijgt, wanneer de hoogste graad der coéfficienten m is, bij ver-
taling in de p-taal een differentiaalvergelijking van de m-e orde.
Ook het omgekeerde is waar.

Bij negatieyve machten van r in de coéfficienten kan men meestal
het gemakkelijkst deze negatieve machten door vermenigvuldiging
verdrijven. Men kan ze echter ook direct in de p-taal overbrengen
met behulp van de formule:

"

=2 J(p) =i ’ dp |

I ”
- f(p). (15,11)
P

Wanneer de coéfficienten der oorspronkelijke differentiaalverge-
lijking alleen exponentieele functies bevatten, wordt de p-vergelijking
een differentievergelijking, Immers:
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/,l

t (14

e(p +a). 1. (3,16)

Uitbreiding der theorie.

Het is mogelijk, met behulp van de functie de definitie van p
uit te breiden tot gebroken waarden van n:

7

¢

1:”(, ; (15, 2)

n)
Voor negatieve machten van x vindt men volgens de boven-

genoemde formule (15,11):

o 2 K
=21

n * 1 —
(n—1)!

ogp.l. (15, 14)
Met behulp hiervan kan men asymptotische reeksontwikkelingen
verkrijgen.

Methode II. Transformatietheorie.

De methode van Heaviside berust op het invoeren van de
multiplicatieve operator p in plaats van de operator d/du.

Beide operatoren zijn lineair.

Wij vragen ons af: aan welke eischen moet een lineaire trans-
formatie voldoen om de differentiatie-operator om te zetten in een
multiplicatie?

Wij beschouwen de zeer algemeene lineaire transformatie:

I(z) = t(lé K(z, &) o(€) (16,4)

en vragen ons af, aan welke bijzondere voorwaarde deze algemeene
transformatie moet voldoen, om de nieuwe variabele ¢ de eigen-
schappen van d/dx = p te geven.

Deze bijzondere kenmerken zijn:

A. De operator d/dr wordt getransformeerd in een locale lineaire
operatie (met locaal bedoelen wij een operator, die slechts werkt
op x en de infinitesimale omgeving van r, dus b.v. geen integratie).

B. Nog verder specialiseerende eischen wij, dat d/dr wordt ge-
transformeerd in de operator der vermenigvuldiging:
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d

v =0 & ... (a constant) (B)
I‘/ T

C. Bij de transformatie moet een constante term in een constante

term van dezelfde waarde worden getransformeerd:
] ks (C)

Wij toonen aan, dat deze drie eischen de genoemde vergelijking
(16.4) specialiseeren tot:
o 1 7 Bl
f(o) = —— ’,//; o(p) (16, 17)

(

en dit is inderdaad de integraal, die Brom wich, zij het zonder
afleiding, heeft voorgesteld tot grondslag van de operatoren-
rekening.

a. De gewone operatorenrekening, zooals-wij die hebben uiteen-
gezet in het eerste deel, verkrijgt men door als integratieweg voor
deze integraal een gesloten contour te nemen, die alle in het eindige
gelegen polen van de integrand omsluit.

. Men kan echter ook als eisch stellen, in plaats van C:

C’. Bij de transformatie moet de eenheidsfunctie /H (#) worden,

overgevoerd in de eenheid:
H(r) = 1

in dit geval kan men uitsluitend functies beschouwen, die nul zijn
voor & < 0.

Stelt men deze eisch, dan moet men als integratieweg voor de
integraal van Bromwich (16,17) een weg van a + i = tot
@« —1 % nemen, en ¢ zoo kiezen, dat alle polen van de integrand
links van de integratieweg liggen.

In plaats van uit te gaan van de transformatie (16,4), die een
functie van r omzetten moet in een functie van p, kan men ook
de inverse transformatie beschouwen, die een functie van p moet
omzetten in een functie van r. Door eischen analoog aan de boven-
staande wordt de algemeene transformatie gespecialiseerd tot:

"

’I/I[ll ""/.u.l“ ;\/"//(J“ (IB]O)
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en deze integraal is juist die, welke door Carson tot het uit-
gangspunt der operatorenrekening is voorgesteld.

Men moet deze laatste integraal beschouwen als inversie van
die van Bromwich met de grenzen aangegeven bij B. Een
inversie van de integraal van Brom wich met de grenzen aan-
gegeven bij a is niet voor het algemeene geval aan te geven.

De integraal van Bromwich en die van Carson hangen
ook met elkaar samen door middel van de inversietheorema's van
Mellin. Met deze theorema's is het mogelijk, als een der in-
tegralen bekend is, de andere te vinden. Men vindt deze theorema's
in de formules (18, 11) tot (18, 14).

Aan de hand van de specialiseering der algemeene transformatie
(16,4) door de eischen A. B, C is het mogelijk, zich een goed
inzicht te vormen van het verband tusschen operatorenrekening en
andere methodes tot het transformeeren van differentiaalvergelij-
kingen. Men vindt de kernen der transformatie-integralen over-
zichtelijk vereenigd in het schema van § 22.

Het blijkt (§ 19), dat de transformatie van Laplace tot het
transformeeren van differentiaalvergelijkingen, die de vorm

f(x) = /41119'39‘1“

heeft, wel voldoet aan de eischen A en B, maar niet aan de eisch C.
Deze laatste is dan ook heel kenmerkend voor de operatorenrekening.
De transformaties (§ 20), die Laplace gebruikte voor het
transformeeren van een lineaire differentievergelijking in een
differentiaalvergelijking, kan men samenvatten in de gedaante:

flx) dtE B(E) o(£).

Deze transformatie kan men afleiden door eischen A en B te
stellen, die echter in plaats van op de operator d/dr betrekking
hebben op de operator ©, die gedefinieerd wordt door:

O 1 (5) =f(x+ 1). (17, 12a)

Ook hier kan men de formules van M ellin gebruiken, zij zijn
trouwens voor dit geval afgeleid.
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Met de transformaties van Laplace hangt de integraal van
Fourier ten nauwste samen, zoodat ook deze in het schema
zijn plaats vindt.

Hiermee hangen weer de transformaties uit de quantamechanica
samen.

De transformatie van een quantamechanische grootheid naar haar
canonisch geconjugeerde blijkt het dichtste te staan bij de operatoren-
rekening. Inderdaad is de fundamenteele quantamechanische relatie:

qp — pq = 1hl (h=h/2 =) (21, 3)

op de factor ih na identiek met een der grondformules (2,7), die
wij voor de operatorenrekening hebben afgeleid.

De overeenkomst is echter niet zoo groot als zij formeel schijnt,
aangezien men ¢, p en I moet opvatten als z.g. ,g-getallen™, zoo-
dat 1 een (continue) diagonaalmatrix voorstelt met als elementen

3(¢ —q”). De eisch C, die men in de quantamechanica moet
stellen:
1(p) = 1(q) (21,6)
luidt:
S(p/—p”) = (¢ q’). (21,7)

Deze eisch is een andere dan de eisch C in de operatorenrekening:
in de operatorenrekening geldt n.l. integendeel:

P “ H(x) Slx— a). (2112




WICHTIGSTE FORMELN.

pt f(x) ,/]',l-, f(x) 1. 1): P | =0 " 0 3.8
ol - |
pn f(x) = ’([J'] /ll.l'x_,, l'd_r' Jf(z) (1.8): i ] = J -, (n >10) (3.6
4 [ "
0 0 |.t
¢ f () = f(2) -aqe”™ |[doe""f(2): 10, 3
p—a )
) 9 ) : :
I .1l =e%% (3, 11): ! e(p—a). 1 =e""J(2),
pP-—a P —a
wenn ¢(p). ] flx). (3,16)
f(2) = ¢e* dre “*f(x): 10, 2
P—a« ~
1 : . | A =
i (5 , (nach (3, 20) ). (3,23)
P % %
48 2
| =& e*"  (nach (3,19) ). (3, 24)
[‘ - X
| J- ot I | . -
Ll == — — z, (nach (3;21)). (3,25)
pip— ) A z- Z
1 | ; ] ] |
prip — ) bl 7 il 2. n
(nach (3,22) ). (3,26)
Aufspaltung in Partialbriiche ergibt:
] y 3 -
4 e (ae* —Bo? (3,27)
(p—a) (p—B) a 3
p | L o (3 28)
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Differentiation von (3,

Differentiation der folgenden 1

WICHTIGSTE FORMELN

I )-malige Differentiation von (3, 10} nach «:

sn—1

1 a

(p zn n— 1)
20) nach a:
1 1

— - 0%~ S e
@)- %

(p
1 )-fache Differentiation:

1 ] dn (1

‘ormel (4, 12)

(p—a)n (n 1)! dan
- @) O
SiN 28 = — .1, cosan = - - 1 (4, 3)
D — " L (4]
N ap v p
sinh 24 I, cosh = — ] (4.1
II « P X
,//"" 1 { 7 3 .
¢ in «x e 1, nach (4,3) und (3, 16).
(22 4 )" 4
/;i// + 3) X
¢ COS & -, . 1, nach (4,4) und (3, 16).
(7 + 3) + &
P& COS O //: sin 2 ~ :
in r+ o L - .1, nach (4, 3), (4,4)
27= -4 -
P=COS 3 + ‘-_//\I?] & : -
sin lwx + o) =" . L 1, nach (4. 3), (4,4)
7 - o=
pocose + p(p + B)sing
¢ smMiwy + 9) : o &
7 =+ [3%) 4 w*
nach (4,5), (4,6)
plp -+ B)cose F wpsing
€"F CoS (WY + O — = T
7+ £)? 4+ 2
nach (4,5), (4,6)
A ) ot

29)

(3.30)

{4,
(4,6)

(4,

~

(4,

8)

(4,9)

10)




WICHTIGSTE FORMELN

Integration von (4, 12):

|
2l

P4+ 2ap + wy*

worin o” 0, o tgy
m und n Wurzeln von p* — 2 ap

)

(m e "

pe =+ 2 ap + wy

und (3, 29), (3,




WICHTIGSTE FORMELN

d*y :
——pf —pry () —py’ (0),
'l,"‘ g
flv"‘U d f (
0 ot W L -t )
" dr? pd/: i PR
. 42y d ,
@ —— —
da® P dp* s
d*y d y
rt — )J
dot ¥ ‘ dp | 8,

Die ganz allgemeine Formel ist:

/,,. { n
I.‘((l,-!‘/‘,‘p‘ (;/’)/l” “f+(=1)"*'[[(m—1) (m
o (m—n k) pre=n y(0) (m—2) ... (m—mn) p"—
F(m—3)...(m—n—1)pm=-"=24"(0) + ...... 1]

Mit den doppelten Klammern bezeichnen wir, dasz die darin ver-
faszte Reihe nur fortgesetzt werden darf bis der Exponent von p

p

gleich 1 ist (also nur m —n—Fk > 1).
I | ) er
(&) au .
27w ’ "
Pt f(z) = f{l T a
~-logp=logz +
(—p)"
o] = * Jogp. 1.
' TR T} o
£ : i 1 i (B h)
) — ¢ o (p) romwich
1 i / P S (p
- 1 e(p)
f(z) H(z) ==— [|dp e ( Bromwich)
™1 )

o(p) H(z) =

, depe P f(x) (Carson)

=14 4(0)

=N

(10, 18)

(11, 20)
(15, 11)

(15, 14)

(17,21)

(18.10)




STELLINGEN.






STELLINGEN.

I.

Het is niet gewenscht, de oorspronkelijke gedachte van Hea v i-
side, dat p een operator is, geheel te verlaten.

B. v.d. Pol en K. F. Niessen, Phil. Mag, 7, 13 (1932) 537

I
Tegen de bewering van Lowry, dat het de voorkeur verdient
de integraal van Bromwich

’:l/; — 2 (p)

¢ /I

te nemen met als integratieweg een contour, dat loopt van
— % —0¢ tot — » + 04 in plaats van ¢—1i % tot ¢ + @ x
valt op te merken, dat, in bepaalde toepassingsgebieden, alleen de
tweede integraal tot het doel voert.

H, V. Lowry, Phil, Mag, 7, 13 (1932) 1035.

I11.
Het onjuiste resultaat, dat | e f freys verkrijgt:
1 |
{ e
/) - % &

wordt door hem niet op de juiste wijze verklaard.

H, Jeffreys, Operational Methods in mathematical Physies,

2nd. Ed. p. 19.

IV.

De bewering van E. |. Berge, dat niemand de beteekenis
kent van operatoren, uitgeoefend op het quadraat der eenheids-
functie. berust op een misverstand.

Gramiseh, Tropper. Berg, Rechnung mit Operatoren,

N -10:
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V.

Tegen de opvattingen van L év y over de theorie van Carson
zijn bezwaren in te brengen.

P. Lévy, Bull, d. Sciences math, (2) 50, (1926) 174.

VL

De door March geponeerde gelijkwaardigheid van de inte-
graal van Carson

'/) e~*? h(z) dx

met de integraal van Bromwich

1 U ghx
hiz) n /
2=1J pH(p)

genomen over een groote cirkel is in het algemeen niet juist.
H. W. Mareh, Bull, Amer. Math, Soe. 33 (1927) 311.

VILI.

De stelling:

., Opdat de voor |z| < 1 reguliere w= F(z), die voldoet aan
F(0)=0, F(0) =1 en F’'(2) 540 voor |Z| < 1, den eenheids-
cirkel op een volledig convex gebied afbeeldt, is voldoende en
noodzakelijk, dat

R (2 F'(2) )

>0
F'(z) )

is voor [2| < 1"
bevat een overbodig gegeven. Men kan b.v. de voorwaarde
WF'(2) s£ovoor |2l < 1" weglaten.

A, Marx, Math. Ann. 107 (1932) 62.

VIIL

Het zou aanbeveling verdienen, dat leerboeken der analytische
meetkunde, die de projectieve indeeling der collineaties uitvoerig
behandelen, cok die der correlaties althans voor het platte vlak

minder kort zouden behandelen.
Zie bv. Barrau, Anal, Meetk. 1.
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IX.

De theorie van Gurney geeft nog geen bevredigende ver-
klaring van het verschijnsel der electrische , Ueberspannung”.
R.W. Gurn ey, Proc, H-b_\'. Soe. Lond., A 134 (1931) 157.

De door Polanyi voorgestelde verklaring van de electro-
lytische methode tot het concentreeren van waterstof met het
atoomgewicht 2 is niet bevredigend.

M, Polanyi, Naturwiss, 21 (1933) 316,

XI.

De overgangswaarschijnlijkheid van een electron naar een toe-
stand met negatieve massa is veel grooter dan door Pauli wordt
aangegeven.

Handh. d, Phys, XXIV /1 (2. Aufl.) Quantentheorie, S. 243,

XIL .

De door P. Debije gegeven formule voor de intensiteitsver-
deeling van de verstrooiing van Rontgenstralen behoeft voor kleine
hoeken tusschen primaire en secundaire straal een aanvulling.

P, Debije, Phys. Zeits, 28 (1927) 139.

XIIIL

De door F. Zernike en J. A. Prins gegeven formule voor
de verstrooiing van Rontgenstralen door een eendimensionaal model
moet voor kleine buigingshoeken gecorrigeerd worden.

F. Zernike en J. A, Prins, Zs. f. Phys. 41 (1927) 184,

XIV.

Tegen een afleiding van de waarde van het smeltpunt van ijs
in de Kelvinschaal uit metingen van het Joule-Kelvin-effect aan
lucht kan men ernstige bedenkingen opperen.

Roebucek, Proc. Amer, Acad. 60, 13 (1923) 353

LS
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XV

De bewering van Meissner dat zijn indium (2) zuiverder
is dan dat van de Haas en Voogd, is in strijd met het door
hem gevonden sprongpuntsinterval van deze stof

Meissner, Ann, der Phys: 13 (1952) 590,

XVL

Het door Davey gemeten verschil in soortelijke electrische
weerstand van een koper-éénkristal en een polykristal van dezelfde
chemische zuiverheid is waarschijnlijk te verklaren door een verschil
in physische zuiverheid.

Daveyv, Phys, Revoe, 25 (1925) 245,

XVIL

De bewering van Peyerls, dat bij een kristal de onzuiver-
heden de warmteweerstand doen toenemen met een bedrag even-
redig aan de absolute temperatuur, is onjuist

Peyerls, Ann der Phys, & (1929) 1055

XVIIL

De ontwikkeling der theorie van de wisselwerking tusschen

straling en materie geeft nog geen verklaring van de bron der

stellaire stralingsenergie.
XIX.

Het is gewenscht, dat de exameneischen voor het vak natuur-
kennis voor het verkrijgen van de hoofdakte als onderwijzer door

deskundigen nader worden vastgesteld.
XX.

Het is gewenscht, dat als examinatoren voor het vak natuur-
kennis van het genoemde examen parsonen optreden, die onderwijs-
bevoegdheid in de natuurkunde of althans in de scheikunde bezitten.
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