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INLEIDING.

De theorie der vloeistofstralen is het eerst tot een voor-
werp van onderzoek gemaakt door Helmholtz (Berl. Monats-
ber. 1868) en later meer uitvoerig volgens dezelfde methode
door Kirchhoff (Yorl. uUber math. Physik) behandeld; beide
geleerden hebben de theorie der fnnctién van complexe ver-
anderlijken toegepast, en wel in zoodanigen vorm, dat het
slechts mogelijk was, zulke gevallen van stationaire beweging
eener onsamendrukbare vloeistof te behandelen, bij welke die
beweging door slechts twee gewone rechthoekige cod6rdinaten
kan worden uitgedrukt.

In Bd. XXI van Wiedemann’s Annalen heeft M. Planck
daarop eene methode gegeven ter behandeling van deze vraag-
stukken, welke, wel is waar, wat haar beginsel betreft, eene
uitbreiding zou toelaten ter oplossing van het algemeene geval,

waarbij ook een derde codrdinaat in aanmerking komt, echter
|
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reeds bij de eerste schrede tot die uitbreiding tot nog toe
niet overwonnene zwarigheden aanbiedt.

Het scheen mij daarom wenBchelijk het meer eenvoudige
geval opnieuw te behandelen volgens eene gewijzigde methode
in de hoop, dat deze zich tot het algemeene vraagstuk zou laten
uitbreiden. Welk een eenvoudigen vorm het vraagstuk echter
hierdoor verkregen moge hebben bij bewegingen door slechts
twee codrdinaten uitgedrukt, zoo is het mij toch niet mogen
gelukken een dergelijken voor het tot nog toe onoplosbare
vraagstuk der vloeistofstralen in de ruimte te vinden, alhoe-
wel de transformaties, bij bet eerste geval uitgevoerd, zich
ook bij het tweede bijna geheel laten toepassen.

Het eerste hoofdstuk van dit proefschrift is daarom gewijd
aan vloeistofstralen in het platte vlak; in het tweede is eene
poging tot beschrijving van vloeistofstralen in de ruimte ge-
daan, al moge deze dan ook niet tot bevredigende uitkomsten
geleid hebben. Wij zullen nu allereerst het gestelde vraagstuk
in wiskundigen vorm uitdrukken.

Wij gebruiken de bewegingsvergelijkingen voor vloeistoffen
in den door Euler gegeven vorm:

du_j-_ 1~
dt P* 6 x
dv__Y __ 1dp (la)
dt oy
dw A 1dp
dt fitd £

waarin uvvo de componenten der snelheid, X T Z die der
uitwendige kracht per massa-eenheid werkzaam, p. de dicht-
heid der vloeistof en p den druk, alle in het punt xyz ge-
nomen, voorstellen. Wij nemen aan, dat de uitwendige krach-
ten eene krachtfunctie hebben, welke wij door V voorstellen,



zoodat:
dv
dz

en dat de snelheidscomponenten de partieele afgeleiden naar
xyz van ééne functie < zijn, welke functie, de snelheids-
potentiaal, ondersteld wordt, evenals V niet explicite t te
bevatten, zoodat wij met eene stationaire, wervellooze bewe-
ging eener niet aan wrijving onderworpen vloeistof te maken
hebben. Dan is:
SRt

en dus kan de eerste vergelijking van (] a) ook geschreven
worden, daar:

ondersteld geworden is,
°b +'i5+-i5-p *féRy+twy &&=

dv
dx

als men namelijk de vloeistof als homogeen en onsamendruk-
baar, dus (z als eene constante beschouwt. Stelt men kort-
heidshalve de snelheid in het punt xyz door y voor, dan kan
men de drie vergelijkingen (la) bij onze onderstellingen in
den vorm brengen:

di yi d(Vv d v

da; da;  * dy dy dz da

en hieruit volgt door integratie, daar de peweging stationair
ondersteld is:



*g*= V—- 4- const.

Onderstellen wij ten slotte nog, dat er geene uitwendige
krachten werkzaam zijn, zoodat Y eene constante is en stelt
men V -(- const, door A voor, dan wordt:

= Coe e (15)
t*
Deze is de grondvergelijking voor de theorie der vloeistofstralen.

In het volgende definieeren wij nu een vloeistofstraal als
een geval van stationaire beweging van eene niet aan wrijving
onderhevige onsamendrukbare vloeistof, hij welk geval de bewe-
gende vloeistof ten deele door een vasten wand, ten deele door
rustende vloeistof begrensd wordt. Dan moet overal aan dien
vasten wand:

N=0 ... ... I«
o (i)

als n de richting aangeeft van de normaal, die tot het begren-
zend oppervlak van de vloeistof wordt getrokken. Voorde overige
vloeistofbegrenzing moet de vergelijking (I c) evenzeer gelden,
daar dat begrenzende oppervlak door stroomlijnen gevormd
wordt, maar bovendien moet daar nog eene andere voorwaarde
vervuld worden. In het grensoppervlak der rustende vloeistof
toch moet, als men op deze de vergelijking (15) toepast, p
overal constant zijn; volgens de elasticiteitstheorie moet dan
echter evenzeer in het grensopperviak der bewegende.vloeistof
p overal constant zijn, daar toch volgens die theorie de druk-
componenten tot elk element van het grensopperviak door-
loopend zijn moeten. Dus moet dan ook in het deel der vloei-
stofbegrenzing, dat niet door den vasten wand gevormd wordt,
de snelheid g volgens (I 5) eene constante waarde bezitten.
Eindelijk moet overal in de door vloeistof ingenomene
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ruimte aan de continuiteitsvergelijking:
OM.do.dw Q

voldaan worden, welke hier den vorm aanneemt:

mep VO 0
bxa "dy» ~
of AJ0O = O i (1d)

In het kort kan du3 het te behandelen vraagstuk aldus
worden uitgesproken:

ISene functie 0 van xy z te bepalen, die voldoet aan de par-
tieels differentiaalvergelijking A20 = 0 en zoodanig is , dat voor alle

punten van bet oppervlak met de vergelijking:

Vi

= 0 wordt. EIk ander oppervlak, waar = 0 zijn mocht,
°n dn J

zonder dat daar :

kan dan geheel of gedeeltelijk als begrenzende vaste wand gedacht
worden.

De zwarigheden der oplossing van het vraagstuk berusten
in hoofdzaak op de vervulling der grensvoorwaarden; wij zul-
len dus voornamelijk trachten aan deze door geschikte trans-
formaties een meer eenvoudigen vorm te geven.



EERSTE HOOFDSTUK.

Vloeistofstralen bij bewegingen uitgedrukt door slechts
twee codrdinaten.

Bij al het volgende zullen wij kortheidshalve voortdurend
gebruik maken van de notatie:

Vo0 ba0
<P,=~enz.,
o x QR dxx bxDy
en geheel algemeen
p

Pa*e - = babbbc..."
Voor dit meer eenvoudige geval luidt het gestelde vraag-
stuk als volgt:
Eene functie 0 van x eny te bepalen, die voldoet aan de ver-
gelijking :
VO 133> n (11 a)
dam  dys

en voor alle punten van bet oppervlak:

(1)

d0 fa waarde nul doet aannemen. Elk oppervlak, waar verder
dn

— 0zijn mocht, zonder dat daar V= (p*-)- (p1= *, kan dan ge-
dn

heel of gedeeltelijk als begrenzende vaste wand gelden.
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Tot vereenvoudiging der grensvoorwaarde voeren wij de
substitutie uit:

(Px — xeh cosft 1

= jee*sinft} 0-1°)
waaruit volgt: A= Nep.logi ,
K

terwijl ft de hoek is, dien de richting der snelheid q in het
punt xy vormt met de X-as. Deze substitutie leidt tot:

(Ay cosft — fty sinft) = xtA (x" sin ft+ ftx cos ft),
dus Ay cos ft — fty sinft = Xx sinf t f t X cos ft
Al $x=*e* (*x cosft- ftxsinft),
®yy~* [hy smftfty cosft;
alzoo volgens (Il a)
cos ft - ftx sinft-f- Aysinft+ fty cosft=0.

Uit de twee laatstgevondene vergelijkingen besluit men
dan tot:

Voor alle punteKn van hle'z ope;;ervvlakf # o
V"5T+X=2=* of A= 0O
moet sm = O; nu zijn echter de richtingscosinussen der nor-
maal tot dat oppervlak evenredig met A, en Ay en die der
snelheid zijn cos ft en sinft, alzoo moet voor A= Om
Arcosft+ Aysinft=0 . . . . (lle
Kan verder eene functie $(xy) gevonden worden, welke
voldoet aan de betrekking:
\>x cos ft\1> ysinft= O,
zonder dat daarbij A de waarde nul behoeft aan te nemen,
dan kan men een oppervlak met de vergelijking ip (xy) = const.
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geheel of gedeeltelijk als vasten, de vloeistof begrenzenden
wand beschouwen. De functie i/ behoeft verder aan geene
voorwaarde te voldoen.

Wij doen nu Aft en xy hunne rollen verwisselen door na-
melijk x en y als afhankelijk en Aft als onafhankelijk veran-
derlijken in te voeren. Daartoe overwegen wij dat:

dx = Xxdx-\- kydy,
dft = ftxdx-\- fty dy;

dus stellende:
Px Py
Adx = ftj d A— Ay dft,
Ady = — ftx dX  Xx d ft.
Ook is: dx = x~dk-\-xfldft,

dy —y~d'K-\-yfld (t;
zoodat uit de vier laatste vergelijkingen kan besloten worden:
Axi= fty, A= —V AyA= —ftx en = Aa. (lle¥
Bij invoering van deze waarden in (I1 d) en (Il €) moet dus:
= —yrenyr=xfl . . . . (1))
worden, terwijl voor A= 0 aan de vergelijking:
y cosft — Xpsinft= 0
moet voldaan worden. Door eliminatie van® komt men dus tot:
en voor A= 0 moet:
Xpsinft-j-xhcosft=0 . . . . (HA)
Het geheele vraagstuk komt daardoor neer op de bepaling van
eene functie x van Aen ft, die aan deze heide voorwaarden
voldoet. Deze kunnen echter nog meer vereenvoudigd worden.
Stel daartoe:
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X — UGBt v0 ft) )
xh— —usinft  vO0 {Xft) (

waarin 0 en 0 voorloopig twee geheel willekeurige functién
van A en ft zijn, die wij aanstonds nader bepalen zullen, w
en v worden ondersteld eveneens functién van A en ft te zijn.
Dan moet:

a1

= W cosA+ »aQ+ vea~ ~ wnsint*~ Mcosf*+  $ + vtyp
wanneer men kortheidshalve 0 en 0 in plaats van 0 (Aft) en
0 (Aft) schrijft. Opdat aan (Il g) voldaan worde, moet verder:
— WAsimft -j-v 0" -|- vKO — usm ft-\- u*oos (t-\-v 0 /i-\-vfi0 = O ;
en om aan (Il K) te voldoen, moet voor A= 0
v(Osinf t 0 cosft)— 0

worden, dus ook v= 0, tenzij dat O sinf t O cosft— O
ware.

Uit de laatste vergelijkingen volgt nu gemakkelijk door
oplossing:
«a+ «= »bPpomft+ 07 sinft+ (0" sinft — <Acos ft)] +
H* (0 cosft+ 0O sinft)+ »A(0 sinft — 0 cos ft)
en  »"= «[0Ofj, sinft — 0~ cos ft — (0\ cos ft-\-0"sm ft)) {-
+ t(0 sinft — 0 cosft) — vK (0 cos ft + O sin ft)
Stellen wij verder:

0 cosft-j-0 sinft—g en O sinft — 0 cosft= h (Il h)
zoodat:

0t cosft-\-0*sinft—g”, 0*sm ft — O”cos ft =
Ofi cosft -j- 0~ sinft — g~ + A en Oflsin ft — 0~ cos/t— h*—g
wordt, dan kunnen de twee laatstgevondene vergelijkingen
worden vereenvoudigd tot:
wat «= »(H>+ *+ + Al
en ult = v (hit — ff— S~ + vilh— v>ig\
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Door de eerste vergelijking naar ft, te differentieeren en de
tweede naar \ , kan daarna de functie u geélimineerd worden.
Het resultaat wordt:

®Upn +30 + 2vAgh + 2«A(g+ £X) +
+ 3, (»aa+ *V0 = 0-

Onderstellen wij nu <p en \p zoodanig gekozen, dat —0
en g gK— 0 worden, dan verdwijnt ook de coéfficiént van v
in de laatst verkregene vergelijking en deze wordt dus eenvou-
dig herleid tot: »AA-j-0 = 0. Daartoe is slechts noodig, dat
g= e~ Kgenomen worde. In de uitkomst is h geheel verdwe-
nen; deze functie kan daarom geheel willekeurig gekozen wor-
den en het eenvoudigst is wel k— 0 te nemen. Uit (11k)
volgt dan:

= e Aco*ft en <p= e *sinft,
verder is: Jsinft -f-\fjcosft= e~ A
dus voor A= 0 wordt die vorm niet gelijk aan nul. Door
alzoo te stellen:

x =m ucosft-\-ve Asinf, j )
XK= —usinft-\-v e~ Acos ft, 1
wordt het vraagstuk teruggebracht tot het volgende:
ISene functie v van X en ft te bepalen, welke voldoet aan de

vergelijking:

d2v  d*v

i =0 I

iJF" dft* (1
en die voor X= 0 de waarde nul aanneemt...................... (1Mo

Volgens (11T) zijn dan « en v verbonden door de verge-
lijkingen :

mat «= <m*»(( en un = —e Fune o aii>)

Eene kleine vereenvoudiging wordt nog verkregen door te
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stellen: u—e Ato, als w eene functie van Aen ” is; dan
toch wordt:

+ m= e—AwWK en ufl= e~ Awft
dus volgens (llp):

wa= «&/ en w,= —@A . .. (g
waaruit weder volgt, dat ook:
waa + M 0.

Tevens gaat daardoor (Il m) over in:
p -f-vsm p)
(—wsmp vcosp)
terwijl (1In) en (Il o) onveranderd blijven.

Het is nu ook gemakkelijk de beteekenis der functién v
en w aan te geven. Zij weder <p de snelheidspotentiaal, dan
wordt:
$fa= Qx *at+ ¢y yK— *v en HI= ®axli+(plyli=icu> (Lis)
zoodat kv en xw de partieele afgeleiden naar A en * van de
snelheidspotentiaal voorstellen.

Eindelijk moeten wij nog nagaan, hoe wij den vasten wand
vinden kunnen; wij zagen, dat als zoodanig beschouwd kan
worden een opperviak — const., indien:

px cosp-\-Tp,, sinp — 0.

Voert men nu A en p als onafhankelijk veranderlijken in,
dan moet:

(CAxx+ pppxy asi+ P+ + Pptry)siner= 0,
en daardoor volgens de substitutievergelijkingen (Il1e*) in
verband met (11/):

(Pa*a+ Puxp)cs(*+ (—P*Xp+ Pp*Asinp= 10
en nu van (Il r) gebruik makend:

P*v+ Ppv>=0 . . . . . (lI*).



12

Zoodra dus eene functie &> van A en ft kan bepaald worden,
welke voldoet aan (I1t), kan men een opperviak met de ver-
gelijking \p (Aft) = const, geheel of gedeeltelijk als vasten wand
beschouwen. Eene zoodanige functie \p is echter gemakkelijk
te verkrijgen door te stellen:

i/A=wenil = —v . . . v (ll«);
want de eenige voorwaarde, die hierbij moet vervuld worden,
nl. \o® =wn~ —vx>is volgens (11g) ook werkelijk ver-

vuld *). De vaste wand kan alzoo tot vergelijking hebben
\p (Aft) = const., indien men ip uit (11 w) bepaalt.

Opdat de wand een vlakke zij, moet zijne vergelijking
den vorm hebben ft—const., of meer algemeen ip (ft)= O.
Dit is echter nog niet voldoende; bovendien moet namelijk
nog de normaal tot het oppervlak ft= const, loodrecht staan
op de richting ft —const. Dus is ft— ft0 een vaste vlakke
wand, dan moet bovendien :

fg/,o,co*ft0+ft tinfto= 0 of —y~cosft0-\-xKsvnftO= 0
dus ook: xKsin ft0 — x,, cos ft0 — 0.

Duiden wij de waarden van wen» voor (t— ft0O door w0 en vO

aan, dan moet dus:

sm ft0 (— wOsin ftO + vOcos ft0) — cos ftO(ic0cos ft0+ vOsin (t0) =
= — 7g= 0.

De uitkomst wordt ten slotte: Zoodra voor eene waarde ft= C

w= 0 wordt, kan men het platte vlak (t= G als vaste
vloeistofbegrenzing aanmerken.

1) Eene meer algemeene onderstelling zou zijn =Xwen” = —XvagX
eene willekeurige functie van A en ft is, die alleen aan de voorwaarde voldoet:
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De vorm, waarin het vraagstuk hier verkregen is, stemt
bijna geheel overeen met dien, waarin Planck het gebracht
heeft. Deze toch komt ten slotte tot deze opgave: eene
functie (A (/) te bepalen, welke voldoet aan de vergelijking
Vaa H''Ppp= 0 en die voor A= 0 eene standvastige waarde
aanneemt.

Uit het vorige blijken nu aanstonds eenige algemeene stel-
lingen:

le: Zijn ®= ft) en »= i"i (Al) oplossingen, die beide
aan alle voorwaarden van het vraagstuk voldoen, dan zal
zulks ook met v— Qj tpj + C2ipg bet geval zijn, als Oj en C2
willekeurige constanten zijn, alzoo geldt het beginsel der
superpositie in den hier verkregen vorm.

2e: Is v= V/(a/& eene aan alle voorwaarden voldoende op-
lossing en x (**) eene functie, welke uit de vergelijkingen:

xx= — %, x~p A
bepaald wordt, dan zal ook:
v= " (A (i) % (A ft)
eene oplossing zijn, daar in dat geval v= 0 wordt voorA= 0 en
v¥*= 'PXa+ X'P*> ®Raa= "% aat+ % 'Paa+ 2 ['aAa >
zoodat aan de vergelijking (Il n) of:

poxm Fxpp) +x @arrny +2 xat+ o xi:= 0
werkelijk voldaan wordt.

Wij zallen na eenige eenvoudige oplossingen van onze
vergelijkingen kort behandelen. Allereerst kunnen wij daartoe
de theorie der functién van complexe grootheden te hulp
nemen.

De meest algemeene oplossing van de vergelijking:

®aa + =0
is: v=fx@A+ ift)-j-fa@ — ift),
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hetgeen men gemakkelijk aantoont door te stellen:
A-fift — &
A—ift= H
en a' en |tt' als onafhankelijk veranderlijken in te voeren. Zal
voor A= 0 v= 0 worden, dan moet:.
[ )+ 1> (— —
dus algemeen:
fr ()= —li (—*r
De meest algemeene aan alle voorwaarden van het vraagstuk
voldoende oplossing is dus:
v— fi (*ft+ A)— /i (*A— *)e
Yoor de vroeger ingevoerde w wordt dan:
= *[fren+ — —)
en Wo= — |/'i A&+ %)+ fi *FF— ALl
als men de afgeleide van /j (x) naar x door fj (a) voorstelt.
Hieruit volgt dan:
to= i[/j (i[A+ A+ Z(*A— )]
Zal dus voor p— O 10= 0 worden, d.i. zal men met een
vlakken wand ye— C te doen hebben, dan moet
fl 0O+ A+ fi(iC—A= 0.
Een der eenvoudigste gevallen is f\(x) — ekx] dus
s==e*("F+ *)_ e (" -Pm=ei (W —e~*A=
= (ekA—e kA (coshy, -(-isin Ry
waaruit, zonder dat in de oplossing nog complexe grootheden
voorkomen, volgt, dat:
v= (E*A—é~k*) sm ey, -(-*)>
waarbij X eene constante is, eene oplossing is.
Wil men niet van functién van complexe grootheden ge-
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bruik maken, dan kan men op de volgende wijze oplossingen
vinden. Stel
v—svnleAf (ft) of = sin(&ft-f- )f{\),

waarin X en | willekeurige constanten zijn; de eerste onderstel-
ling zullen wij verder vervolgen. Dan moet, opdat aan (l1»)
voldaan worde:

waarvan de algemeene oplossing is:
f= G eki*+ C o-*!1,
in welke C en 0' twee willekeurige constanten zijn. Dus is
v= sinlkA(0 e**-J-0'e k*)
eene aan alle voorwaarden van het vraagstuk voldoende op-
lossing. Verder wordt volgens (Hg):
= —coskX (Ce™™—C'e~k™

en deze w wordt nul voor:

alzoo voor p = Oals C' = C genomen wordt. Deze onderstelling
voeren wij in, dan is de vaste wand het oppervlak n = O
d.i. een plat vlak // aan het XZvlak. Dus is daarbij:

V= smEA + e~ ***) W= _— COSEA — «— *#*)

indien men de constante O weglaat, en verder wordt:
Je ft— A

X~~~ 1 s [ (**+ ft)+ £cos(EA+ p)\_

e—kn —A

— p  [svnflcX— ft)-j-keos(JcX — p)]

volgens (l1»») en:
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A
y—1 . [cos (* A+ ft) — *sin (* A+ ft)] —
e—ift—A
— ?‘ ——[cos (* A— ft) — &si# (* A— ft)l

volgens (Il1f), waaruit ook blijkt, dat het oppervlak ft= 0
met y = 0 identiek is. Uit (Il s) volgt nog, dat:

<p=— - cos £ A(eift +
K
Voor de vrije vloeistofbegrenzing is A= 0, dus
A it cosfy e (sin ft — * cos )
.(sin ft 4- * cosft),d=---- sin ft — * cos
14-p¢ Yrif=

(cos ft — *sinft) m ;(cos ft 4" 4 «»ft).

14- 14-*2
Snijden wij haar door de rechte lijn y = a, dan kan men uit:
gift . g-ift
(cos ft — * sin ft) - (cosft4“*  ft)
14-** 14-**

de daaraan voldoende waarden van ft oplossen en deze in x
substitueerende, de hij y — a behoorende waarden van x vin-
den, waardoor onmiddellijk de breedte van den straal evenwij-
dig aan de X-as gerekend daar ter plaatse gevonden wordt.
Zoo voldoen bijv. voor y — 0 de waarden van ft, die wortels
zijn van de transcendente vergelijking:
g2ift_ 1-{-ktg &
¢ 1—*fyft
Die wortels zijn het eenvoudigst te vinden door twee krommen
te construeeren met de vergelijkingen:
-
y = U en = %I_—*ttg—))((
en de waarden van x te nemen, die bij de snijpunten dezer
krommen behoorén. Onderstellen wij * positief en laten wij



17

X van O tot oo aangroeien, dan groeit y voor de eerste
kromme ook voortdurend aan. Voor de tweede kromme echter
wordt y telkens nul, als:

\-\-h tgx = 0, gevende:

en y wordt telkens oo, als:
1— X2tgx — O, dus: B‘<')(+_)+

Er zullen alzoo oneindig vele waarden van g. zijn, die aan
de straks genoemde transcendente vergelijking voldoen en wij
kunnen dit geval beschouwen als een oneindig aantal vloei-
stofstralen uit een vat met vlakken bodem met even vele
openingen te voorschijn tredende, zoodanig dat elke uit eene
opening tredende straal in de volgende opening weder het vat
binnentreedt, daar toch voor niet ééne eindige waarde van [t
y — 00 wordt. Men kan echter ook door voor de waarde van
ft geschikte grenzen te kiezen, het geval verkrijgen van een
enkelen vloeistofstraal, die bij ééne opening het vat verlaat,
en bij eene tweede weder daarbinnen treedt.

Eene analoge discussie laat de oplossing:

v= sin (&n -|- 1) (e*A—é~kK) ,

op de vorige blz. verkregen, toe. Uit de eerste der twee alge-
meene stellingen op blz. 13 volgt verder, dat de twee functién:

v— fdJc. smJel [Ce*f+ C'e-Af
en v= 0J'dlesin(k[, A [e**—e *A,
waarin de integraties naar h tusschen twee geheel willekeu-
rig gekozene grenzen daarvan kunnen plaats hebben, evenzeer
oplossingen voor het vraagstuk zijn zullen. Alle deze gevallen
leveren belangrijke vloeistofbewegingen op.

Eene andere oplossing wordt verkregen door te stellen:
2
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e= <A0)A) + *0(1) @4 “A0(2) A+ eooe + A“L()(A) oo
Opdat v voor A= O verdwijne, moet g (&)= 0> en opdat
aan (l1») voldaan worde, moet algemeen:

+ >+ 1) W+ 2) Pp+ 2)=E®

A 1 "0(»-2).

dus: » (a—1) d ft9

Hieruit volgt, dat:

0(2)= 0(4)= ++me ==0(2»)= O
zijn moeten, en dat:

A i *0(1) A , i x|
#o>—  27Z~d1J~ ~E>—+ 1.2.3.4.5. 1

1
0@»+i) — (= 1)* T+ i/l ifE»

worden; zoodat eene aan alle vereischten van het vraagstuk
voldoende oplossing is:

¢z (- Vs " HR>20+1"

als men voor n alle geheele positieve getallen (nul ingeslo-

ten) neemt en daarbij als symbool voor <p” beschouwt.

diu?
Hierin kan <m nog geheel willekeurig gekozen worden
als functie van p | neemt men daarvoor eene geheele ratio-
neele algebraische functie, dan zal de uitdrukking voor » een
eindig aantal termen bevatten, in de overige gevallen echter
uit een oneindig groot aantal termen bestaan. Voor de bijbe-

hoorende waarde van w vinden wij :
An

-1
fi— 1 Y 2,
D 2x1 daex- 1
waarbij de sommatie naar » zich moet uitstrekken van n—1
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tot n = ééne eenheid meer dan de hoogste waarde van n in
de som voor v. Tot dit geval behooren ook eenige bewegin-
gen, waarbij de vaste begrenzende wand een vlakke is. Eene
der eenvoudigste wordt verkregen door te stellen:

v=\(a( bla o — A »

waarin abc willekeurige constanten zijn, die nader bepaald
zullen worden. Hierbij behoort:

to= — (JafA3-j- " bfM-j-c(A-f-d) -(- A8(2a(a-j- 5),
waarin d eene willekeurige constante is. Stelt men 5= 0,

dan wordt w= 0 voor ft= 0, als nog bovendien d— 0 ge-
nomen wordt. Alzoo behooren:

v= A(@[m+ ¢)— | aA5 w= ak3fA— [A(| « &1+ <0
bij een vloeistofstraal uit een vlakken wand te voorschijn

tredend.
Hieruit volgt verder:

—p= —iiaM+ i A@l3-J-c)—rr«f®* —$cP*+
K

waarbij d eene willekeurige constante is;
X= e A[4aA3cosft -J- a As (fAsin fA-f- cos (a) -{-
-f- A |a (— /ALcos ft -j- 2 ft sin @-j- 2 cos @ — ccos/aj —
— 4 a([a3sin [a-j- 3 /a3cos (A— 6 fa sin fla— 6 cos fa) —
— c (jtt sin @-j- cos /»)], en

y= e AldaAssin (A-J-aAs (— (Acos /a -j- sin fa) -j-
-)- A ja(— /a3sin [A— 2 (Acos (A-}- 2 sin /a) — csin /aj -\-
-j- 4 a (fA3 cos (a — 8 [A3sin la — 6 fAcos (A+ 6 sin @) -f-
-j- ¢ ja cos p — sin ia],
waaruit weder blijkt, dat voor (i— 0 ook y = 0 wordt.
De vergelijkingen voor de vrije vloeistofbegrenzing worden
A= 0 stellend:



x= — JoO*3sin( A 3/a2cos/a— B@sinfa— 6cos@) —
— Cfasin/a-f*cos (@) ,

y = \a (f/,3cos ft — 3 @*sin/a — 6 /a coS (@ -f- 6 sin (@) +

c(ftcos (i — sin/a).

Aan y = O voldoen alle wortels der vergelijking:

1A (a (a9 —604~3c)
R 1
en het aantal dier wortels wordt weder oneindig groot, zoo-
dat wij een geval van vloeistofbeweging krijgen analoog aan
het vroeger behandelde.

Vervolgens wenden wij ons tot de door Planck gegevene
oplossingen.

Zijn 1 en m twee willekeurige functién elk van A en (a,
zoodanig dat voor A= O een van beide nul wordt en & (l.m)
eene willekeurige functie van haar product | . m, die aan de
vergelijking (I1») voldoet, dan zal de functie:

®= (1 .m)—w(0)
eene oplossing van het vraagstuk geven. Wij zullen ons in
het volgende uitsluitend bezighouden met het geval, dat |
slechts van A, m slechts van @ afhangt; de eenige te ver-
vullen voorwaarden zijn dan, dat voor A= O, 1= 0 wordt en
dat = 0. De waarde van w is hier niet algemeen
aan te geven; men kan dientengevolge ook niet algemeen be-
slissen, of bij de tot deze oplossingen behoorende gevallen van
vloeistofbeweging vlakke vaste wanden voorkomen of niet. Oplos-
singen van den vorm s (I .m) van de vergelijking -f- =0
kunnen aldus verkregen worden:
®A= mlA,

als men door ij/' de afgeleide van <p naar het argument |.m
voorstelt. Verder:
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»AM = MEKEZAE t- zam=~

dus moet:
V(I'Tf"\+ I"mP - V(mZAA+ 1 — 0.
Volgens onze onderstellingen kan men schrijven:
dl. di* 1L, dli

. a
IN= Jir==iTI G om ™ -Amdi~ PHBm (@9
zoodat in plaats van de hierboven gevondene vergelijking kan
geschreven worden:

4 (m1N\-f P mp-|-if/ (m* Z+ P »*)—0;
stelt men nog:
o . (™)
dan moet alzoo:
1d*H
=f(l.m .o (e
H dldm (.m) (1)

Het komt er dus op aan van deze vergelijking (I1w),
waarin H als eene functie van | en m beschouwd wordt, op-
lossingen te vinden en daarna ZA en mfi zoodanig als functién
van | en m respectievelijk te bepalen, dat aan (Il v) voldaan
wordt. Eenige eenvoudige aan (Il w) voldoende functién zijn
gemakkelijk aan te geven:

le: Zij L:ﬂé@mzo’ dus: H=fx(I)+ f, (o)
Substitueert men deze waarde in (Il *), dan wordt daaraan
voldaan door te stellen:

ZA=* const, — a en = const. == h,
N2 TT
didm
Uit (Ilv) volgtdan: ZA= «Z en mA= em.

2& H—%(l.m), wantdanis: = %'-(-1m

Maar ook kan (Ue) in den vorm:



22

/ g =

@ HA=9i09
geschreven worden, en hieraan wordt voldaan door de onder-
stelling :

(ii)“=log.,.F, ('£)’ = log. i»*,
waarin m elk willekeurig geheel, gebroken, positief of nega-
tief getal zijn kan; das wordt:
= IVl0og.a”™ en m*—mV log. | mn.
3®: H= (a# bm*) %(l.m),
want dan is:
1L «\e-t bn™) [(1+ 1)x"+ »Ix"]i
1L _ ) [+ 1) ]
Tc is weder geheel willekeurig. Bij substitutie van deze H in
(I1v) blijkt, dat aan die vergelijking bijv. voldaan wordt door:

N=a +2 en » = bnf 2

Maar de daarbij voorkomende vergelijking (I1v) kan ook
aldus geschreven worden:

\('f) +(4ii) = (al* + hmk) Xi Q ')»:('i n-l'ér)x”

en hieraan wordt voldaan door de onderstelling:

Wegens het willekeurige van a, b en T is echter deze oplos-

sing in de vorige begrepen. Voor het geval, dat# = 2 is,

ligt nog eene andere oplossing voor de hand; dan toch moet:
m' NP = @r+ b«w)%(l.m),

en hieraan kan voldaan worden door :

A= V b~ —n en mtl= N a
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Deze is de oplosing, welke door Planck in Wied. Annalen
Bd. XXI is uitgewerkt, en voor de daarbij voorkomende be-
teekenis der functién bij bijzondere waarden van a, bene iden-
tiek blijkt te worden met de uitkomsten, die reeds vroeger
door Helmholtz en Kirchhoff bij volgens eene andere methode
behandelde gevallen zijn verkregen.

Uit de vergelijking (I1v) kan nog het volgende algemeen
geldende besluit getrokken worden: Zijn I\ en m” twee waar-
den van ZA en die aan die vergelijking voldoen, dan
zullen de functién gedefinieerd door de vergelijkingen :

N=T\—eP, m*=*»'*+ ¢
waarin ¢ eene willekeurige constante is, evenzeer daaraan

voldoen. Bij de vorige oplossingen kan men hierdoor nog
even zoovele andere verkrijgen.

Gaat men na, of de verkregene oplossingen voldoen aan de
voorwaarde, dat voor As=0, |= 0 worden moet, dan zal
men bevinden, dat slechts de navolgende die eigenschap bezitten:
.......................... fA= a waarbij »»,= b
j3. . . de hierbij volgens de laatstvoorgaande alinea behoorende:

A= VMa—cil, mn= \Zb-\-cm¥*,

waarin dan abc positief of negatief zijn kunnen.

Yo = al~m,, = bm~" als i een positief getal is.
K I de hierbij behoorende:
IK—VaP—cl*, — VbnP cuwl

waarbij de waarden p = 1, 3,4, — 1, — 2 onderzocht kunnen
worden.

f.o>... I"=Vb{\ — mp— Va(l + J wl)

Het sub j3 opgenomen geval voert tot de reeds besprokene
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oplossingen (zie blz. 15). Het geval e, dat bij Planck tot
zee; belangwekkende bewegingen voert, kan langs den hier ge-
volgden weg niet geheel uitgewerkt worden. Maken wij toch
daarbij de volgende onderstellingen: a en b zijn positief en
worden door al en bl vervangen, evenzoo p door p1, dan
komter:

JA= 5(1 —fr*8) en *V=a(-l ~r"™*p
Hieruit volgt dan door integratie met inachtneming der voor-
waarde, dat voor A= 0, 1= 0 worden moet:

e2x* — 1
2p A= Nep. log” N of
P T Pb—pl % 6 par
Evenzoo:

A= pm_
BgtgPa pp of a tgp p,

als men over de integratie-constante hierin ook doelmatig
beschikt. Yoor de ondubbelzinnige bepaling van p is dan noo-
dig vast te stellen, dat p steeds bijv. tusschen o en w ge-
legen zijn zal. Verder wordt H in ons geval:

=(i+ J— Pm')<a*13+ P m)

en d __&p imE*p | j» m%f
dlbm alb*
alzoo volgens (11 w):
8p* Im
4<p"
\Y 2
a2i»

en hieruit vindt men :

+= CBgtg?I*rI+C".
9 gao
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In het volgende nemen wij eenvoudigheidshalve aan:

{iEqh >

en kunnen dan voor de ondubbelzinnige bepaling van \pvast-
stellen, dat wij dien By tg ook weder tusschen bepaalde gren-
zen kiezen, ip(0) zal dan ook = 0 genomen kunnen worden.
Eene aan alle voorwaarden van het vraagstuk voldoende op-
lossing iB dus:
%= B tgpfA ,
ler + 1 3 '\
en hieruit volgt verder:
wW——p X-j-£log(1-]- Aj-2e2*Acos2p ft).

Nu kunnen echter noch 0, noch de vergelijking van den
vasten wand als functie van X en ft bepaald worden, zelfs
niet bij de eenvoudigste onderstellingen:p — 1 enp = *. Yoor
ft = const, wordt nooit w= 0, alzoo is de vaste wand niet viak.
Wij komen hier dus tot eene geheel andere vloeistofbeweging
dan de door Helmholtz, Kirchhoff en Planck behandelde.

Deze laatste liggen echter voor de hier gevolgde methode
opgesloten in de oplossing:

1 — edaA
~ I+ e daA+ 2e2aAco*2«|66 ’
waarin a eene geheel willekeurige, reéele of complexe con-
stante zijn kan. Men vindt hieruit namelijk voor de functie w :
sin2 aft )
| + edaA+ 2e2aAco*2ap »

als men aanneemt, dat voor ft~ 0, io= 0 zijnzal, en verder
wordt de potentiaalfunctie:

“daAup g 2Acgs2 g/t -f-1
= — xX — 2-log 4
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als men evenzoo aanneemt, dat voor A= 0 en /z= 0, $nul

is. Yoor de bijzondere onderstelling a— 1, wordt:
k e~4A--2e *Acos2 ft-f-1
P= — Kk- . log £ >
‘ . 2 e*cos (i
en X= —e Acosp — igtg ’

) e ®Aj-2e Asinfi4*1

y= & AMUCEL A 2 e At 1
Overweegt men nu, dat de hier gebruikte A volgens hare
beteekenis de negatieve waarde is van de door Planck ge-
bruikte, en dat .1 hier dezelfde beteekenis heeft als bij ge-
noemden schrijver, dan hlijkt bij vergelijking met Planck’s
uitkomsten, dat deze beweging met een der door Kirchhoff
behandelde overeenstemt, terwijl de door Helmholtz behandelde

in de onderstelling a= { verkregen wordt.

De methode, waardoor wij in het vorige het vraagstuk in
zulk een eenvoudigen vorm brachten, maakt volstrekt geen
direct gebruik van de functie M en eerst later zagen wij de
beteekenis van v te voorschijn komen. De vraag ligt voor de
hand, of men die uitkomsten niet evenzeer op eene meer
rechtstreeksche wijze had kunnen verkrijgen, hetgeen bovendien
voor de uitbreiding op het algemeene geval misschien van
belang is, daar de onderstelling gemaakt worden kan, dat zich
aldaar dan ook de functie <pA op overeenkomstige wijze gedra-
gen zal. In het volgende is zulk eene directe afleiding gege-
ven. Wij gaan uit van;

N+ A= O»



27

terwijl voor alle punten van het oppervlak:
Vg>%+g>\"*, <?>,=o0,
zijn moet. De gebruikte substitutie:
0g = X«ACOS &,
(py = kexsm ft,,
geeft aanleiding tot de betrekkingen:

A* e >
*y = t*g.
Men heeft:
3 d , d
d _ 3 Al 38 a8
e g*17 9a8 3A3R 3 ft*

+ 310 F*+3 " m A",
zoodat overal in de doéor de vloeistof ingenomene ruimte
moet voldaan worden aan de vergelijking:
PRA(*s+ A+ 2 A+ Ayl@d)+ 0N (GF+ Ap+
+m%+0" +Pyy): O,
en ingevolge: * *
g g f*v= t*x,
herleidt deze zichtot: 0 AA-j-0 "~ = 0.
De voorwaarde wordt, dat voor A= 0:
*y: 0 >
zijn moet, dus:
QA(AI+A*) + Qft(Airra+ Ayfy)= 0,
en deze herleidt zich tot OA= 0. Het vraagstuk kan dus

nog op andere wijze worden uitgesproken, dan in het vorige
geschied is, en wel als volgt: Eene functie O van a en ft



28

te bepalen zoodanig, dat in de geheele door de vloeistof in-
genomene ruimte:

Qm + Qw — Qi
en dat voor A= 0 ook <A de waarde nul aanneemt. Deze vorm
is een weinig minder eenvoudig dan de vroeger gevondene,
doch deze laatste ligt natuurlijk daarin opgesloten, want als
overal: <Paa+ <?V= 0>
dan is (door naar A te differentieeren) ook overal:
WAA+ V fth 0’
in de onderstelling dat Aen & en O in de beschouwde ruimte
steeds doorloopende verandering ondergaan.
Heeft men uit de gevondene voorwaarden:
NAAA LT MAteftr = N >
en voor A= 0, A= 0, <A bepaald, dan is ook 0" te vin-
den, want door differentiatie vindt men <pAft, en verder is:
Qi **  ~rAA>
dus is 0,, eveneens bekend. Eindelijk is:

Qa= Pra+ V= *  (*aCos A+*, **» A¥,
<h= K = * cosp — ®Asimft),
waaruit X als functie van A en p bepaald worden kan; want
bij oplossing wordt:
k*A= e~ A(<pAco»jtt — Qp sin At),
*xfl— e~x (Fasmft+ 0~ cos At).

Op dergelijke wijze vindt men y, daar yA= xftenyfl= — #A



TWEEDE HOOFDSTUK.

Vloeistofstralen in de ruimte.

Het gestelde vraagstuk is reeds in de inleiding aldus uit-
gesproken :

1Uere functie (p van xyzte bepalen, die overal in eene begrensde
ruimte aan de vergelijking A2<p= 0 voldoet en zoodanig is, dat

voor alle punten van het oppervlak:

Vepl+<p%er o= *,
<pn— 0 wordt.
Wij beginnen met bet transformeeren der laatste voor-
waarde. Voeren wij daartoe de substitutie uit door de volgende
vergelijkingen bepaald:

<PX= X eACos ia
<y = ke*sin (Acos v (111»)]
Q

x e Asin (Asin v

1) De meer symmetrische substitutie*.
X = Xe* cosec
P = joc* cos (3
<P = kc*cosy
met de voorwaarde: cos* @ -f- cos* (3-|- cos*y = 1,

biedt boven de hier gebruikte geene voordeelen, daar de symmetrie bij het ver-
wisselen van afhankelijk en onafhankelijk veranderleken verdwijnt.



30

De beteekenis der grootheden Ap v is de volgende:
A— Nep. log—,
ep. log

waarin g de snelheid in het punt *y z voorstelt; p is de hoek,
dien de snelheid in dat punt vormt met de X-as en v de hoek
ingesloten door het X T-vlak en een vlak door de snelheid
evenwijdig aan de X-as gebracht. Dan wordt:

+ _ *

voor A= 0. Yoor alle punten van het opperviak A= 0 moet
dus <h= 0 zijn, of daar de richtingscoéfficienten van de
normaal tot dat oppervlak evenredig zijn met A*, A , Az,
zoo moet voor A= 0O:

of Aacosp -j- Aysinp cosv-j- Azsinp sinv= 0.
Verder is:
@&x—*  (ANcosp — pXxsinp),
(Pyy=*«* (Aysinjucosv-j- pycosp cosvV— Vysinp sinv),
P = xe*(Azsinp sin vFFizcosp sinv  vzsinp cosv) ;
en yz= xe* (A2sinp cos v-\- pOcos p cosV— »,sin p sinv) =
= *eA(A sinp sinv-j- pycosp sinv-j-»ysinp cosv),
(P =xe* (A*sinp sino+ pxcosp sinv-f-vxsinp cosv) =
= X«* (Ajcosp — pzsvnp),
’X9==*e*(*y cosP — t*y  #9=
= xeA(A,sinp cosv pxcosp cosv— vxsinpsinv)\

en het vraagstuk luidt nu: drie functién Ap v van xyz ieder
te bepalen, z66 dat deze voldoen aan de vier vergelijkingen (111 5):
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Xx cos (t -f- (Ay cos v -j- Xz sinv) sinp — /4xsin @ -\-
*T (&Y cos sinv) cos (4 -(- (vzcosv—v sinv)sinfa= 0,
(xy sinv — Xzcos v)sin (4-f-fa sinv—  cosv) cosft -f-
+ {yy cosv-(-wvzsinv)sin@= O,
Xxsin (4sinv— Xz cos[4 [4xcos[4sinv  [4zsin (4-\- )
-\~vxsin[4cosv= 0,
xx Sin 14cos v - xy cos (4-j- (4g cos (4 cos v -f- fdy sin f4 _

—vxsin @sinv= O;
en dat voor X= 0:
Xx cos (4-|- Xy sin (4cosv-f- Xx sin[4sinv= 0 . (lll¢)

Wij gaan nu de omkeering der veranderlijken uitvoeren. Daartoe
overwegen wij, dat:

dx = xxdX-\-xd[4-\- xvdv \
dy -y K d?-\-yrd*-\-yvdv 1 . . (iiid)
dz = z~dX-\-z d[4-)-zvva

en daaruit volgt, indien men:

stelt en de minoren van de elementen «A X , enz. in dezen
determinant respectievelijk door XA, X”, enz. voorstelt:

Ddx= XAdx-f'YAdy -f-ZAdz,
Dd4= XFdx + YAdyf- dz,
Ddv= Xvdx -\-Y,dy-j-Z,dz,

Door vergelijking dezer betrekkingen met het stelsel:
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dX— Xxdx-\-Xydy-\-Xz de \
dft—ligda-~iiydf-jrftgdz 1 . . (llle)
dv=wdx + dy-\- vz de J

besluit men. dat:
DAjr= XA, DAy= YA, Dxt ZA|

Dfex=x /i, Gor—T", D~r=Z(in/)
Dv,= X,, DA=Y, Dv,= 2v]J

Stelt men verder:
*y
VX vy »x

'en tevens de minoren van de elementen Ax, Ay, enz.in dezen
determinant respectievelijk = \jx, Ly, enz., dan wordt door
oplossing van (llle) :

Adx = hxdX-|- Mj.d(t-j- N*dv,

kdy — \jydx-]r Myd (t -j- Nydyv,

Ade —\iz dA-f- dfi-j- dv,

en door vergelijking met (111d) besluit men tot:

Lx"= hx, AyA= Ly, AzA=1j
AxA—HX, Atp My, Aer (HIY)
A* —N#, Ayv=Ny, A**“ 11,

Men vindt nu onmiddellijk door de drie laatste vergelijkingen
van (I1115) eerst reBp. met Xx, — xy, Xz, daarna met (i,,, — i*y,
pg, en eindelijk met w, — w, vz te vermenigvuldigen en
telkens de uitkomsten te sommeeren, bet volgend drietal:
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(Ly sinv— LzcosV) sinft-j- (N,cosvsinv) sinft-f-

-)-  cosft— O,
(Mysinv—  cosv)sinft-\- (Nycosv-f-N4sinv) cosft — "
— Nxsm&= O, (1Th)

Lxsin ft — (Ly cosv-|- Lgsinv) cos ft -f-  cos/t -f-
-(- (My cosv-f- Mg sin v) sin ft = O;

waarin dan gemakkelijk door (I11g) enz. zijn in te voeren.
Het gelukt echter niet, ook voor de eerste vergelijking van
(111 b) eene daarmede aequivalente af te leiden, die van
hx, Ly ... slechts de eerste machten bevat, hoewel de verbin-
ding van die eerste vergelijking met de drie overige tot
merkwaardige uitkomsten voert. Zoo volgt bijv. uit de eerste
en tweede vergelijking van (111 b):

*xcosftsinv-f-  sin ft — ftx sin[tsinv-{-(tzcos(t—vysin/t=0,
en
cos ft cos v-\- Aysin ft—ftxsinftcosv-\-(ty coa/t-\-vzsinft=0",

welke vergelijkingen in vorm bijna geheel met de derde en
vierde vergelijking van (l11 b) overeenstemmen. Door middel
van (I111/) kan men ook in de eerste vergelijking van (111 b)
de grootheden *A,y A... invoeren, doch de daardoor ontstaande
vergelijking bevat dan telkens producten van die grootheden
twee aan twee. Dit is de oorzaak, ten gevolge waarvan het
vraagstuk hier aanzienlijk moeilijker wordt dan in het geval,
toen slechts twee codrdinaten in aanmerking kwamen.

Yoert men de verwisseling van afhankelijk en onafhankelijk
veranderlijken uit, dan komt het volgende viertal van verge
lijkingen:
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XAcos @4' (YAcosv-j- ZfiSin v) sin @ —  sm fa -~
-f-(7 cosv+  sinv)cos@@+t
-f- (Z,cos v—Yvsin v) sin a= O,
(YKsmv — «Acos-v) sin ia-\- (yvcos v+ zvsm V) sim @+
+ xveosla= O, (1)
(ysin v—z” cos»)sin [A-(- (yvcos v zvsm V) cos Ja—
— xvsim(A=0,
x”sin iu — (j/Acos v-\-z*sin v) cos @ -f- x* cos @ +
+ (yr cosv-f-zpsinv)sin/a— O;
terwijl bovendien voor A= 0 moet voldaan worden aan de
voorwaarde:
X Acos ft -f- Y asin (i cosy -f- ZAsin fasin v=-0,; (Il k)
of fraaier geschreven:
Cos @ sin iacosv sin fasin v

xn Vu I = 0.
XV yv v

Kan men verder eene functie 4>(xyz) vinden, die voldoet
aan de betrekking:

fxQx+ Py<Py+"101==0>

zonder dat A= 0, dan kan men een oppervlak \fj(xyz)=const,
geheel of gedeeltelijk als vasten wand beschouwen. Daar:

en overeenkomstige uitdrukkingen voor en tpt gelden, terwijl
x,Q , zich verhouden als cos /a, sin (a cosv, siniasinv, moet
de functie dus voldoen aan de voorwaarde, dat voor
ip (A @Vv)= const., zonder dat A= 0, voldaan wordt aan:
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N A[XAcos yt + Y Asin yt cos v -)- ZAsin yt simv] -j-
+ [Xp cos yt + sin iu cos v-\- Z” sin /t,sin v\-\-
+  [X,cosyt+ Yysi» @lcosv+ Z,si» ytsinw\ = 0.
Wij slaan nn een weg in, die eenigszins afwijkt van de in
het eerste hoofdstuk gevolgde methode, welke weg daar ech-
ter ook zeer goed kon worden gevolgd, doch niet gekozen
behoefde te worden, omdat de uitkomsten der transformatie
aldaar zich onmiddellijk in een eenvoudigen vorm voordeden.
De bedoelde weg bestaat in de volgende' substitutie:
xcos @ ysinytcosv-\-zsinytsinv= we ,\
—xsin @-J-y cosytcosv-f-z cosytsinv= ve ,r(lll m)
—ysinytsinv-\- zsinytcosv—toe A’
waarin wij wvw als functies van Aytv beschouwen. Dan is:
X — (ucosyt —vsinytje \
y sin [@= [(«sinyt+ ®cosyt) sin (Xcosv —wsinV] é~ A | (I111«)
zsinyt= [(«sin/X+ vcos/X)sinytsinv+ wcosi]e~\ '
Yerder leidt men hieruit *Ay A«Ax~, y~.. .. af, benevens de
onderstaande in het volgende herhaaldelijk voorkomende vormen:
X Acos (z-j- y\ sin ytcosv-\- «Asinytsinv — (»A—u) é~ A, .
— xxsin (X-)- YAcos (/, cos v -j- «Acos ytsinv = (»A—vV) e—A,
* cos @-f-yfisinytcosv-j- sinytsinv= (U*—v) é~ A,
— Xpsin @ -)-y~ cosyt, cosv-\-  cosytsinv= (eM+ w)é~ A,
cos yt-j-yvsinytcosv z vsinyt sinv— («,—w) e~ *,

—*,si» X+ «, cosytcosv  zvcos yt sin v— (w—wcotgy)é~K

(— y~sinv-\-z~cosv) sin yt, — {wi —w)e

t/Acos v+ «Asinv= («Asin yt-f- e Acosyt B—u sinyt—vcosyt)e A
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(— y”sinv-]- Zpcos V) sin ft — («* — w cofg ft) é~ A
yrcosv+ *p8mv= («"sinft-{-v* cosft c 0 s ft— vamft) é~x,

(— yvsinv + zvcosv)sin (t= jw,+ sinfi (usinft+ vcosft)\ é~\

yvcosv  zv sin v— (uvsin ft-\-vvcos ft —
sin ft!

Maakt men hiervan gebruik dan leveren de drie laatste ver-
gelijkingen van (I111):
«V

«V=«V 1 e o oy \ .

9l — QA]

drie zeer eenvoudige betrekkingen. De eerste der vergelijkin-
gen (I11*) schrijven wij als volgt;
(— xvcos ft — yvsin ft cos v— zvsin ft sin v) (zAcos v—y”~smv)-\-
+ (xvsin ft — yvCos ft cos v — zvcos ft sin v) (z* cosv—  sinv)+
-j- (zvcos v—yvsin v) (x Acos ft -j- y Asin ft cos v-\-z*sinftsinv —
— XpSin ft-\- y* cos ft cosv-j- z” cos ft sin v) +
-j-j»Asin ft (y,, cos v-\- z*smv) — x" sinft (yhcosv-\-zKsinv)=0;
terwijl door de invoering van wv w ontstaat:
— WA— w)l— {w*— wecotg ft)2+ (WwA+ Vp) [*ov+
sin ft (usin ft -f- v cosjtt)] + sinlft [(«cA— «) (« -f-v*) —
— ®—v) (“t—@®)]= 0 « ¢ * (nl.P)
De voorwaarde (l11k) kan ook aldus geschreven worden:
Voor A= 0 moet:
(xvsin ft — yvcos ft cosv — zvcos ft sin v) (z* cosv — y” sin v) +
-)- (— X,, sinft -f- yp cos ft cosv-f- z” cos ft sin v) (zvcos v—
—yvsini)= 0;
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of — (WM — Wcotg ft)* +
-f- [w-(-sin ft («sin ft 4~v cos £8)] («-|-v*) = 0 . (l1l g)
Evenzoo laat de vergelijking (Il ¥)r zich schrijven:
p K[(xvsin yt — yvcosft cosv—zvcosftsinv) (z'cosv— sinv)+
+ (—epsimft-f yncosft cosv+ 2z cosft sinv) {zvcosv—y,,sin V)] +
--p [(#Asin ft—y x cosftcosv—z Acos ft sin, v) (z,,c0s v—yvsinv) 4~
+ {—xvsmp + yvcos ft cos v+ zveosftsinv)(z cos v—y Afv)] +
-f- pv[(sip sin ft—y cos ft cos v—z” cosft sim v) (zAcosv—y Asinv) -}
4-(— sinft-f-y Acosft cosv+ zAcosftsinv) (Z cosv—y” smv)]=0;
of p  vP)\wv-\-sin ft(u sin ft-\-v cos ft)\ —
—(Ww"— weotg ft)1] + p* [(WA—w) («™ —io cotg ft) —
— (», — ® |wy-j- sin ft (u sin ft — v cos /) j] -f*
+ PYEA—®) (Wi —wcotd t¥) — (FA—Ww) («.+ «¥)]= 0*(llly*)
Stelt % eene willekeurige functie van Aftv voor, dan
wordt aan deze betrekking voldaan door de onderstelling:
*x = (7 * — «0 \
'Pn= x iwit — w cot91*) |« (1)
M= 7 jww-(-si» (it («si» 4" »cosjtt)| )
en de hierdoor gedefinieerde functie p — const, genomen, levert
eene vergelijking, welke als die van den vasten wand kan be-
schouwd worden. Natuurlijk moeten, opdat een zoodanige
functie p bestaat, de differentiaalquotienten van u, v, wen%
nog aan bepaalde betrekkingen voldoen.

Evenzeer zal de functie p' = const, gesteld, waarbij p' bepaald
wordt door de vergelijkingen (111 r*):

Pi= *'(“+ V) N U1 R
p\ — X' («V — w cotg ft)
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als vergelijking van den vasten wand beschouwd mogen wor-
den. Daarbij moeten dan ook de differentiaalquotienten van
u,vyw en % naar \ (iv aan bepaalde, gemakkelijk aan te
geven voorwaarden voldoen.

Het geval van een vlakken wand kan men aldus verkrij-
gen. Het platte viak:

ax-j-by-j-ce—1=0,
zal als vaste wand kunnen beschouwd worden, indien voor
alle punten van dat vlak:
acos (/,-j- bsinft, cosv-j-csinn sinv= 0;
dus wvw invoerende, ook als deze laatste betrekking bestaat
voor alle punten van het oppervlak:
a(wecosn —vsinf® (bcosv-\-csimv) (usim -j-v cos (i) -j-
~|---------(ccosv — bsimv) =1 = const.
sim[A
Zoodat het X Y-vlak als vlakke wand beschouwd kan worden,
als voor v= 0 ook tevens w= 0.

De drie functién wvw staan in een eenvoudig verband
met de potentiaalfunctie <p; want:

= Ox XA+ FyA+ $**A=
= keK#Acosi & yi sin[tcosv-{- sinftsimv)= k(«a—w).
Evenzoo: 0M= k(«*—Vv) en 0v= n(«,— w);
of volgens (ino):
*(«*-«) = 0*>
*(*5
k (wa- w)=<Pii,

Aan de vergelijkingen (I11 0) wordt voldaan door te onder-
stellen :
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(Hls)

als f eene willekeurige functie van Ap, v is; deze moet dan
aan de vergelijking (I11p) en aan de voorwaarde (IIl g) vol-
doen. Het vraagstuk is hierdoor geheel teruggebracht tot de
bepaling van ééne functie f en wel zoodanig, dat deze, hij
wederinvoering van de gewone notatie, voldoet aan de ver-

gelijking :
W vV %HI VcotqJd-

DAdv dv)
»V
dAl Bittv _dvl

rpv.alv Il _>SLNALaT/IY I
L\dASi& By \3A* dA/\dA laAtv]

en aan de voorwaarde, dat voor A

®in i~

/ |V *J-cotgt*\ —
vdjttdl/  dv /

(ru ")
zijn moet.
De vergelijking van den vasten wand wordt ten slotte
ip= const., als ip bepaald is door:
~a= %(Av—f,) ]
(foy —Iv 0 [« (H™
= Xilw+ «»f* (A ®»f+ [ft 008")i)
of *m=const., indien:

(Aft —A) )
(A +Z ftft) . e . (UiI®*)
— fyCOtgp) J

waarin dan % en aan bepaalde voorwaarden voldoen moe-
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ten, opdat de tweede leden de differentiaalquotienten naar
Xftv van ééne functie zijn kunnen; de Taste wand is een
plat vlak, als voor v= 0 ook f,—0. Het verband tusschen
de functie f en de potentiaalfunctie p is vrij eenvoudig;
want uit de vergelijkingen, die het verband tusschen uvw
en p uitdrukken en (I11#) volgt onmiddellijk:
*(f*-f)=% « . . . . (in«)
Wij zijn nu met de transformatie juist zoover gevorderd,
als wij in het eerste hoofdstuk bij de vergelijkingen (I1 tj)en
(IA) waren. Bij vergelijking der daar en hier verkregene
vormen blijkt, hoeveel moeilijker het vraagstuk in het alge-
meene geval is, dan dit in het platte vlak was. Men moet
nu trachten in plaats van de functie f eene andere, of in
plaats van f,, drie met elkander samenhangende functién
in te voeren, hoofdzakelijk met het doel aan de voorwaarde
(111w een meer eenvoudigen vorm te geven. Dit is mij
echter tot nog toe niet kunnen gelukken; evenmin ben ik er
in geslaagd van de vergelijking (111 % onmiddellijk eene
bijzondere oplossing te vinden, die bovendien aan de voor-
waarde (111 u) voldoet.

Trachten wij nu ook de in het tweede gedeelte van het
eerste hoofdstuk gevolgde directe methode toe te passen op
het geval, dat drie codrdinaten in aanmerking komen. Dan
moet overal in de door de vloeistof ingenomene ruimte:

Voor alle punten van het oppervlak:
Vpl+p'y+ p\- -

moet p,, = 0 zijn en de aan te wenden substitutie is:
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(Px= xeAcosft,
@ = xeAsinftcosv,
(P — keKsinftsmyv,
die tot de vergelijkingen (Il B aanleiding geeft. Op derge-
lijke wijze als bij het vorige geval vindt men, dat overal
in de door de vloeistof ingenomene ruimte:
Pacr+ oy + )+ QM + < a4

+ <P,0*+ V\+ Vjj)+ 2<PM0», vx + Ittyvv-\-nzvt) +

+ 2BKO***+ W\ + * *)+ (\r**+ *yry+ A * +
+ Ra(\r*+\y + Al + UO%+ tryy+t*J +
“r”‘R/O*»4"vyy4"vzz) ® |
zijn moet, welke betrekking wij kortheidshalve aldus schrijven:
+ AW 2 p»-1-w2 \2+ 2cph2 0 W 2 A2 VA+
+ 2<pAf2 AIB+ "A2A + Qt2 B+ qy2 v= 0. (11l «)
De te vervullen voorwaarde wordt verder, dat voor A=0:
-b<R*y4-Qz\—0
0] Pa2Al+ "2AA4+ MN2AT=0 . . (HIM)
zijn moet.

Het komt dus er op aan die verschillende 2°s te bereke-
nen; dit laat zich op de volgende wijze verrichten: Vorm bij
de vergelijkingen (I111S) smv X de eerste — cosv X de tweede;
evenzoo cosVv X de eerste -|- sinv X de tweede; met de derde en
vierde vergelijking van (111 1) heeft men dan vier vergelij-
kingen, die in den volgenden vorm kunnen gebracht worden:
(Axsinv-f-pz) cosft+ (**— ft, «inv)sin @= w sin ft

(A, sin VAr ft,) sinfi — (A, — ft, sinv) cos ft =
= — vxsin(,cosv,
(Axcosv+ ftJ cosft-f (Ay — fexcosv)sin fi— —wvzsmfi

(A, cosv+ fty) si» ft — (Ay — ft, cosV) cos ft =

(11 co)

*=vx sin @sin v
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en hieruit volgt dan weder het stelsel van vergelijkingen:

Xx sin v -J-ftM— (?9 cos ft —vx sin ftcos v)sm ft,
Xz —{tx sinv — (W sin ft-\-vx cos ft cos v)sin ft, )
Xx cosv—ie = (—wzcos ft —j-vx sin ft sin v) sin ft, (HWi)

Xy —ftx cosv=(—wz sin ft —vx cos ft sinv) sin ft.

Door de eerste en derde vergelijking van (111 dd) op elkan-
der te deelen en de uitkomst te rangschikken, en evenzoo
met de tweede en vierde, met de eerste en vierde en met
de tweede en derde te handelen, verkrijgt men het volgend
viertal van vergelijkingen:

vx Xx sin ft —(fty vy + ftxvz) cos ft = vz Xx cos ft sin v —
—ftgwx sin ft sin v -f~w Xx cos ft cos v —¥ty vx sin ft cos v
(W Xy + Vg\) sin ft —Fftx vx CO8ft = — wx Xgcos ftsinv-\-
-\- ftx VgSin ft sin v —wx Xy cos ft cos v-J-ftx v sin ft cos v,
—{*x vx 8in f* axs*v —A\fsin ft —vx Xx cos ft sinlv —
—y  cos ft — VgXx sinftsinv-\-ftzvx cosftsinv —
— 12\ 808 ft CBV— K Xy sinft cosv,
—Ftx vx sm ft sin2v —{t,, W sin ft —vx Xx cos ft coslv —
—\PXOE ft = —vx Xzsin ft sin v —ftx vz cos ft sm v -~
-~ fty vx cos ftcosv-\- W Xx sin ft cos v.

Bij optelling der twee eerste wordt:
2 vX.sinft —2 ftv. cos ft — (My sin v —Mz cos v) cos ft —

—{Lysinv—hgcosv) sinft,
en evenzoo volgt uit de twee laatste:
—2vX.cos ft —2ft v.sin ft = (Mysin v—  cos V) sin ft
+ (Lysin v —hgcos v) cos ft,
alzoo:
2 vX= hzcosv- hySinv en 2 [tv— M, cosv_ Mysinv. (111 ee)
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CIit de vergelijkingen (111 dd) volgt, door te vormen sinv X
de eerste + cosvX de derde:
AN ~ftgsinv (& cosv= (Wsinv— wycosv) sin ft cos ft ;
en evenzoo uit de tweede en vierde:
_ nx+ Xzsmv+ A cosv= (vysmv — v, cosV)sinzft;
terwijl uit de twee laatste vergelijkingen van (1110 volgt:
(A sinv— hgcos V) cos ft — {fty sin v — ftgcos v) sin ft +
+ wsinft—0 . . . . . (IIff)
Deze vergelijkingen zullen bij de volgende herleidingen
meermalen kunnen worden toegepast, evenzeer als de twee
onderstaande, die men uit de eerste en derde resp. tweede en
vierde vergelijking van (Ill dd) vormt:
ftz cos v — fty sin v— (W cos v-\-vzsin v) sin ft cosft — vx sinl1ft,
Aacosv— AySmv = (W cosv -\-vzsin v) sin* ft -f- vx sin ft cos ft.
Door bij (111 dd) te vormen de eerste X de tweede m de
derde X de vierde, wordt:
2 Aft — 2 v1.sin3ft cosft = sinlft (M" cosv sin v)
-j- sin ft cos ft (L,, cosv -f- hzsin v).
Wanneer men echter voor de vergelijkingen (111 dd) de daar-
uit volgende onderstaande neemt:
hx sin v-\-vx sin3ft cos v— — ftz-\-vy sin ft cos ft,
(tx sinv-\- vx sin ft cos (tcosv = hz— vy sinlft,
hx cosv — vx sin3ft sinv=— fty — wzsin ft cos ft,
ftx cosv —vxsinft cosft sinv="A -\- vzsin3ft;
en van deze nu vormt: de eerste X de tweede -f- de derde
X de vierde, dan wordt:

2 Aft+ 2 v3.sin3ft cosft = (M* cos ft — hx sin ft) sin ft,
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alzoo uit deze twee laatstgevondene betrekkingen in verband

met (Ul A) :

2 Aft = simft (Mj.cosft-f-Mysin ft cosv-f- Masin ft sinv) =

= (— hxsin ft -f- Ly cos ft cos v-f- Lz cos ft sin v) simft,

2 v1.sin* ft cosft = simft cosft (M~—Lycosv—hzsinv) =
= sinlft(—hx—M cosv—  sinv);

(Hlyyj

waaruit nog volgt:
2 V* sin ft = (Mz— Ity cos v— hzsin v) sin ft —
— @~ cos V -j- M2sin v) cos ft.
Quadrateert men elk der vier vergelijkingen (111 dd) ensom-
meert de uitkomsten, dan wordt:

£EAR-[-2 = 2V .sinlft-f-2(Nysinv— cosv),
en als men diezelfde vergelijkingen achtereenvolgens aldus
schrijft:
Axsinv = — ftz-{-v sin ft cos ft — vx sin*ft cos v,
Xx cosv= —fty — vzsin ft cos ft + vxsinlftsinv,

A,= ftxcosv— vzsinlft — vx sin ft cos ft sin v,

\z — ftxsinv-\-Vy sin*f t - v x sin ft cos ft cos v,

en ftx sinv= Xz— vy sin* ft — vxsin ft cosft cos v ,
ftxcosi « Ay+ vzsin* ft-\-vxsinft cos ft sinv,
fty — —\ x cos v — vzssin ft cos ft -f- vx sinl1ft sinv,
ftz = — Xxsinv-f-v sin ft cos ft — vx sin*ft cos v;
daarna elk der vergelijkingen dier beide stelsels quadrateert
en de uitkomsten voor elk stelsel sommeert:
2 K— 2 ft3— S»2. sim* ft =
= [ghxcosft+ 2sinft (Lycosv-\- Lzsin V)] sm ft,
en 2 R—2 ftx -f- 2 v* sin* ft =
.= [2 Mxsin ft — 2 cos ft (My cos v+ Mzsim »)}sin ft ;
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dus in verband met eene vroegere uitkomst:

2A° = M*sin* ft —sin ytcosp (Mycosv+ M,«e»») +

-f- Ny sinv— Necos v,
(HIM)
2 p* = —hxsin [Acosp — sin* (t(LyCos\A# Lzwm»)+

-j- Ny sinv — Nzoosv.

ThanB blijft nog over 2 A/ 2 2 v te bepalen. Differentieeren
wij daartoe de eerste vergelijking van (I1Iff) naar x, de
vierde van (l11 <6 naar y en de derde naar z en sommeeren
de uitkomsten, dan wordt:

2 A= — 2sinyt, (Lxcos (i + sin (*cosv-{- hzsinp sinv).

Differentieeren wij evenzoo de tweede vergelijking van (111 ff)
en de derde en eerste vergelijking van (I11 dd) respectievelijk
naar x,y,z en sommeeren, dan blijkt, dat:
2 (i= —hxoos2|C— (Lyocoav-\-hzsinv) sin2p —
— (My cos sinv).
Eindelijk door de derde vergelijking van (111/) naar x en

de eerste en derde van (l1l1 c) naar y en « resp. te differen-

tieeren :
2.v.8inp-\-Zi*v.cosf4 = (Lysinv—hzcosu)sinp +

+ (Mysinv— MzoosV)cosp — (N*coan + Nysinp cosv+
-j-Nzsin ft sinv) ;
dus: 2,v.sinp = 2(L9sinv— hzcosV) sin ft-\-
+ 2 (Mysinv— MzcosV) coajg= 2 cosft (Mysinv— Mzcosv)—
— 2 (Nzcosft+ Nysinftcosv+ Nzsmftsinv)y

volgens de vroeger gevondene betrekkingen.
De vergelijkingen (I11 ad) en (111'55) nemen dus in dit ge-
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yal Tolstrekt niet den eenvoudigen vorm aan, dien wij bij
het bijzondere geval vonden. Wij gaan nog in de verschil-
lende £’s de grootheden uv w invoeren. Yan de in het begin
van dit hoofdstuk ingevoerde A gebruik makende, wordt dan:

£ A*= A[sin ft(x,, sinft—  cosftcosv— z” cos ftsinv) +
-f-yvsinv—zvcosv]= — Ae~ Af(«+ v*) sin ft+
sinfe SN ft-J- veos i

£ ji-= A [sin ft(— x~cosft —y Asin ftcosv  ®Ksin fisin v) -\-

0
“j-yvsin v —zvoos V] — — A é~ AlAsin ft - e Veos fg .

£ V2.sin ft= A [— «Acos ft—y Asin ftcos v — z” sin ftsin v+

+ *,sin f—= y™cosftcosv— zhcosfesinv]= — Ae—AKAt vj,
ZItv = &(zll Hsin) = Le= " WOt
v = &(zllcosv —yllsinv) = Le sinft
£ 1A= A(Asi—yisinv) —Ae . M—iAe AL
sinfs X sm &

£ Aft = A (Xpoosft + y*sinftcosv+ z* sin ft sinv) sin ft —
= Ae- i («*—V)sinft——A e~ A(p'sinft,
2 "= — 2 A(*Acos ft -f-yhsm ft cos v -|- «Asin ft sin v) sin ft =
= —2A Asinft («<A— «),
£ ft— A [cos ft(— #Acos ft— y Asin ftcos v — «Asi» » sin if) +

+ sin ft(«Asin ft— y x cos ftcos v — zx cos ftsin v) —

— (yFcosv+ Zpsini/)]

= -Ae“ *[cos ft(«A+ + si» ft(ur — v+ BA- »)],
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Xv.sinp=2 At(yAdn*~ *accsV) sin I*+coa*  sinv~ **cosv® ~
= 2A«- a [» cosec* ft — wA— Wxcotg (&

Drukt men daarna uvw in f uit, dan gaan de twee verge-
lijkingen (111aa) en (ll11hi) over in twee andere, die twee
functién 0 en f bevatten, tusschen welke bet verband (111 w)
bestaat. Het vraagstuk verkrijgt op deze wijze geen eenvou-
digen vorm, al kan men ook van (Il w) gebruik makende,
de functie 0 met hare differentiaalquotienten door f, fx, fp,
enz. vervangen en het geheele vraagstuk daardoor op eene
tweede wijze tot de bepaling eener enkele functie terugbren-
gen. De differentiaalvergelijking, waaraan dan f te voldoen
beeft, wordt echter, zooals men gemakkelijk inziet, van den
tweeden graad en van de derde orde, zoodat de mededeeling
daarvan achterwege blijven kan.

Aan het slot spreek ik de verwachting uit, dat een zichin
de hier aangegevene richting bewegend onderzoek te eeniger
tijd tot oplossingen voor het tot nog toe voor ons ontoeganke-
lijke vraagstuk der vloeistofstralen in de ruimte moge voeren.
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STELLINGEN.

De geometrische theorie der kromme lijnen heeft
zich nog niet geheel losgemaakt van de toepassing
dér algebra. Pogingen, aangewend om die theorie
onafhankelijk van laatstgenoemde hulpwetenschap te
ontwikkelen, verdienen belangstelling. Uit dit oog-
punt beschouwd verdient Reye’s methode (Geometrie
der Lage) de voorkeur boven die van Steiner (York
uber synth. Geom.).

H

De invoering van het begrip ,,imaginaire élementen”
in de synthetische meetkunde kan langs zuiver meet-
kundigen weg geschieden.

HL

Vooral met het oog op de behandeling der mecha-
nica, is de invoering van de grondbegrippen der
vectorentheorie bij het elementair wiskundig onder-
wijs wenschelijk
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V.

De grondslagen van de theorie der quaternionen
moeten in mechanischen zin gedefinieerd worden.

V.

Van de methoden ter behandeling van de vraag-
stukken omtrent vloeistofstralen, bij welke de bewe-
ging door slechts twee codrdinaten uitgedrukt wordt,
is die, welke door Kirchhoff in zijne ,Vorlesungen
uber mathematische Physik” gevolgd is, de meest
ingewikkelde. Zij is tevens bij het tegenwoordig
standpunt der wiskunde die, welke het minst ge-
schikt is om uitgebreid te worden ter oplossing van
meer algemeene gevallen van de theorie der vloei-
stofstralen.

VI,

De invoering van Schering’s ,,algemeene differen-
tialen” bij de theorie van Hamilton-Jacobi verdient
aanbeveling-

VII.

Eerst door de beschouwingen van Clebsch omtrent
de richtingen van de drie hoofdassen van inertie voor
elk punt der [ruimte is de stelling van Cauchy-Poinsot,
dat voor elk punt der ruimte drie zoodanige assen
bestaan, als het ware belichaamd; daarom verdient aan
Clebsch’ beschouwingen niet eene plaats onder, doch
eene naast die van Poinsot te worden ingeruimd.
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Yin.

Het is als een vooruitgang te beschouwen, wan-
neer men er in slaagt, een tot nu toe als statisch
werkend beschouwde kracht, als een gevolg van
bewegingsverschijnselen te verklaren.

IX.

De verklaring van de spanning van een gas vol-
gens de vortex-atoomtheorie, die Sir William Thom-
son (Nature, Vol. 24) geschetst en J. Thomson (A
Treatise on the motion of vortex rings) uitgewerkt
heeft, is van het standpunt der vortex-atoomtheorie on-
houdbaar.

X

Tegen de vele bezwaren, aan de toepassing der vortex-
atoomtheorie tot nu toe verbonden, wegen de daar-
mede verkregene uitkomsten niet op.

XI.

Het is wenschelijk, dat het begrip ,.electromotori-
sche kracht”, vooral in elementaire leerboeken, meer
uitvoerig toegelicht worde.

Xn.

Helmholtz heeft niet bewezen, dat de grondfor-
mule van Weber voor de electrische werkingen bij
radiale stroomingen in een bol (Gesamm. Abh. Bd. I
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Inleiding pag. 554 en later § 5) tot steeds grooter
wordende snelheden der electriciteit aanleiding zou
kunnen geven, dus ook niet, dat deze wet met de
ervaring strijdig is.

Xm.

Het ware wenschelijk aan gymnasia en hoogere
burgerscholen de tegenwoordig veelal afzonderlijk be-
handelde rekenkunde en stelkunde tot één leervak
onder den naam ,algemeene rekenkunde” te ver-
eenigen.

XIV.

Vooral voor hen, die eene klassieke opleiding ge-
nieten, is de kennis van de wijze van ontstaan en
die van het wezen der hedendaagsche zedelijke en
maatschappelijke verhoudingen, van wetenschap, kunst
en godsdienst noodzakelijk.












Gedrukt bij E. J. Brill, Leiden.



