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HOOFDSTUK I

'
INLEIDING.

§ L

Een stelsel is eene groep van stoffelijke punten, die op
de eene of andere wijze verbonden zijn.

Door de verbintenis van een stelsel verstaat men in 't
algemeen datgene, waardoor de uitwerking der krachten,
die op het stelsel aangrijpen, gewijzigd wordt; immers de
punten kunnen niet in standen komen, strijdig met die
verbintenis.

Wanneer de verbintenissen door krachten kunnen wor-
den vervangen, die de punten van het stelsel noodzaken
aan de bedoelde verbintenissen te voldoen, dan kan het
stelsel na invoering dier krachten als vrij van de verbin-
tenissen beschouwd worden.

Dit is echter alleen dan mogelijk, wanneer de verbin-
tenissen door wetten kunnen worden nitgedrukt, of m. a. w.
in vergelijjking kunnen worden gebracht.

Die vergelijkingen worden voorwaardesvergelijkingen ge-
heeten, en de krachten, welke de physische verbintenissen

vervangen, noemt men verbindingskrachten.




De krachten worden onderscheiden in inwendige en uit-

wendige krachten. Inwendige krachten gaan uit yan punten
an het stelsel en werken op andere punten daarvan;
uitwendige krachten gaan uit van punten buiten het stelsel
gelegen.

Een stelsel is vrij in de ruimte, wanneer de verbinte-
nissen alleen tusschen de punten van het stelsel bestaan
en niet ook met punten in de ruimte er buiten gelegen.

Een stelsel is onveranderlijk, wanneer de punten een
volkomen vast geheel unitmaken. Dit wordt uitgedruks
door de voorwaarde dat de onderlinge afstanden der punten
dezelfde blijven. Daar er nu in de natuur wel geen vol-
komen onveranderlijk stelsel (systéme solide, starres Sys-
tem) voorkomt, zoo is de bovengenoemde voorwaarde in
werkelijkheid eene onvolkomen vertaling van de wezen-
lijke verbintenis of yan de physische natuur van het
stelsel.

In ’t algemeen kan men opmerken dat de mathematische
nitdrukking der physische natuur van een stelsel steeds
approximatief is. Bovendien is ons de inwendige physische
gesteldheid der lichamen nog slechts gedeeltelijk bekend.

Het eenvoudigste stelsel is het stoffelijk punt; het is
vrij, wanneer het aan geene enkele voorwaarde onderwor-
pen is. Een punt is beperkt, wanneer zijne plaats aan
zekere verbintenissen moet voldoen, b. v. wanneer het
steeds op een gegeven oppervlak of op een gegeven kromme
moet blijven.

Tot de duidelijk veranderlijke stelsels behooren o. a. de
elasticke en de weeke lichamen, de drupvormige en de
gasvormige vloeistoffen.

Zijn al de punten van een veranderlijk stelsel volkomen



vrij beweeglijk, dan heeft men met het oog op den toe-
stand van rust of beweging slechts ieder punt afzonderlijk
te beschouwen,

In den regel zijn echter de punten, die een stelsel vor-
men, niet volkomen vrij, maar aan bepaalde voorwaarden
onderworpen; eene kracht, die op een der punten aan-
grijpt, heeft dan niet dezelfde uitwerking als wanneer het
punt geisoleerd ware.

o

2.

Wanneer een stelsel krachten, dat op een punt of op
een stelsel van punten werkt, geene wijziging brengt in
den toestand van rust of van beweging waarin zich dat
punt of dat stelsel punten bevindt, dan zegt men dat die
krachten in evenwicht zijn. Hoewel minder juist, is het
toch gebruikelijker te zeggen dat het punt of het stelsel
punten in dat geval in evenwicht is. De theorie van het
evenwicht, d. w. z. de wetenschap, die zich bezig houdt
met het opsporen der voorwaarden van evenwicht, noemt
men Statica.

Uit een statisch oogpunt is een werktuig niet anders
dan een stelsel van lichamen, onderworpen aan zekere
verbintenissen die de voorwaarden van evenwicht wijzi-
gen. Zoo houden twee krachten die op een lichaam werken
elkaar in evenwicht als zjj gelijk en tegengesteld zijn;
heeft het lichaam echter een vast punt, dan is slechts
noodig dat de resultante van beide krachten door dit
vaste punt ga.

De pogingen, die in den loop der tijden gedaan zijn om

de voorwaarden voor 't evenwicht der verschillende werk-




tuigen onder een algemeen gezichtspunt te brengen , voerden
eindelijk tot eene stelling die de geheele Statica omvat en
onder den naam van ,beginsel der virtueele snelheden”
in de wetenschap werd ingevoerd.

Wanneer men aan een stelsel van stoffelijke punten die
onderworpen zijn aan zekere verbintenissen, eene onbepaald-
kleine verplaatsing geeft, en wel zoodanig dat het stelsel
steeds aan de verbintenissen blijft voldoen, dan heeft men
virtueele snelheid (virtuelle Geschwindigkeit, vitesse vir-
tuelle, virtual velocity) van een punt de verplaatsing
genoemd , die dat punt ondergaat.

Projecteert men nu die virtueele snelheid op de richting
der kracht, die in 't bedoelde punt aangrijpt, en neemt
men het product van projectie en kracht, dan verkrijgt
men het ,virtueel moment” dier kracht.

Het virtueel moment heeft hetzelfde teeken als de ge-
projecteerde virtueele snelheid, en deze laatste is positief
of negatief, nmaar gelang zij, gerekend van het aangrij-
pingspunt af, in dezelfde richting valt als de kracht of
in tegengestelde richting.

Nu wordt het beginsel der virtueele snelheden meestal
op de volgende wijze uitgedrukt: wanneer een stelsel pun-
ten onder de werking van cen willekeurig aantal krachten
in evenwicht is, en de punten onbepaald-kleine verplaat-
singen ondergaan, doch zoo dat zij steeds aan hunne ver-
bintenissen blijven voldoen, dan is de som der virtueele
momenten van alle krachten nul; en omgekeerd, wanneer
de som der virt. mom. gelijk nul is, dan is het stelsel in

evenwicht.




HOOFDSTUX II.

OORSPRONG EN GESCHIEDENIS VAN HET BEGINSEL DER
VIRTUEELE SNELHEDEN TOT EN MET LAGRANGE.

o

1.

»En réfléchissant sur les phénoménes les plus familiers,
»il arrive souvent qu’on entrevoit certains principes, aux-
squels sans doute il serait dangereux de se livrer, avant
sque d’étre parvenun & leur donner la préeision et la riguenr
smathématiques, mais qui n’en sont pas moins des indi-
scations précises du but vers lequel on doit diriger ses
srecherches. Clest ainsi qu’ont été découverts la plupart
sdes principes les plus importants et les plus usuels
»de la méeanique, tels que celui des vitesses virtuelles,
scelui de la conservation des forces vives, ete.

»Ces principes ont été d'abord en quelque sorte, apercus
ydans le vague comme par instinet, et appuyés plutot
ysur leur conformité avec les résultats particuliers, aux-
squels on arrivait par d’autres voies, que sur des démon-
yStrations générales et rigoureuses. Mais les efforts que

sl'on a faits pour leur donner la perfection convenable,
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sont été utiles, et c'est ainsi qu'on est parvenu i les
mapproprier au caleul, et & ramener toute la mécaniqne
»i de simples questions d’analyse.”

Deze woorden van Carnxor (Principes fondamentaux de
I'équilibre et du mouvement par L. M. N. Carnor. Paris,
Bachelier. An XI. — 1803. pag. 89. Art. 119 en 120
zijn in volle mate van toepassing op het beginsel der
virt. snelh.

Dit beginsel doorloopt de geheele geschiedenis der me-
chanica. Reeds de Grieken, bij wie men de kiem onzer
hedendaagsche Mechanica moet zoeken, hielden zich bezig
met het opsporen der voorwaarden van evenwicht. Schoon
hun reeds aanzienlijke wiskundige hulpmiddelen ten dienste
stonden, maakten zij daarvan geen gebruik om de beweging
der lichamen na te gaan ; de zoogenaamde Dynamica waaryan
GavLED de eerste grondslagen gelegd heeft, kwam eerst se-
dert de 16de eeuw tot haar recht; voor dien tijd werd
slechts de Statica beoefend.

Het schijnt dat reeds ARrisToTELES (384—322 v. Chr.)
de belangrijkste beginsels der Mechanica gekend heeft.
Zie ,,ArisToTELIS Mechanica Graeca, emendata, Latina
facta, et commentariis illustrata ab Henrico Monantholio.
Lugduni B. Anno CID.IDC.” Zoo kent hij de samenstel-
ling der bewegingen (manifestum igitur quod latum secun-
dum diametrum duabus lationibus necesse habet in ratione
laterum ferri, pag. 29 van 't aangehaalde werk); wil het
windas, de katrol, het getande rad en de wig tot den
hefboom terng brengen (igitur et quae circa vectem ad li-
bram, et fortassis alia omnia, quae circa motiones mecha-
nicas, ad vectem, ibid. pag. 20); en leert bovendien dat
bij een hefboom die in evenwicht is de gewichten omge-
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keerd evenredig zijn met de doorloopen wegen (si igitur
« est quod movet, # quod movetur, v longitudo per quam
motum est, § tempus quo movetur, sané aequali tempore
d aequalis vis « dimidium ipsius g movebit per longitu-
dinem duplo majorem quam y -+« Natur. auscult., lib.
VII, cap. 6. Aangehaald uit Fourier, Memoire sur la
statique’).

Volgens Fourier vindt men dus reeds bij ARISTOTELES
de eerste sporen van het beg. der virt. snelh. Voor’t ge-
val toch dat we met een hefboom te doen hebben, gaat
het beginsel over in de volgende stelling: wanneer de
hefboom in evenwicht zal zijn, dan moeten kracht en
last zich omgekeerd verhouden als de virt. snelh. hunner
aangrijpingspunten, d.i. als de wegen, welke die punten
in denzelfden tijd zouden afleggen.

Is bij ArisTOTELES echter alles onduidelijk en onbepaald,
anders is dit bij ArcuiMeEDES (287—212 v, Chr.) die als
grondvester der Statica moet beschouwd worden. Van de
onderstelling uitgaande, dat even zware lichamen op ge-
lijke afstanden werkende in evenwicht zijn, toont hij aan
dat lichamen, aan de uiteinden van een hefboom aange-
bracht, evenwicht maken, wanneer huhne gewichten om-
gekeerd evenredig zijn met hunne afstanden van ’t steunpunt.
Hij bewijst dat dit niet alleen geldt wanneer de lichamen
meetbaar, maar ook wanneer zij onmeetbaar zijn. (Zie
pArchimedes von Syrakus vorhandene Werke, aus dem
Griechischen iibersetzt von Ernst Nizze. 1824. Satz 6 und
7). Rovendien ontwikkelde ArcuiMepes de theorie van
't zwaartepunt en paste de Statica op de Meetkunde toe
0. a. tot het beschrijven van kromme lijnen. Zijne werk-
zaamheden tijdens het beleg van Syracuse, alsmede zijn




zijn bekend gezegde- . ,geef mij ecen steunpunt en ik zal
de aarde van hare plaats bewegen” bewijzen, welk een
juist inzicht hij had in de theorie der enkelvoudige werk-

tuigen.
§ 2

Sedert ARCHIMEDES, aan wien men het beginsel van
den hefboom te danken heeft, trachtte men de voorwaar-
den voor 't evenwicht van alle werktuigen, enkelvoudige
en samengestelde, tot dit beginsel terug te brengen.
Doordien echter niemand het begrip van kracht invoerde
als oorzaak der beweging, en de samenstelling der bewe-
gingen waarvan ARCHIMEDES zulke vernuftige toepassingen
had geleerd, niet overgedragen werd op de krachten,
maar men zich bijna tweeduizend jaren lang angstvallig
aan de Avristotelische philosophie vastklemde, leverden
bovengenoemde pogingen zeer sobere resultaten.

Eerst toen SiMoN STEVIN (1548—1620) de samenstelling
en ontbinding der krachten nitvond (Les Oeuvres Mathé-
matiques de Simon Stevin de Bruges par Albert Girard
Samielois. A Leyde chez B. et A. Elzevier. Anno CI).I)
CXXXIV. pag. 504—508), en daardoor het beginsel leverde,
waarop nog tegenwoordig vele stellingen der Statica he-
rusten, kon de leer van het evenwicht goede vorderin-
gen maken.

Reeds lang had de ervaring geleerd, dat bij een hef-
boom die in evenwicht is, kracht en last altijd omgekeerd
evenredig zijn met de ruimten die beide in denzelfden
tijd kunnen doorloopen. ,Cependant” zegt LAGRANGE met

zijne gewone voorzichtigheid ,il ne parait pas que les




)

»Anciens aient eu connaissance de cette loi. Guido Ubaldi
west peut-étre le premier qui l'ait apercue dans le levier
»et dans les poulies mobiles ou moufles.” (Mécanique ana-
lytique par J. L. Lagrange. Nouvelle édition, revue et
augmentée par l'anteur. Tome premier. 1811. Premicre
Partie. Section premitre. Art. 16.)

Het kan ons niet verwonderen dat er weldra pogingen
werden aangewend om te zien of de bovenvermelde wet
ook bij andere werktuigen doorging en weldra bemerkte
men dat zij gold bij al de zoogenoemde enkelvoudige werk-
tuigen. Gumo UsarLpus, Markies del Monte , (1545—1607)
nam haar waar aan den hefboom, het windas en de katrol ;
't gelukte hem echter niet haar ook toe te passen op het
hellend vlak en de daarmee samenhangende werktuigen,
zoodat duidelijk blijkt dat hij de algemeenheid van het
beginsel volstrekt niet heeft ingezien. (Zie o. a. pag. 42,
43, 103, van ,,Gvidi Vbaldi E Marchionibus Montis Me-
chanicorum Liber. Pisavri. M.D.LXXVII".)

§ 3.

GariLer (1564—1642) was de eerste. die duidelijk de
bekende betrekking uitsprak, welke er bestaat tusschen
twee op een in evenwicht verkeerend werktuig aangrij-
pende krachten en de snelheden die hunne aangrijpings-
pingspunten zouden ondergaan, indien men aan dat werk-
tuig eene onbepaald-kleine verplaatsing meedeelde. Tevens
voerde hij de benaming ,moment eener kracht” in. Hij
verstaat daardoor de poging, de energie, de ,impetus”
van die kracht om beweging voort te brengen; doet ver-

volgens zien dat het moment (momentum, movimentum)
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evenredig is aan het product van kracht en virtueele
snelheid, en zegt eindelijk dat twee krachten evenwicht
maken wanneer hunne momenten gelijk en tegenge-
steld zijn.

Deze wet wordt het beginsel van GALILEI genoemd. Vol-
gens LAGRANGE (Mée. anal. T. 1, pag. 178) heeft GaLILE
zich van dit beg. der virt. snelh. niet alleen bediend om
statische stellingen in engeren zin, maar ook om de voor-
naamste theorema's der hydrostatica aan te toonen. Zoo
leidt hij in zijne verhandeling ,intorno alle cose che
stanno su l'acqua, o che in quella si muovono” uit dit
beginsel het evenwicht van water in een hevel af.

Nog sterker dan LaGraNGE drukt zich Dr. E. DiinriNG
uit op pag. 79 van den tweeden druk zijner ,Kritische
Greschichte der allgemeinen Principien der Mechanik. 18777,
Daar heet het: ,Bei Galilei findet sich dieses Prinecip,
swenn auch nicht dem Namen, so doch der Sache nach
»in allen Richtungen verwerthet. Es wird in der ganzen
pochrift ,Della scienza mecanica™ fiir die verschiedenen
yeinfachen Potenzen und ausserdem noch besonders in den
phydrostatischen Untersuchungen der Abhandlung iiber
ndie schwimmenden Korper — boven reeds genoemd —,
wibrigens aber auch sonst vielfach zur Anwendung ge-
nbracht. Ja man kannsagen, dass die Benutzung dieses erst
nverhiltnissmissig sehr spiit zu vollerer Anerkennung ge-
ylangten und berithmt gewordenen Princips einen beson-
pdern Charakterzug der natiirlichen Vorstellungsarten Ga-
plilei’s ausgemacht habe”.

Wat Usarpus niet had kunnen doen, dat gelukte aan
GALILET volkomen. Hij paste het beg. der virt. snelh.
ook toe op het hellend ylak en de daarmee samenhangende
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werktuigen. (Zie ,Opere di Galileo Galilei, T. I, pag. 265,
Bologna 1655”.) 't Is echter niet te ontkennen dat hijj in
sommige zijner werken er niet die toepassing van maakt
die men had mogen verwachten, zoodat hij zich misschien
de zaak mnog niet zoo duidelijk voorstelde als sommigen
zijner vereerders wel hebben willen beweren. In ieder
geval heeft hij steeds slechts het oog op twee krachten.

Bovendien is het thans zeker dat noch aan DeL MoNTE,
noch aan GAriLeEr de prioriteit van deze ontdekkingen
toekomt. Eene eeuw voor hen leefde er nl. in Ttalié een
man die als dichter, schilder, beeldhouwer en musicus,
als wis-, natuur- en werktuigkundige nitblonk; ik bedoel

LeoNarpo pa Vincr (1452—1519). Hij was de eerste die
zich aan het gezag van ARISTOTELES ontrukte. In ver-
schillende wetenschappen, vooral in de Mechanica, stond
hij verre boven zijne tijdgenooten. De wetten der Statica
waren hem volkomen duidelijk; zoowel katrol en takel
als hellend vlak en wig bracht hij tot het beginsel van
den hefboom terug. Ook was hij reeds bekend met de ver-
houding, die er bestaat bij den hefboom en andere enkel-
voudige werktuigen tusschen de krachten en de relatieve
snelheden (verplaatsingen) hunner aangrijpingspunten, en
grondde daarop zelfs het evenwicht dier werktuigen. Bij
pa Vincr vindt men dus de eerste duidelijke sporen van
het beg. der virt. snelh.

Jammer dat zijne manuscripten zoo lang verborgen zijn
gebleven, en daarom zijne ontdekkingen voor de tweede
keer moesten worden gedaan, deels door UBALDUS en
GaLILEL, deels door StTEVIN. (Zie ,LEoNARDO DA VINCI

als Ingenieur und Philosoph von Dr, Hermann Grothe,
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Berlin 1874”, alsmede ,Libri, Histoire des sciences ma-
thématiques en Italie, Paris, 1838-—1841".)

§ 4.

Welke gezonde denkbeelden GALILEI overigens op me-
chaniech gebied reeds bezat moge uit de volgende aanha-
ling blijken (Les Méchaniques de Galilée mathématicien
et ingénieur du Duc de Florence, traduites de I'Italien
par L. P. M. M. — Le Ptre Maria Mersenne — A Paris.
M.DC.XXXIV. pag. 2—5.):

»I1 ne fant pas croire qu’ on puisse lever de grands
pfardeaux avec peu de force, car la nature ne peut étre
ptrompée, ni céder & ses droits....

»ll faut done ici considérer quatre choses: le fardeau
»que l'on veut transporter, la force qui le doit mouvoir,
nla distance par laquelle se fait le mouvement, et le temps
pdu dit mouvement, parce qu’il sert pour en déterminer
pla vitesse, puisqu’ elle est d’autant plus grande que le
ncorps mobile ou le fardeau passe par une plus grande
ndistance en méme temps: de sorte que si l'on suppose
ptelle résistance, telle force et telle distance déterminde
nque I'on voudra, il n’y a nul doute que la force requise
seonduira le fardeau & la distance donnée, quoique ladite
nforce soit trés-petite, pourvu que I'on divise le fardeau
pen tant de parties que la force en puisse mouvoir une,
near elle les transportera toutes les unes aprés les autres;
pdolt il s’ensuit que la moindre force du monde peut
ptransporter tel poids que 1'on youdra.

»Mais 'on ne peut dire & la fin du transport, que l'on

»ait remué un grand fardeau avec peu de force, puisqu’




'

welle a toujours été égale & chaque partie du fardean: de
smaniére que l'on mne gagne rien avec les instruments,
wQL'autant que si 'on applique une petite foree & un grand
wfardeau, il faut beancoup de temps, et que si l'on veut
sle transporter en peu de temps, il faut une grande force.
wD'ou l'on peut conclure qu’ il est impossible qu’ une
spetite force transporte un grand poids dans moins de
ytemps qu’ une plus grande force.

wNéanmoins les machines sont utiles pour mouvoir de
wgrands fardeaux tout d'un coup sans les diviser, parce
sque l'on a souvent beancoup de temps et peu de force;
sc’est pourquoi la longueur du temps récompense le peu
sde force. Mais celui-la se tromperait qui voudrait abréger
le temps en n'usant que d’une petite force, et montrerait
4qu’ il n’entend pas la nature des machines, ni la raison
»de leurs effets.

»,Or il faut conclure que 1'on ne peut rien gagner en
wforce que I’on ne le perde en temps, et que la plus grande
,utilité des machines consiste & épargner la dépense, comme
+j’al montré, et conséquemment que ceux qui travaillent
»a suppléer la force et le temps tout ensemble, neméri-
stent nullement d’ avoir du temps, puis qu’ ils Pemploient
81 mal”.

Dat men in tijd of in snelheid verliest, wat men in
kracht of in arbeid wint, werd ook reeds, hoewel minder
duidelijjk en algemeen dan bij GariLer, door UsarLbus
ingezien. Immers op pag. 105 van zijn reeds vroeger aan-
gehaald werk zegt hij met het oog op den takel: ,Ex
,dictis etiam manifestum est, qud pondus facilins moue-
Stur, ed quoq; tempus maius esse; qud vero difficilius,

»e0 minus esse. et ¢ conuerso’.
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Ter wille der volledigheid moet nog vermeld worden
dat ook Carresius (I5696—1650) de Statica tot een be-
ginsel herleid heeft, dat in den grond der zaak met dat
van GALILED overeenkomt. Hij neemt nl. als evident aan,
dat er eene even groote kracht noodig is om een gewicht
tot eene zekere hoogte op te heffen, als om een twee maal
grooter gewicht tot eene twee maal kleinere hoogte op te
voeren enz. (Zie y,Descartes, Lettres. T. I. Paris. Lett. 73”;
alsmede zijn ,,Traité de Mécanique”, voorkomende in zijne
»Opuscula posthuma™.).

Vervolgens merkt DESCARTES op dat men bij het ver-
gelijken van krachten die elkaar in evenwicht houden ,
alleen op het begin der mogelijke bewegingen heeft te
letten. Hij past zijn beginsel nu allereerst toe op katrol
en blokkatrol, waarop later LAGRANGE terngkwam toen
hij de blokkatrol als uitganspunt nam voor een algemeen
bewijs van het beg. der virt. snelh. Verder past CarTe-
sius zijn beginsel ook toe op den hefboom, het hellend
vlak, ete. Wat den hefboom betreft, komt hij zoodoende
tot de naar hem genoemde grondstelling van CARTESIUS:
twee gewichten aan den hefboom zijn in evenwicht wan-
neer zij omgekeerd evenredig zijn met de loodrechte wegen
die zij zouden doorloopen wanneer de hefboom gedraaid werd.

Hiermede is DEscARTES echter te veel eer aangedaan,
want, al moge het waar wezen dat de katrol eene meer
aanschouwelijke voorstelling geeft van het beg. der virt.
snelh. dan de hefboom, tot wezenlijke uitbreiding van het
beginsel van GavriLer heeft hij niets bijgedragen. Ook stond
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CarrEsius wat zijne kennis van Mechanica betreft vol-
strekt niet op de hoogte van zijn tijd; over de werken
van GALILEI en STEVIN haalde hij de schounders op.

We kunnen niet nalaten hier op te merken dat, wat
Carresius  kracht heet, tegenwoordig arbeid genoemd
wordt; en dat bij Gariuer de begrippen van kracht en mo-
ment elkaar ongeveer dekken. (Zie o. a. het reeds genoemde
werk van Diihring, pag. 23—28.).

Eindelijk zij nog vermeld dat ook Pascar (1623—1662)
in zijn ,Traité de I’équilibre des liqueurs, Chap. IT” van
't beginsel van GaALiLEl gebruik gemaakt heeft; alsmede
MusscHENBROEK (1692—1761) in zijne ,Introductio ad phi-
losophiam naturalem, § 462", terwijl NEwroN (1642—1727)
er slechts ter loops melding van maakt in zijne ,Piloso-
phiae naturalis principia mathematica”. De laatstgenoemde
heldert het op door de botsing der lichamen en brengt
het als 't ware terug tot zijn beginsel der gelijkheid van
actie en reactie. Zeer terecht merkt DinriNG op dat bjj
deze beschouwing van NEwToN het eigendommelijke van
het beg. der wvirt. snelh. geenszins tot zijn volle recht
komt, ,indem der Satz von den virt. Geschw. specifisch
»iiir die aus der Systemverfassung und den dussern Be-
pwegungseinschrimkungen hervorgehenden Miglichkeiten
yder relativen Geschwindigkeitsentwicklungen gelten soll”.

8 6.

Toen men eenmaal gevonden had dat de stelling, dat
voor 't geval van evenwicht de krachten omgekeerd
evenredig zijn met de virt. snelh. hunner aangrijpings-
punten volgens de richtingen dier krachten, niet alleen
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bij den hefboom, maar ook bij de andere enkelvoudige
werktunigen doorging, lag het voor de hand hieruit het
besluit te trekken, dat zij ook gelden moest voor elk
samengesteld werktuig waarop slechts twee krachten
werken; immers een zoodanig werktuig kan men beschou-
wen als een samenstel van verschillende enkelvoudige
werktuigen. Nu behoefde men nog slechts één stap verder
te gaan om te komen tot een willekeurig stelsel van
krachten te gelijk werkende op eene zelfde machine.

Het duurde echter tamelijk lang eer men dien stap deed;
het beg. der virt. snelh. scheen in vergetelheid te geraken
en niemand trachtte de beschouwingen van Galilei nit te
breiden of er nieuwe waarheden uit af te leiden.

JonaNNEs BErNOULLI (1667—1748), hoogleeraar in de
Wiskunde eerst te Groningen en later te Bazel, was de
cerste die de groote algemeenheid van het beginsel van

(GALILEI inzag en daarover een brief schreef aan PIERRE

2), gedagteckend : Bazel 26 Jan. 1717.

VARIGNON (1654—17:
Met toestemming van BerNouLni werd deze brief door
VaARIGNON in zijne ,Nouvelle Mécanique” medegedeeld en
wij laten hem hier bijna in zijn geheel volgen.
,Concevez plusieurs forces différentes qui agissent sui-
,vant différentes tendances ou directions, pour tenir en
yéquilibre un point, une ligne, une surface ou un corps;
,concevez aussi que l'on imprime & tout le systéme de
,ces forces un petit mouvement, soit paralltle & soi-méme
wsuivant une direction quelconque, soit autour d’un point
Hfixe quelconque: il vous sera ais¢ de comprendre que par
,ce mouvement chacune de ces forces avancera ou reculera
,dans sa direction, & moins que quelqu’une ou plusieurs

,des forces n’aient leurs tendances perpendiculaires 4 la
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wdirection du petit mouvement; auquel cas cette force ou
sces forces n’avanceraient ni ne reculeraient de rien: car
,tes avancements ou reculements qui sont ce que j'appelle
apvitesses virtuelles” mne sont autre chose que ce dont
schaque ligne de tendance angmente ou diminue par le
»petit mouvement; et ces augmentations ou diminutions se
strouvent, si l'on tire une perpendiculaire & l'extrémité
sde la ligne de tendance de quelque force, laquelle per-
spendiculaire retranchera de la méme ligne de tendance,
ymise dans la situation voisine par le petit mouvement,
sune petite partie, qui sera la mesure de la vitesse vir-
ytuelle de cette force....

Na deze redeneering door eene figuur opgehelderd te
hebben, deelt Beryourri mede dat hij aan het product van
kracht en virtueele snelheid den naam ,énergie” zal geven.
Verder merkt hij op dat de virt. snelh. pos. of neg. ge
nomen wordt, naar mate de hoek, dien zij met de rich-
ting waarin de kracht werkt, maakt, scherp of stomp is.

Ten slotte spreekt hij de volgende stelling uit:

sProposition générale.

+En tout équilibre de forces quelconques, en quelque
ymaniére qu'elles soient appliquées et suivant quelques
wdirections qu’elles agissent les mnes sur les autres, ou
ymédiatement, ou immédiatement, la somme des énergies
yafirmatives sera égale & la somme des énergies négatives
yprises affirmativement.”

BERNoULLI bewijst deze stelling niet en meldt ook niet
hoe hij er aan gekomen is; 't is echter waarschijnlijk dat
het lezen der werken van GALILEI en DESCARTES, en het

2
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beschouwen van meer samengestelde gevallen hem er bij
inductie toe gebracht heeft.

't Is van belang hierbij op te merken dat BeErNouULLI
voor 't eerst de uitdrukking ,virtueele snelheid” bezigde.

§ 7.

Bovenvermelden brief van BERNOULLI vindt men pag.
174—176 van het tweede deel der ,Nouvelle Mécanique
ou Statique, dont le projet fut donné en MDCLXXXVII,
Ouvrage posthume de M. VariGNon. Paris. MDCCXXV.”
Dit werk waarmee de schrijver zich meer dan dertig jaren
lang heeft bezig gehouden en dat eerst drie jaren na zijn
dood verscheen, is gebaseerd op het toen wel reeds lang
bekende maar niet gebruikte beginsel van de samenstelling
en ontbinding der krachten, welk beginsel blijkbaar door
VARIGNON aan STEVIN is ontleend. Echter is het werk
bijkans onleesbaar wegens de verbazende menigte gevolgen
en dikwijls nietige opmerkingen, die de schrijver blijkbaar
met eene soort van zelfvoldoening heeft bijeenverzameld,
en mogelijk ware het reeds lang vergeten, zoo niet de
beroemde brief van BERN. er zich in bevond.

VARIGNON was zoo ingenomen met de stelling van BER-
NourLr, dat hij er dadelijk bijna vijftig pagina’s aan
wijdde om haar in zeven eenvoudige gevallen te betoogen.
Een algemeen bewijs wordt echter door hem niet gegeven.

Van het beginsel van ’t evenwicht, nl. dat wanneer de
krachten elkaar in evenwicht houden, de snelheden der
aangrijpingspunten genomen volgens de richting dier
krachten, omgekeerd evenredig zijn met die krachten,
maakt ook D’ALEMBERT (1717—1783) melding op pag. 267
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van zijn ,Traite de Dynamigue. Nouvelle édition 1758,
Hij zegt daar verder: ,Ce principe est reconnu depuis
»longtemps par les géomeétres pour le principe fondamental
sde Déquilibre; mais personne, que je sache, n’a encore
,démontré ce principe en général, ni fait voir, que celui
»de la conservation des forces vives en résulte nécessai-
yrement.”

Vervolgens beweert hij dat dit beginsel gemakkelijk be-
toogd kan worden en neemt drie gevallen aan nl. 1°. dat
de krachten gelijk en tegengesteld zijn, 2°. dat zij aan-
grijpen aan de ongelijke armen van een hefboom en 3°.
dat de resultante gaat door ,quelque obstacle fixe et in-
,surmontable.” Een algemeen en duidelijk bewijs blijft
hij echter in gebreke te geven, met een paar woorden
maakt hij er zich van af.

Een dergelijk, in den grond der zaak hetzelfde beginsel
werd door MauperTUlS opgesteld onder den naam van
wLoi du repos des corps” in de Mémoires de I’Académie
des sciences de Paris, année 1740, pag. 173—176; en
ook het beginsel van CoURTIVRON, voorkomende in de
Mémoires de I’Académie royale des sciences de Paris,
année 1749, pag. 15—27 laat zich gemakkelijk uit dat
der virt. snelh. afleiden.

Enveens hangt met het beg. der virt. snelh. samen het
bekende beginsel van TorriceELLI, nl. dat er evenwicht
is wanneer een stelsel van zware lichamen zoodanig is
geplaatst dat het zwaartepunt niet kan dalen; welke stel-
ling men vindt in zijne verhandeling ,De motu grayium
ynaturaliter descendentium, 1644.”




We zijn nu genaderd tot den tijd waarin het beg. der
virt. snelh. zijn hoogsten bloei bereikt en in zijne groot-
ste algemeenheid, hoogste sierlijkheid en veelzijdig nut
aan het licht treedt. n’ALEMBERT maakt het naar hem ge-
noemde beginsel bekend, waardoor alle vraagstukken over
beweging tot statische problemen herleid worden, en daar-
door wordt het LAGRANGE mogelijk om zijne ,Méeanique
analytique” en aan LAPLACE om zijne , Mécanique céleste”
op het beg. der virt. snelh. te vestigen,

Aan het reeds genoemde ,Traité de Dynamique” van
D'ALEMBERT ontbrak nog slechts eene gemakkelijke en
algemeene methode om de voorwaarden te bepalen waar-
onder een willekeurig stelsel krachten in evenwicht is.
LAGRANGE (1736—1813) vond deze methode in het door
BerxouLLt ontdekte en door hem nog algemeener voor-
gestelde beg. der virt. snelh.

Het eerst maakte hij daarvan gebruik in eene verhan-
deling ,Sur la libration de la lune”; die in 1764 den
prijs der Parijzer academie van wetenschappen behaalde.
In deze verhandeling vereenigt hij het dynamisch begin-
sel van D'ALEMBERT met het statisch beginsel van Beg-
NOULLI en brengt daardoor op de meest algemeene en een-
voudige manier de beweging der maan om haar zwaarte-
punt terug tot de integratie van differentiaalvergelijkingen.

In 1788 verscheen zijn hoofdwerk, de yMéchanique ana-
lytique”. Hierin stelde LAGRANGE het beg. der virt, snelh.
volgens zijn eigen uitdrukking als een soort van mecha-
nisch axioma voorop en deed de rijkheid er van duidelijk

en schoon uitkomen: immers zijn geheele werk is er op
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gegrond. Hij formuleerde het als volgt: ,Si un systéme
squelconque de tant de corps ou points que l'on veut,
ptirés chacun par des puissances quelconques, est en équi-
wlibre, et qu’on donne & ce systéme un petit mouvement
pqueleconque, en vertu duquel chaque point parcoure un
nespace infiniment petit qui exprimera sa vitesse virtuelle,
»la somme des puissances, multiplides chacune par ’espace
»que le point, ol elle est appliquée, parcourt suivant la
wdirection de cette méme puissance, sera toujours égale &
»Z6éro, en regardant comme positifs les petits espaces par-
sconrns dans le sens des puissances, et comme négatifs
ples espaces parcourus dans un sens opposé.”

Welk eene groote waarde LAGRANGE aan dit beginsel
hechtte, blijkt uit de volgende woorden: ,Et en général
sj€ crois pouvoir avancer que tous les principes généraux
»qu'on pourrait peut-étre encore découvrir dans la science
»de Déquilibre, ne seront que le méme principe des vi-
otesses virtuelles, envisagé différemment, et dont ils ne
wdifféreront que dans Yexpression.

wMais ce principe est non-seulement en luiméme trés-
ysimple et trés-général; il a de plus I'avantage précienx
wet unique de pouvoir se traduire en une formule générale qui
yrenferme tous les problémes qu’on peut proposer sur 1'équi-
wlibre des corps.” (Méc. analyt., I Partie, Section I, art.17).

Niet anders oordeelt GAuss (1777—1855) wanneer hijj
zegt (Journal von Crelle, 1829. Ueber ein neues allge-
meines Grundgesetz der Mechanik von Prof. Dr. Gauss):
nBekanntlich verwandelt das Princip der virtuellen Ge-
sschwindigkeiten die ganze Statik in eine mathematische
wAufgabe, und durch p’ArLeEMBERT's Princip fiir die Dy-
ynamik ist diese wiederum auf die Statik zuriickgefiihrt.
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»ls liegt daher in der Natur der Sache, dass es kein
pneues Grundprincip fiir die Jewegungs- und Gleichge-
pWichts-Lehre geben kann, welches der Materie nach nicht
»il jenen beiden schon enthalten und aus ihnen abzu-
pleiten wiire.”

R

L

't Was een gelukkig denkbeeld van LAGRANGE om de
stelling van BERNOULLI als eene grondwaarheid te be-
schouwen en haar in eene algemeene formule uit te druk-
ken, want juist daardoor gelukte het hem om de verge-
lijkingen niet alleen voor ’t evenwicht maar ook voor de
beweging van alle mogelijke stelsels te vormen, of zoo
als hij het zelf uitdrukt ,de réduire la Méeanique & des
nOpérations purement analytiques.” Daardoor echter sprong
LAGRANGE, zooals Poinsor (1777—1859) zeer terecht op-
merkt, over alle mechanische moeilijkheden heen.

De loop zijner berekeningen was zeer duidelijk, doch
er bleef nog altijd over om 't beg. der virt. snelh. te bewijzen.

Wel is waar had BErNoULLI de genoemde stelling zonder
bewijs medegedeeld en had ook GaLiner het naar hem
genoemde beginsel als een axioma beschouwd, doch men
moet niet uit het oog verliezen dat het beg. der virt.
snelh. bij zijn eerste optreden in de wetenschap een veel
eenvoudiger vorm had dan tegenwoordig, en dat het daar-
om door den grooten Italiaan niet zonder eenigen grond
als axioma mocht worden beschouwd : terwijl later toen
het op eene steeds meer gecompliceerde wijze werd uit-
gedrukt, ook het axiomatische meer en meer verdween
en een bewijs noodzakelijk werd.

——




HOOFDSTUK III

NADERE BESCHOUWING VAN HET BEGINSEL DER VIR-
TUEELE SNELHEDEN EN GESCHIEDENIS VAN
DIT BEGINSEL IN DE 19DE EEUW,

&40

We beginnen dit hoofdstuk met de volgende woorden
van Maurertuls (Histoire de 1'’Acad. Royale des sciences.
Année 1740. Avee les Mémoires de mathématique ete.
Paris, 1742. Loi du repos des corps par M. de Mauper-
tuis). ,Si les sciences sont fondées sur certains principes
,simples et clairs dés le premier aspect, d’ott dépendent
Jfoutes les vérités qui en sont l'objet, elles ont encore
,Lautres principes, moins simples & la vérité et souvent
wdifficiles & découvrir, mais qui, étant une fois découverts,
wsont d’une trés-grande utilité.

,Les premiers principes n'ont gubre besoin de démon-
nwstration par 1'évidence dont ils sont dés que lesprit les
sexamine; les derniers ne sauraient avoir de démonstra-
stion physique & la rigueur, parce qu’il est impossible
,de parcourir généralement tous les cas ol ils ont lieu.

»Tel est par exemple le principe si connu et siutile dans
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nla Statique ordinaire que dans tous les assemblages de
nCOrps leur commun centre de gravité descend le plus bas
nquil est possible. Tel est celui de la conservation des
pforces vives.

»Quant aux démonstrations a priori de ces sortes de
pprincipes, il ne parait pas que la Physique puisse les
sdonner, elles semblent appartenir a quelque science supé-
prieure.

nCependant leur certitude est si grande, que plusienrs
smathématiciens n’hésitent pas & en faire les fondements
nde leurs théories et s’en servent tous les jours pour ré-
nsoudre des problémes, dont la solution leur cofiterait
nSans eux beaucoup plus de peine.”

Dit laatste is volkomen van toepassing op de wijze
waarop LAGRANGE gebruik heeft gemaakt van het beg.
der virt. snelh. Zijne geheele ,Mée. anal.” is er als '
ware een bewijs van a posteriori. Daarom is ook de op-
merking van Poinsor Juist, dat wanneer vooraan in ge-
noemd werk een bewijs van het beginsel geplaatst werd,
de ,Méc. anal.” twee malen hetzelfde zou bevatten.

9

R

Wanneer men nu mocht kunnen aannemen dat het beg.
der virt. snelh. tot die beginsels behoorde welke op het
eerste gezicht klaar en duidelijk, dus evident zijn, dan
was een bewijs van welken aard ook geheel onnoodig.
Dit is echter niet het geval zoo als ook door LAGRANGE
zelf werd ingezien. Tmmers hij zegt in den tweeden druk
der ,Méc. anal. P. I, S. I, art. 18”:  Quant & la nature
ndu prine. des vit. virt., il faut convenir qu’il n’est pas
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passez évident par lui-méme pour pouvoir étre érigé en
yprincipe primitif.” Ook Gauss was van dat gevoelen
zooals blijkt uit de volgende woorden (Journal von Crelle,
1829, Abhandlung 18): ,Der eigenthiimliche Character
wdes Princips der virt. Geschw. besteht darin, dass es
neine allgemeine Formel zur Auflosung aller statischen
wAufgaben, und so der Stellvertreter aller andern Principe
wist, ohne jedoch das Creditiv dazu so unmittelbar auf-
pzuweisen, dass es sich, so wie es nur ausgesprochen
wwird, schon von selbst als plausibel empféhle.”

Daar nu BErNoULLI en LAGRANGE bij inductie gekomen
zijn tot het beg. der virt. snelh. en die inductie zeer goed
onvolledig kan zijn, is eene mathematische deductie van
genoemd beginsel volstrekt niet overbodig, ja zelfs zeer
gewenscht. Immers geeft een besluit waarvan de inductie
niet volledig is slechts waarschijnlijkheid.

Het beg. der virt. snelh, heeft dus blijkbaar een bewijs
noodig. Door een bewijs wordt het echter teruggebracht
tot eeme wet, die of evident is, 0f eenvoudiger dan het
genoemde beginsel. Neemt men nu in aanmerking, dat
een beginsel de onderste grondstelling is, waarvan alle
onderzoek naar waarheid moet uitgaan, en waarop alle
resultaten gegrond moeten wezen, dan is het duidelijk,
dat we aan het beg. der virt. snelh. zijn karakter als be-
ginsel moeten ontzeggen.

8 3.

In de behoefte aan een algemeen bewijs van het beg.
der virt. snelh. werd het eerst voorzien door FossoMBRONI
in eene verhandeling gedrukt te Florence in 1796 en ge-
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titeld ,Memoria sul principio delle velocitd virtuali” die
door tijdgenooten zeer geroemd wordt en waarvan o. a.
DE PRONY melding maakt op pag. 36 van 't eerste deel
zijner ,Legons de mécan. anal.” Zie ook s Dithring , krit,
nGesch. p. 325.” Ik heb haar niet l\unnen nnn]xtw wor-
den. Ook de schrijver van het artikel yvirt. Geschwind.”
in ,GEHLER’s Physicalisches \\mlubuoh 1825—'45"
had haar niet kunnen bekomen en merkt aan dat zij zeer
zeldzaam is,

Het tweede hewi ijs werd gegeven door FOURIER (1768—
1830) in 1797 en komt voor in 't yJournal de 1’Ecole
,,polyt(‘.(elmiquu, cinquiéme cahier, tome IL. An VI.” In
dit deel komen nog twee andere bewijzen van hetzelfde
beginsel voor, en wel een van LAGRANGE zelf en een van
R. pr Prony.

FouRrier grondt zijn bewijs op het beginsel van ARcHi-
MEDES d. i. het beginsel van den hefboom, of op het the-
orema van STEVIN d.i. het parallelogram van krachten.
Volgens LAGRANGE zijn deze wetten echter niet evident
genoeg maar hebben zelven bewi ijs noodig; daarom brengt
hij het beg. der virt. snelh. terug tot een ander beginsel
dat volgens hem nit zich zelf evident is en dat ]nJ Hle
wprincipe de I'équilibre des moufles” — het beg. der blok-
katrollen of takels — noemt.

PRONY heeft niets dan lof voor de bewijzen van Fou-
RIER en LAGRANGE, maar zijns inziens hebben zij de
kwestie uit zulk een algemeen oogpunt beschouwd, dat
het niet gemakkelijk is hunne resultaten te vergelijken
met die, welke de gewone handelwijzen der leer van
't (vvnwu-ht opleveren. In het ecerste gedeclte zijner
verhandeling gaat hij uit van de bekende zes voorwyaar-




desvergelijkingen voor ’t evenwicht van een vrij onver-
anderlijk stelsel, doch merkt zeer juist op dat, hoewel
het op deze manier geleverde bewijs, wat strengheid be-
treft, niets te wenschen overlaat, de verg. der virt. snelh.
zoodoende ten eemenmale haar karakter van beginsel ver-
liest, wijl zij als gevolg en niet als grondwaarheid voor-
gesteld wordt. Hij geeft daarom nog een ander bewijs
gegrond op de samenstelling der krachten en het beginsel
van den hefboom.

In 1798 — An VII — verscheen het eerste deel der
sMécanique céleste’” van Larrace (1749—1827) waarin
deze groote geleerde miet in gebreke blijft een nieuw be-
wijs te leveren voor het beg. der virt.snelh. dat hij aldus
uitspreekt: ,Si Pon fait varier infiniment peu la position
»dun systeme de corps, en l'assujettissant aux conditions
~qu'il doit remplir, la somme des forces quile sollicitent,
wmultipliée chacune par l'espace que le corps auquel elle
sest appliquée, parcourt suivant sa direetion, doit étre
sbcale & zéro, dans le cas de D'équilibre du systéme”
(Mée. cél. T. I, le Partie, Livre I, Chap. 3). Zijn bewijs
berust op het beginsel van STEVIN en op het beginsel van
NewrtoN dat actie gelijk is aan reactie.

In 1783 had L. N. M. Carxor (1753—1823) een werkje
geschreven getiteld: ,Essai sur les machines en général.”
Hiervan verscheen in 1803 een aanzienlijk vermeerderde
druk onder den titel: ,Principes fondamentaux de 1’équi-
libre et du mouvement.” Tn dit merkwaardige geschrift
stelt CArNoT het beg. der virt. snelh. nog algemeener voor
door nl. de onbepaald-kleine virtueele snelheden te ver-
vangen door eindige die hij ,vitesses géometriques” noemt.

Blijkens art. 136, pag. 108 van het aangehaalde werk




28

is eene geometrische snelheid die, welke een lichaam
aanneemt wanneer het eene geometrische beweging onder-
gaat. Door eene geometr. bew. van een stelsel lichamen
verstaat CARNOT eene zoodanige ,qui ne change rien &
nl'intensité de I'action qu’ils exercent ou pourraient exer-
neer les uns sur les autres si on lenr imprimait d’autres
nmouvements queleconques.” En in art. 144 heet het seette
ndénomination de mouvements géométriques est fondée sur
»t€ que les mouvements dont il s’agit n’ayant aucun effet
»sur Laction qui peut s'exercer entre les corps du systéme,
»Sont absolument indépendants des régles de la dynamique,”

Door beschouwingen omtrent den schok van volkomen
onveerkrachtige lichamen komt hij ten slotte — art. 215 —
tot het volgende theorema dat het beg. der virt. snelh.
is: ,lorsque plusieurs corps animés de diverses forces
ymotrices se font mutuellement ¢équilibre, si I'on vient &
pimprimer au systtme un mouvement quelconque géomé-
sirique”, — waartoe blijkens art. 159 cene onbepaald-
kleine kracht voldoende is — nla somme des produits de
nchacune de ces forces motrices par sa vitesse géométri-
nque” — of virtueele snelheid volgens art. 161 — . esti-
pmée dans le sens de cette force, est égale & zéro.”

Overigens geeft CArNOT in art. 121 en 199 van het-
zelfde geschrift een bewijs van het beg. der virt. snelh.
dat gegrond is op het evenwicht van den hef boom.

§ 4.

Een jaar later maakte Pornsor zijne beroemde verhan-
deling ,Théorie gdnérale de I'équilibre et du mouyvement

»des systémes” bekend, die voor 't eerst geplaatst werd
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in het ,Journ. de 1’Ecole Polyt. 13¢ Cahier, T. VI, 1806."
Hierin wil Poinsor van het beg. der virt. snelth. ,ou se
ymélent des iddes vagues et étrangéres de mouvements
yinfiniment petits et de perturbations d’é¢quilibre” niets
weten, maar leidt het als ter loops af uit de door hem
gegeven theorie. Alle tot dien tijd toe gegeven bewijzen
keurt hij af.

In 1806 gaf AmpirE (1775—1836) onder den titel ,De-
ymonstration générale du prine. des vit. virt., degagée de
»la considération des infiniment petits” een bewijs in het-
zelfde deel van genoemd tijdschrift. Hierin zegt hij van
't beg. der virt. snelh. o. a.: M. LAGRANGE l'a ramené
,d'une maniére trés-simple au principe de 1'équilibre des
ymoufles, M. CarNor & celui de 1'équilibre du levier. La
ydémonstration de ce méme principe a été déduite par M.
wLAPLACE de considérations plus générales, mais trop ab-
4straites peut-étre pour étre mises facilement & la portée
pde commencants.,” Hij geeft nu een bewijs, volgens hem
even algemeen als dat van LaAPLACE en alleen gegrond
op de samenstelling en ontbinding der krachten.

In de ,Mémoires de ’Académie impériale des sciences de
»St. Pétersbourg, Tome I, 1809 komt een opstel voor onder
den titel: ,Essai d'une démonstration du principe des vit.
virt., par B. ViscovaTov. — Présenté le 5 Décembre 1802."
De schrijver keurt de wijze waarop het beg. door LAGRANGE
is geformuleerd, af, ,parce qu’il renferme des idées con-
ytraires & lexactitude mathématique” en drukt het op de
volgende wijze uit: ,,Si plusieurs forces, ayant des direc-
wtions quelconques, sont appliquées & un systeme de corps
you de points, et se font équilibre; la somme de ces puis-
nsances multiplidées chacune par la vitesse qu'elle tend &
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pimprimer au point auquel elle est appliquée est nécessai-

srement égale & zéro.

o}

 Zijn bewijs is gebaseerd op het

parallelogram en parallelopipedum van krachten.

Aan het slot dezer § maken we nog melding van een
werkje in 1812 te Leipzig verschenen en tot titel heb-
bende: ,Analytische Bestimmung des Gesetzes der virt.
ptreschw. in mechanischer und statischer Hinsicht vom
yGrafen G. voN Buquoy.” De schrijver leidt dit geschrift
met de volgende woorden in: ,Der gegenwirtige Aufsatz
senthdlt nich bloss eine neue Beweisart des eben erwihn-
nten statischen Prinzips, sondern es wird hier das Gesetz
nder virt. Geschw. allgemein fiir jeden dynamischen Zustand
szusammenhangender Punkte und Massen analytisch be-
pStimmt, woraus dann das statische Prinzip der virt.
nGeschw. als eine blosse Anwendung des erwiithnten all-
sgemeinen Gesetzes auf einen einzelnen Fall von selbst
»folgt. Diese Methode, das Gesetz der virt. Geschw. in
neiner so allgemeinen Beziehung zu betrachten, gewithrt
nden Vortheil, dass sich die Sitze der Mechanik unmit-
ntelbar aus einem einzigen Grundsatze ableiten lassen ,
yund dass jene der Statik nicht eigends fiir sich abge-
nhandelt werden miissen, sondern dass sie aus jenen der
nMechanik durch blosse Substitutionen erhalten werden
ykonnen.

»Ein solcher Vortrag der Mechanik und Statik ist aller-
»dings der Funktion des Denkens angemessener, als jener,
»W0 man die Statik der Mechanik vorangehen lisst, und
pnach den erwiesenen Lehren der Statik, folglich eines
nLheiles der Mechanik, letztere auf die in ersterer auf-
ngestellte Sitze begriindet.

»Ueberdiess glaube ich aber auch behaupten zu diirfen,




»dass nicht leicht, nach irgend ciner Lehrmethode, die
»Dynamik iiberhaupt mit jener Kiirze dargestellt werden
»konne, als nach der hier vorgetragenen analytischen Be-
yStimmung des Gesetzes der virt. Geschyw.

»Nebst der Deutlichkeit, Kiirze und Evidenz in allen
»Behauptungen und Folgerungen, deren ich mich in dieser
pSchrift beflissen habe, darf ich selbiger auch noch das
» Verdienst zugestehen, dass darin auf keinen bekannten
»Grundsatz der Statik oder Mechanik gebaut wird.”

De algemeene dynamische stelling waartoe Buquoy ge-
raakt en waarvan 't beg. der virt. snelh. slechts een bi-
zonder geval is luidt als volgt: , Wenn wie viel immer
pPunkte und Massen unter einander dergestalt verbunden
»sind, dass durch die Bewegung irgend eines Punktes C
pnach einer angenommenen Richtung um einem festgesetz-
wten Raum 8, alle iibrigen Punkte und Massen eines
psolechen Systems, zu gleicher Zeit, Riiume yon bestimm-
pten Grossen und nach bestimmten Richtungen zu durch-
planfen gezwungen sind, so findet binnem jedem Zeitele-
pmente dt folgendes Gesetz Statt: Die Summe der Pro-
sdukte aus den, in den verschiedenen Punkten und Mas-
psen des Systems angebrachten Kriften (welche allemal
pdurch die Grosse ihres Drucks bestimmt werden) in jene
pRiume, welche die Angriffspunkte dieser Krifte zu glei-
ncher Zeit zu durchlaufen dadurch gezwungen sind, dass
pder Punkt C erwihntermassen den Raum S beschreibt,
pist allemal gleich dem Produkte aus dem Quotienten
v»."-.riT in die Summe der Produkte aus den Massen in jene
pRiume, welche die Massen nach den Richtungen ihrer
pBewegung zu gleicher Zeit zu durchlaufen gezwungen
»sind, wenn der Punkt C erwihntermassen den Raum




»S beschreibt, und in die Dificrentialien jener Geschwin-
pdigkeiten, welche den Massen am Ende der Zeit t ent-
pSprechen.”

Verder zegt Buquov; ,Man muss gestehen, dass die
pAllgemeinheit, Bestimmtheit und Evidenz dieses Lehr
nsatzes, dass ferner die Leichtigkeit, welche er gewiihret ,
palle darnach behandelton Aufgaben der Dynamik dem
nanalytischen Kalkul zu unterwerfen, demselben einen
» Vorzug einrdumen, dessen sich wohl wenige Sitze der
pDynamik rithmen diirften.

pEs miisste sich, auf diesen Lehrsatz gestiitzet, ein
»vollstindiges Lehrgebiude der Mechanik mit einer ganz
weigenen Kiirze auffiithren lassen, ete.”

Jammer dat Buquoy zulks niet zelf gedaan heeft, want
het schijnt dat zijn opstel weinig de opmerkzaamheid ge-
trokken heeft, niettegenstaande hij weldra een tweede
werkje unitgaf, getiteld: ,Weitere Entwickelung und An-
wendung des Gesetzes der virt. Geschw.”, ja zelfs ten over-
vloede in 1815 zijne denkbeelden in de Fransche taal
blootlegde onder den titel: »Exposition d'un nouveau
principe général de dynamique, domt le prine. des vit.
virt. n'est qu'un cas particulier.”

v

.

o

In 1811 verscheen de tweede druk van 't eerste deel der
pMécanique analytique”, door den schrijver zelven herzien
en vermeerderd. Hierin neemt LAGRANGE ook het reeds
vroeger door hem gegeven bewijs op, doch eenigszins ge-
wijzigd; het ,principe de Iéquilibre des moufles” waarop
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het gegrond wordt, ontvangt hier den naam van ,principe
des poulies” (Méc. anal. T. I, 1811, P. T, 8. I, art. 18—20).

Sedert hebben nog een.groof aantal bewijzen van het
beg. der virt. snelh. het licht gezien, waarvan de belang-
rijkste later zullen worden vermeld. Voor wij echter het
betoog van LAGRANGE en de voornaamste der vroeger en
later gegevene bewijzen nader beschouwen, is het noodig
het beg. der virt. snelh. wat meer van nabij te bezien en
in formule unit te drukken.

§ 6.

Wanneer punten waarop krachten werken, op de eene
of andere wijze in zulk een toestand gebracht zijn dat ze
die krachten niet vrij kunnen volgen, daardoor b.v. dat
sommige dier punten wederzijds verbonden zijn of genood-
zaakt worden om op eene lijn of een vlak te blijven, dan
vormen ze een systeem van punten dat door zekere voor-
waarden beperkt wordt of dat aan zekere verbintenissen
moet voldoen.

Nemen we nu aan dat zulk een stelsel eene onbepaald-
kleine verplaatsing ondergaat, doch zoodanig dat het steeds
agn zijne verbintenissen blijft voldoen, dan ondergaan ook
de afzonderlijke punten onbepaald-kleine verplaatsingen.
Deze verplaatsingen der punten nu noemt men volgens
LAGRANGE hunne virt. snelh., en wanneer men de ver-
plaatsing van een punt projecteert op de richting der
kracht die in dat punt aangrijpt, dan verkrijgt men de
virt. snelheid van dat punt volgens de richting der daarop
werkende kracht. Deze aldus geprojecteerde verplaatsing
werd door BErRNoULLI virtueele snelheid genoemd.

3




De benaming virtueele snelheid is echter ongepast, wijl
we hier met verplaatsingen te doen hebben en eene snel-
heid geene verplaatsing is, maar de verhouding tusschen
weg en tijd. De tijd is hier echter voor ’t geheele stelsel
verplaatsingen dezelfde; nemen we dien als eenheid aan
en onderstellen we, 't welk geoorloofd is, dat de krachten
aan de punten gedurende den onbepaald-kleinen tijd eene
eenparige rechtlijnige beweging geven, dan worden de
snelheden werkelijk gelijk aan de wegen; en merkt men
bovendien op dat vroeger — en ook nu nog wel — de
snelheid bepaald werd als de weg in de eenheid van tijd
doorloopen, dan wordt het ons duidelijk dat BERNOULLI
van snelheden kon spreken.

Daar die snelheden of liever verplaatsingen eehter niet
inderdaad aanwezig zijn, maar slechts zouden ontstaan
wanneer het evenwicht onbepaald-weinig werd verstoord;
daar zij dus enkel als mogelijk gedacht worden zoo noemde
BERN. ze virt. snelh., — van ,virtus” (bekwaamheid, vat-
baarheid, mogelijkheid) —. Hierbij kan men nog de vol-
gende reden voegen. Vroeger — en sommige schrijvers
doen het nog — verdeelde men de Mechanica in Statica
en Dynamica en trachtte deze onderscheiding streng vol
te houden. Nu mocht er in de Statica geen beweging dus
ook geen snelheid zijn, en daarom nam men zijne toevlucht
tot de uitdrukking ,virtueele snelheid” even als men in
de Physica spreekt van een ,virtueel beeld”. Gedeeltelijk
heeft dus de uitdrukking virtueele snelheid eene histori-

sche beteekenis.
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§ 7.

Wat betreft deze verplaatsingen, moeten we onderscheid
maken of ze al dan niet in tegengestelden zin kunnen
worden uitzevoerd. In 't eerste geval noemt men ze om-
keerbare, in 't laatste geval niet-omkeerbare verplaatsin-
gen. Is een punt b.v. op een hellend vlak in evenwicht
dan is eene verplaatsing langs het hellend vlak omkeer-
baar, doch eene verplaatsing loodrecht van het hellend
vlak af is niet omkeerbaar, wijl het punt niet in tegen-
gestelde richting kan worden bewogen omdat het hierin
belet wordt door het hellend vlak. Dit hellend vlak noemt
men nu een bewegingsbeletsel.

Een bewegingsbeletsel kan eenzijdig of tweezijdig zijn,
al naar dat de beweging slechts in eene richting of ook
in de tegengestelde richting verhinderd wordt. In 't pas
genoemde voorbeeld hebben we een eenzijdig bewegings-
beletsel; ook wanneer twee punten door een gespannen
onrekbaren draad verbonden zijn, wijl ze in dat geval
wel tot elkander kunnen naderen, doch zich niet verder
van elkaar kunnen verwijderen. Zijn echter twee punten
door eene vaste staaf verbonden, dan kunnen zij noch tot
elkander naderen, noch zich van elkander verwijderen ;
derhalve hebben we hier met een tweezijdig bewegings-
beletsel te maken. Hetzelfde is het geval wanneer een
punt gedwongen wordt steeds op eene bepaalde lijn of op
een bepaald oppervlak te bljven.

Tweezijdige bewegingsbeletsels geven omkeerbare, een-
zijdige bewegingsbeletsels geven niet-omkeerbare verplaat-
singen.

We nemen nu aan dat op ieder punt van het stelsel
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eene enkele kracht werkt; immers werken er meer krach-
ten op dan kan men die tot eene resultante samenstellen.

De projecties der virtueele verplaatsingen op de overeen-
komstige richtingen der krachten vermenigvuldigd met die
krachten zelven, of wat hetzelfde is, de virtueele ver-
plaatsingen vermenigvuldigd met de in hunne richting
vallende componenten der overeenkomstige krachten , noemt
men virtueele momenten. Die momenten zijn pos. of neg.,
naar gelang de componenten der krachten naar denzelfden
kant gericht zijn als waarheen de verplaatsingen ge-
schieden, of naar den tegengestelden kant.

Bijj ieder systeem van virtueele verplaatsingen behoort
dus een systeem van virtueele momenten. In de meeste
gevallen heeft eenzelfde stelsel punten een oneindig aantal
systemen van virt. verpl,, dus ook van virt. mom.

Van alle mogelijke stelsels van punten zijn de twee
uiterste gevallen, dat elk der punten afzonderlijk volko-
men vrij is en dat alle punten onderling volkomen vast
verbonden zijn. Hiertusschen ligt eene geheele reeks van
samenstellingen, want de punten kunnen op allerlei wijzen
en onder allerhande voorwaarden verbonden wezen. Die
verbintenissen, waaraan de punten moeten voldoen, wor-
den dikwijls uitgedrukt door voorwaardesvergelijkingen
¢=o0, Y=o, enz, waarin g, y,... functien zijn van
de coordinaten der punten. Bovendien kunnen genoemde
functien ook den tijd bevatten. Men moet wel onderscheid
maken tusschen de onbepaald-kleine werkelijke beweging
van een stelsel en de virtueele. De eerste heeft plaats
in een tijdselement dt terwijl én verbintenissen én krach-
ten met den tijd veranderen. Bij de virt. verplaatsing
echter worden niet alleen de krachten maar dok de ver-
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bintenissen als onveranderlijk beschouwd. De virt. verpl.
van een punt is dus slechts de variatie van 't punt welke
bestaanbaar is met de op dat oogenblik bestaande voor-
waardesvergelijkingen. Die variaties, welke afhangen van
de betrekking waarin die vergelijkingen tot den tijd staan,
worden eenvoudig buiten beschouwing gelaten. Hebben
we dus met virt. verpl. te doen dan moet in de vergelij-
kingen ¢ =0, y=0,.., de tijd als constant worden be-
schouwd.

Is b.v. een punt genoodzaakt op een bol te blijven die
zich met eene zekere snelheid voortbeweegt, dan verstaat
men door de virt. verpl. van dat punt de verplaatsing op
dien bol in de onderstelling dat hij in rust ware. Zijn de
op een punt werkende krachten functien van den tijd of
yan de met den tijd in betrekking staande plaats van het
punt, dan spreekt het van zelf, dat ook in deze functien
¢ als onveranderlijk moet worden aangenomen.

8 8.

Zij P de kracht die op een punt van een stelsel aan-
grijpt, ds de virtueele verplaatsing van het aangrijpings-
punt en ¢ de hoek dien de richting der kracht maakt met
de richting der verplaatsing, dan is P cos ¢ ds het virtu-
eel moment der kracht P. Nu is cos ¢ ds de projectie
der wvirt. verpl. op de richting der kracht d. i. de ver-
plaatsing van 't aangrijpingspunt in de richting der kracht;
stellen we die door gp voor dan wordt het moment Pap.

Nemen we een rechthoekig coordinatenstelsel in de
ruimte; noemen we o, f§, y de hoeken die de richting der
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kracht P en o', ¢, ' de hoeken die de yerplaatsing ds
met de assen maakt, dan is
COS @ == €OS ¢ COS o« ~} €08 f cos B’ =4~ cos 7 €08 7
Stellen we eindelijk de componenten van P volgens de
assen door X, Y, Z en de componenten van gs door §x,
dy, 0z voor, dan is

LBl o gl o L
OS(x—P-, (Oﬂ:n'__fllf;, v()h-/_ P 5
cos a’:"ix , COS 8’:";‘, cos ) = %% :

J8 . Js ’ Js

en dus

— Xox+ Yoy + Zoz

COS = —

of
P cos gds = Xox + Yoy 4 Zoz = Pop.

Nu luidt het beg. der virt. snelh., zoo algemeen moge-
lijk voorgesteld, als volgt: Wanneer een stelsel punten
in evenwicht is en men geeft aan die punten onbepaald-
kleine verplaatsingen zoodanig dat zij steeds aan hunne
verbintenissen blijven voldoen, dan is voor het evenwicht
noodig en voldoende dat de som der yirt. mom. 6f nul
of neg. is; d.i. in formule

=P cos ¢ 0s =5 Pop = »(Xox + Yoy + Zoz) = 0.

Het bovenste teeken geldt wanneer we enkel met om-
keerbare verplaatsingen te doen hebben; zijn er echter
0ok niet-omkeerbare verplaatsingen dan gelden beide teekens.

Deze onderscheiding werd door LAGRANGE nog niet
gemaakt; hij laat stilzwijgend al de gevallen, waar niet-
omkeerbare verplaatsingen voorkomen, buiten beschouwing,
en toont alleen aan dat x P gp niet neg. kan zijn wanneer
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ook de tegengestelde verplaatsing mogelijk is (Mée. anal.
T. I, pag. 25).

Gavss was misschien de eerste die het onderscheid
tusschen omkeerbare en niet-omkeerbare verpl. duidelijk
inzag. Immers in zijne verhandeling ,Ueber ein neues
,,allgemeines Grundgesetz der \[uh.unl\ zegt hij: Nach
4dem Principe der virt. Geschw. erfordert das Gleich-
Szewicht, dass die Summe der virtuellen Momente immer
,—0 sel, Wie man es gew ghnlich ausspricht, oder rich-
Stiger, dass jene Summe niemals positiv werden konne”
en maakt daarbij nog de volgende aanmerking: ,Der ge-
,wohnliche Ausdruck setzt stillschweigend solche Bedin-
,gungen voraus, dass die jeder moglichen Bewegung ent-
,cegengesetzte gleichfalls moglich sei, wie z. B., dass ein
,Punkt auf einer bestimmten Fliche zu bleiben gendthigt,
,dass die Entfernung zweier Punkte von einander unver-
sinderlich sei . dergl. Allein dies ist eine unnothige und
nder Natur m(llt immer angemessene Beschriinkung. Die
(Hlt‘lﬂ(l(hl“ eines undurchdringlichen Kérpers zwingt ei-
onen anf ihr befindlichen materiellen Punkt nicht, auf
oihr zu bleiben, sondern ver wehrt ihm bloss dass Aus-
Jtreten auf die eine Seite; ein gespannter, nicht ausdehn-
,barer aber biegsamer Faden zwischen zwei Punkten macht
onur die Zunahme, nicht die Abnahme der Entfernung
yunmoglich, u. s. w. Warum wollten wir also das Gesetz
oder virt. Geschw. nicht lieber gleich anfangs so aus-
pdriicken, dass es alle Fiille umfasst ?”

Dat overigens in geval van evenwicht bij elke mogelijke
onbepaald-kleine verplaatsing de som der mometen niet
steeds gelijk nul is, werd reeds door FOURIER ingezien,
zooals blijkt uit art. 6, 11, 13, 14, 17 e.a. van zijn ,Mé-
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pmoire sur la Statique, contenant la démonstration du
pprinc. des vit. virt. et la théorie des momens.” Een
onderscheid tusschen omkeerbare en niet-omkeerbare ver-
plaatsingen maakt hij echter niet; ook neemt hij geen
voorwaardesongelijkheden aan, maar beschonwt niet-om-
keerb. verpl. wel als mogelijk, doch als strijdig met de
voorwaardesvergelijkingen. Zoo zegt hij o.a. ,Comme il
parrive souvent que les points du systéme s’appuient
p8eulement sur les obstacles fixes sans y étre attachés,
»il est évident qu'il y a des déplacements possibles qui
pne satisfont pas anx équations de condition: on voit en-
store que par ces déplacements le moment desrésultantes
nest nécessairement positif, puisque la direction de ces for-
nces doit étre perpendiculaire aux surfaces résistantes. Ainsi
pla somme des moments des forces appliquées est positive
ppour tous les déplacements de cette espéce; mais il est im-
»possible que l'on dérange un corps dur en équilibre, de
ssorte que le moment total des forces appliquées soit négatif.
pAu reste si 'on considére les résistances comme des for-
nces, le corps peut étre regardé comme libre, et la somme
pdes moments est nulle pour tous les déplacements possibles.”

Tevens blijkt uit deze en veel meer andere plaatsen
van het aangehaalde geschrift dat volgens Fourier de
som der momenten nooit neg. kan zijn, terwijl Gauss
beweert dat zij nooit pos. kan wezen. Deze schijnbare
tegenspraak vloeit alleen hieruit voort dat Fourigr —
in tegenstelling met alle andere schrijvers — eene ver-
plaatsing als neg. beschouwt, wanneer hare projectie in
dezelfde richting valt als waarin de kracht werkt. Om
welke reden Fourier van het eenmaal aangenomen ge-
bruik afwijkt, is mij niet duidelijk.
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8 9.

Aan het product van kracht en virt. verplaatsing in
de richting dier kracht, dat in navolging van (GALILEI
thans algemeen virtueel moment genoemd wordt, werd
door J. BERNOULLI den naam gegeven van penergie”. Dit
heeft echter geen navolging gevonden. Tegenwoordig ver-
staat men door energie het vermogen om arbeid te kunnen
verrichten. Zie o. a. ,Kress, Einleitung in die Mecha-
,nische Wirmetheorie, Leipzig, 1874; § 10:2

Het virtueel moment staat in nauw verband met eene
andere grootheid die later in de Mechanica is ingevoerd
door Cortoris (Traité du caleul et de Veffet des machines,
1829) en yarbeid” eemer kracht wordt geheeten. Door ele-
mentairen arbeid eener kracht verstaat men het product
dier kracht en der projectie op hare richting van den
weg dien het aangrijpingspunt in een tijdselement door-
loopt. Deze arbeid is pos. als de projectie der verplaat-
sing van 't aangrijpingspunt in de richting der kracht
valt, en neg. als zij valt in tegengestelde richting. Ver-
plaatst het aangrijpingspunt zich niet werkelijk, maar
wordt de verplaatsing slechts als mogeljjk gedacht, dan
spreekt men van virtueelen elementairen arbeid.

Zij P de kracht, ds de onbepaald-kleine verplaatsing
van ’t aangrijpingspunt, en ¢ de hoek welken de richting
der kracht met de richting der verpl. maakt, dan is
P cos @ 83 de elementaire arbeid.

Hier onderstellen we dat zoowel P als ¢ gedurende de
verpl. ds niet van waarde veranderen. In die onderstelling
is, zooals men ziet, het virt. mom. eener kracht juist
gelijk aan den virt. elementairen arbeid.
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De verg. x P cos pgs = »(Xgx - Yoy + Zsz) = 0 kan
dus ook op de volgende wijze worden nitgvsprokc:ﬁ:wan-
neer de totale virtueele arbeid gelijk aan nul of neg. is,
dan is er evenwicht, en omgekeerd. Zoo geformuleerd
draagt het beg. der virt. snelh. den naam van beg. van
den virt. arbeid.

Stellen we in de uitdrukking P cos @0s den hoek =900
dan is cos ¢ en dus ook P cos ¢ gs gelijk aan nul, dat is
in woorden : wanneer het aangrijpingspunt verplaatst wordt
loodrecht op de richting der kracht, dan is het virt. mom.
resp. de virt. arbeid der kracht nul. Het is wel duidelijk
dat deze stelling ook doorgaat, wanneer de verplaatsing
niet meer onbepaald-klein is.

Is =0 dan gaat P cos¢ s over in P gs. Nemen we
nu aan dat het aangrijpingspunt zich steeds in de richting
der constante kracht — b.v. zwaartekracht — P bewe-
gende, een weg s, — 8o = ¢ aflegt, dan wordt de arbeid

/8

ey |
of het moment der kracht voorgesteld door/P gs

/8
Mipirse NS Ty ?
P(s;—s,) =P L

Zijn eindelijk P en ¢ niet slechts gedurende eene on
bepaald-kleine, maar ook gedurende ecene bepaalde ver.
plaatsing van ’t aangrijpingspunt constant, dan wordt de
arbeid of het moment der kracht gedurende die verplaat-

s.l
sing uitgedrulkt (10()!‘;"’ F cos ggs:
/8,

=Pcos ¢(e,—s,)=Pcos @l

Uit deze opmerkingen blijkt dat het beg. der yirt. snelh.
of van den virt. arbeid in sommige gevallen ook weldt
voor eindige verplaatsingen en dan uitgedrukt kan worden
door de formulen




SRS =0 of >Pcosg.l=0
De eerste formule is, hoewel niet volkomen streng, van
toepassing bij katrollen en takels: de tweede bij een
lichaam dat onder de werking van constante krachten op
een hellend vlak in evenwicht is en er langs bewogen

wordt. In beide gevallen zijn de verplaatsingen omkeerbaar.

10.

SR

Is een zeker punt van een stelsel onbeweeglijk vast
en geeft men aan het systeem eene virt. verpl., dan is
het virt. mom. der op dat punt werkende kracht nul,
wijl t punt in kwestie geen verplaatsing ondergaat.

Is een punt, 't welk ondersteld wordt in evenwicht te
zijn, gedwongen zich op een oppervlak te bewegen, dan
moet de resultante van al de op dat punt werkende krach-
ten loodrecht op dat oppervlak staan. Want anders zou
men die kracht kunnen ontbinden in twee andere, waar-
van de eene volgens de normaal en de andere volgens
eene der raaklijnen gericht zoun wezen; dan zou de eerste
worden opgeheven, doch de laatste zou het punt doen
bewegen en 't zou bijgevolg niet in evenwicht zijn. Bij
eene virtueele verplaatsing van het stelsel verplaatst zich
het punt in het raakvlak, dus loodrecht op de daarop
werkende kracht; de projectie der verplaatsing op de
richting der kracht is blijkbaar nul en derhalve is het
virt, mom. eveneens nul.

Hetzelfde valt op te merken bij een punt dat genood-
zaakt is op eene kromme te blijven.

Het spreekt van zelf dat het bovenstaande ook geldt
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wanneer het punt geen deel uitmaakt van een stelsel,
maar we slechts met een enkel punt te doen hebben,
Beschouwen we nu een punt dat volkomen vrij in de
ruimte in evenwicht is. Nemen we een rechthoekig drie-
assig coordinatenstelsel aan met den oorsprong in het
punt. Zij R (4, u, ») de resultante van een willekeurig aan-
tal krachten P, («,y 8, 7,); Py (e, Bay 72)y £ 3(x3y Bar s
die op het punt werken, dan hebben we de vergelijkingen
Reos 2 =P, cos a, P, cos ay +P, cos ¢y 4 ..
Reosuy=P, cos g, + P, cos g, + P, cos 8, + ...
Rcosy =P cos v1 =+ P, cos vs + P cos ¥3 = o
Geven we nu aan het punt de virt. verpl. 9s(g, o, 1)
dan zijn s cos y, 05 cos g, dscos ¢ de projecties dier ver-
plaatsing op de assen. Door de bovenstaande verg. res-
pectievelijk met deze projecties te vermenigvuldigen,
vinden we
Rds cos g cos A = P ds cos 0 COS ay =P, J8 cos g cos ay ...
R8s cos ¢ cos = P, ds cos ¢ cos B, + P2 08 €OS ¢ €08 f, —..
Ras cos z cos » = P, 48 cos 1 cos 71—+ P, 08 cos 7 cos e el
Hiernit volgt door optelling
Ros cos(ds, R) =P 45 cos(gs, P,) -+ P,ds cos(ds, P,) 4. ..
Nu zijn s cos (9s, R), dscos (g5, P,),... de verplaatsin-
gen in de richtingen der krachten R, P,, P,,... Stellen
we die voor door gr, &p,, dp,,.. dan gaat de laatste verg,
over in
Ror =P, op, + P,op, + P,0p, + ...
dat is in woorden: het virt. mom. der resultante is gelijk
aan de som van de virt. mom. der componenten. Daar
nu het punt, 't welk we beschouwen, in evenwicht 8,
moet R =0 zijn, bijgevolg wordt de verg.
0=P,dp, + P,op, +Pop, + ...
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Eindelijk kan zich ook het geval voordoen dat een punt
slechts op eene kromme of op een oppervlak rust; deze
kromme of dit oppervlak kan men zich gemakshalve als
stoffelijk denken. Het punt kan zich dan wel langs, of
van de kromme of 't oppervlak af bewegen, maar het kan
er niet doorheen dringen om op de andere zijde te komen.
Dit is b.v. het geval wanneer een stoffelijk punt op een
massieven bol ligt. Voor elke verplaatsing van het punt
langs het oppervlak is nu blijkens het voorgaande de
som der virt. mom. nul; laten we zien of dit ook het ge-
val is voor iedere andere mogelijke virt. verpl. Daar
het punt op het oppervlak rust is de resultante van
alle krachten die er op werken loodrecht op het op-
pervlak; de projectie van elke andere verplaatsing dan
langs het vlak, valt in tegengestelde richting als waarin
de resultante werkt en is dus neg. Bij gevolg is ook het
virt. mom. der resultante negatief zoodat we hier hebben

Ror == Pdp <0.

De algemeene verg. voor 't evenwicht van een punt is

derhalye
>Psp=0.

11.

s

We hebben vroeger reeds opgemerkt dat het beg. der
virt, snelh. het eerst is waargenomen bij den hefboom,
of liever dat door het algemeen toepassen van de voor-
waarde waaronder een hefboom in evenwicht is, genoemd
beginsel als 't ware bij intuitie is gevonden.

Indien de hefboomsarmen ééne rechte lijn uitmaken en
de daarop aangrijpende krachten evenwijdig zijn, dan
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geldt het beg. der virt. snelheden, in de onderstelling
dat die krachten standvastig zijn in grootte en in richting,
voor alle mogelijke verplaatsingen.

Aan de laatste onderstelling wordt voldaan, wanneer
de genoemde krachten gewichten, of wat hetzelfde is ,
wanneer de uiteinden van den hefboom zware punten zijn.
In dit zeer biz. geval gaat het beg. der virt. snelh, over
in de volgende stelling: twee op de uiteinden van een
rechtlijnigen hefboom aangrijpende gewichten zijn in even-

wicht wanneer zij omgekeerd evenredig zijn met de lood-

rechte verplaatsingen der aangrijpingspunten — of met
de door die punten doorloopen cirkelbogen — wanneer

de hefboom gedraaid wordt.

Van deze laatste stelling wordt o. a. melding gemaakt
door W. J. G. KARsTEN in zijn ,Lehrbegriff der gesam-
pten Mathematik, 3er Theil, zweite Aufl. 1790, pag. 34.”
Hierbij teekent de schrijver het volgende aan: . Dieser
poatz wird vom CarTeEs, VARIGNON, u. a.m. als ein ganz
pallgemeiner Grundsatz der ganzen Statik gebraucht. Dass
»er beim Hebel richtig sey, erhellet aus der bisherigen
oAusfihrung; aber diese beweiset noch nicht dass der-
qselbe Satz allemahl richtig sey, unter welchen Umstiin
den auch sonst die Gewichte gegen einander wiirken.”
Uit deze woorden blijkt echter dat de schrijver noch DEs-
CARTES, noch zelfs VARIGNON schijnt te hebben ingezien.
De laatste toch zegt op pag. 320 en 321 van 't eerste deel
zijner ,Nouv. Mée.” van dezelfde stelling: ,Clest Ia ce
pqu'on appelle d’ordinaire le premier principe de Mécanique,
pexcepté M. DESCARTES et VARRON, jurisconsulte Gene-
»vois, lesquels ont pris tous deux pour ce premier prin-
pcipe quil ne faut ni plus ni moins de force pour lever
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»un corps pesant & une certaine hauteur que pour en lever
»un antre moins pesant & une hauteur d’antant plus grande
»qu'il est moins pesant, ou en lever un plus pesant &
pune hauteur d’autant moindre. Clest ainsi que parle M.
»DESCART

s dans ses lettres (Tom. I, Lettre 73). Voiei
pprésentement comme parle VarroN dans la pag. 23 de
gs0n traité ,,De motu”, imprimé & Genéve en 1584 : Tantum
penim est libram unam quatuor spatiis moveri, quantum
»libras quatuor uno spatio eodem tempore.”

Jovendien gaat VARIGNON zelf blijkens pag. 6 van het
aangehaalde werk van het beginsel van STEVIN uit.

Kan het dus als niet overtollig geacht worden, het beg.
der virt. snelh. te bewijzen voor een enkel punt, dan be-
hoeft het ons ook niet te verwonderen dat tot op dezen
tijd toe verschillende gelcerden zich met het beginsel heb-
ben bezig gehouden en er algemeene bewijzen voor hebben
trachten te vinden. De voornaamste dier bewijzen zullen
we kortelijks vermelden.

In zijn ,,Handbuch der Statik fester Korper, Berlin,
1808 grondt J. A. EvyreLwelN de geheele Statica op
het beg. van STEVIN en leidt tevens daaruit het beg. der
virt. snelh., volgens hem ook wel genoemd ,das Gesetz
vom Bestreben nach Geschwindigkeit” af, doch slechts
voor zoo ver als hij het tot zijn doel noodig had, zoodat hij
er geen algemeen bewijs van geeft.

Ook Mosius (Lehrbuch der Statik von A. F. Mébius,
1837; Ier Th. pag. 333—340, Iler Th. pag. 47—58) gaat
bij zijn bewijs uit van het parallelogram van krachten en
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toont het —- naar zijn bewering — voor alle mogelijke sys-
temen aan. De bewijzen voor’t omgekeerde van 't beginsel,
zooals die door LAPLACE en PoI1ssoN gegeven zijn, keurt
hij af en geeft een nieuw bewijs daarvoor in plaats.

Eenige jaren later werd door F. J. STAMKART een ge-
heel nieuw bewijs geleverd in een werkje, getiteld: ,Tets
over het grondbeginsel der virtuele snelheden, toegepast
op de beweging der wipbruggen. Amsterdam, 1843.” STAM-
KART bewijst het beg. der virt. snelh. eerst voor een enkel
punt, daarna voor een hefboom en brengt eindelijk het
algemeene beginsel tot het bizondere geval van den hefboom
terug. Het laatste gedeelte van STAMKART'S bewijs komt
in hoofdzaak overeen met dat van CArNoT, waarvan vroe-
ger melding gemaakt is, en dat ook op het beg. van den
hefboom berust. In de voorrede van het pas genoemde
werkje stelt de schrijver voor om het beg. der virt. snelh.
te noemen het ,,Leerstuk der evenwigt makende of zich
opwegende krachten.

In eene.,,Verhandeling over de zamenstelling en het
evenwigt van een stelsel krachten, werkende op een vast
ligchaam”, voorkomende in de Verh. d. Te kl. Kon. Ned.
Instit. 3e reeks, Ie deel, 1849 bewijst ook R. LoBatTO
het beg. der virt. snelh., doch alleen voor een vast lichaam.
Hij komt hiertoe door middel eener tamelijk samengestelde
reeks van stellingen en gevolgen, waarin hij vooral Mo-
BIUS volgt.

Niet onbelangrijk is een opstel, voorkomende in de ,,Me-
morias da Academia real das Sciencias de Lisboa, 18 Classe
18547, 't welk tot titel voert:,,Memoria sobre o Equilibrio
dos Systemas ou Formula das Velocidades Virtuaes por
ArBiNo Francisco pE F1GUEIREDO E ALMEIDA". In de voor-
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rede of inleiding worden eenige beschouwingen over stel-
sels en verbintenissen, alsmede over het beginsel in 't
algemeen gegeven, en tevens wordt er een oog geslagen
op enkele bewijzen daarvan, mct mame op die van La-
GRANGE, LapLACE en Poinsor. De verhandeling zelve is
verdeeld in drie hoofdstukken, waarvan het laatste de
methode behandelt om van de formule der virt. snelh,
gebruik te maken tot het oplossen van statische vraag-
stukken. Van de beide andere hoofdstukken handelt het
eorste over voorwaardesvergelijkingen en over de krachten
waardoor ze kunnen worden vervangen; terwijl in hoofdst.
IT het beginsel waarvan sprake is wordt bewezen eerst
voor een vrij punt, dan voor een vrij systeem,en daarna
voor een stelsel onderworpen aan zekere verbintenissen.
Eindelijk wordt in dat hoofdstuk nog aangetoond dat als
>Pop=0 is, er evenwicht bestaat.

In het ,Archiv der Mathematik und Physik von J. A,
GruNERT, 25er Theil, 1855” vindt men eene verhandeling
van Grunert zelf over het beg. der virt. snelh. en over
de algemeene voorwaardesvergelijkingen voor rust en voor
beweging, waarin hij Porsson volgt. Ook hjj leidt het
beg. af uit het parallelogram van krachten, en toont ver-
der aan hoe uit het beg. der virt. snelh. de algem. voor-
waardesverg. voor 't evenw. van een willekeurig stelsel van
punten kunnen worden afgeleid. Door eindelijk genoemd be-
ginsel te combineeren met dat van D’ ALEMBERT, verkrijgt hij
ook de algemeene bewegingsvergelijkingen , waarmee in den
grond der zaak de geheele Mechanica afgehandeld is.

Vooral dient niet vergeten te worden de merkwaar-
dige verhandeling van HERMANN SCHEFFLER: » Ueber
das Gauss’sche Grundgesetz der Mechanik” en voorko-

4
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mende in het ,Zeitschrift fiix Mathematik und Physik
von Dr. O. Scuromica und Dr. B. WirzscHeL, 3er Jaha-

0

.”  Na in hoofdstuk 3 te hebben aangetoond

gang, 1858
hoe het beg. der wvirt. snelh. uit dat van Gauvss —-
Prine. des kleinsten Zwanges — kan worden afgeleid ,
geeft hij in ’t volgende hoofdstuk een nieuw bewijs van
't beg. der virt. snelh., gegrond op het parallelogram van
krachten, op het beginsel van NewroN dat de actie ge-
lijk en tegengesteld is aan de reactie, en op het feit dat
elke beweging van een lichaam teruggebracht kan worden
tot eene translatie en eene rotatie.

Een der nieuwste bewijzen — doch alleen voor 't geval
dat de krachten, welke de voorwaardesvergelijkingen ver-
vangen, eene potentiaalfunctie bezitten — is dat van CARL
NEUMANN in de ,Berichte iiber die Verhandlungen der
Koniglich Sichsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu
Leipzig, 2ler Band, 1869; pag. 257—280” en getiteld:

»Ueber den Satz der virtuellen Verriickungen.”

Hij grondt
zijn betoog jauf folgenden bekannten Satz, welcher un-
ymittelbar entspringt aus der Definition der Krifte: Wir-
pken auf ein vollig freies System materieller Punkte
»mi mit den Coordinaten x; y; z (i=1, 2, 3,..n) die
sbeliebig gegebenen Krifte ein X; Y; Z; ; so gelten fiir
ydie Bewegung des Systems folgende 3n Differentialglei-
,,chungen :

d?x; ; ll'-'yi = 3 d 2z 7
= i

1 my — A mj - m; ——=—

dt? dtr dt2
swobei mnoch hinzuzufiigen ist, dass Coordinaten wund
Kriifte bezogen zu denken sind auf ein absolut festes
» 5
srechtwinckliges Axensystem.”
Dr. Gustav Kircunorr (Vorlesungen iiber Mathema-
o
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tische Physik. Mechanik. Zweite Aufl. 1877.) leidt het
beg. der virt. snelh. uit de bewegingsverg. van LAGRANGE af.

Eindelijk moeten we nog vermelden dat ook in de be-
kende leerboeken over Mechanica — van DUHAMEL,, STURM ,
SCHELL, ete. — bewijzen van het genoemde beginsel voor-
komen, en dat allen daarbij gebrnik maken van de samen-
stelling en ontbinding der krachten.

Daar nu onder de groote mathematici misschien wel
Gauss de eenige is die het beg. der virt. snelh. werkelijk
als beginsel beschouwt en dus een bewijs onnoodig oor-
deelt; wijl Gauss echter welf toestemt dat dit beginsel
volstrekt niet op het eerste gezicht plausibel schijnt; daar
eindelijk LAGRANGE aan zijn beginsel ontrouw is geworden
en er in den tweeden druk zijner ,Mée. anal.” een bewijs
voor heeft gegeven; zoo schijnt het ons in verband met
vroegere opmerkingen raadzaam toe, om behalve het woord
snelheden ook het woord beginsel te laten vervallen, en
voortaan te spreken van de ,stelling der virtueele ver-
plaatsingen.” Later, bij de beschouwing van PoiNsor’s
verhandeling, zal ons echter blijken, dat ook het begrip
virtueel (= denkbeeldig, mogelijk doch niet bestaande)
gemist kan worden.

We zullen nu in het volgende hoofdstuk nog een wei-
nig stilstaan bij enkele der bewijzen die voor deze stelling,
door de Duitschers ook wel ,Gleichgewichtssatz von La-

GRANGE"” geheeten, geleverd zijn.




HOOFDSTUK 1V.

OVER DE VERSCHILLENDE MANIEREN WAAROP MEN DE
STELLING DER VIRT. VERPL. HEEFT BEWEZEN
OF TRACHTEN TE BEWIJZEN.

§ 1.

Na de verschijning van den eersten druk der »Mée.
anal.” zag men weldra in dat de juistheid van de stelling
der virt. verpl. niet op het eerste gezicht duidelijk was.
Toch trachtte men haar nog altijd het karakter van een
beginsel te doen behouden. Daartoe was echter niet alleen
noodig dat men in de bewijzen uitging van evidente waar-
heden, maar daarenboven moest ieder uitgangspunt verme-
den worden dat, hoe weinig ook, afhing van de kennis die
men toen ter tijde omtrent de voorwaarden van evenwicht
bij verschillende werktuigen, — hefboom, katrol, enz. —
bezat. Dit was zeer juist gezien, want al die voorwaarden
behoorden als gevolgen van het algemeen beginsel te worden
beschouwd en daarom mocht geene daarvan vooropgesteld
worden. Zulks werd o. a. opgemerkt door FOURIER en PRONY.

Door deze beschouwing echter van de stelling der vir-

tueele verplaatsingen brachten de geleerden van 't laatst
g g
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der vorige en 't begin dezer eeuw zich zelven in eene
groote moeilijkheid. Wat den een evident toescheen, was
het den ander niet, en een bewijs waarin de genoemde
stelling niet duidelijk als beginsel te voorschijn trad,
werd onverbiddelijk afgekeurd of doodgezwegen. Misschien
moet men hierin wel eene der redenen zoeken, waarom de
classische verhandeling van Poinsor lang met stilzwijgen
voorbij werd gegaan en en de werkjes van Buquoy zelfs
tot op onzen tijd bijna geheel onbekend gebleven zijn.
Beiden beschouwen nl. de stell. der virt. verpl. niet als
een beginsel maar als een eenvoudig gevolg hnnner theo-
rieén. 't Kan ons dus niet verwonderen dat zooveel geleerden
haar hebben betoogd en er in trachtten te slagen haar
helder als beginsel in 't licht te doen treden. ’t Natuurlijk
gevolg hiervan was dat vele dier bewijzen uiterst lang-
dradig en onduidelijk, andere wel is waar kort doch niet
algemeen genoeg waren.

Zoo bleef dan de stell. der virt. verpl. steeds geheim-
zinnig en duister; de wijze waarop LAGRANGE haar had
unitgesproken was velen niet naar den zin, ja de laatst-
genoemden meenden dat men hier niets met onbepaald-
kleine wegen of verplaatsingen te maken had maar dat de
stelling van dit begrip moest worden losgemaakt. Zij die
zoo spraken letten er echter niet op dat de richtingen der
verplaatsingen ieder oogenblik door de verbintenissen
waaraan het stelsel moet voldoen, veranderen; en dat
bovendien de krachten als constant worden aangenomen
zoowel in grootte als in richting; kortom, zij beschouwden
de zaak niet uit een juist oogpunt.

LAGRANGE zelf keurt al de bewijzen af die gegrond zijn

op het beginsel van den hefboom en op het theorema van
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STEVIN, dus de bewijzen van Fourier, CArNoT e. a. In-
derdaad gaat men in die bewijzen uit van voorwaarden
voor ’tevenwicht die, wanneer men de stell. der virt.
verpl. als beginsel heschouwt, slechts gevolgen mogen
zijn. Dit bezwaar oppert LAGRANGE echter niet; hij keurt
die bewijzen alleen daarom af wijl de beginsels van den
hefboom en van de samenstelling der krachten volgens
hem niet evident zijn. Verder beweert hij dat er in de
Statica een ander beginsel is, 't welk niet, zooals dat van
ARCHIMEDES en van STEVIN, een bewijs noodig heeft ,
maar dat uif zich zelf evident is en dus niet van de twee
vorige afhangt, hoewel de mechanici het er gewoonlijk
toe terugbrengen. Aan dit nieunwe beginsel geeft hij den
naam van ,beginsel der katrollen”.

Het bewijs van LAGRANGE komt in ’t kort op het vol-
gende neer. Door middel van een koord, aan welks eene
einde een gewicht is opgehangen en dat vervolgens over
vaste katrolschijven loopt en verder verschillende vaste
en beweeglijke blokkenhuizen met elkaar vereenigt, zoo-
danig dat de beweeglijke blokkenhuizen vast verbonden
zijn met de punten van een willekeurig gegeven stelsel,
brengt hij de krachten aan welke op die punten moeten
werken, Het koord wordt als onuitrekbaar en de mid-
dellijnen der katrolschijven als onbepaald-klein beschouwd ,
zoodat de deelen van het koord die bij een bepaald blok-
kenhuis behooren als evenwijdig mogen beschouwd worden
en tevens de grootte der kracht uwitdrukken. Is nu het
stelsel in evenwicht dan moet het gewicht bij eene on-
bepaald-kleine verplaatsing der punten van het stelsel niet
kunnen dalen; want ware er eene verplaatsing die dit
vergunde, dan zou het gewicht, aangezien het steeds
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tracht te dalen, die verplaatsing in het stelsel te weeg
brengen. Stelt men nu door «, £, y, €Nz de onbepaald-
kleine lengten voor die de punten volgens de richting dexr
daarop werkende krachten, d. i. volgens de richting der
deelen van het koord die de beweeglijke met de vaste
blokkenhuizen vereenigen , zouden doorloopen ; en zijn
P, Q, R, enz. de aantallen evenwijdige koorddeelen die
op de punten mitkomen, m.a.W. de op de punten aangrij-
pende krachten; dan moet men blijkbaar hebben

l)u—i—Qﬁ-{—RT—i—...:() i

Is omgekeerd bovenstaande vergelijking waar voor alle
mogelijke onbepaald-kleine verplaatsingen van het stelsel,
dan blijft de lengte van het koord onveranderd en het
gewicht in denzelfden stand : dus is er evenwicht.

Ten slotte merkt LAGRANGE op dat, nu de stelling
aldus betoogd is voor onderling meetbare krachten, zij ook
gemakkelijk kan worden aangetoond wanneer de krachten
onderling onmeetbaar zijn.

't Is echter duidelijk dat LAGRANGE hier in de eigen
fout zijner voorgangers vervalt, daar toch het beginsel
der katrollen even goed als dat van den hefboom eene
voorwaarde voor evenwicht is, terwijl dit zoogenaamde
nienwe beginsel ook wat evidentie betreft veel te wen-
schen schijnt over te laten. Immers de grootste wiskun-
digen, slechts weinigen zooals DESCARTES, VARIGNON,
LAGRANGE uitgezonderd, brengen het evenwicht van de
katrol tot dat van den hefboom terng.

Bovendien is de meening van LAGRANGE dat hijin zijn
bewijs geen gebruik zou gemaakt hebben van de samen-
stelling en ontbinding der krachten, onjuist. Tmmers bjj
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elke verplaatsing niet in de richting der kracht gelegen ,
werkt de laatste slechts met een deel harer intensiteit nl.
met dat hetwelk in de richting der verplaatsing valt.
De ontbinding der kracht blijft dus steeds eene stilzwij-
gende onderstelling, ja ligt reeds in de formuleering der
stelling opgesloten. Op grond hiervan schijnt het onmo-
gelijk ooit tot de stell. der virt. verpl. te geraken zonder
ran het beg. van STEVIN gebruik te maken.

Eindelijk neemt LAGRANGE blijkbaar stilzwijgend aan,
dat bij de willekeurige onbepaald-kleine verplaatsing waar-
van hij spreekt, de verbindingskrachten zich in ’t geheel
niet doen gevoelen en dus Of niet bestaan of ten minste
geen arbeid verrichten, m.a. w. dat de som van de virt,
mom. der verbindingskrachten nul is.

Hoe vernuftig en eenvoudig het bewijs van LAGRANGE
dus ook moge zijn, op volkomen strengheid en algemeen-
heid mag het geen aanspraak maken; allerminst voldoet
het aan de eischen door den schrijver zelven gesteld. In
ieder geval ware het van uit zijn standpunt beter geweest
z0o hij het achterwege had gelaten.

§ 2.

Hetgeen in het laatst der vorige § omtrent de verbin-
dingskrachten is opgemerkt, is ook van toepassing op het
bewijs van Carnor die de stell. der virt. verpl. tot het
evenwicht van den hefboom terugbrengt.

In het bewijs van LAPLACE wordt ieder punt van het
stelsel afzonderlijk beschouwd als in evenwicht te zijn
onder den invloed der onmiddellijk aangrijpende krachten

mS, der reacties p volgens de richtingen f, en der weer-
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standen R loodrecht op de krommen of oppervlakken
waarop het punt zich moet verplaatsen. Zoo verkrijgt hij
als algemeene evenwichtsvergelijking
O=x>mS.gs+>p.sf+3Ror... (k)
waaruit hij nu de twee laatste termen tracht te doen ver-
dwijnen. Met den laatsten term gaat dit vrij gemakkelijk.
Immers de verplaatsingen or zijn nul ten gevolge der
voorwaarden waaraan de punten moeten voldoen. 't Komt
er dus nu nog slechts op aan om aan te toonen x pst =0
en hierin ligt het zwaartepunt van LapLAcE’s betoog.
Om dit laatste resultaat te verkrijgen bedient zich
LAPLACE van eene ontbinding der krachten p. Ziehier
zijne eigene woorden. ,Concevons le systéme animé des
,seules forces p, p', p”, ete. et supposons que les corps
,soient forcéds de se mouvoir sur des courbes qu’ils puis-
ssent déerire en vertu des mémes conditions. Alors ces

n
bl

Jforces se décomposeront en d’autres, les unes q, q’, q
ete. dirigées suivant les droites f, f’, £”, ete. et qui se
,détruiront mutuellement sans produmire d’action sur les
ocourbes décrites; les autres T, T’, T", ete. perpendicu-
olaires aux courbes décrites; les antres enfin, tangen-
otielles & ces courbes, et en vertu desquelles le systéme
sera mil. Mais il est aisé de voir que ces dernieres forces
,doivent &tre mnulles; car le systéme étant supposé leur
,0béir librement, elles ne peuvent produire ni pression
osur les courbes décrites, ni réaction des corps les uns
osur les autres; elles ne peuvent done pas faire équilibre
paux forces —p, —p’, —p” ete. q,q’, ¢” ete. T, T7, T, ete.;
,il faut done qu'elles soient nulles, et que le systeme
4s0it en équilibre en vertu des seunles forces —p, —py —p",
sete. q, @'y q7, ete. T, T, T7, ete. Soient gi, 41", 01", ete. les
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svariations des directions des forces Ty T, eteson
naura en vertu de I’équation (k)

5 0 =23(q—p)sf + > Toi ;

pmais le systéme étant supposé en équilibre en vertu des
nseules forces q, q’, ete. sans qu’il en résulte aucune action
»Sur les courbes décrites, 1’équation (k) donne encore
»0= > qof; partant

- 0 = > pof—x Tsi.

»S1 l'on agsujétit les variations des coordonndes i satis-
nfaire aux courbes décrites, on a 0i=0, 31'=0, etec ;
»on a done alors
5 0= > pot.”

Bij het nagaan dezer onduidelijke redeneering kan men
er zich niet over verwonderen, dat het bewijs van LAPLACE
langen tijd voor duister en uiterst moeilijk te begrijpen
doorging. Aan de juistheid en algemeenheid waagde men
echter niet te twijfelen, totdat Poinsor in eene verhan-
deling van vijf pagina’s, voorkomende in pLiouville, Jour-
nal de Mathématiques, T. I1I, 1838” overtuigend de on-
juistheid en cirkelredeneering van den chrijver der ,Méc.
¢él.” aantoonde.

In deze ,Note sur une certaine démonstration ete.” merkt
Poixsor op dat de krachten p even goed als de krachten
q volgens de richtingen f werken; en dat, daar de krach-
ten q elkander opheffen zonder eenige werking op de be-
schreven krommen uit te oefenen, men die krommen kan
wegdenken , zoodat de punten in evenwicht verkeeren en-
kel onder den invloed der krachten q. Maar volgens on-
derstelling doen zij dit ook onder de werking der krachten
P, waaruit volgt, dat de krachten q dezelfde zijn als de

krachten p, en derhalve de andere composanten T, als-
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mede die welke rakende zijn aan de krommen, uit zich
zelven nul zijn. Zoodat, zegt PoiNsor, ,l’auteur n’aurait
sencore fait que changer le nom de ces forces sans faire
sun seul pas vers la démonstration.” Verder gaat Poin-
sor als volgt voort: »Mais pour voir la chose ayec plus
sde clarté , suivons lantenr plus loin. Accordons-lui
»que chaque force p est décomposée en une autre g, une
sautre T et une autre tangentielle. Accordons encore que
toutes les forces tangenticlles se détrnisent d’elles-mémes
,sur chaque point. Alors le groupe des forces p dirigées
,dans les droites f, f’, f”, ete. sera donc réduit au groupe
»des forces q dirigéee dans les mémes droites, et au groupe
sdes forces T perpendiculaires aux courbes déerites; et
+’on aura comme l'autenr le suppose l'equation
=2 (q—p) of + = T oi.

»Mais actuellement, comment peut-il savoir que l'on a
,,séparément 1équation X qof=07? Est-ce parce que les
oforces q se font équilibre d’elles-mémes sur le systéme?
»Mais la loi de I’équilibre des forces q lui est aussi in-
seonnue que la loi de 1'équilibre des forces p qui se font
aussi équilibre ou des forces appliquées mS qui se font
aussi équilibre. L'équation 0= Zqéf est donc le principe
,méme des vit. virt. qu'il cherche, et I'auteur parait étre
»dans le cercle vicieux.”

0ok Jacosr (Vorlesungen iiber Dynamik, 1866 ;pag. 15)
is van oordeel dat de unithreiding van de symbolische ver-
gelijking der virt. verpl. op een door voorwaarden be-
perkt stelsel door LaAPLACE volstrekt niet bewezen, maar
slechts ,historisch behauptet” wordt.

Wat betveft het bewijs dat J. B. J. Fourigr geeft in

zijn reeds genoemd en in vele opzichten zeer belangrijk
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geschrift ,Mémoire sur la statique,” ook dit kan niet vol-
komen streng en algemeen genoemd worden. Fourier
onderzoekt eerst het evenwicht van een punt, daarna van
eene rechte onbuighbare en onuitrekbare lijn en eindelijk
dat van twee onbuigbare oppervlakken die tegen elkaar
drukken. Van deze elementen kan men volgens hem het
evenwicht van elk willekeurie stelsel doen afhangen.
Hierbij onderstelt hij uitdrukkelijk dat de voorwaarden,
waaraan het stelsel moet voldoen, door vergelijkingen zijn
uitgdrukt, doch hij wijst niet in ’t algemeen aan hoe
die voorwaardesvergelijkingen door krachten kunnen wor-
den vervangen. Eindelijk bemerkt men bij het lezen der
40 pagina’s lange verhandeling van Fourier dat de schrij-
ver ondanks den vloed van woorden die hij gebruikt, er
niet in geslaagd is om de stell. der virt. verpl. als be-
ginsel voor te stellen (wat toch zijn doel was), noch om
de algemeenheid en moeilijkheid van het bedoelde theorema
tot zijn volle recht te laten komen.

§ 3.

Langzamerhand kwam men er van terug de stelling der
virtueele verplaatsingen nuitsluitend als beginsel op te
vatten en als zoodanig te bewijzen. Men begreep dat het
voldoende was de stelling te betoogen, dat men daarbij
zeer goed van bekende voorwaarden van evenwicht mocht
uitgaan, en dat de groote moeilijkheid alleen gelegen was
in het vinden van een volkomen algemeen bewijs.

Bij de pogingen die daartoe nu gedaan werden, deden
zich de drie volgende vragen op: of de verplaatsingen

inderdaad onbepaald-klein moeten wezen. of in geval van
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evenwicht de formule 3 P cos pgs =0 wel altijd doorgaat,
en op welke manier de vergelijkingen door krachten kunnen
worden vervangen en of die vervanging altijd mogelijk zij.

Reeds vroeger hebben we medegedeeld dat sommige
schrijvers niets wilden weten van onbepaald-kleine ver-
plaatsingen, maar meenden dat de stelling even goed dooxr-
ging voor willekenrige verpl. Tevens hebben we opgemerkt
dat en waarom hunne meening onjuist was. Ook hebben
we gezien dat het in enkele bizondere gevallen, en wel
in die waarbij het aangrijpingspunt zich verplaatst in de
richting der kracht of er steeds een standvastigen hoek
mee vormt, terwijl de kracht onveranderd blijft, niet
noodig is om elementaire verpl. te beschouwen. 't Is
echter duidelijk dat dit in 't algemeen volstrekt niet het
geval is.

In alle bewijzen van de stell, der virt. verpl. (misschien
alleen dat van FouriEr uitgezonderd), die in 't laatst der
vorige en 't begin van deze eeuw geleverd zijn, werd stil-
zwijgend aangenomen dat, welke ook de voorwaarden
mochten wezen waaraan het stelsel moest voldoen, toch
al de verplaatsingen omkeerbaar waren. Dit is echter
7
eengezet. In § 8 van 't zelfde hoofdst. is reeds gemeld,

niet steeds het geval zooals in hoofdst. 11T, § 7 is uit-
dat Gauss de eerste was die daarop opmerkzaam maakte.
Om duidelijk in te zien dat eenzijdige bewegingsbeletsels
werkelijk in de natuur voorkomen, stelle men zich een ge-
electriseerden geleider, omgeven door niet-geleiders voor;
een deeltje electriciteit van de oppervlakte van den ge-
leider kan zich dan wel naar binnen, doch niet naar bui-
ten bewegen.

Neemt men nu aan dat, wanneer geen bewegingsbelet-
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sels aanwezig of de bewegingsheletsels door krachten ver-
vangen zijn, de formule P cos ggs=—0 geldt, dan is het
gemakkelijk om aan te toonen dat, als er enkel tweezij-
dige bewegingsbeletsels voorkomen en dus de verplaatsingen
alle omkeerbaar zijn, dezelfde formule blijft gelden ; doch
dat, wanneer er onder de bewegingsbeletsels ook eenzijdige
en dus onder de verplaatsingen ook niet-omkeerbare voor-
komen, men moet hebben > P cos ¢ds < 0. Want neemt
men aan dat de bewegingsbeletsels door krachten zijn ver-
vangen; stelt men die krachten door Qu, Q,, enz. ende
verplaatsingen in de richtingen dier krachten door gq, ,
04y, enz. voor; zijn verder P, P,, enz. de krachten die
reeds op het systeem werkten en 0Pyy 0P, , enz. de virt.
verpl. volgens de richtingen dier krachten, dan is wijl er
ondersteld wordt evenwicht te zijn
>P ad +2Q dg =0
In het eerste geval dat we enkel met tweezijdige be-

wegingsbeletsels te maken hebben, kunnen de verpl. niet
anders dan loodrecht op de overeenkomstige krachten Q
geschieden en zijn dus al de grootheden #q absoluut nul,
bijgevolg verdwijnt hier de geheele term = Q dq en hou-
den we over

2Pop=0 .

Komen er echter onder de bewegingsbeletsels ook een-
zijdige voor, dan zijn voor alle verpl. waarbij de punten
op de beletsels stooten, de grootheden ¢§q nul, dus
2Qdq=0 en derhalve ook =P dp=0 ; doch bij de te-
gengestelde en alle overige mogelijke verpl. zijn alle of
minstens enkele der virt. mom. Q dq positief, daar de pro-
Jecties der verpl. in dezelfde richting vallen als de krach-
ten; wel kunnen sommige dier momenten nul zijn, doch
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nooit kan eene der grootheden §q neg. worden. Derhalve
is hier 2 Q 0q >0 endaar TP gp + 2 Q 9q =0 is, moet
noodzakelijk =P op<O zijn.

De stell. der virt. verpl., zoo algemeen mogelijk opge-
vat, moet dus door de volgende verg. worden uitgedrukt

2P p =01

De opmerking van Gauvss dat de stell. der virt. verpl.
eigenlijk zoo moet luiden dat voor 't geval van evenwicht
de som der virt, mom. nooit pos. kan worden, was weinig
of in 't geheel niet de aandacht waardig gekeurd; noch
Mépius, noch GRUNERT, noch DunAMEL maken er melding
van. Eerst in 1858 werd zij aan eene strenge critiek on-
derworpen door SCHEFFLER in zijne reeds vermelde ver-
handeling , Ueber das Gauss’sche Grundgesetz der Me-
chanik”. In hoofdst. 5 hiervan zegt de schrijver o. a.:

syAllerdings verwehren feste Punkte, Linien und Fli-
»ehen oft nur gewisse Bewegungen, gestatten aber die
»direct entgegengesetzten. Solange nun die Festigkeit sol-
»cher Punkte wirklich in Anspruch genommen, also ein
»Bestreben zur Bewegung in der unmiglichen Richtung
»obwaltet, existiren an diesen Punkten als Widerstinde
mjener Punkte Kvifte, welche fiir das Gleichgewicht des
»Systems durchaus nothwendig sind. Sowie aber eine
s Verriickung nach der méglichen Richtung eintritt , welche
»die Widerstandsfihigkeit dieser Punkte ausser Thiitig-
»keit setzt, verschwinden die durch jene Widerstinde
mreprisentirten Krifte aus dem Systeme, welche allerdings,
ywenn sie fortbestinden, fur eine solche Bewegung lauter
»positive virtuelle Momente hiitten, also durch ihr Ver-
nSchwinden eine negative Summe fiir die Momente der
nibrigen Krifte zuriicklassen. Durch das Verschwinden
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neines Theils der urspriinglichen Krifte bleibt aber das
»System nicht mehr dasselbe, und tritt sogar aus dem Zu-
wstande des Gleichgewichts heraus; auch wiirden solche
nBewegungen niemals geeignet sein, die zum Gleichge-
nwicht nothwendigen Widerstinde der festen Punkte,
swelche ganz die Rolle dusserlich angebrachter Kriifte
»Spielen, mitzubestimmen , also die Bedingungen des Gleich-
ngewichts volstindig zu entwickeln. Demgemiiss miissen
psolche Bewegungen, welche den umoglichen direct ent-
ngegenliegen, wenn sie eine Verinderung des gegebenen
yoystems von Kriften zur Folge haben, ebenfalls fiir
punzuliissig gehalten werden. Das Princip der virtuellen
nGeschwindigkeiten erfordert also, wenn dasselbe zur
nvollstindigen Bestimmung der zum Gleichwichte nothi-
ngen Krifte und Widerstinde in Anwendung gebracht
ywerden soll, immer die Annullirung der Summe der
»virt. Mom,”

Nu is het van uit een zuiver mechanisch oogpunt volko-
men juist, dat eene verplaatsing van het stelsel, welke tegen-
gesteld is aan de richting waarin eene verplaatsing onmogelijk
is, ten gevoige heeft dat de weerstanden, die de rol van
uitwendige krachten vervullen, verdwijnen, het stelsel
dus aan andere krachten onderworpen wordt en dien ten
gevolge wuit den toestand van évenwicht geraakt; doch
men moet in het oog houden dat we hier te doen hebben
met virt. verpl,, resultaat eener werking van onzen geest ;
dat de opmerking van Gauss alleen betrekking heeft op
de mathematische formuleering van de stell. der virt, ver-
pl, en dat er van uit dat standpunt alleen gevraagd wordt
wat er plaats heeft op 't oogenblik dat hetin den toestand
ran-evenwicht yerkeerende stelsel de bewuste onbepaald-
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kleine verplaatsing ondergaat en dus de verbintenissen
van kracht zijn. En daar men nu aanneemt dat de ele-
mentaire verplaatsingen mniet strijden tegen de verbinte-
nissen en die verbintenissen zelven hier of positieve of in
't geheel geen momenten opleveren, zoo is het duidelijk
en stemt SCHEFFLER ook toe, dat men werkelijk eene
negatieve som of eene som gelijk aan nul voor de momen-
ten der krachten verkrijgt, want anders zou het systeem
niet meer aan de verbintenissen kunnen voldoen.

De moeilijkheid schuilt eigenlijk in het vinden der
juiste krachten die de verbintenissen vervangen, en wan-
neer men nu met SCHEFFLER al die verpl. welke tegen-
gesteld zijn aan de richting waarin eene verplaatsing
onmogelijk is, eenvoudig niet wil toelaten, ontwijkt men
alleen de zwarigheid en beperkt zeer de algemeenheid der
bedoelde stelling.

Dat de voorwaardesvergelijkingen, die eenzijdige bewe-
gingsbeletsels vervangen, ongelijkheden moeten zijn, is ge-
makkelijk in te zien. Moet b.v. een punt(x,, y,, z,) aan
de voorwaarde voldoen dat het niet 't inwendige van een
bol x* - y? 4-22 —1r? =0 kan doordringen, dan hebben
weX*~4y,*~+z?—r? S0, waarin r de straal van
den bol is wiens middelpunt in den oorsprong der coirdi-
naten ligt. Ligt het punt ver buiten den bol dan hebben
we met deze voorwaardesongelijkheid niets te maken en
is de vergelijking voor 't evenwicht van ’t stelsel een-
voudig ¥ Pop=0 . Eerst wanneer het punt tegen den
bol drukt en het systeem waartoe het behoort, in even-
wicht is, komt de ongelijkheid in aanmerking en kan
men onderstellen dat er eene kracht op werkt welke het
punt belet in den bol te dringen. Zij die kracht N; on-

0
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dergaat nu het stelsel eene virtueele verplaatsing zoodanig
dat het punt zich langs of van den bol af beweegt, en
stellen we de projectie dier verplaatsing op de riehting
van N door ¢n voor, dan is, aangezien die kracht N
ondersteld wordt gedurende die virt. verplaatsing onver-
anderd te blijven, wijl het evenwicht moet voortbestaan,
2 Pdp+ Non=0. Daar nu Ndn 6f nul of pos. is, moet
2 Pdp of nul Of neg. wezen.

Schreefmenals voorwaardesvergelijking alleenx R o e o
zy* —1r* =0, dan zou het punt zich noch binnen noch
buiten, maar slechts dp den bol kunnen bewegen, Ngn
ware dan steeds nul en dus ook ¥Pgsp =0

§ 4

We zijn nu als van zelven gekomen tot de vraag of en
hoe de verbintenissen (voorwaardesvergelijkingen) door
krachten kunnen worden vervangen.

Nemen we een volkomen willekeurig in evenwicht ver-
keerend stelsel punten aan waarop de krachten P, Pay
enz. werken. Onderstellen we dat dit stelsel aan zekere
verbintenissen of voorwaarden onderworpen zij, en tevens
dat die voorwaarden kunnen worden vervangen door de
krachten Q,, Q,, enz. Voeren we nu werkelijk al de
krachten Q in, d. w.z vervangen we al de verbintenissen
door krachten, die daaraan volkomen beantwoorden, dan
mogen we het oorspronkelijke systeem als een stelsel van
vrije punten beschouwen onder de werking der krachten
2 P 4 > Q. Opdat nu dit stelsel in den toestand van eyen-
wicht zij, moet blijkbaar, daar alle verbintenissen door
krachten vervangen zijn, ieder punt afzonderlijk onder
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den invloed der daarop werkende krachten in evenwicht
verkeeren. Ondergaat nu het stelsel eene virtueele ver-
plaatsing waarbij het steeds aan zijne verbintenissen moet
blijven voldoen, d.w.z zoodanig dat de verbintenissen
onveranderd voortbestaan, dan zijn de krachten Q even
goed standvastig als de krachten P. Nu is voor ieder vrij
punt afzonderlijk de som der virt. mom. gelijk nul, zoo-
als vroeger is aangetoond; bijgevolg is ook voor 't geheele
stelsel de totale som der virt. mom. nul, d.i. 3 Pdp—+
2Qdq=0.

Wanneer we dus krachten kunnen vinden die de
verbintenissen volkomen vervangen, zoodat het stelsel
als een systeem van vrije punten, wier verplaatsingen
dan Kklaarblijkelijk alle omkeerbaar zijn, kan worden
beschouwd, dan is het bewijs van de stell. der virt.
verpl. vrij eenvoudig. Evenwel hebben we reeds bij de
eenvoudigste werktuigen met verbintenissen te doen, en
daarom had Poinsor zeker geen ongelijk, toen hij beweerde
dat de geheele Mechanica neerkomt op het bepalen der
weerstanden die de punten van een stelsel ondervinden
ten gevolge der verbindingsvoorwaarden.

In de uitdrukking die LAGRANGE geeft aan de stell.
der virt. verpl. spreekt hij in ’t geheel niet over verbin-
tenissen die er tusschen de deelen van een stelsel kunnen
bestaan, of over voorwaarden waaraan het stelsel moet
voldoen: in Section II past hij echter de stelling stoutweg
zonder bewijs ook op een door voorwaarden beperkt stel-
sel toe, en eerst in Sect. IV merkt hij op dat elke voor-
waardesvergelijking equivalent is aan eene of meer (onbe-
paalde) krachten, na wier invoering het stelsel als vrij

van de verbintenissen kan beschouwd worden.
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Moet derhalve ecen stelsel aan zekere verbintenissen vol-
doen, dan is het volstrekt noodig om de krachten te zoeken,
die dezelfde werking uitoefenen als de voorwaarden of ver-
bintenissen waaraan het stelsel onderworpen is.

pDiese zu den gegebenen Kriften hinzutretenden fingir-
pten Krifte miissen mit jenen Bedingungen iquivalent
»Sein, sie miissen also das System von einer iiberschrei-
ytungdesdurch dieBedingungen vorgeschriebenen Spielraums
sabzuhalten im Stande und gleichzeitig von solcher Beschaf-
wienheit sein, dass sie einer Bewegung innerhalbdieses Spiel-
yraums keinerlei Widerstand entgegensetzen”. (NEUMANN.)

Verschillende schrijvers maken of in ’t geheel geen ge-
wag van verbintenissen of zij nemen — soms stilzwijgend —
aan dat die verbintenissen door krachten kunnen worden
vervangen; daar zij echter in gebreke blijven aan te wij-
zen hoe dit geschieden kan, zoo zijn alleen daarom reeds
hunne bewijzen voor de stell. der virt. verpl. onvolledig
en dus af te keuren.

Maar ten einde een algemeenen regel op te geven, vol-
gens welken de verbintenissen door krachten kunnen wor-
den vervangen, moet men, zooals PoINsOT zeer tereeht
opmerkt, die voorwaarden onder eenen algemeenen vorm
zoeken samen te vatten.

ir moet eene algemeene definitie van een stelsel worden
gegeven, even als men in de geometrie kromme lijnen al-
gemeen voorstelt. Dit is ook de meening van NEUMANN,
zooals blijkt it de volgende woorden: woollen die bei
neinem mechanischen Problem gegebenen Bedingungsglei-
nchungen als hervorgegangen betrachtet werden aus der
» Wirkung irgend welcher Kriifte die mit den Bedingungsgl.

paquivalent, sonst aber nicht niher bekannt sind, so wird
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»das Problem ein vollig bestimmtes erst dann sein, wenn
,fiir jene Aequivalenz eine genaue und allgemein giiltige

,,Definition angegeben werden kann. Aber — voegt hij er
bij — ,eine solche Definition scheint sich nicht von sel-

,ber darzubieten, und wiirde wohl nur in kiinstlicher
»Weise, durch Herbeiziechung irgend welcher willkiihrli-

scher Festsetzungen, moglich sein.”

R
(3]

De voorwaarden, waaraan een stelsel moet voldoen,
treden meestal op in den vorm van vergelijkingen — hier-
onder ook ongelijkheden te verstaan —, die eene betrek-
king unitdrukken tusschen de codrdinaten der punten van
't stelsel. De verbintenissen worden door ongelijkheden
voorgesteld wanneer de in hunne beweging beperkte pun-
ten niet volkomen beperkt worden, maar de bewegings-
beletsels slechts eenzijdig zijn.

Kunnen de voorwaarden of verbintenissen niet door
wetten worden uitgedrukt en kan men ze dus niet in ver-
gelijking brengen, dan is het ook onmogelijk er iets mee
uit te voeren. Het is duidelijk dat de voorwaarden waar-
aan een stelsel van punten moet voldoen, betrekking
hebben Of op de inwendige gesteldheid van ’t systeem of
op de nitwendige plaatsing van het stelsel ten opzichte
van punten daarbuiten gelegen.

Is het nu mogelijk om de voorwaarden door vergelij-
kingen voor te stellen, dan is het nog de vraag door
welke krachten zij kunnen worden vervangen. Dat het
vinden van krachten die volkomen equivalent aan de

voorwaarden ziju, eigenaardige moeilijkheden oplevert, zal
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ons blijken wanneer we op het voetspoor van NEuMANN
het eenvoudige geval beschouwen, dat een stoffelijk punt
m (x, y, z) gedwongen wordt om op een oppervlak
¢ (x, ¥y, z) te blijven.

De krachten die deze verg. vervangen, moeten blijkbaar
zoodanig zijn, dat het punt m, waar het zich ook op het
oppervlak bevindt, er door belet wordt het oppervlak te
verlaten; zij moeten zich dus niet alleen met de grootste
intensiteit verzetten tegen elke beweging van het punt
van het oppervlak af, maar daarenboven moeten zij geene
werking uitoefenen zoolang het punt werkelijk op het
oppervlak blijft.

Trekken we nu in m op het oppervlak =0 de nor-
maal N; noemen we die zijde van ’t oppervl. waar ¢ po-
sitieve waarden aanneemt de pos., en die wa aarop ¢ eene
negatieve waarde verkrijgt de neg. zijde; zij n, (x,, y )
een punt der normaal onbepaald-dicht bij m aan de pos.
zijde van 't oppervl. gelegen, en noemen we y By v de
hoeken die N met de assen van een rec hthoekig vourdnm-
natenstelsel in de ruimte maakt, dan is
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l/ 0\ \\\') + N /

De richting van mn, wordt dus voorgesteld door de
99 O Jp

y sty of wel, als p een willekeurige

grootheden
: 0X QY zZ

e ! ¢ N ) o

positieve factor is, door pi% ,pL® pYe
ox oy 0z

Zij nu n,(Xy, ¥, 2, ») een op de normaal aan de neg.

zijde van ’t oppervl. onbepaald-dicht bij m liggend punt,
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dan wordt op dezelfle manier als boven de richting mn,

voorgesteld door —qgf’l o o g \rp

Ty o er

Stellen we de waarde van ¢ in n,; door ¢, en in n,
door @, voor, of wat hetzelfde is: zij @, de aangroeiing
van ¢ bij den overgang van m mnaar n, en ¢, de aan-
groeiing van ¢ bij den overgang van m naar n,, dan is
¢, >0en ¢,< 0; bij gevolg kan men p door ¢, en —q
door @, vervangen, en dan worden de richtingen mn, en
mn, voorgesteld door

0 0 J ) \L') A
o 0L, 9,%%, (p,‘,z en (pz‘q’,,,,_,‘ M i
Ox oy 0z ox 0%

Derhalve worden de tegengestelde 1'1cht1ngml n,m en
n,m, dat zijn de richtingen naar het oppervlak toe, voor-
gesteld door

d A o 0P 9
0,2, — 9,2, 4, 9 en—p,9%,—9,%,—0,%;
Ox Y 0z Ox )Y oz
waarvoor we ook mogen schrijven
0% d ) \ J d
¢l£'| P4 (pJ - IL({)I En— 3*(972,““{’2"("52‘ = ‘_‘C:
ox, "y, 97, 0x, oy \Z,

Zij nu K eene willekeurige positieve constante, en
noemen we de componenten der op het punt m werkende
kracht X,, Y,, Z,, dan kunnen we die componenten voor-
stellen door

o> 204 ) d
S ety L M O N, T S S
1 (p\\x’\'_ K v,/_ K(p\z

Het is duidelijk dat deze kracht het punt m, ingeval

het zich in n, of n, mocht komen te bevinden, weer naar
het oppervlak terugdrijft. Wil zich dus het punt van 't
oppervl. verwijderen dan wordt het door de krachten
R
dier krachten door vergrooting der constante K tot eene

» Y,, Z, weerhouden, en men ziet dat de intensiteit
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willekeurige hoogte kan worden opgevoerd. Blijkbaar
worden echter diezelfde krachten ten gevolge van den
factor ¢ gelijk aan nul, zoolang het punt op het opper-
vlak blijft, wijl in dat geval @ =0, dus ook K=Y
Z,=0is. Aan eene verplaatsing op het oppervl, bieden

de krachten x,, y,,z, derhalve niet den minsten tegenstand,

Nu is het gemakkelijk om aan te toonen dat de krach-
ten X,, Y,, Z, beschouwd kunnen worden als de nega-
tieve partieele differentiaalquotienten eener zelfde functie
n, die dan krachtfunctie (potentiaalfunctie) geheeten wordt.

Daartoe voeren we in alle drie de componenten nog
oye > 9 l\(p: . o5
den positieven factor 2e in, waardoor we verkrijgen

, - Kgp? 3 , Kgp?2
4\|:—2h(3 ¥ (p_gi, Y l:—".ﬂ\t‘. P (rﬂ

L‘}’,
TP 3
Z, 2Ke 55
of
- ) , Kp? ; . Ea? Y .. Kap$
X, =—r (e ? ), Yy =—"(e?),2,=—2(6"?)
ox oy 0%

. Kg?
of e ¥ — 5 stellende

T O =~ V%
ox oy 0z
of
A= O \\_‘I R _O,—t 0 T _\\rr 0P
1 3¢ Ox’ i O—ip 0-};., 1y = @ 0—/

Willen we nu de kracht hebben in eene gegevene rich-
ting, dan leert de potentiaaltheorie dat de kracht in eene
willekenrige richting uitgeoefend voorgesteld wordt door
de neg. afgeleide der krachtfunctie ten opzichte van die
richting.
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Nu is het wel waar dat we de gefingeerde krachten
hl‘ Y 17 /‘l

stante zoo groot kunnen maken als we verkiezen, en dat

door middel der willekeurige positieve con-

zij dus in staat zijn om de voorwaardesvergelijking ¢ =0
met een willekeurigen graad van nauwkeurigheid te ver-
rangen; doch hoe groot hunne intensiteit ook zij, steeds
zullen kleine afwijkingen van het gegeven oppervlak mo-
gelijk zijn. Eerst wanneer die krachten oneindig groot
waren, zoude het punt onmogelijk het oppervlak kunnen
verlaten.

Daar dus de krachten X,, Y,, %, er nooit voor kunnen
zorgen dat de verplaatsing het door de verg. ¢ =0 uit-
gedrukte karakter volkomen streng bezit, zoo duidt deze
vergelijking slechts een ideaal karakter aan, en streng
genomen wordt er niet aan de verg. ¢ =0 , maar aan
eene andere verg. g=— g voldaan, waarin & eene grootheid
voorstelt die ieder oogenblik eene andere waarde aanneemt,
doch steeds uiterst klein is:

Deze beschouwing heeft betrekking op een willekeurig
gekozen plaats van 't gegeven oppervl. en geldt dus voor
ieder punt daarvan.

v

§ 6.

Stellen we gemakshalve in de laatste formulen der vorige

); .
paragraaf 72— dan gaan ze over in
y 0P
. ) - dp . .04
Xima 8P o ¥, =3 %0, Z, =—1 %
\\.\' \\y L\Z

Wanneer we nu aannemen dat, behalve de voorwaar-
desverg. ¢ — 0, nog andere krachten op het punt werken,

dan kunnen we die laatste onmiddellijk aangrijpende
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krachten tot eene resultante samenstellen. en volgens de
assen ontbinden in de componenten X, Y, Z. Maken we
dus het punt vrij dan hebben voor 't geval van evenwicht

X—19% =0 ,Y—19%—0 ,z.,;%_g

(b oy 0z

Deze drie vergelijkingen verbonden met ¢ =0 kunnen
nu dienen ter berekening van de onbekenden X, ¥ zenij.

Om hieruit de stell. der virt. verpl. af te leiden ver-
menigvuldigen we bovenstaande drie verg. resp. met dx,
dy, 9z, waarbij we aannemen dat deze variaties /omhnm
zijn, dat de nieuwe coordinaten ook aan de verg. ¢ =20

voldoen. Door nu de som dier vergelijkingen te nemen
vinden we

X0x+4 Yoy +Zdz— (‘\q) y\—-f—a(pa\ -+ 27 O‘P ):(J

Ox oy \\A
of
X 0x Y 0y + Z oz i 0p — 0
of X0x 4 Yoy +4+Zd2—0 .

Uit het voorgaande blijkt dat deze formule op volkomen
strengheid geen aanspraak kan maken, en dat we de stell.
der virt. verpl. niet anders mogen beschouwen dan als
nitdrukking eener benaderingsmethode. NEumManN komt
dan ook in zijne verhandel'ng ,,Ueber den Satz der virt.
Verr.,”, waarin hij de stelling streng tracht te betoogen
voor het geval dat de door de voorwaardesverg. voorge-
stelde krachten eene potentiaalfunctie bezitten, tot het
volgende besluit: ,Treten bei einem nwchmns('hcn Pro-
»blem irgend welche Bcdingungsg:lvi(-hung('n auf, die ent-
sweder nur die Coordinaten enthalten, oder ausserdem
wauch noch mit der Zeit behaftet sind, und kénnen diese

yGleichungen — zufolge der physicalischen Bedeutung
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ndes Problemes — aufgefasst werden als ein Symbol fiir
syhicht niher bekannte Krifte, von denen indessen voraus-
ngesetzt werden darf, dass sie ein Potential besitzen, so
wwird der Satz der virt. Verr. in Giltigkeit sein.

»Denn wenn auch, bei so mangelhafter Kenntniss der
»hinter den gegebenen Bedingungsgleichungen verborgenen
»Krifte von eener villig strengen Behandlung des vorge-
wstellten Problemes Abstand zu nehmen ist, so wird doch
wdurch jenen Satz der virt. Verr. die Vorschrift ansge-
sSprochen fiir diejenige approximative Behandlung des
yProblemes, welche unter so bewandten Umstinden und
nbei Anwendung des Fundamentalsatzes (zie Hoofdst. IIT,
»8 12) von selbersich darbietet. Wie wenig von einer absolut
ystrengen Behandlung derartiger Probleme die Rede sein
nkann, zeigt sich deutlich, wenn wir etwa die Bewegung
seines von der Schwerkraft sollicitirten Pendels, oder iiber-
»haupt die Bewegung eines starren Korpers, auf den gegebene
»Krifte einwirken, niiher ins Auge fassen. Um eins solche
wBewegung mit voller Genauigkeit zu untersuchen, miissten
»Wir nothwendig zuriickgehen auf diejenigen Molecular-
skrifte, welche hinter der sogenannten Starrheit des Kor-
spers verborgen sind, in unsere Untersuchung also noth-
pwendig mit hineinziehen jene kleinen Dilatationen und
»Contractionen, welche withrend der Bewegung des Kor-
wpers in seinem Innern stattfinden, und welche im Ver-
»lanf dieser Bewegung von Augenblick zu Augenblick sich
wandern. Vernachlissingen wir diese inneren Vorginge,
»S0 verzichten wir zugleich auf die wirklich strenge Be-
yhandlung des Problemes.

»Ob der Satz der virt. Verriickungen die zweckmiissigste
yNiherungsmethode darbietet, und wie gross bei dieser




76

sMethode der Grad der A nniherung sei, — iiber diese
wEFragen diirfte wohl kaum Niheres zu ermitteln sein,
nsolange unsere Kenntniss iiber die hinter den Bedingungs-
sgleichungen verborgenen Kriifte auf der vorausgesetzten
phiedrigen Stufe verharrt. Jedenfalls aber wird Zu sagen
psein , dass jene durch den Satz der virt, Verr, ausgespro-
nchene Niherungsmethode auf Grund unserer Deductionen
sberechtigt erscheint, dass sie gleichzeitig diejenige ist,
nwelche am Einfachsten sich darbietet, und dass sie end-
ylich auch diejenige ist, welche seit langer Zeit conven-
wtionell geworden ist.”

Keeren we nog even tot de verg. @ =—= 0, een onstoffe-
lijk oppervlak voorstellende, terug. Moet een punt ergens
op dat oppervl. in evenwicht zijn, dan mag het zich niet
bewegen en derhalve moet de resultante van alle onmid-
dellijk op dat punt aangrijpende krachten gericht zijn
volgens de normaal, aangezien er door het dppervlak geen
wrijving wordt uitgeoefend. Die resultante kan nul zijn;
dan heeft het punt geene neiging om het oppervl. te ver-
laten en is dus de reactie van ’t vlak ook nul, Is die
resultante niet nul en het vlak zooals hier ondersteld
wordt niet materieel, dan moet door de verg. ¢ = 0 eene
reactie gelijk aan die resultante worden uitgeoefend. Voor
't geval van evenwicht hangt dus de reactie van 't opper-
vlak af van de op het punt rechtstreeks aangrijpende
krachten.

Beschouwt men nu, na die reactie als kracht ingevoerd
te hebben, het punt als vrij, dan moet men er ook , aan-
gezien het punt volkomen in evenwicht en volkomen V1ij
is, eene virtueele verplaatsing in alle mogelijke richtingen

aan kunnen geven, dus ook in eene richting niet volgens
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“het oppervlak gericht. Dit laat echter de verg., ¢ =— 0

niet toe; tegen eene dergelijke verplaatsing moet zich dus
de achter die verg. verborgen kracht ten sterkste ver-
zetten, want anders zou het punt niet meer aan de verg.
¢ — VU maar aan eene andere ¢ — & voldoen. De door de
verg. ¢ =0 voorgestelde kracht kan derhalve nooit zoo-
danig zijn dat men het punt als volkomen vrij mag be-
schouwen.

Wanneer nu een stelsel aan dergelijke voorwaardesver-
gelijkingen onderworpen is, dan ontwijkt men bij het be-
wijzen van de stell. der virt. verpl. de moeilijkheid om
die verg. door krachten te vervangen, en wel door alleen
die virt. verpl. van het stelsel te beschouwen , waarvoor
de totale arbeid der reacties (in ons geval de virt. arbeid
der door het oppervl. volgens de normaal nitgeoefende
kracht) verdwijnt. Deze virt. verpl. worden dan gezegd
niet te strijden met de voorwaardesvergelijkingen , of m.
a. w. zij zijn zoodanig dat het stelsel aan zijne verbinte-
nissen blijft voldoen. g

Uit de aldus beperkte virt. verpl. waarin dan eigenlijk
de verbintenissen liggen opgesloten, en nitgaande van
den evenwichtstoestand, kan men nu wel a posteriori de
verbindingskrachten bepalen, doch het schijnt niet moge-
lijk om de voorwaardesvergelijkingen a priori door krach-
ten te vervangen en dan de genoemde stelling te bewijzen ,
zooals streng genomen zou moeten geschieden.,

Men kan zich wel is waar voorstellen dat vaste punten,
lijnen en oppervlakken door krachten vervangen zijn, die
in vergelijking van de rechtstreeks aangrijpende krachten
onbepaald-groot of liever onverwinlijk zijn; of juister uit-

gedrukt, dat genoemde voorwaarden vervangen kunnen
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worden door krachten die slechts onbeduidend weinig toe- *
geven; doch behalve dat eene dergelijke voorstelling altijd
iets duisters overlaat, geeft zij ook geen inzicht in de
grootte dier krachten vergeleken met de eene of andere
gegeven kracht. LaGrance, die deze moeilijkheid wel
schijnt te hebben gevoeld, voerde daarom onbepaalde
krachten in, waarna hij het stelsel als vrij beschouwde.
(Zie zijne ,Méthode des multiplicateurs”, pagz, 74—79 van

T. T der ,Méec. anal.”).

R

[f

Wanneer een stelsel yvan punten aan eene zekere voor-
waardesverg. ¢ — 0 moet voldoen, dan kan er soms meer
dan eene uitlegging aan die verg. worden gegeven, m. a. .
eene gegevene verg. kan soms vervangen worden door
verbintenissen van geheel verschillenden aard. En omge-
keerd kunnen geheel verschillende verbintenissen dikwijls
door eene zelfde voorwaardesvergelijking worden uitgedrukt.
Met het oog hierop zegt J. M. C. DunaMEL (Des métho-
des dans les sciences de raisonnement, 4e partie, pag.
141 en 142):

nMais il ne suffirait pas de connaitre les équations de
peondition, pour déterminer les diverses actions exercées
nentre les liens matériels qui unissent les points, parce
nque les mémes équations peuvent étre l'expression de
pliaisons d’espece trés-différente; comme aussi les mémes
ypliaisons peuvent s'exprimer par un ensemble d’équations
ptres-différentes, formant un systéme équivalent. On ne
ppeut done chercher & déterminer les diverses réactions
nexercées dans les appareils qui établissent les liaisons,

nque lorsque ces appareils sont définis dans tous leurs
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»détails, et qu'on ne se borne pas & donner les équations
wentre les coordonnées, qui en sont la conséquence. Si,
»par exemple, un point est 1ié & un point fixe par une
»tige rvigide, on aura entre les coordonndes X, ¥, z du
wpremier et les coordonnées a, b, ¢ du second I’équation
,.,(_x—a)’—}—(y—h)’—}-(z—c)? = 12, 1 désignant la lon-
»gueur de la tige. Mais on aurait aussila méme équation
ynen  assujettissant le point & rester sur une sphére maté-
yrielle ayant pour rayon 1et pour centre le point (a, b, ¢).”

Wanneer men nu, zooals bij de meeste bewijzen van
de stell. der virt. verpl. pleegt te geschieden, de verge-
lijking door krachten vervangt, dan onderstelt men stil-
zwijgend dat die twee of meer verbintenissen die tot de
zelfde vergelijking voeren, elkander kunnen vervangen
zonder dat daardoor de beweging gewijzigd wordt; cene
onderstelling die misschien moeilijk te bewijzen zal zijn.
Wilde men echter om deze moeilijkheid te ontgaan, de
gegeven voorwaardesvergelijking direct als basis voor het
onderzoek nemen, dan zou men zooals Jacopr opmerkt
(Verhandl. der Kon. Sichs. Ges. der Wiss. zu Leipz. 1869,
pag. 257) in eene den winter van 1847 op 1848 te Berlijn
gehouden voorlezing, volstrekt niet in staat zijn et
vraagstuk op te lossen. ,Soll z B. ein Punkt gezwungen
»sein auf einer gegebenen nicht materiellen Fliche zu blei-
ywben, 8o ist — zegt Jacosr

zur Ermittelung des gesuchten
»Ortes eigentlich nur eine Vorschrift vorhanden , nimlich
pdie Gleichung der gegebenen Fliche; die fernere Vor-
wschrift, dass gegebene Kriifte den Punlkt sollicitiren ,
»giebt an und fiir sich keinen Aufschluss, weil sie etwas
nganz Heterogenes besagt, sofern die Krifte den Punkt
phicht auf der Fliche zu belassen streben.”
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De kwestie om gegeven voorwaardesvergelijkingen door
krachten te vervangen, is het eerst mitvoerig behandeld
door Lours Poinsor in zijne reeds meermalen genoemde
verhandeling ,,Théorie générale de 1’équil. et du mouv.

’ Doel en inhoud van dit geschrift worden

des systémes.
door hem als volgt beschreven: ,,On y a eu pour objet
yprincipal d’établir d’une maniére directe, je veux dire,
ssans le secours du prine. des vit. virt. les équations de
»1'équilibre et du mouvement d’un systéme variable de
pfigure suivant des conditions quelconques donndes. (Vest
ndone au fond toute la Mécanique affranchie de la consi-
wdération du princ. des vit. virt. Cependant, comme ce
sprincipe pent étre utile dans les applications, on a eru
pdevoir en donner (Note II) une démonstration appro-
wfondie et qui met le théortme dans un nouveau jour.”

In deze verhandeling die men met recht classisch kan
noemen, toont P. duidelijk en overtuigend aan, dat het
zoogenaamde beginsel der virt. snelh. niets anders is dan
een eenvoudig gevolg der algemeene theorie van 't even-
wicht, zooals hij die in dit geschrift geeft.

Als axioma neemt PoINsoT aan: wanneer op eenig ver-
anderlijk stelsel krachten werken die elkander in evenwicht
houden, dan houdt het evenwicht niet op als het stelsel (of
een deel daarvan) eensklaps vast gemaakt wordt. Het lemma
dat hij nu tot basis van zijne beschouwing neemt is, dat
de voorwaarden voor het evenwicht van alle mogelijke
stelsels zich herleiden tot deze enkele, dat de krachten
die op de verschillende punten van een stelsel werken,
ontbonden kunnen worden volgens de rechte lijnen die
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de punten vereenigen, in krachten twee aan twee gelijk
en tegengesteld.

Nu moeten de krachten gezocht worden, die op de
punten, als vrij beschouwd, dezelfde werking uitoefenen,
als door de verbintenissen wordt te weeg gebracht.

PoinsoT begint met een stelsel van 4 punten A, B, C
en D. Noemen we m, n, p, q, ¥, s hunne afstanden, dan
kan elke verbintenis tusschen die punten worden voorge-
steld door eene verg. van den vorm

f(m, n, p, q, 1,8) =0

Blijkens het axioma, waarvan P. uitgaat, mogen we ons
drie der punten, b.v. A, B en C als volkomen vast den-
ken, zoodat alleen het punt D, waarop de ribben m, n
en p uitkomen, beweeglijk blijft. In de bovenstaande
verg. zijn dan g, rens constant, zoodat zij het oppervlak
voorstelt dat door D wordt beschreven, terwijl het steeds
aan zijne verbintenis blijft voldoen. Beweegt nu een punt
zich op een oppervl, dan zal dit laatste altijd eene wer-
king op het punt uitoefenen, gericht volgens de normaal
op het oppervl.; derhalve kan de verbintenis van het
punt D vervangen worden door eene kracht werkende
volgens de normaal.

Zij F(x, y, z) de verg. van een vlak op een rechth,
coordinatenstelsel, dan is de verg. van de richting der

normaal
CO8 & cos f oS y
T oF i oF
ox oy Y

waarin e, § y de hoeken zijn die de normaal met de as-
gen maakt. We hebben hier echter met de assen m, n,p

van een scheefh, coordinatenst. te doen en nu zullen we
6
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de stelling bewijzen, dat, wanneer we een stuk op de
normaal nemen, en dit projecteeren op de assen van een
scheefh. stelsel, de stukken even als bij een rechth. stel-
sel, evenredig zijn aan de partieele differentiaalquotienten.

Zij gegeven op rechth. coord. Afay, b, ,e:); B(a,, b,, 04
C(as, by, ¢;) en D(x,y, z), dan is

A= m:]/?x_—al) - (y—b,) 2:{; (z—ec,)?
Al ==tz (x—a,) >+ (y—b,) 2+ (z—c,)?

CD=p= l/—(x—aa) 2+ (y—b,) *+ (z—ec,)?
Nu is

OLII =, X —a,

OF 1 —a,) i (7—b,) " (as,)?
om X y—Db,

oY o T

@1 = Zz— ¢,
S ——

enz. Wanneer we nu de afgeleiden onzer verg. f—0 met
betrekking tot de richtingen m, n, p, projecteeren op de
X-as van een rechth. stelsel, dan komt er voor de som
of 2 of e f
2 cos (m, X)) +4- -0—- cos (n, X) - Q— cos (p, X)
om on op
of

of X—a, of X—a, of X-—3a,

S, T e
3“11/()(—:1!) gt \\“l/(x—a,) L t‘l’l/(x—-aa) ..
of

of om | of on | f Jp of O

om dx  dn Ox Jp Ox Ox
Even zoo vinden we door op de Y-as en Z-as te pro-
Jecteeren
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of of
&: en 0—/ .

Zetten we dus op de assen van een scheefh. coordinaten-
stelsel grootheden wuit, evenredig aan de eerste afgeleiden
der functie f ten opzichte dier assen, dan is de resultante
van het hiernit samengestelde parallelopipedum de richting
der normaal.

Om derhalve het punt D vrij te maken van zijne ver-
bintenis, moeten we eene kracht aannemen, werkende
volgens de richting der normaal, en ontbinden we die
kracht in hare componenten volgens de ribben m, n, p,
dan kunnen we die componenten voorstellen door

of of of
NEl ).CT ’ l\\—l’
Op dezelfde wijze vinden we voor het punt A, als vrij
beschouwd, de componenten
3 Df 50 \\f ) of
A— o | A —
‘m 0q or
Daar echter onder bovenstaande krachten twee voorko-

men die volgens dezelfde lijn werken en dus gelijk en
tegengesteld moeten zijn, zoo is 2’=3; bijgevolg worden
de krachten, die de verbintenissen kunnen vervangen,
voorgsteld op de volgende wijze:
voor het punt A door: if’(m), if’ (q), 2f' (v);
voor het punt B door: 11 (n), 1f'(q), 2f'(s);
voor het punt C door: 2f(p), £’ (x), 41 (s);
en voor 't punt D door: if'(m), 21 (n), 2 1f (p).

We beschouwen nu een stelsel bestaande uit een wil-
lekeurig aantal punten, en nemen aan dat er slechts ééne
verbintenis bestaat van den vorm

Ry ATy e =10
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Verder onderstellen we dat al
tot driehoekige pyramiden, die a
zijvlak A B C van eene der pyramiden. Nemen we dit
zijvlak als vaste basis aan en be

de punten verbonden zijn
Ile tot basis hebben een

valen we elk ander unt
I

met Dbetrekking tot de punten A, B en C, dan hebben

(n—3) 34-3 of 3n—eg gegevens of voorwaarden waar-
door het stelsel volkomen bepaald wordt. Onderstellen we
nu dat in de functie f 3n—¢ afstanden voorkomen dan
is het duidelijk dat het aantal verbintenissen zich moet
bewegen tusschen de getallen lien 3n—49 ,

Voorshands nemen we echter maar ééne verbintenis

aan, en moeten nu wederom de krachten bepalen die de-
zelfde unitwerking te weeg brengen als de verbintenis f=0.
Daartoe merken we op dat in al de toppen onzer pyra-
miden 3 ribben samenkomen, doch in ieder der punten
A,BenC, n—1. Beschouwen we achtereenvolgens ieder
dier toppen als beweeglijk en al de andere punten als
vast, dan zijn blijkens het voorgaande de krachten , welke
volgens de ribben op die punten moeten aangrijpen, ten
einde ze als vrij te kunnen beschouwen evenredig aan de
eerste afgeleiden van f te
welke zij gericht zijn.
Beschouwen we

n opzichte der ribben, volgens

nu een der drie overige punten, b. v,
het punt A, waarin de ribben m,
komen. Nemen we de afgele
zichte dier ribben ,

q, ry t, enz. samen-
iden van de functie f . ten op-
en projecteeren we die op de assen
van een rechth. coordinatenstelsel
dezelfde manier als boven

£ (m) cos (m, X) 4~ (q) cos (g, X) 4’ (@) cos(x. X) 4.,
of f dm of dq i o

mx T Tyax o

y dan verkrijgen we op
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of
Of
Ox

Hiermede is dus de volgende stelling aangetoond: heeft
men een stelsel van rechte lijnen die in een punt samen-
komen, alsmede eene betrekking f=—=0 tusschen die ljj-
nen; zet men dan op die lijnen stukken af, evenredig aan
de afgeleiden der functie, dan is de diagonaal of resultante
van den veelhoek op die stukken juist gericht volgens
de normaal op het vlak dat het punt beschrijft. Maken
we dus het punt A vrij, dan worden de krachten die
we volgens de ribben moeten aanbrengen voorgesteld door

A’ (m), if’(q), 21" (x), 11’ (t), enz

Eveneens moeten we in de punten B en C, wanneer we
ze als vrij beschonwen, volgens de daarin samenkomende
ribben krachten aanbrengen, die evenredig zijn aan de
eerste afgeleiden der functie ten opzichte van die ribben,

Gaan we nu over tot rechthoekige coordinaten, en pro-
jecteeren we de in een der punten van 't stelsel aagrijpende
krachten 1f’ (m), 2f’ (n), 2f’ (p),... op de assen, dan
vinden we voor de som der projectién op de X-as

i { £? (m) cos (m, X)) 41’ (n) cos (n, X) ... }

of
§ oy GO iy
AP (m)——4 ") — ...
' d O.\' : OX ]
()ll
i Of
0.\

Drukken we nu ook de verbindingsvergelijking uit in




86

de rechthoekige coordinaten der punten, en stellen we
haar symbolisch voor door

=0
dan zijn de krachten die de verbindingsverg.

vervangen

. OI‘ O IJ 011

in het eerste punt 3 W ey
\\Xl oy‘ OZl

: oL oL oL

in het tweede punt 2 —— | e y A—;
0x, 0y, 0z

enz.

Is een stelsel verbonden door meer dan eene vergelijking,
dan beschouwen we al de verbintenissen als vast behalye
die, welke door de eerste verg. wordt voorgesteld, en
passen hierop de boven verklaarde handelwijze toe. Daarna
beschouwen we al de verbintenissen als vast behalve de
tweede, en voeren de krachten in welke die tweede ver-
bintenis vervangen; enz. Het is duidelijk dat de verbin-
tenissen onafhankelijk van elkaar moeten zijn, anders
zou deze methode niet geoorloofd wezen.

Uit dit alles vloeit het volgende theorema voort: welke
ook de vergelijkingen L=0, ete. mogen zijn die tusschen
de verschillende punten van een stelsel bestaan ; voor
evenwicht eischt iedere vergelijking dat men in de punten
langs hunne coordinaten krachten aanbrengt evenredig
met de eerste afgeleiden der functie I, ten opzichte der
respectieve coordinaten.

Dit is de algemeene regel welke dient om de onderlinge
weerstanden der punten van het stelsel te bepalen; nu
blijft er nog slechts over om deze krachten te verbinden
met die welke onmiddellijk aangrijpen (de uitwendige

krachten) en dan de punten als vrij en geisoleerd te be-
schouwen,
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Zijn dus L, =0, L, =0, enz willekeurige vergeli-
kingen tusschen de coordinaten X, ¥, %} X4y Y21 Za)
enz. der verschillende punten en i,, i,, enz. onbepaalde
coefficienten, dan heeft men, als men X', Y, Z; X", Y”, Z7;
enz. de totale krachten noemt, die in de punten volgens
hunne coordinaten moeten aangebracht worden om de ver-

bindingsvergelijkingen te vervangen:

iy aL‘ oL, Do (\L, (\L2
)L__).ld +l—\\?+ el — +7~2 d\z‘*'-"a
oL \\L L oL
Y'—, S IR A= : + —1
M 04 ks 34 L =k ae el 02 el
o oL, oL, Ty aLl oL,
/_lxm—i—l,(\—zr P = E;—i—l, \4;+

enz. Noemen we nu X,, Y,, Z, de componenten der uit-
wendige kracht voor het punt (x,, ¥y, %), X;, Ys, Z,
die der uitw. kracht voor het punt (x,, y., %,), €nz.,
dan moeten we als voorwaarde voor het evenwicht van
het eerste als vrij beschouwde punt hebben

X =0 V=0, L2 =0

of

; oL . oL : 0

X Ol g ,+1,‘_I_'+..—.—_0,/J,+1,‘&+.._—_
ox; oY, 07,

Evenzoo vinden we voor het evenwicht van het punt
X,,Ya1%,) de drie vergl.
X, +X"=0,Y,+Y"'=0, Z, +7”=O of

\, -
X +)1‘\I'+~0X,+x, t +.=0, /,—H.,\' 4. =0;

0xX, Y5 0z,
en z00 vervolgens.
Op deze wijze verkrijgt Poinsor de zoogenoemde even-
wichtsvergelijkingen van LAGRANGE
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r 1 2
1\,+x.0xl+ Framiitoy
oL \IJ
Y,—i—).,i!—f—;.2 L T A
0y, 0¥ ¢
L oL
/A v T e U ST
\‘»'/.‘ OZI
, )1, )1,
X, 4+, LI'+;,,‘_1_* s Al &
OX’ dxz
5 DT, YL
Xoopey, Wty Qg
0Xn Oxm
- oL OL
Yo + 2, L+;,?iz Sl
o‘}n \\)'n
- P YL
Zn 12, S o z,‘ii +
\‘/n k\zn

R

Al het in de vorige § behandelde heeft blijkbaar niets
te maken met de stelling der virt. verplaatsingen.

'tIs echter gemakkelijk om uit de pas verkregen even-

wichtsvergelijkingen den algebraischen vorm af te leiden ,

die het zoogenoemde beginsel der virt. snelh. voorstelt.

Daartoe vermenigvuldigen we deze vergelijkingen resp.

met 9x,, dy,, 0z, 0X,, Jy,, nz. waarin Jdx,, enz. onbe-
paald-kleine verplaatsingen volgens de assen voorstellen ,

die de punten kunnen ondergaan, terwijl zij aan de voor-
waardesvergelijkingen blijven voldoen. Door eindelijk de

som deraldus verkregen vergelijkingen te nemen , vinden we
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m
‘*(kua\n—;-\ 08 ut-Zindzn) 2Oy x  -0Lmgy +\'\,‘i't%)
0Xy Y1 N

310 (o, e
i X, Y,

3y s+ S“““a 2 )4 + .

-{—,_;"}'m 0L m Ixn 4V OL“J\' -+ \\L"' Ly ) =)
1 O\., 0) 2 0Z%n
Maar gaat de verg. Ln =0 ook voor den volgenden
stand door, dan is Ly < 9Ly =0, en dus wegens L, =0,
0ok ¢Ln=0; derhalve hebben we

oLy S, i\_r‘ﬂ_dyl ziis ﬂ"Ldz, (8}
=, 7 3,

enz, Zoodat de pas verkregen vergelijking overgaat in
n
‘\:("Xn(’xn -} Yn”_\'n -+ an’le) -0
1

Uit het voorgaande blijkt, zooals PoiNsor aan het slot
van zijn geschrift zeer juist opmerkt, dat het zooge-
naamde beg. der virt. snelh. volkomen identiek is met
het algemeene theorema, dat het doel zijner verhandeling
nitmaakt. 't Kan ons dus niet verwonderen dat P. van
dit geheele beginsel niets wil weten, maar beweert dat
de zaak door het invoeren wvan virtueele verplaatsingen
slechts duister en onduidelijk wordt. Inderdaad bevat
zijne voorstelling niets virtueels, zoodat ook dit laatste
begrip geheel overbodig is. Het laat zich zeer goed be-
grijpen, dat LAGRANGE met deze verhandeling van Poinsor
geenszins ingenomen was. ,Tout, dans cette oeuvre nou-
velle,” zegt BERTRAND (Journal des Savants, 1872) ,devait
pintéresser l'anteur de la Mécanique analytique, non lui
»plaire; on y proposait, en effet, une route directe pour
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natteindre, sans aucun postulatum, le but qu'il s'était
»proposé dans son bel ouvrage.” Op den witten rand der
proeven, die P. aan LaAGR. zond, maakte de laatste dan
ook allerlei aanmerkingen, welke P. echter niet in ge-
breke bleef te beantwoorden. Jammer dat deze kritiek en
verdediging nog niet in ’t licht zijn verschenen; zij zouden
misschien eene belangrijke bijdrage leveren tot de geschie-
denis van de stelling der virt. verpl.

Men moet wel in het 00og houden dat P, uitdrukkelijk
uitgaat van de onderstolling, dat de voorwaarden, die
de verschillende punten onderling verbinden en er een
stelsel van uitmaken, hierin bestaan dat er in alle stan-
den, welke die punten kunnen innemen, functien hunner
coordinaten gevonden kunnmen worden die of nul Of con-
stant blijven.

't Schijnt dat de verhandeling van P. in het eerst ¢f
geene zeer gunstige ontvangst heeft genoten of opzettelijk
met  stilzwijgen voorbij werd gegaan; in allen gevalle
werd er weinig of geen melding van gemaakt, en ging
men nog steeds voort naar een rechtstreeks bewijs voor
de stelling der virt. verpl. te zoeken.

Ten einde nu de moeilijkheid om de verbindingskrachten
te bepalen , te ontwijken, gaan sommigen , 't zij stilzwijgend,
’t zij vitdrukkelijk, van de stelling uit dat de verbindings-
krachten elkaar in evenwicht houden, of dat de arbeid dier
krachten nul is bij al de verplaatsingen, die niet met de
verbintenissen strijden. Dat eene dergelijke onderstelling
niet geoorloofd is, spreekt van zelf.

Dit neemt echter niet weg, dat in enkele gevallen de
verbindingskrachten inderdaad niet behoeven bepaald te
worden, hetzij omdat de virtueele momenten dier krach-
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ten elkander onderling opheffen, hetzij omdat ze unit den
aard der zaak nul zijn. Men heeft dan alleen de momenten
der rechtstreeks aangrijpende of uitwendige krachten te
beschouwen. In ’t algemeen is dit het geval wannner de
verbintenissen onhafhankelijk van de uitwendige krachten
of volkomen onveranderlijk zijn. Dan toch doen die krach-
ten geene reacties in het stelsel ontstaan die bij de ver-
plaatsing arbeid verrichten en dus in rekening moeten
gebrachten worden.

Stelsels bestaande unit volkomen vaste, onveerkrachtige
lichamen, die draaien kunnen om volkomen vaste punten
of om vaste assen, leveren voorbeelden op van verbinte-
nissen die volkomen onafhankelijk en onveranderlijk zijn ;
en nn is het duidelijk dat de virt. mom. der krachten
welke die verbintenissen kunnen vervangen, eene waarde
nul hebben, om de eenvoudige reden dat de aangrijpings-
punten dier krachten zich niet kunnen verplaatsen.

Niet volkomen onveranderlijk, doch alleen in zoo verre
men verplaatsingen beschouwt, die niet met de verbin-
dingsvergelijkingen in strijd zijn, zijn met name de
voorwaarden, waardoor bepaalde punten van een stelsel
genoodzaakt worden zich lang voorgeschreven banen (lijnen
of oppervlakken) te bewegen. Dan zijn de virt. mom. der
verbindingskrachten nul, wijl de elemetentaire verplaatsin-
gen in die gevallen loodrecht op de richtingen der krach-
ten staan en derhalve hare projecties nul zijn.

§ 10.

Het is hier de plaats om nog kortelijk op het vroeger
vermelde bewijs van LAGRANGE terug te komen. Aan dit
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bewijs geeft LAGR. eene laatste inkleeding in het Hde
hoofdstuk van het 3¢ gedeelte (pag. 350—357) zijner ,, Théo-
rie des fonetions analytiques, nouv. éd. 1813.”

Dit geheele hoofdstuk, twee jaren na den tweeden druk
van 't eerste deel der , Méec. anal.” verschenen, is gewijd
aan een algemeen betoog van het zoogenoemde beg. der
virt. snelh. Was het eerste bewijs van LAGRANGE zuiver
mechanisch, dit laatste is zniver analytisch en berust op
het vervangen door krachten van de voorwaardesverge-
lijkingen, die tusschen de codrdinaten der verschillende
onderling verbonden lichamen bestaan.

erst beschouwt LaGr. hier de beweging van een lichaam
op een gegeven oppervlak of onderworpen aan zekere ver-
bintenissen, en toont aan dat de voorwaardesvergelijkin-
gen equivalent zijn aan onbepaalde krachten die even-
redig zijn aan de eerste afgeleiden; vervolgens gaat hijj
over op een stelsel van twee lichamen door een onrek-
baren draad verbonden welke over eene vaste katrolschijf
loopt; daarna laat hij den draad over twee vaste schijven
(8, b, ¢) en (a, 8, y) loopen en zegt dan: » Enfin si on
»Supposait que le fil auquel est attaché le corps M (x, y, z)
»aPres avoir passé sur la premiére poulie fixe, reposat
»Sur le méme corps M et de la sur la méme poulie et de
nouveau sur le corps et sur la poulie & plusieurs reprises
nde manitre qu’ il y efit m cordons entre le corps et la
mpoulie; qu'ensuite le fil en quittant cette poulie, passat
»Sur la seconde poulie fixe et de 1a sur le corps N (g, », ¢)
»en faisant aussi plusieurs tours entre ce corps et la méme
ypoulie avant d’étre attaché fixement au corps N, de ma-
phitre qu'il y efit n cordons entre ce corps et la poulie,
ntomme Ja tension T est la méme dans toute Iétendue
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wdu fil, le corps M étant tiré par m cordons serait
pliré vers la premiére poulie par une force égale & m T,
wet le corps N serait tiré vers la seconde poulie par une
pfore égale & nT. Or il est clair que dans ce cas I'équa-
tion qui renferme la condition de I'inextensibilité du fil
serait

oIl (x-2) 2 (D) *+(z-0) -~ (§o) "+ (- B+ (5 )*d=0
wen désignant par d la longueur totale du fil moins la
; et il est
nfacile de voir qu'en représentant cette dquation par

nlongueur interceptée entre les deux poulies

owi(Xy ¥s 2, 3,9, £) = O on aurait pour les forces qui tiveraient
»le corps M suivant x,y,z et le corps N suivant g, m &
nles expressions T ' (x), T £’ (y), T’ (z), Tf (¢), T (n)s
ST ().

Bestaat een stelsel uit drie of meer lichamen dan han-
delt hij even zoo.

Men ziet dat het koord- en katrollenstelsel hier een
veel eenvoudiger vorm heeft dan in de ,Méc. anal” Im-
mers het vroegere vrije einde van het koord, waaraan het
gewicht hing, is hier aan het laatste lichaam vastgemaakt,
zoodat het gewicht vervalt; ook zijn de blokkenhuizen
verdwenen, en in plaats daarvan wordt het koord onmid-
dellijk om de lichamen van het stelsel en om de vaste
katrollen geslingerd.

Nu merkt LAGRANGE op: vooreerst dat de krachten die
uit de wederzijdsche werking der lichamen van een stel-
sel voortvloeien op de bekende wijze (Zie o.a. reeds den
eersten druk der Mée. anal., Ie Partie, Section IV) uit
de voorwaardesvergelijkingen kunnen worden afgeleid; en
in de tweede plaats dat wanneer direct op een stelsel

van lichamen aangrijpende krachten elkaar in evenwicht
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houden, zij dan gelijk en tegengesteld moeten zijn aan
die welke nit de wederzijdsche werking der lichamen
voortvloeien. Zoo vindt hij nu eene vergelijking waaruit
al de termen met onbepaalde vermenigvuldigers aange-
daan ten gevolge der voorwaardesvergelijkingen verdwij-
nen, zoodat de eindvergelijking juist de formule der virt.
verpl. is.

Het is duidelijk, dat bij dit bewijs nitdrukkelijk van
de ontbinding der krachten volgens de coordinaten-assen
gebruik gemaakt wordt.

§ 11.
In zijne verhandeling ,Ueber das Gavss’sche Grund-
gesetz der Mechanik” leidt ScHEFFLER de stelling, waar-
van sprake is, eerst af uit het beginsel van Gauss; doch
aangezien GAuss zelf zijn nPrincip des kleinsten Zwanges”
uit dat van BERNOULLI en van p’ALEMBERT afleidt en
men moeilijk dit beginsel als eene uit den aard der zaak
duidelijke mechanische grondstelling kan beschouwen , zoo
geeft SCHEFFLER nog een ander volgens hem zelven hoogst
eenvoudig bewijs voor de stell. der virt. verpl.

Hierin toont hij haar eerst aan voor een volkomen on-
veranderlijk en vrij in de ruimte geplaatst stelsel en gaat
daarbij uit van de zes bekende evenwichtsvergelijkingen
X0, Y =0, %4=0/ L=0, M=0, N—=0.Dit bewijs
komt vrij wel overeen met dat van DunaMEL in diens
»Cours de Mécanique, T. I, pag. 201—204”. Vervolgens
onderstelt ScHEFFLER dat bij dit stelsel nog een tweede
onveranderlijk stelsel gevoegd wordt, zegt dat wegens de
gelijkheid van actie en reactie de virtueele momenten
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der verbindingskrachten verdwijnen, vereenigt met dit
stelsel op dezelfde wijze door middel ecener beweeglijke op
onmiddellijke aanraking gebaseerde verbinding een derde
onveranderlijk lichaam, en zoo verder; en zegt eindelijk :
pErwigt man schliessslich, dass es bei der vorstehenden
nBetrachtung gleichgiiltig ist, ob eins oder mehrere der
ybetrachteten Systeme endliche oder unendlich kleine Dj-
ymensionen hat, in welchem letateren Falle sich dasselbe
nauf einen materiellen Punkt reducirt, so folgt dass das
niragliche Princip iiberhaupt auf jedes System anwendbar
nbleibt, wie auch die Verbindungen durch starre, bieg-
nsame, dehnbare, pressbare Korper u.s. w. beschaffen sein
»mogen, weil jeder nicht starre endliche Korper sich in
yunendlich kleine Theile welche man als starr betrachten
nkann, zerlegen lisst”.

Inderdaad is deze laatste redencering hoogst eenvoudig,
doch zij kan noch streng noch waar genoemd worden.
In de eerste plaats toch heeft het wel eenige moeilijkheid
in, om zich ieder lichaam voor te stellen als te bestaan
uit onbepaald-kleine volkomen onveranderlijke gedeelten,
en in de tweede plaats zouden die ,starre Theile” onmid-

dellijk naast elkaar moeten gelegen zijn — zooals ook de
schrijver onderstelt — ten einde hem recht te geven om

de verbindingskrachten buiten beschouwing te laten.
Over voorwaardesvergelijkingen waaraan het stelsel onder-
worpen kan zijn, spreekt SCHFFLER in ’t geheel niet; zijn
bewijs geldt dus alleen voor een vrij in de ruimte ge-
plaatst stelsel en is derhalve niet algemeen.

We zullen ten slotte nog kort stilstaan bij die bewijzen
van de stelling der virt. verpl., welke in de meest be-
kende leerboeken over Mechanica voorkomen.
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§ 12.

De algemeene bewijzen voor de stell. der virt. verpl.
(théortme du travail virtuel) zooals die gegeven worden
door Cm. SturM in zijn ,Cours de Mécanique, T. II,
art. 448—454” en door H. LAURENT in zijn ,Traité de
Mécanique rationnelle, T. T, art. 76 en 71", zijn niet an-
ders dan wijzigingen van het reeds in 1806 door AMPERE
gegeven betoog, 't welk men vindt in het ,Journ. de
I'Ecole Polyt. T. VI, pag. 247—269".

SturM en LAURENT nemen beiden aan, dat al de ver-
bintenissen kunnen worden uitgedrukt door vergelijkingen
tusschen de coordinaten der punten van het stelsel ten
opzichte van een rechthoekig drieassig coordinatenstelsel
zoodat de verbindingsvergelijkingen den algemeenen vorm
hebben L (X, ¥i» Zis Xay Yay::::)=0. Naar het
aantal dier vergelijkingen onderscheiden zij nu de stelsels
in ,systtmes & liaisons complétes” en in LSystémes a liai-
sons incomplétes.”

Een syst. & liais. compl. is een stelsel dat het grootst
mogelijke aantal verbintenissen heeft. Dit grootste aantal
is 3n— 1, wanneer n het aantal punten voorstelt. Want
daar de plaats van een punt door zijne drie codrdinaten
volkomen bepaald is, zoo wordt de plaats der n punten
bepaald door 3n coordinaten, en had men nu 3 n verbin-
dingsvergel. dan kon men al de onbekenden oplossen, en
zou ieder punt eene vaste plaats hebben en het stelsel
dus onbeweeglijk zijn. Bestaan er tusschen de coord. der
punten van een stelsel minder dan 3 n — 1 verbintenissen,
dan noemt men het een syst. & liais. incompl.

In 't cerste geval kan ieder der coord. worden uitge-

drukt in functie van een hunner, en de punten kunnen
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zich dan slechts te gelijk langs bepaalde kromme lijnen
verplaatsen. Beschouwt men dus enkel verplaatsingen
langs die krommen, d.w.z. verpl. die vereenighaar zijn
met de verbintenissen, dan kan men die verbintenissen
wegdenken en de punten onder den invloed der direct
daarop aangrijpende krachten als vrij beschouwen.

LAurenT besluit nu onmiddellijk, Sturm langs een
kleinen omweg tot de form. der virt, verpl.

Heeft men te doen met een syst. & liais. incompl. waar
het aantal verbintenissen L, =0, L, =0, enz. ten getale
van i kleiner dan 3 n — 1 is, dan voegt men daarbjj
3n—i—1 nieuwe, willekeurige, doch niet met de eerste
strijdige, verbintenissen; daardoor worden slechts sommige
verplaatsingen onmogelijk gemaakt doch het evenwicht
niet verstoord. We hebben nu 3 n — 1 verbintenissen, der-
halve is dit geval tot het vorige teruggebracht.

Het is duidelijk dat de bewijzen van SturM en Lau-
RRNT niet volkomen streng zijn, omdat de schrijvers uit-
gaan van de onderstelling dat het mogelijk is om al de
verbintenissen nauwkeurig in vergelijkingen uit te drukken,
waaraan de punten absoluut moeten voldoen, welke ook
de krachten zijn die daarenboven rechtstreeks op de punten
aangrijpeu. Bovendien nemen beiden als evident aan, dat
wanneer een stelsel, onderworpen aan zekere verbinte-
nissen, onder de werking van gegeven krachten in even-
wicht is, diezelfde krachten elkaar nog in evenwicht
houden als het stelsel aan andere verbintenissen onder-
worpen wordt, die dezelfde verplaatsingen toelaten.

Om tot het algemeene bewijs der genoemde stelling te
geraken bewijst LaureNT haar eerst voor een enkel punt

7
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en STURM bovendien nog voor twee stoffelijke punten ver-
bonden door eene ,droite rigide.”

Ook Dunamen (Zie diens ,Cours de Mée.” of ,Des
Méthodes ete. Quatriéme partie”) begint met haar aan te
toonen voor een enkel punt, daarna voor een willekeurig
onveranderlijk vrij stelsel, en vervolgens in 't geval van
een buigzaam doch onrekbaar koord. Na deze voorberei-
dingen gaat hij tot het algemeene bewijs over, en vangt
aan met het stelsel dat hij wenscht te beschouwen zoo
algemeen mogelijk te omschrijveu. Hierop neemt hij een
willekeurig punt van het systeem, vervangt alle moge-
lijke verbintenissen van dat punt door krachten, en be-
schouwt het dan onder de werking dier verbindingskrachten
en der onmiddellijk gegeven krachten als vrij. Dit punt
moet nu in evenwicht zijn, bijgevolg is de som der virt.
mom. van alle daarop aangrijpende krachten nul. Hetzelfde
geldt voor alle andere punten en dus voor het geheele stelsel.

Na: aangetoond te hebben dat uit de aldus verkregen
vergelijking verschillende termen wegvallen, zegt Duna-
MEL ten slotte: ,Il résulte de cette discussion, que dans
nla somme des premiers membres des ¢quations fournies
ypar Déquilibre des diverses parties du systéme, il ne
yreste que les moments virtuels des forees données ou des
pforces mutuelles exercées par les points les uns sur les

pautres suivant des lois données.”

Nu zegt de schrijver
wel dat deze laatste verbintenissen, wier wetten bekend
zijn, uitgedrukt kunnen worden in functie der codrdinaten,
doch daarmede zijn volstrekt de krachten nog niet be-
paald welke die functies kunnen vervangen, zoodat hij
geen recht heeft om ze te beschouwen als opgesloten te
liggen in de gegeven krachten P, Q, enz.
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Ik acht het niet noodig om het bewijs, waaraan blijk-
baar veel zorg is besteed, verder in bizonderheden na te
gaan; de reeds gemaakte opmerking doet zien dat Dumna-
MEL de systeem-punten niet als vrij en wij zijn bewijs
niet als geslaagd mogen beschouwen.

ScHELL (Theorie der Bewegung und der Krifte von Dr.
W. SceELL, 1870, pag. 594—622) waagt het niet een
algemeen bewijs voor de stell. der virt. verpl. te geven,
Hij betoogt haar wel in vele bizondere gevallen, met name
in die waar de verbintenissen door krachten kunnen wor-
den vervangen, doch laat al die gevallen, waarin dit
niet mogelijk is of niet kan worden aangetoond, buiten
beschouwing. Ten slotte drukt hij het zoogenoemde beg.
der virt. snelh. uit als volgt: ,Zum Gleichgewicht der
yKrifte an einem beliebigen verinderlichen System, wel-
nches Bedingungen unterworfen ist, dass gewisse Punkte
»feste .oder bewegliche Flichen oder Curven nicht verlas-
ysen, dass gewisse Systemparthieen unverinderlich blei-
»ben, dass unverdnderliche Systemtheile einander berithren
psollen und dergl., ist erforderlich und hinreichend, dass
ydie Summe der virtuellen Arbeiten des gegebenen Kriifte-
ysystems fiir alle mit den Bedingungen vertriglichen Ver-

pschiebungsarten Null oder negativ sei.”




HOOFDSTUIK V.

BEsLurT.
§1,

Al de rechtsteeksche bewijzen voor de stelling der virt.
verpl. kunnen gevoegelijk in twee hoofdgroepen worden
verdeeld. Tot de eerste groep brengen we die, waarin een
bizonder stelsel als type van alle mogelijke stelsels wordt
genomen, of wel een zeker aantal bizondere stelsels, die
door hunne combinatie geacht worden alle stelsels te om-
vatten; tot de tweede groep brengen we die, waarin wer-
kelijk een algemeen stelsel beschouwd wordt, waarvan al
de andere slechts bizondere gevallen zijn.

Het is duidelijk dat de bewijzen der eerste groep alleen
in bizondere meer of minder talrijke gevallen de waarheid
der genoemde stelling kunnen aantoonen, doch mooit als
algemeen geldige bewijzen mogen beschouwd worden.

Die der tweede groep stuiten echter, zooals uit het
voorgaande blijkt, op zoo vele en velerlei bezwaren, dat
geen hunner als volkomen afdoend mag worden beschouwd ,

Veeleer is het ons uit de beschouwing van Poixsor
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omirent deze zaak duidelijk geworden, dat het geheel
overbodig mag genoemd worden, naar een rechtstreeks
bewijs voor het zoogenaamde beg. der virt. snelh. te zoeken.
Niet alleen toch is de benaming geheel onjuist, maar ook
de daardoor aangednide zaak bestaat in den grond in niets
anders dan in het bepalen der algemeene evenwichtsver-
gelijkingen, hetwelk ons door PoiNsor op eene recht-
streeksche wijze is geleerd.

In plaats dus yvan naar het beg. der virt. snelh. te zoe-
ken, heeft men zich het volgende algemeene vraagstuk te
stellen: gegeven een aantal punten, de krachten, die er
op werken en de verbintenissen die er tusschen bestaan,
dan wordt gevraagd onder welke omstandigheden er even-
wicht zal zijn.

Men moet echter niet uit het oog verliezen, dat het
vervangen der verbintenissen door krachten die dezelfde
uitwerking hebben, slechts dan mogelijk is, wanneer die
verbintenissen in vergelijkingen kunnen worden uitgedrukt,
Alleen in dat geval kunnen dan ook de evenwichtsyerge-
lijkingen worden opgemaakt en is dus de formule der virt.
snelh. geldig.

Kunnen echter de verbintenissen niet dan onnanwkeurig
of in 't geheel niet in wetten worden uitgedrukt, dan is
eenewetenschapelijke behandeling der zaak onmogelijk -
aangezien men die onbekende verbintenissen niet in ver,
gelijkingen kan brengen en hun invloed derhalye niet

kan bepalen.







STELLINGEN.







STELLINGEN.

I.

Il ne faut pas dire que le théoréme des vitesses -yir-
tuelles est le principe de la Statique; il n’en est que le

résume.
(STUuRrM.)

IT.

So sehr es in der Ordnung ist, dass bei der allmiligen
Ausbildung der Wissenschaft und bei der Belehrung des
Individuums das Leichtere dem Schwerern, das Einfachere
dem Verwickeltern, das Besondere dem Allgemeinen vor-
angeht, so fordert doch der Geist, einmal auf dem héhern
Standpunkte angelangt, den umgekehrten Gang, wobei
die ganze Statik nur als ein ganz specieller Fall der

Mechanik erscheine.
(Gauss.)
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I11.

Het beginsel der virtueele snelheden moet uit de leer-

boeken der Mechanica verbannen worden.

IV.
Bij het verschijnsel dat twee op elkaar gelegde vlakke
platen slechts door krachtsinspanning weer gescheiden
kunnen worden, heeft men met een hydrodynamisch ver-

schijnsel, niet met adhesie te doen.

V.

Ook in de lagere wiskunde wordt van onbepaald-kleine

grootheden gebruik gemaakt.

VL
De volzin voorkomende op pag. 71 en 72 van 2 LLIOBATTO,
lessen over de Hoogere Algebra, 2d¢ druk” is niet alge-
meen genoeg. Op pag. 72, reg. 2 v.h. behoorde tusschen
haakjes te staan: het getal 4= 1 en het ondeelbare getal

zelf uitgezonderd.

VIIL
De in vele leerboeken voorkomende bepaling dat de
Physica de natuurverschijnselen leert kennen voor zoo ver
de samenstelling der lichamen daarbij niet wezentlijk ver-

andert, is onjuist.
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VIIL

La Physique n’est plus ou ne sera bientét plus qu'une

Mécanique rationnelle.

(Jamin.)

IX.

De wetten van Bovne, Gav-Lussac en DarntoN gelden
niet, wanneer de gassen aan sterke drukkingen onderwor-
pen zijn.

X.
De hypothese, dat kometen enkel uit meteoren zouden

bestaan, is onhoudbaar.

XTL.
De Photometrie is eigenlijk geene meting, doch slechts

eene vergelijking van het licht.

XTI.

De benaming ,sterrekundige aardrijkskunde” verdient

de voorkeur boven die van ,,wiskundige aardrijkskunde.”
i

XIIT.

De zoogenoemde bewijzen van Ricciont voor de bolvor-
mige gedaante der aarde zijn onvoldoende,
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XTV.
't Is onjuist te zeggen dat het spectrum nit zeven kleuren
bestaat; het bestaat uit een oneindig aantal die men in

zeyen hoofdgroepen heeft verdeeld.

XYV.
Het beginsel van de standvastigheid (Erhaltung) der
kracht is reeds in 1837 door Friepricy MoHR in een
opstel ,,Ueber die Natur der Wiirme” (Baumgartner’s und

v. Holger’s Zeitschrift fiir Physik) uitgesproken.
XUV

Het uitroeien der bosschen in bergachtige streken is af
te keuren.

XVTIL.

Il faut toujours se défier d’nue démonstration nouvelle
qu'on veut donner d'une vérité déji bien connue et bien
démontrée, surtout quand la nouvelle démonstration parait
plus simple et plus rapide; et méme, si elle a été plus
longue et plus laborieuse, il y a encore une illusion &

craindre: c’est que la longueur et l'ennui du voyage font

souvent croire qu’ on doit étre arrivé.

(Poinsor.)
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