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Jeder Fortschritt in der Theorie der partiellen
Differentialgleichungen muss auch einen Fortschritt
in der Mechanik herbeifuhren.

Jacobi.



INLEIDING.

De bewegingsvergelijkingen van een stelsel punten, dat onder-
worpen is aan de werking van willekeurige krachten, die afhan-
gen van de codrdinaten en de snelheden der punten en van den
tijd, en dat aan zekere, in vergelijkingen uit te drukken voor-
waarden (verbindingen) moet voldoen, kunnen voor elk punt
altijd gebracht worden in den vorm:

m-~=X +35,

-ar=T+s

m Z+ s2

atl '~
Hierin zijn X, Y en Z de componenten der krachten, die

op eenig punt van het stelsel werken, functies van # vy, z,

dx dy dz a a .
dt' ~otf dt ent; "% en  zlh de componenten der verbin-

dingskrachten; door de invoering van deze is het stelsel als

geheel vrij te beschouwen. S* Sy en S* zijn over 't algemeen
\ * dx dy dz

ook Functles van x, Yy, 2, —, _y’ — en t. De voorwaarden,

aan welke het stelsel moet voldoen, moeten uit te drukken zijn

door functies van de codrdinaten, de snelheden en den tijd.

Laten er k van deze voorwaarden zijn; door het invoeren yan
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onbepaalde coéfficiénten (gebruik makende van de methode
der multiplicatoren) kan men dan (bij n punten) 3n bewegings-
vergelijkingen verkrijgen met 3wmmk onbekenden; hierbij komen
dan nog de k voorwaardensvergelijkingen; zoodat men heeft
Sn -+ k differentiaalvergelijkingen met 3n + &van i afhankelijke
onbekenden.

Zijn deze opgelost, d.w.z zijn hare eerste integralen (die
alleen de eerste differentiaalquotiénten bevatten) en hare tweede
integralen (die geen differentiaalquotiénten meer bevatten) be-
paald, dan is het probleem opgelost. De moeilijkheid is gelegen
in het bepalen dezer integralen. Is het stelsel onveranderlijk,
dan is het vraagstuk opgelost, zoodra de plaatsen van 3 punten
bepaald zijn. Hiertoe zijn noodig 6 vergelijkingen; bij een onver-
anderlijk stelsel zijn dus 6 integralen voldoende. Is het stelsel
veranderlijk, dan zijn meer integralen noodig.

De theorie der differentiaalvergelijkingen is nog niet zoover
gevorderd, dat het bepalen dezer integralen in het algemeen
mogelijk is; slechts bijzondere gevallen zijn rechtstreeks op te
lossen. Daarom heeft men in den loop der tijden getracht eerste
of tweede integralen te vinden, die behalve den tijd de coordi-
naten en de snelheden van meer dan één punt of die van een
bijzonder punt bevatten. Men vond aldus de wet van het behoud
der beweging van het zwaartepunt, de wet der sectoren, de
wet van het behoud der levendige kracht, het beginsel der
kleinste werking en het beginsel van den Kkleinsten dwang.
Lagrange ‘) bracht bij m codrdinaten, die aan de voorwaarden
identiek voldoen, het aantal bewegingsvergelijkingen terug tot
2m differentiaalvergelijkingen van de eerste orde.

W. R. Hamitton 2 deelde in April 1834 in de Royal Society

") Mécaniqué analytique, tome II.
* Philosophical transactions, 1884.
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te Londen twee partiéele differentiaalvergelijkingen van de eerste
orde en van den tweeden graad van een functie mede, die hij
karakteristieke functie noemde. Jacobi toonde aan, dat zij reeds
geheel bepaald wordt door de eerste der door H amitton geleverde
differentiaalvergelijkingen. Door differentiatie worden uit haar
de integralen der bewegingsvergelijkingen gevonden. H amitton
bepaalde zijn karakteristieke functie slechts voor een stelsel
van elkander aantrekkende of afstootende punten, bij welke de
krachten alleen afhangen van de afstanden der punten, met
een overwegend middelpunt van massa of energie.

Bij een gegeven vraagstuk de partiéele differentiaalvergelijking
der eerste orde, die de karakteristieke functie bepaalt, op te
stellen, levert geen moeilijkheid op. Deze differentiaalvergelijking
op te lossen is echter slechts in weinige gevallen mogelijk.
Vooral Jacobi heeft zich voor die oplossing verdienstelijk ge-
maakt '). Hij was reeds in het bezit van de beginselen zijner
methode van oplossing in 1836 en jaren lang onderwees hij
haar te Konigsberg. !Na zijn dood werd zij echter eerst door
Clebsch uitgegeven (1866). Toen waren reeds de meeste stellin-
gen van Jacobi door andere wiskundigen (Liouville, Bour, D onkin)
bekend gemaakt.

In het volgende heb ik mij bezig gehouden met het bepalen
van de karakteristieke functie uit de partiéele differentiaalver-
gelijking in een paar eenvoudige gevallen. Vooraf heb ik echter
deze vergelijking voor een zeer algemeen geval afgeleid en wel
voor de relatieve beweging, van welke de absolute beweging
steeds als bijzonder geval kan beschouwd worden. Over de
karakteristieke functie bij de relatieve beweging schreven o. a.
Bourl (Les mouvements relatifs, een verhandeling, die reeds

# Vorlesungen uber Dynamik, herausgegeben von Clebsch.
s) Journal de Matb. de Liouville, 2e reeks, deel 8, jaarg. 1863.
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25 Febr. 1856 bij de Académie des Sciences werd ingediend),
K amerlingh Onnes *) €N R achmaninow j).

In den beginne beschouwde men slechts de gevallen van be-
weging, bij welke de voorwaarden niet expliciet van den tijd
afhangen en voor de krachtcomponenten een krachtfunctie be-
staat, die slechts van de codrdinaten en van den tijd afhangt.

Over het geval, dat de voorwaarden wel expliciet van den
tijd afhangen, schreven van Geer S) en Rijkens 8.

Een uitbreiding onderging het onderwerp door de invoering
van de Scheringsche krachtfunctieb).

") Nieuwe bewjjzen voor de aswenteling der aarde, proefschrift, 1879.

2 Zeitschr. fir Math, und Phys. von Schismitch, deel 34, 1889.

3 Nieuw Archief voor Wiskunde, deel 7 en 8, 1831

4 Transformatie en integratie van de dynamische vergelijkingen, proef-
schrift, 1887.

5 Zie ,,Hamilton-Jacobische Theorie etc.” in Abh. der Kgl. Gesellschaft
der Wissenschaften zu Géttingen, deel 18, 1873.

Hoizmutteb ,,Ueber die Anwendung der Jacobi-Hamiltonsche Methode”
in Schismitch's Zeitschrift fir Mathem. und Phys. (1870).

G. J. Michastis ,,Over het beginsel van het behoud der energie” in
het Nieuw Archief voor Wisk., deel 6.
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Afleiding der algemeene bewegingsvergelijkingen van

Lagrange.

Een willekeurig punt van een stelsel stoffelijke punten hebbe
tot codrdinaten ten opzichte van een vast rechthoekig codrdi-
natenstelsel y en z en zij aan krachten onderworpen, wier
resultante X, Y, Z tot componenten heeft in de richtingen dezer
vaste codrdinaatassen. Verder zgn alle punten van dit stelsel
verbonden door k betrekkingen in den vorm

fy,z o 0 0= 0 . (1)

In deze vergelijkingen stelt t den van een willekeurig ge-
kozen oogenblik af getelden tijd voor; x,yenz zijn functies van t.
Ons doel is deze functies te bepalen, wanneer alle grootheden
X,Y,Z en alle vergelijkingen / — O gegeven zijn. Wij maken
omtrent X, Y en Z slechts de onderstelling, dat zij functies

dx dy dz

van x,y,z, —, — en fzijn. X, Y en Z en de vergelijkin-

gen f = 0 bevatten dus ook den tijd expliciet en de krachtcom-
ponenten hangen bovendien van de beweging der punten af.
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Voor elk punt zijn thans de bewegingsvergelijkingen de volgende:

m iPx
dTD 1 -dx
=Y+ i K8{ . ( 2)
dtz
dtZ- Z + 1 <)#

In deze stelt wi de massa van het punt voor.
Wij nemen nu een bewegelijk rechthoekig codrdinatenstelsel
aan en noemen de codrdinaten van een punk van het stelsel
ten opzichte van deze bewegelijke assen u, v en w. Laten de
cosinussen der hoeken, die de w-as met de vaste x-, y- en «-as
maakt, a, b en c, die, welke de «-as met genoemde vaste assen
maakt, o, b en ¢ en die, welke de w-as met de vaste assen
maakt, a", b" en c" zijn, dan is
X—au+ av ciw-f-xQ I
y = bu+ bv-+-b'w+ yOQ (i (3)
z= cuH-cv-f-cw+ zQ j
u=a(x—X)+ b(y- yg-hc(«—x,), )
v= a'(x— X0+ b'(y—yo)-hc'(z—2), ( . . (4)
w= a"(x—Xo) -mb"(y—y0Q + c"(z- z0), j

waarin xQ y0 en z0 de codrdinaten van den bewegelijken oor-

sprong ten opzichte van het vaste codrdinatenstelsel zijn. Verder
bestaan de betrekkingen

f al4-6* +C1=1, , 0l-+a'l+ a'l= 1,
| al-+Dbl+ c1=1, Ibl+ b1l-hb1= 1,
(al+ + c>= 1. (» 1+ c"™*=1

. (5)
i od + bb 4cd =0, /ab+ ab'-l-ah"= 0,
| aa" -+bb"-f-oc' — 0, ]ac-f-a'c'-4—a"c“: )

( aa"+ bb" cc'= 0. fbc + bt + b'c"= 0.



| da ,da ,da

i adt+ adt+a *— °*
j,db ,db j,db" m.
1*32+* %+ *e*m=«><e)
I dc ,dd ,ac"

( °dt + Cdt hC ~t ~°'

/ da_ & dc\
V R * +c *7=%

[ ,da" ,dg"  dc"\ ,
(u * +*3r+03_):*n<7>
da" de" dc” /[ ,da , & dc\
adt+ iir+c-dit=- ('v +/2*m+'*)= '«
waarin <@, g8 en de componenten in de richtingen der m,

® en w-as zijn van de hoeksnelheid om de oogenblikkelijke as
van wenteling van het stelsel.

Met behulp van (3) kan men de vergelijkingen f —O0 in de
codrdinaten u, v en w uitdrukken. Zij verkrijgen dan (k in aan-
tal) den volgenden vorm:

F (" VW s xQyQzQt)= 0. . (8)

Ons doel is nu de bewegingsvergelijkingen te verkrijgen ten
opzichte van het bewegelijke codrdinatenstelsel. Daartoe differen-
tiéeren wij de vergelijkingen (3) naar t; dan volgt:

dal'" dxc

o Ayl (g

+ U-r-rhv

De eerste der vergelijkingen (9) achtereenvolgens vermenig-
vuldigende met a, a' en a", de tweede met b, b' en b" en de
derde met c, ¢ en c' en optellende, verkrijgen wij na eenige
herleiding:



dx , dy dz du dx0 dy0, dz0
a~dt+hdt -rf yIW—([ZV'Fara—tr o y 'CETt_
6,01})5/_4_ dz do Idj'q d?/(

dt dt FEGr df * I Piwe a— k8 dt +C'i< 10)

50X dy ,dz dw
B AAN R I L

Van deze vergelijkingen vermenigvuldigen wij de eerste met
a, b en c de tweede met a\ b’en ¢ en de derde met a\ b" en
c"; dan volgt na optelling en door te letten op (5)

dx
qt = «(‘< -+ —q%V )
Hea® (M4 grv—gau) &
dy. .
b + 9*VvY) +bf (§* I gru~ viw ) *
v, dw . dyo
TR B®VTHY) G
dz du . .
dt- FHW—PY) + (% + *>u-"Piw)
(] dzq
nV/>tU dt
Gemakshalve stellende
du
1 dt + (Plv~ (v =="
dv
i7 M — (AW —y (ii)
dw
—<Hu=g

verkrijgen wij

-:(,{ + ’\,0+«'{+ 1°, )

% = bAveb AN (1
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Door differentiatie naar t ontstaat nit deze:
d'x dl ,dn d| da da' da"  daxo
dt2~"adt+ adt+a dt+ ld*+ "df + ?W
dz dl 7,d? wmdf  de d& do"  dhio

dt2 dt o dt aw (13
dz_ dl gy d  d dazo

/e /
o 'mﬂ&'ﬁ ci+?2 St Vdt™ %G A du

Nu vermenigvuldigen wij de eerste van (13) achtereenvolgens
met a, & en a", de tweede met 6, 6 en b' en de derde met
c, ¢ en c' en tellen op; dan volgt, gebruik makende van
(5), (6) en (7):

dx , dhi dz dl

°W + 1dé+ CW -dt+ fii~ VW

dx,, ,das dz0
fwo+ lw

,O*« ., dYy d2d  dij )

m2il +
#20 hd30 ,dz0 (14)

+ ad”+bdt2+c W'

“OT + % + 1TT1-.

Op te merken is, dat de vergelijkingen (12) den zelfden vorm
hebben als (3) en dat de vergelijkingen (14) op dezelfde wijze
ontstaan zijn uit (12) als de vergelijkingen (10) uit (3).

Wij hernemen nu de vergelijkingen (2), vermenigvuldigen de
eerste met a, de tweede met b en de derde met c en tellen op tot

m(aw + i +c% )=aX+bY+cl'+

N
+i J\ ai(:)x +bgy +CIZ)/ « . (15)
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Hierin is:

dfr dfr du dfr dv —_— %
=«*E+?7++
dg du dx dv dx EW " dx d"ug T v yéa

dr _ .
du e TR (16
dfr_

dz ~ - cé +C'd +C"ek

De eerste van deze vermenigvuldigende met a, de tweede
met b, de derde met c en optellende, verkrijgen wij:

bfr__ifr
dx du dz du"

Ook is aX-t-JY+cZde component der resultante van de
krachten, op het punt x,y, z (tt,v,w) werkende, in de richting
der w-as; stellen wij deze component gelijk aan X' en eveneens
aX+ iY +cZ=Y'ena'X-+Db"'Y-+~c'Z= Z (de componen-
ten dier resultante in de v- en w-asrichtingen), dan gaan met
behulp van (14), (16) en (8) verg. (15) en de twee overeenkom-
stige over in:

. s +Qf) =X +fcE
'*i +7 g 9':‘)+“(“f -|-*P+efr):T (17)

| § + € ) (“P +i"w +d'w )=z'+
Is de beweging van het bewegelijke codrdinatensysteem gegeven,
zijn dus a, b, c, al, b, ¢’ 0", b", ", — , en — als functies van t

bekend, dan bepalen de vergelijkingen (17), (8) en (11) de relatieve
beweging van het puntenstelsel. Wij zullen nu aannemen, dat
dit stelsel uit n punten bestaat; dan heeft men 3n vergelijkingen
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(17), 3n vergelijkingen (11) en k vergelijkingen (8), in het geheel
dus 6n-\- k vergelijkingen met 6» + k van t afhankelijke onbe-
kende grootheden, namelijk de n codrdinaten w, de n codrdinaten
v, de n codrdinaten w, de n grootheden I, de n grootheden <
de n grootheden £ en de k muiltiplicatoren fi.
Wij stellen nu
T=i
o _ / ;d*x0 / u d?Zo \
?=\a" +b rA"cTéFm+
[ ,d}x0 dnj,, dz0\
+(* T+ #+'>)*>em+
, (@B, ,,dhf0  d?z0\

+ \a"P+b d>)* mw
S=Xm|@w—Rv) 1+ (du—2Zw) t/-H@v—ga») L]
Hieruit volgt

dr

daT

en QT: mE,
ds .
—= m(SGpw—v), ,
ds /

en d—S: m (v—m2m).

Met behulp van deze betrekkingen worden de vergelijkingen (11)

daT du dS
Tt= m dt + dl
dT dv dS
"dAN~-m Ao+ dN
dT dw dS

TE= m4 t+ €



dt e J
d d(T==5) f . 18
"t (m)r &j
mdw_ o(T—S) \
|

dt o Of

De vergelijkingen (17) wordendoor de invoeringvan T,P en S

d(S-P) . t *Fr
du 1

— Pr v
1 ou

mS&8=r+

MS-P) k_ dFr
"s= T4+  av T o - - (19

d(S'P) I.t i>Fr

TEEHE w0
Wij merken bovendien op, dat T alleen van ?, ? en J afhangt
en dat P ?, i en ( niet bevat.

Daarom zijn voor de vergelijkingen (18) ook de volgende
te schrjjven:

mdu_ 9E—P—T)\
dt | |
- dSs—P—T) f
Bk m e - <« m o« (20)
miw____dS—P—T)
dt df

Uit de vergelijkingen (19) en (20) zullen wij de vergelijkingen
van L agrange afleiden, d. z. de bewegingsvergelijkingen, bij welke
de coordinaten identiek aan de voorwaarden-vergelijkingen

F=0
voldoen. Deze algemeene codrdinaten zullen wij door qt, qt, g3
enz., in het algemeen door g, voorstellen. Zij zijn 3n —k in getal.
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Voor deze is
ddE 0
en
F(qt . .. ¢ t) identiek = 0,
«= Vi(?, . .. g9-t,t)
V— Vi(qi e o Nk, t)
w =<Pi.(qi

De eerste der vergelijkingen (19) vermenigvuldigende met
- dv v
de tweede met — en de derde met — en de voor alle

punten aldus verkregen vergelijkingen optellende, verkrijgt men

(SSiH-* 2 ) = 4
v ¢(S—P)du t d(S—P)dv d(S—P) dun
L du dq dv dq dw dqlJ +

+ 1 Z((fr’\-+—d—d|-hE£"‘\.
du dg dv dq dw dq )

Nu is
[dFrdu  dFrdv  dFrdw\

Vdu dg dvdg dw dq/

De verkregen vergelijking wordt dus

0 . i
1d% du ; dwdv q didw\ (Y'du.V, + 2p)
\dt,dq " dtdg dtdg) (X Tq+ Y §q B - (Z?

_|_ p (3—P)du d(S-P)dv d(8-P)dun
L du dqg dv dq dw dq\ >
ervolgens de eerste der vergelijkingen (20)
; dij dE
met dq *wee”e me*i'q en e me*
alle punten verkregen vergelijkingen optellende, verkrijgt men:

Vermenigvuldigende v
N
en de aldus voor
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ldudi dvdi dwdi\
- w( dtdj + dtdj+ dTdj)
dS—,—T)di djS—P—T)dg d(S-P-T)s-1
di dq d  dg di  dq |

Daarna trekken wij (22) van (21) af, in aanmerking nemende,

dat T alleen van I, 7 en f afhangt.
Dan volgt:

v dgdv  djduj\ (dudi  dvd] dwoern
m \dtdg dtdq dtdq) ~ m\ dtdg~"dt<g*dtdgl

(22)

VP (S—P—T)du O0(S-P—T)dv d(S-P—T)dw (23)
L du dg dv dg dw ’dg
d(S—P—T)dE d(S—P—T) d(S—p—T) df]

di 'dg av/ dg di do_

Deze vergelijking zullen wij op de volgende wijze verder her-
leiden :

du du -, du
+ SN+ w "t
du du du
o ) ;
“+ dg * + m G-
du du du du
_ dg ? dg
= dat = dte
.. . dq
waarbij, evenals u = voorstelt.
Bovendien is:

d (du \ __dudi d du

dg\dt ) dtdg  dgdt’ C (24
/Ean\ _didu ~d du

dt' dgJ dtdg dg dt
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Trekken wij de vergelijkingen (24) van elkaar af en maken

.du
wij daarbij gebruik van de gevonden betrekking--%;: dt
dan volgt

£—\ _ d$du dud;
dtv dg) dg\ dt) dtdg -~dt~dg
Op overeenkomstige wijze vindt men
_d / dvi__dHdv dvdj
dt\ dg) dgv dt) dtdg dtdqg
d /jow\_d~/ dw\__ dEdw dwdj
dt \dg) dg\ dt) dtdg dTdqg'
Met behulp van deze vergelijkingen verandert (23) in
d - ~dndv_dw)
at dt+/dtjn
d(S-P-T) -O®)
dq
Wij zullen nu stellen - + + = p, waar-

voor wij op de volgende wijze een andere uitdrukking kunnen
vinden.

. du du

“— S t) > dt’
waaruit volgt u du
g d dqu
bovendien is d—= a.
q du d$
us @ dg

ensm (S~ +, d*’+t"2—|ra/s« +,t+taV=dT
dg dg dq \ dg'r 'dg Cdo')-die'
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Met behulp van deze betrekking wordt de vergelijking (25):

dT
_ dv. ' dw\
dt — dq \Adt+th+|W) + (26)

vy AW d(S—P—T)
+ |(x,qa+‘Y* dq+,Z dg) i

Op de volgende wijze kan S worden geélimineerd.
2T="m (?23+ 71+ ),
S= 2mj5w<t—v ) -+v(mEB—w)4-? (<, —u)}
2T—S=2m{?—wq + vg8+?+V(—«Vs+ WH+ 9+

I du dv udw\
+t(-«*,+ + 0] 5 T

Met behulp hiervan wordt (26)

dqI _ é(T_P) A . dV I ,d«A
dt —  dg + M X +Y\j-qIZ y
ddrTr
w0 A=) 4
01 dt ~~ dqg '
- - du ] ' —
indien 2 (X d—q-—ihYX U?f’f"'zda.) = Qgesteld wordt.

Deze vergelijking is de vergelijking van L agrange in haar alge-
meensten vorm.
Wij zullen nu omtrent X', Y' en Z' onderstellen, dat zij zoo-

danig van u, v, w, dju v dw en i afhangen, dat voor haar

een Scheringsche krachtfunctie bestaat. Dit is zulk een functie

van u, v, w, Aoent, dat X', Y' en Z' met haar samen-
at dt dt

hangen door de volgende betrekkingen
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<V
dv
du

dv
dt Fd«

T w

dt dw’

Waari.n u’ d—u—, Vv % en w _g.\;}'/-

Hangt V niet van u', v' en w' af en zijn dus ook X', Y' en
Z van u, v en w' onafhankelijk, dan gaat de Scheringsche
krachtfuntie in de gewone krachtfunctie over, want dan heeft men

v av ., dv dv
X' = — Y = —
du’ dv en Z dw

Deze V kan nog expliciet van t afhangen.
Bestaat een Scheringsche krachtfunctie, dan zijn de vergelijkin-
gen van Lagrange verder te herleiden. In dat geval wordt namelijk

[("aur_ _a/d! (daw ]
\ dt  du/dq  dt dvidgq¥* ~a/Jty=
rd dvdu o gxyvgEn 7 dVodw
F du'dq) \dv dgq') d\dwdq")
dt + [ — *

— 4 .dLdw  £Ydw' dvdv' dvdw \
\dudg dv dg dwdg + du'dg + ~y d™'dg)

omdat

du du_ d¥dvdw\ dv 2 du d_/d\du’\ dv du
dt dq dt\du'dgq) du dtdj—divdt? ) -~ M df is

enz.
2
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d fdY du' dvadv' dvdwy dV_
Q is dus gelijk aans \jfa'~dy ~dv/dg7 dw g dq ~

_d_dv_dyY
dtdqt dg-
analoog aan de waarde van X' enz.
En in het geval der Scheringsche krachtfunctie wordt de
vergelijking van Lagrange

dar «V
ddg_ d(T—P-V) dg 27)
dt dq dt

De vergelijkingen (27) zijn 3n—k in aantal.

Wij merken nog het volgende op: u, v en w zijn functies van
j en i; u, v' en w zijn functies van g, g en t en wel lineair
ten opzichte van g ; I, ? en f zijn dus ook lineaire functies van
g en bovendien functies van q en f; T is een quadratische
(maar niet homogene) functie van q' en bovendien een functie
van q en t; P is alleen een functie van g en V een functie van
g, q ent



HOOFDSTUK 1.

Vergelijkingen en functie van Hamilton.

Wij hebben reeds opgemerkt, dat I, y en f, behalve functies
van g en t, lineaire functies van g' zijn en dat T een quadrati-

sche functie van q is. is derhalve een lineaire functie

van ¢. Door middel van deze is het mogelijk alle g'’s lineair

in de p’a uit te drukken. Ten gevolge daarvan worden T en Y

functies van g en p. Om nu tot de canonische vergelijkingen

van Hamilton te komen slaan wij den volgenden weg in.
Kortheidshalve stellen wij

T—V—L, » =renb—srq—L.
Differentiéeren wij de laatste vergelijking naar g en q', dan volgt:
dd= 2 rdg’+ Sq'dr—2 " dq—2 7 dg'= 2 gq'dr—2 —d%

Pq q 0q

Beschouwen wij in6—2rq'- L= Srq -T + Vechterrenq
als de veranderlijken, dan is 6 ook als een functie van deze in
plaats van van g en Q' op te vatten. Hierbij doet zich echter
een bezwaar voor. V behoeft namelijk niet een quadratische
functie van q' te zijn en daarom zal g’ over het algemeen niet
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lineair in r uit te drukken zijn. Beschouwt men 6 als een functie
van r en g, dan is

QT o

waarbij de haakjes zullen aanduiden, dat r en q de verander-
lijken zijn.
Uit de twee waarden voor d6 volgt:

De vergelijking van Lagrange (27) is ook aldus te schrijven:
,d(T-V)
a W (HT-P-V) dr d(L-P)
dt do dt dg

Nu valt op te merken, dat P niet g bevat en daarom als functie
van q niet veranderen zal bij het vervangen van q door r.
Hieruit volgt, dat de tweede der vergelijking (28) ook aldus te
schrijven is:

_d(=p)_ ZM6+P) Y
o VvV d )

Met behulp hiervan wordt de vergelijking van Lagrange
dr d(O+P)
dt~ dg °
met r en g als onafhankelijk veranderlijken.
Ook is voor de eerste der vergelijkingen (28) te schrijven
dg__d (O+P)
dt dr
De canonische vergelijkingen van Hamilton zijn dus:

dg_ d(O+P)  .dr  d(O+P)

dt . dar dt dq (29
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Hangt V niet van g en dus evenmin van r af, dan wordt

dL_ d(T—V)_ <T_
do dof- dgt 7

en gaat r in p over; in dit geval is q' wel lineair in p uit te
drukken (zie het bezwaar op blz. 19) en worden de verge-
lijkingen van Hamilton

dg _ ¥(fl-hP) _ d(0,-1-P-f-V)

dt dp dp
dp__ d(d+P) _ d@0,+ P+V)
dt dg dg

waarin 0,= 0—V= spq —T is.

Hit de canonische vergelijkingen kunnen wij nog het volgende
afleiden.
dr__  d(0-P)
dt dqg °’

d(0+P)__dq
dr dt

Vermenigvuldigen wij deze, dan volgt

d(0+P) dr d (0+P)dq
dr dt dqg dt’

en, tellen wij de zoo voor alle q verkregen vergelijkingen samen,
dan verkrijgt men

2fdO+ P)dr t dd+ P)dg) 1
V dr dt"~ dq dt
L0+ P) dlO+ P)_n

dt a -~

want 0+ P is een functie van r, g en t.
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Hangt O4-P niet expliciet van t af, dan is
O+ P = contant
een integraal, die het beginsel van het behoud der levendige
kracht nitdrukt.")

Het beginsel van Hamitton drukt uit, dat voor de werke-
lijke beweging tusschen twee standen van het stelsel

8 f 1(T—P —V)dt= 0,
Jto

indien t0 en t, dé tijden zijn, op welke de begin- en de eind-
stand worden ingenomen.

Langs verscheidene wegen kan men zich het stelsel uit den
beginstand naar den eindstand gaande denken; al die wegen hebben
den begin- en den eindstand gemeen en voor elk is op te maken:

8th"0(T—P—Y)dt_ (/S d(T~é1~ \/)8qu~+—

f-f 1z “Foe=1)- *»(T-P-VAHA

Jo v 8q dt dg J ?
omdat |V (T -r-V) rycr-P-V).

Jt0 a Jt0 dt

f dT—P—\V), A% f*d  dT—P-V),

#J.J. Miller, Prof. te Zirich, leidde de vergelijking atA _d(GaLt Py_~»

af uit de karakteristieke functie. Zie ,,Ueber ein aus der Hamilton’schen
Theorie der Bewegung hervorgehendes mechanisches Princip” in ,,Annalen
der Physik und Chemie von Poggendorff’ (1874). Bij hem bevat de
krachtfunctie de snelheden niet en evenmin behandelt hij het geval der
relatieve beweging.
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Voor t0 en t, verdwijnen echter Sq en daarom is

Voor de werkelijke beweging is bovendien volgens (27)

*T—P—V) d (T—P—V)__
dq dt dg'

Bijgevolg is voor haar ook

43\;“ (T—P—V)d t= 0 .o (30)
to

De karakteristieke functie van Hamilton wordt voorgesteld door:

W= [ (T—P—V)dt,
Jto
waarin t0het oogenblik van den beginstand en t een willekeurig
oogenblik aangeeft. W is een functie van g, g en t. Wij zullen
een partiéele differentiaalvergelijking afleiden, die haar bepaalt.
Is zij uit die vergelijking bepaald, dan geven differentiaties de
betrekkingen tusschen de codrdinaten en den tijd.
Evenals bij het beginsel van Hamilton is

w=ge YT

[ 2 H

Nu is voor de bovenste grens () Sq niet gelijk aan O en
daarom wordt

W.

* I

W= o dT—P—=V), | ¢
- ¥ — 1) X Moo (-0 ;

— £rdq

waarbij t0en q0de waarden van r en g voorstellen op het tijdstip tQ
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In W komen de grootheden Q' ten getale van 3n-k voor; wij
kunnen ze geélimineerd denken door de grootheden g en ga
en t en dus W als een functie van g, g0en t beschouwen. Dan is

Uit de twee waarden van <JW volgt:
r m en
dq + + (3D
De eerste leden dezer vergelijkingen zijn functies van g, ¢
en t, de tweede van g, g0 en t.
g0 bevat t niet, g wel, en daarom is

W j-la "W L TWj W

dt " V- p=Tr+ i-5f
of aw
dt L+P=0
of d\N+ d+P —Q . (32
In deze vergelijking vervangen wij r door dan volgt een

partiéele differentiaalvergelijking van de eerste orde ter bepaling
van W als een functie van t, q en constanten, q' moet namelijk door

middel van G — © geélimineerd worden.

Wij zullen nu bewijzen, dat de verkregen waarde van W,
naar elk der constanten gedifferentiéerd, tweede integralen der
bewegingsvergelijkingen geven, of, m. a. w., wij zullen bewijzen,
dat uit

dw
Ha—: constant
en aw r
dq

de canonische vergelijkingen van Hamilton volgen, wanneer a
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een der in W voorkomende constanten (zij zijn 3n—Xk in getal) is.
Er komt nl.

d dw_
dt da
dm dq
dq da dt (A)
Maar (32) geeft
, yd(d+P)dr_Q
dtda dr da
of vd(0+ P)<aw
dtda " dr dgdaT W0 e (B)
Uit (A) en (B) volgt
dg__d(°H-P)
dt dr (C)
Ook is
W+ 2 d@+ P)dr dd+ P)
<tda, dr dos da, U
L,dW

(C) en (D) zijn de canonische vergelijkingen.

Over het algemeen is het opstellen der vergelijking (32) niet
moeilijk; meer moeite veroorzaakt het integreeren van (32) en in de
meeste gevallen is dit nog niet mogelijk. De vergelijking (32)
is zeer algemeen; in haar liggen verscheidene bijzondere gevallen
opgesloten. Wij zullen er eenige van nagaan.
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Bijzondere gevallen. 1°. De bewegelijke oorsprong en de be-
wegelijke assen zijn vast. Zij vallen op tOmet den vasten oorsprong
en de vaste assen samen. De relatieve beweging gaat dan over
in de absolute beweging. Men heeftdan P =0 en S=0 (zie blz. 11)5
£E= u, n—Vv',i= w, T= 2Sm (u2-mv'2 w'2 en (32) wordt

dw
@ *°

De canonische vergelijkingen zijn in dit geval:

dg_dd ,odr _ dd
dt dr dt —dg

= 0.

en de karakteristieke functie is:
W — (T—V) dt.

72y. 172%

2°. P verdwijnt ook in het geval van
dus wanneer de bewegelijke oorsprong een eenparige rechtlijnige
beweging heeft; hiertoe behoort ook het geval, dat deze oor-
sprong met den vasten oorsprong blijft samenvallen. De bewege-
lijke assen veranderen echter doorloopend van richting.

3°. De voorwaardenvergelijkingen F = 0 bevatten den tijd niet
expliciet; dan bevattenevenmin u=>i>i (q. . ,t),v=il2(q. . .t
en w= y3 (g. . .t) (zie blz. 12) den tijd expliciet, u’, v’ en W'
zijn dan homogene lineaire functies van q'; veranderen dan
bovendien de bewegelijke assen niet van richting, dan is
=0, —0,08—0enf=u',r/=v' eni—w"; waaruit volgt, dat
in dat geval T een homogene quadratische functie van ¢ is.
Wij kunnen dan schrijven

2T= ZS}q’: 2pq" en 6j=2pgq—T= T.

4°. Ons puntenstelsel zij onveranderlijk en wij Kkiezen zijn
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massamiddelpunt: tot bewegelijken oorsprong; dan is —mu= 0,
2mv =0 en Smw — 0, dus P = 0.0Omdat nu S in de vergelijkingen
van Lagrange, de canonische vergelijkingen en de partiéele
differentiaalvergelijking voor W niet voorkomt, bevatten dan
al deze vergelijkingen de grootheden, die de draaiingen der
bewegelijke assen aangeven, slechts voor zoover zij in I, ? en f
voorkomen.



HOOFDSTUK 111,

Partiéele differentiaalvergelijkingen van de eerste orde.

Gevraagd wordt een functie (W) van n onafhankelijk ver-
anderlijke (3, . . . gn) zoodanig te bepalen, dat haar differen-
tiaalquotiénten voldoen aan

F=C e, \ .CD,
L . o dw .
waarin F' een functie is van 3; en oo (i loopende van 1 tot n)

en G een constante is.
Hebben wij n vergelijkingen van den vorm (1) bepaald, die

. dw L
ten opzichte der grootheden van elkaar onafhankelijk zijn,
dan zijn uit haar deze differentiaalquotiénten op te lossen en de

voor haar verkregen waarden in -'|'(:j—\3/do te zetten.

2 ?jqw dq moet dan een volkomen differentiaal worden en daarom

moeten de n functies F aan eenige voorwaarden voldoen.
Sophus Lie heeft een stelling gevonden, die bij de oplossing
van part. diff. verg. van de eerste orde van veel nut kan zijn *).
Zij luidt
»Moet een functie W van n onafhankelijk veranderlijken 3ge-

") Mayer ,,Die Lie'sche Integrationsmethode” in Math. Ann. VI.
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vonden worden, die bepaald is door rn  n) gegeven, van elkaar

onafhankelijke vergelijkingen tnsschen deze veranderlijken en
de partiéele differentiaalquotiénten

dw

dan bestaat (mits de gegeven vergelijkingen aan eenige voor-
waarden voldoen) een enkele partiéele differentiaalvergelijking
van de eerste orde met n—m+ 1 onafhankelijk veranderlijken,
die W volkomen bepaalt”.

Deze voorwaarden zijn dezelfde als die, welke Spdq tot een
volkomen differentiaal maken.

Wij zullen daarom eerst deze voorwaarden afleiden.

Laten F, — C, Ft — C, Ft= C3 . . Fm— Cw waarin
C, @. . . (nconstanten zijn, de gegeven differentiaal-ver-
gelijkingen zijn met de n onafhankelijk veranderlijken ©. Uit
pr= aw enp.= avi volgt

dpr_ 02w _ O»W __dp,
<¢~ dgrdga dg, dgr dgr

of
dga dgr

2 dergelijke voorwaarden bestaan en deze zijn noodig en

voldoende, opdat Spdqg een volkomen differentiaal zij.

Uit haar zullen wij de voorwaarden afleiden, aan welke de
functies F moeten voldoen. Nemen wij twee willekeurige dier
functies, F, en F,, dan is, voor alle waarden van i van 1 tot n,

EF_r dFrdp, dFrdpi dFI’Cb,,
dof  dp, dgt  dpx dgi~ = - dpn dgi
<F dF,dpt dF, dpt dF, dpn
ot " i o dpad% ' dpn dat
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Uit elk paar dezer vergelijkingen elimineeren wij o ; dan

ontstaan de volgende n vergelijkingen:

( FfdF, dF, 1= n¢dF\ dF, dF dFr\dpr
\dgi dpr dgi dpiJ dpi dpi  dpi dpiJ dgi

Tellen wij deze voor i van 1 tot n samen, dan volgt

i= n sdFrdF, dF,dJA ,i=nl= n(6FrdF, dF,46Fn 6p,_
,= 1VA*d> dgdd)  i=\l=\\}PtP i) i
Hierin is de coéfficiént van (LF;T gelijk aan

dFr <F5  djFdF.
dpmdpk  dpmdpir

. dpi .
en die van dgm gelijk aan
dFrdrFs  dF, dFr
dpicdpm  dpic dpm
Omdat nu ac dgm moet zijn, is de som der termen met de

genoemde coéfficiénten = 0 en herleidt zich de bovengenoemde
vergelijking tot

*= n(dFrdF,__ dF,dFr\

j-1 Vdg dpi dgi dpi)
gewoonlijk geschreven

(Fr, F,)= 0,
voor alle waarden van r en s van 1 tot m.
Is omgekeerd dit laatste waar, dan volgt uit deze vergelijking

en uit de vergelijkingen op blz. 29

i=ni” n(dFAdF_dFdFr\dpL__0
i | I—1\dptdpi dpidpi) dai
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Het geheele getal dezer vergelijkingen bedraagt { m(m — 1);
bovendien zijn zij lineair t. 0. v.
dpi dpi
dai dai -

gevende j n (n 1) grootheden. Omdat nu n”* m is, voldoen aan

haar alleen
dpi_dpi_~"
dgi  dai
Opdat derhalve Spdq een totale differentiaal zij, is noodig
en voldoende
(Fr,F,)) = 0,
waarin r en 8 loopen van 1 tot m.
Lie noemt de functies F\ die zoodanig zijn, dat voor elk paar
(FrnrF)=0
is, in involutie.
Keereu wij nu terug tot de gegeven differentiaalvergelijking
Ft= C
en trachten wij n—1 andere functies F te vinden, die met F,
in involutie zijn, dan moeten die functies voldoen aan de
lineaire partiéele differentiaal-verg.
(FuF)= 0.
Is Ft een functie, die aan deze voldoet, dan moet F a bepaald
worden uit
(FuF)=z0 (Ft,F)=z0.
Voldoet aan deze twee Ft, dan moet F, bepaald worden uit
(w»F) =0, {FI F) ==0, (F3F) = 0.
Zoo voortgaande, komen wij tot n functies F. Elk dezer stelt

men gelijk aan een constante en uit de komende vergelijkingen

| s dW AT«T
lost men — op om met de verkregen waarden s Fq do, tot een
i
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volkomen differentiaal te maken (dW), van welke men door
integraties tot W opklimt.

Past men op de n vergelijkingen F— C het theorema van
Lie toe, dan komt men terstond tot één quadratuur. Voor dit
bijzondere geval (m= n) zullen wij genoemd theorema bewijzen,
omdat er bij de volgende vraagstukken in dezen vorm ge-
bruik van gemaakt wordt.

Denken wij namelijk d(;/g\_/:pi uitgedrukt in de gi en zij dan

pi=fi (t loopende van 1 tot n),
dan zijn de functies pi—fi even goed in involutie als de functies Fi.
Nemen wij namelijk twee dier functies, pr—fr enp,—*, dan wordt
dt_
dg/
Denken wij ons de waarden f; voor pi gesubstitueerd in Fi,
dan volgt uit

(pr—fr,

(Fr,F9=0
evenals op blz. 30
*_nl= " SdFrOF,__dF.dFr\ ol _
i= \ I=1 v dpidpi dpi dpi) dg;

Die vergelijkingen zijn £n (n—1) in aantal en lineair t. 0.v.
de 8n (m—1) grootheden
d/i_dE£,
dg, dg
. %t dfr
waaruit - r—0.g.e.d
o Y

Nu voeren wij de volgende substututies in:

g,= ut
qi: o+ (U,—«,) U,

waarbij i loopt van 2 tot n en waarin 0, en en onbepaalde in
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de gegeven differentiaal-vergelijkingen niet voorkomende con-
stanten zijn. Wij zullen dus W bepalen als een functie van
ut en U, Dan is:

dw dwWw *—n dW
dut dg, F_gUdg’

daw  dw
dil; dqi
* loopende van 2 tot n.
Hieruit volgt:
<SW i—n

daw | ) )
dr = MTax)fi= Si
* loopende van 2 tot n,
waarin ff, en ff functies zijn van de grootheden w. Deze zijn

zoodanig, dat ff, — on tt dw . L
dvy  Hr~d” noS in Inv°lutie zijn.

Wij verkrijgen namelijk

{/b’_T'Kl/l, H, - ém  @ém

Nu volgt uit

dw
Om,

W—  ufdu -~e(M)

i loopende van 2 tot n.
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dw . . .
Leiden Wij hieruit ey af en substitueeren wij de waarde

daarvan in de vergelijking

dw

dm ~ H:.
dan volgt

dw _ fui dHt

dui = /. oui du, + duf

hetgeen volgens de gegeven differentiaalvergelijking voor u, — a,
gelijk aan 0 moet worden; stellen wij w, =a,, dan wordt

@ =@NdH) =) >
Jul=al Ja, du y.dui a, —
Maar < bevat u, niet; derhalve moet steeds 29 — 0 zijn of ¢

moet een constante zijn, die 0 is, als voor u,=a,W = 0 ge-
nomen wordt.
De eenige quadratuur is dus

W = CU'H d
B faj e

waarin n? ms.... un bij de integratie constant genomen worden.
Om Ft te bepalen uit (F,,F) = 0 moet men een integraal
bepalen van

dp, dpi _ _dp,,___
W ,~W  ~ e ¢ -dF,~
da, dat
dg,__dqi__ da,
dF~ dF,~ ’ T ~~0F "
dp, Opi dpn

die een of meer der grootheden p bevat. Is Ft— 0 zoo’n inte-
graal, dan is (F,, jP2= 0.
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Om F3te bepalen uit
(FuF)=0 en (Ft, F)=0
bepaalt men een andere integraal van A. Is &= 0 zulk een
integraal en is
{Fit <Pi)=0 en (Ft, @)= Q
dan is F3= <u indien < een of meer der grootheden p bevat.

Bevat < geen der differentiaalquotiénten p, dan is zij ons van
geen nut. Is ¢, echter zoodanig, dat (Ft, ) = is i), dan is ook

Om dit te bewijzen merken wij op, dat voor drie functies,
A, B en C, steeds is
((AB),O+ ((B,OA)+ (CA),B)= 0
Hierin nemende Ft= A, Fi= B en Vi— Q, verkrijgt men:
((F,, F3, )+ ((i", &) Ft) 4- (<KuFt),Ft)= 0,
waarin is
(F1Fi)= 0, {F,, )= 0 en (Firvl) = \W.
Derhalve
(Fu9x — 0.
De weg, die gevolgd moet worden, is nu deze:
Men bepaalt achtereenvolgens

(Ft, Vi)=<pt
(Fit®= ss
(fi, 29 = vt

= enz.;

dan komt men eindelijk tot een functie Vi, die afhangt van de
vorige, want alle vergelijkingen 3= 0 zijn integralen van (A)
op blz. 34 en het aantal dezer integralen is eindig (2n—21hoogstens).

) 111 welk Beval Vi niet noodzakelp een der grootheden p moet bevatten.
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&+] hangt dan ook van Ft, Ft, i, <P----<gi— af, want

dop dop _ d<p
SiH= (Ft,Vi)= L-F) B (#, D) TET+ ("2 VI B+
dtp r=i—1 ® r=i=il dp
N . . . _ V ki _— =
fo (i o Y (Fien S
Dit is een functie van Z1, <p,~—- W-i>
i"3 mag dan ook beschouwd worden als een functie van deze.

Dan moet zijn

dE3 o= |—1 dF

L dj\
(F.F3= (FLFD) (F, Fi) le:l+ N XERLRY =

r=i—1
s Vrﬂggt.—@. (B)
r—1

Dit is weer een lineaire partiéele differentiaalvergelijking, met
welke nu verder gewerkt moet worden.

Is <i identiek 0, dan is voor F3 te nemen q»i-, mits deze
een of meer der grootheden p bevat.

Is tp— constant, dan is steeds een functie te bepalen, die aan
(B) voldoet en deze functie is voor F3 te nemen, mits i > 2 zij.

Om Fk te vinden moet eerst een tweede functie bepaald
worden, voldoende aan

(F,,F)=0en (F3F)= 0.
Met deze pn met F3 gaat men daarna op dezelfde wijze te
werk als met de pen F3 bij de bepaling van F3



HOOFDSTUK IV.

Toepassingen.

V raagstuk |I.

Gevraagd de karakteristieke functie te bepalen bij de beweging
van twee punten, die elkaar aantrekken met een kracht, die
een functie van hun afstand is, terwijl op ieder van deze een
kracht werkt, die naar een vast punt is gericht en evenredig
is met den afstand tot dat vaste punt.

Zij het vaste punt de oorsprong van een vast rechthoekig
codrdinatenstelsel. De punten hebben respectievelijk tot massa’s
mi en ml en tot codrdinaten (mlytzt) en (92y%xj).

De karakteristieke functie (W) moet nu voldoen aan de part.
difl'. verg.

AN+ T+V =0, \
waarin
T= Emt +oytF A ZT) + 0 (R Y+ )
= —[E£m,g,2-h i k«ij @-+m, mIf (?)],
waarbij gt en € de afstanden der punten tot den oorsprong zijn
en g hun onderlinge afstand is.
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W moet dus bepaald worden uit

dw . . . .
STT f ;2 + yill-+zt2 + | mt («j' I+ yil + zt}))

— (i i 9i2-—+ | Amj &+ m, m2f§) = 0.
Bekend is, dat

dw dT .
mix1,
da, da:,’
dw  dT_
tyi  Ctyi'”’
dw dT
Chr,
dV‘_’ dT_ VN Xi,
dxi ’da;
dw dT
» Y A U :nhy"
EjV—Vpstd—-r7= mizl ,
waaruit
n m, da:,1
, 1 dw
v e
m,
1 dw
m, da,’
v 1 dW1
ny* ox*
" 1 dw.
Wo — gl_j ij—l
1 dw
«i, or.
Onze part. diff. verg. is derhalve
dw dw Vv deV.+ + Er ™
d owi W, 7 vty s 2mlL\dxz

+
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Om haar op te lossen schrijven wij

Ar= [2Mi9i24- i kmtgS + m,mtf (9] —

1 rlJWY ["BW> /W VI _
2m, LVAI/ + UiV + V2*i) 41
1 r/IBWY [/3W\i, /OW\2-j _

-22"1Km J U Jor “ A
waarbij /t een constante is.
Dan is
W= —A4-W
en
1 / bw'Y i 1 r/iwW Vv

; 1 4-
2m, LV~ J 4v*,y + Git) J 2mtLvrid
Fow'y /W "Y1 12 Am 92+ ~AjQil-\-m imif(g)*==h

of, irdien wij 2% p, W' g en BV or stellen,

— (p.2+ 9i2+ Y ) + 6AT(PS+ VS+ V) -
—  AM9*4-2Ami9,14-m,m,f (9] = h.

Stellen wij het eerste lid dezer vergelijking Fu dan is ons
doel vijf functies, Ft . . .Ftl te bepalen, die met F, in invo-
lute zijnenuit welke in verbinding met F, de groothedenp,qenr
kunnen opgelost worden.

Daartoe beginnen wij met het eenvoudige geval, dat de aan-
vangssnelheden der punten met die punten en den codrdinaten-
oorsprong in één plat vlak liggen. Wij kunnen dan met vlak-
coordinaten werken en hebben

Ft= ’L\jfm(p,24- 2,0 + aﬁ(Pi* + ft —[2 Am,9,24 - 1kmiQil14- m, m ,/(9)].
Fi moet nu bepaald worden uit
{F» F)=o.
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Een functie, die hieraan voldoet, is gemakkelijk te bepalen
uit de omstandigheid, dat voor de beweging der twee punten
de wet der sectoren moet gelden, d. w. z., dat
ml(ytxt'—xtyi) -f~-m, (yt x-T —x3yt") = constant= C moet zijn.

De functie, in het eerste lid dezer vergelijking, die men ook
aldus kan schrijven:

WPIi~"iQ i+ yiPi— 2,
voldoet aan de vergelijking

(FuF)=0,
d. i. aan .
dp\ >F DF, 7F ~df_TF/F
dp, dxt dx, dpt dptdx3 ?xt
dF.dF 7?F ?F TF\IF_ Q

MiM MM MM M M-—

Voeren wij namelijk de aangegeven bewerkingen uit, dan volgt

Pih , %i mixt mam
ml

1***((”
Pi I mix1\- mt
\Pi<h | ] )
1 m1 A Mytemboixi

PIQI miyl-r m, .

m2 Wi,

Wij kunnen dus schrijven
Fi=yiPi—=iz2i +yiPi— 32
Nu moeten wij F3 zoeken, welke functie voldoen moet aan
(FUF)=0en (F,,F) = 0.
Daartoe bepalen wij eerst een functie, voldoende aan
(F.9)= 0,

. . M M M M
d.i. aan + qt P'Mr°
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Om zulk een functie te verkrijgen moet een integraal bepaald
worden van het volgend stel totale diff. verg.:
dxx__dpt__ dyt_ dgx__dx3__dpt__ dyt__ dg3
ih~ gi —— —Pt~yi ~2 —Fi —Pi
waaruit wij afleiden
d(mtxl m3x3_d{mlyi4- miy3
m,xt4-mixt —(m,xt+ m2
derhalve
(m, xt -+~m3x3 4- (mlyt4- m2y"f — constant
en
(m, 4-mlx,)24-(m, 4-m,zj)2

is een functie, voldoende aan (F2 )— 0.

Zij voldoet echter niet aan (Fu 9= 0 en bovendien, al voldeed
zij wel aan deze vergelijking, zij kan ons niet voor F 3 dienen,
omdat zij niet een der diff. quot. p of g bevat. Voor de bepaling
van Fs is zij ons echter wel van nut. Stellen wij haar namelijk
voor door su dan is (ij, <H)= 0 en

(Fu <) — 2[(pj + pt) (M, xt4- mtx3 4- (2, 4- 29) 4-m2«/i)]=22

Uit de bovenstaande lineaire totale diff. verg. leiden wij
verder af:

d(pi+Pt)_ d (9.4-99
2i4- g3 ~'—(pi+pty
waaruit
(Pi 4- Pt)24- (gt 4- qt)2= constant.
Stellen wij nu (p, 4- PtY 4- (2i 4- 22— ft, dan is
(Ft, if)=0
en
(Fu @)= 2*[(p, 4- Pt) (>n, Xj 4- m2xt)4- (214- g3 K %, 4-m2y3= &
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Uit de functies gt en leidt men gemakkelijk af, dat voor
F3 genomen kan worden

(Pi+ Pi)1+ (?i 4- 2»)2— &(m, xt 4- mixt)‘ —k(m,yx4- m,y32
Voor Ft moet nu genomen worden een functie, voldoende aan:
{Ft,F)= 0, (FLF)= 0 en (F,, F)—0.
De laatste is, voluit geschreven,
ml k (m, x, m,xt)§F+ (p, + p3z>|4:- m tk(m,ar,4-m2 “F.
4 P+ PR g m,K(myxa-*ny A (@4 20)
oama, I+ M0 o

Een functie, die hieraan voldoet, moet het eerste lid van een
tot Oherleide integraal zijn van het volgend stel vergelijkingen:

dpl _dxj dpt _dxe _
mlk (mx1-+~W2a pt+p3 mlk(m, .z -t- m9%3 —Pi4- Pi
dq, __ayt __ dy3

m, &(wi, 2,4 - y3 g,4<?2 m2 4-wi2*fiy <i4-22

Hieruit leidt men af:
d™pt+pt) __d(mIXi4- mX,)
(m1-1-mt) kK («i, xt4-mtxy)  (ml4- m2 (/> +pt)
en
(pt4-"j)I—k(mtxt -\- mtx32= constant.
Stellen wij dus o= (/> 4-p2A1l—k(mlIxt+m x2i, dan is
(F3o= 0
en (i, <H)= 2[—(p, 4-pd (71 4-?24-k(m, 4-m2*(m,p,4-2y= 3
(Ft) = 21(q 1-\-qt) 1—{pi-hpi) L-i-ki{mtx] + mtxt)2—AW,%,+ m$ B= 5,
(i"29= 8[0»,4-Pt) (?14- 22 —*(*n,* Y- mtxt) (m,yt4m24D)= & —dop2
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Volgens B van blz. 36 is nu, om FKte bepalen, een integraal

te nemen van .

cfat_  fat
<Pt <Ps <Pl
d.i. van
dpl  dqt <@
<Pt 93 - 4R
waaruit

|<PR4-2 9>s= constant.

Derhalve is de functie, die voldoet zoowel aan (Ft,F)= 0

als aan (F, F)—0
W= i ®R4-27"2
Opdat deze voor Ft genomen kan worden, moet zij (FFrF) — 0

maken. Bepalen wij (.F,, <), dan vinden wij:

| [*m, lexl 4- mlm'|'¥ J 4(p,4p,)—p,4AM, &, 4-m,*)4-
Ao 4-mowijt o 4(p, 4-p) —pi4A(M # 4- mm)

¥

tky, 4-m,to, 7 1 4(?, 4-2i)4-2, 4A(t0,", 4-m,p,) -
Qniky: 4- TO,TO,¥J 4(9,4-9,) -1-9i 4£(to,p, 4 -m«/,)J4-
. ¥\ ip
4-4<5i§°TO, kx1  TQTQ :/) 2(9, 4- %) ——2&m (mlyl 4- wp,) 4-
1 “o»
yr” kxx4- TQTQ -;; )29, 4-9,)—— 2£t0(to#, 4- »n,p,)4-
Cto kyl4~to o 4"-) 2(p,4-p,)——2fai, (#, 4-to#,) 4-
\% ¥1 ®*

wTO2 Ap, ratra2¥>)2(p,4-pi)—;2km, = 0.
¥s -

Wij kunnen dus voor F, nemen ~qB24- 2 9,2 en hebben dan

de volgende vier van elkaar onafhankelijke vergelijkingen, uit



44

welke puqup3en g2 als functies van xuyu x3eny3bepaald moeten
worden.

2N (PilHEQiD+ 27 (Pi2+ 21 —[2 iV -1 2 ATR72+ mi»»,/(?)] -= A

DiPi  *@2i “I'y%Pi ®2j— Ci
(Pt+ Pt)"+ (2i + ?j)2— A(m, xt4- wijxty — k (Wi, «, 4- m2125= C2
[(2i + 2j)2— (Pi + Pi)2+ A(M, «j 4- Wi2#D*— &(m,  4- wi2ild7] 4-
4- 4[A(M, X, 4- m1x3 (m, 4-wi2y)— Qoj4-p 2 (?i 4- ?2]2= C3
Ten einde deze vergelijkingen op te lossen stellen wij ter
bekorting
Pid-p2—P, <4-?72= Q, mixi+ mJ ~ en mtyi+nhMV=Y.
Dan worden de laatste twee
P4 Q_ *(X*4-YI)= O
[Q2 PJ4-k(X2 YIJA4-4[EXY - PQJ'= Q3
Ontwikkelen wij de laatste, dan komt er na eenige herleiding
[Q24-P —k (X224 YDIA- 4k(XQ—YP)2= 3
of (in verband met de functie F3
4AXQ—Y P)I= &3]
d i XQ-YP= C.
De vierde vergelijking is dus te vervangen door
(Wi, Xt 4- wi2xJ (L 4- 2 — (i Pi -H »ity3 (pt4-p = C3
Uit de verkregen vier vergelijkingen kunnen wij bepalen
Pi= fUPi—f212 1—f3 en 2i—f*
Maken wij nu gebruik van het op blz. 32 genoemde theorema
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van Lie, dan moeten wij beginnen met in bovengenoemde ver-
gelijkingen te stellen

ziw |

Xxt— a2+ (ut—aj) M,

yi= ti+ (»i—N)®,

yi= bl-+ («,—a,)

Hierdoor worden en g2 als functies van m, 1), M2enti,
verkregen. Zij
Pi= ViPi= Viqgt— 9 en 2i= %4

dan volgt

W= """& -buig+ vtgs+ » Kduu
Jat
bij welke integratie vuv3en ih als constanten beschouwd worden.

Het terugbrengen van W' tot deze quadratuur is mogelijk,
indien de vier vergelijkingen, die p en q bepalen, op te lossen
zijn. De mogelijkheid van dit blijkt al spoedig. Uit de 8®en de
4® vergelijking zijn namelijk pt -hp% en gt + g3 te bepalen. Men
heeft dan 3 verg., die t. 0.v. p en q lineair zijn, en 1 quadra-
tische vergelijking. Met de oplossing van deze en met het nagaan
der integraal heb ik mij nog niet beziggehouden. De vormen
zullen zeer samengesteld worden en vermoedelijk zal men tot
andere codrdinaten moeten overgaan. In elk geval kunnen hierbij
de verkregen vergelijkingen van dienst zijn.

Na de integratie komt W' (en dus ook W) te voorschijn als
een functie van «lt v,, u2 v3 at, bua2 2k, C,, C2 en C3;zij zal dus
8 constanten bevatten, van welke vier als functies der overige
moeten beschouwd worden bij de differentiaties, die ten doel
hebben de vier betrekkingen tusschen de codrdinaten en den
tijd te leeren kennen. Is de integraal bepaald, dan moeten in
plaats van uu vuu?2 en v2 de veranderlijken w5, y{, en y3weer
ingevoerd worden.



46

Is u,= at, dan behoeft niet steeds teven x% a2 yx—bt en
yi= B2 te zijn. Wij nemen aan, dat voor t= 0 te gelijker tijd
x\—ai>xi— ai, yx= b, en y2— bt is. Wordt gedurende de be-
weging x, = a,, dan moet, zal x2 bijv. dan niet = a2 zijn,
Mj=o0o0 worden. Hetzelfde geldt voor v, en De mogelijkheid
bestaat echter, dat op een ander tijdstip weer te gelijker tijd

—et, x*—  yi—Dbtiy2— dit moet dan na de integratie
blijken. Zal voor t= 0 en ut= a, W'= 0 worden, dan moet
W -t-ht door Ui —a, deelbaar zijn, d.i. door xt—at. Omdat
ons vraagstuk t.o.v. xux2yt en y2 een volkomen symmetrisch
vraagstuk is, moet W -f- At ook deelbaar zijn door x2— at, y x— bx
en yt—Db2 en kan geschreven worden.

W= —ht 4- (x—aX{yx—by{xt—al)(y2—b)F(jcu yx x2y2.

Liggen de aanvangssnelheden en het vaste punt niet in één
plat vlak, dan moeten voor elk der bewegelijke punten drie
rechthoekige coodrdinaten aangenomen worden. De partiéele diffe-
rentiaalvergelijking, die W' bepaalt, is dan:

2N + + r%s> 4+ 2A w I
—[| kmlge+ £km2gf -|- mIm2f(<?)]= h.
(Zie blz. 39).

Zij is slechts een schrijfwijze voor het behoud der levendige
kracht en haar eerste lid moet genomen worden voor Ft.
Het beginsel der sectoren geeft nu drie functies, namelijk:
= « 2 —yxrt+ « q2—ytr2
R—xtr, —zxpx+ x1rl—ztplx
9a=yiPi— 9 +y%Pi— ij,
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Elk dezer voldoet aan {Fu<)— 0, maar

(@<= —9H en &8 9= O,
waaruit volgt, dat om een functie te verkrijgen, die behalve Ft
aan (8 9= Ovoldoet, een integraal genomen moet worden van

el —dp?
—f —4H
Hieruit volgt (g24- = constant.
Yoor de symmetrie nemen wij echter
Fi= g3

F3= g24- (R4 X

Nu moeten nog 3 functies met p, g en r bepaald worden.
Ten einde Fk te vinden beginnen wij met een functie van
(93 F) —0, d. i. met een integraal van

dx1 dEx dyx dgx dxx dpM @ dyt dg3
Pt <4 —x~ —p~ yx~ o
of van
d (m, xy-hmixx) d(mxyx4- mxyx)
myyt4- m,yx —(mtxx4 mxxx)’
d. i. met
(mi Xy -I- mt X)14- (W, yt 4 m%xy — constant.

Nagaande, of het eerste lid hiervan aan (FIxF) = 0 voldoet
vindt men

—2\jpiy xy Emexyy (N + A+ (<, I+ «y ™) (, + £)].
Dit brengt ons ertoe ook de volgende functie te nemen:

(Pi+Pi)* + (2, 4- X\
Deze geeft met (Fu F)

— 2le [(«ij Xy 4- mxxt) (px4-pX) -f- (mtyx4- mxyx) (qt 4-y,)].

Hieruit volgt, dat aan (Fy, F)= 0 voldoet
(Pi4-"j)J4- + —k(mMiX1-\-m2XDi —k(m lyl-\-mtyiy=iiJ.
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Dit kan echter nog niet voor Fk genomen worden, omdat
(Fs,>p= 4 €(r, 4-rt) (p, -\-pt) —k (mtx, + mixt) (m, zt 4- m9RI]
—A[(r,4-rD (qt+ g9 —k(m,y, + mtyt) (m, zt4- ml «*)].
Wel is (F3 -F4= 0, indien genomen wordt
F,= (p, + P)y*4-(?,4- gj)14- (r,4-r9)2—
—A(m, &, 4- mi —k (m,y, 4- »ityd2—A(m, zt4-  Ng2*
Bepaling van Fs. Op blz. 44 vonden wij, dat aan
(FuF)=0, (F3IF)=0 en (FkF)=0
voldoen
pt= (m,y, 4- mtyt) (rt4-r3 —(m, s, 4- »mj«s) (?i 4- g3,
& — (m, z34- mt z3 (/?, 4- Pi) — (»*i *i 4- m3*)) (r, 4-r2),
$—wjajd- )i+ H—(*iyi + "h2/) (P.+ P i)
Deze voldoen niet aan (F3F) = 0. Stellen wij namelijk op

s SdF3dipt  dF, dip,
\'dadp, dp da)

dan volgt <PiVs — Pt
Nemen wij dus in plaats van ipt <p,\ dan is
S n>p\ dip,2 A dii’
\ da dp dp da
Doet men hetzelfde met ipj en «&s* dan is de som der 3
dubbelsommen = 0. Derhalve mag men nemen:
Ft= Ptla- yv + B
De som der 3 dubbelsommen wordt ook 0, wanneer men
neemt  ip3 4- <Pt'Pi 4- M 3, want dan komt
i (qBip3— B ) m<B(V3'Pi — % B + B(ft 'Pt— ft Pi'— 0,
in aanmerking nemende, dat
(Ps, k)= 0, (Fs,<f)= 0 en (F3)= 0 is.

= 2ipt (<Pi>@— < 'Pi)-
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Wij kunnen nu stellen -P6= ¢, 4-2 4-23yJ indien
{FuFe —0 en (Fs Fe&—Ois.
(-Pi. Fe= (a8 P>R)4- @8 <{tipd) +(qo3 ¢dy3) =
— fa»  Mi'™¥'fasi VI)<Pi+ @8 M) Vi + (<3, fi) <Pi~H<P3, 93 gi34-

+ (W3 Vs) Vs= —ViVi —VsVi-FViVt-h ViVvs= 0.

(+siFg)= 2y1(Vi,Fe 4-248(fs,Fe)4-2 y3(yIJF6H =
—2(m, 4-m3 Wy, B—2 (W, 4- Wi B, ill24-
4- 2 (W, 4- wid g3yi2 U, — 2(m, 4- wid §8y2y/34.

-1- 2 (wij 4- wid 4u «Sil2— 2 (Wi, 4- wi2) g21Bipt= 0.

Wij hebben derhalve:

F'= 2m~, rQ+ 2~ P>+ 9*+ rli) —
—[e fe) §I4-i km3gR4- m, m3f (p)J.
w»= WPi —xi + ViPi— qt-
F3— (ziq, —yxr,4-" g3—yir$L-\-(xlri—zlp1-\-x3r3— z3p 224-
(PiPi —*1?i + PiPi —djjjj)*.
M= (Pi+Pi)’-f- (qt 4-?%)* 4- (rt 4- r2—k (Wi, xi + m3x3)i —
— k (miPi + m3y32—k (m, zt 4- m3z3)\
Fs= [(m,y, 4-mty3 (r, 4- r—(Wi, € 4-m1z3) {ql 4- P* +
' [(mi  + m3zt) (Pi +Ps) — (Wi, xt 4- m3x3) {r34-r2]J4-
4- [(»1,x34- m1x3) (gt 4- g3 —(m,yl4-mly3 (ptd-jc2)]2
Fg— (g, vytr,4-z3q3—y3r [(m,yt4-miy"Y (r, 4-r3 —
W 4-wijhy) (j 4~ 4~
A-@ijr, ztpt4-x2r3—z3pd [GW  4- Wi2«,) (9 4-p3 —
— (Wij X, 4- wij Sj) (r24-r2] 4-
+ (PiPi —*12i -f-Pipi — *2?s) [(wij *, 4- Wjx3) (], 4-Jj) —
— (mi 21-1-wij ifj) (joj 4- pj)].
is nog te herleiden. Schrijven wij namelijk ter bekorting
Pi+Pj= P)gt+ ?i= Q,r4jji= R,

wij xt+ «L, 7] — X, wijyt-+-m3y3= Y, wi, zI miz3—/,
dan is
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F,= P2 Q2+ R2—k(X2+ T2+ Z,
F.= RY- Q224 (PZ—RX)1+ (QX—PY)2=
= X1+ Y2+ Z) (P2+ Q2-+R2- (PX+ QY+ R2Z)2=
St(XN 4 Y2+ ZF, -~k (X2+ Y2+ Z22—(PX+ QY +RZ)2
Deze zes functies moeten weer elk gelijk aan een constante
(de eerste gelijk aan h) gesteld worden. Men verkrijgt dan 6
vergelijkingen om p, g en r in functie van X,y en z uit te
drukken. Evenals op blz. 45 stellen wij weer

X, = Uuu
Xt— at 4- («i —«i) M,
= +(m—a)®,

yt—bt -(W a,) »j,

z1—cl + (m, —fl)w,

z1= ¢ -+~ (m, —a,) m2,

in de voor p, q en r verkregen waarden.
Te integreeren blijft dan nog

wW'= (pi -\-ulpi+ vtgt-hvlgl+ wlrt+ wxr2d dul}

waarin voor p, g en r de verkregen waarden moeten gesteld en
M, v,, »2 wt en «ij als constanten beschouwd worden.
De karakteristieke functie is dan weer

W= —ht+W".

V baagstuk |1.

Gevraagd de karakteristieke functie bij de relatieve beweging
van twee punten, met de massa’s mt en m2 die elkaar aantrek-
ken met een kracht, die een functie is van hun afstand. Zij
worden bovendien elk aangetrokken door een kracht, die naar
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een derde punt gericht is en evenredig is met den afstand tot

dat punt. Dit punt behoort tot een onveranderlijk puntenstelsel,
dat een gegeven beweging heeft.

Om dit vraagstuk op te lossen moeten wij de vergelijking (32)
van blz. 24 nemen:

SW
A+ 6+ P=0
Hierin is 6= Srq'— T + V

V is de krachtfunctie,

+ (d'IF+b"w + A~ )"

e du

S— 0j-+ <t>IW— $£3V,
dv

f~dt+<f

‘ dw

4 — + Viv—<u.

Zijn en 92 de afstanden van de eerste twee punten tot het
derde en is g de onderlinge afstand, dan is

A~ C8%mi9i2+ i 9j3-+-m, f (9)J.

De grootheden q zijn ut,vt,wt (voor het punt wij) en
(voor het punt m2.

3W_ _ oL BT
eq~ r~ N ~ (want V han”t niet van ' af) = mi, mv ofmi.
6= Sm(Im'+ o»+ f«/) —| (fi Jj_yi y

De karakteristieke functie is dus bepaald door
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of Sm (?m-t- i + fw)—ij-im(“ + ¥+ fs)+ V+ P—O

of -~h2m(I*-+3+ fs)—-Sm[E (opjiu—B) -+ EBI— Vi) +
-+ ? (V- O+ V4P= 0.

Hieri 8 door ~°
lerin moet nu nOg oor m_ou

i’?%orﬂ
. m ov

1 BW
? door oW

vervangen worden, gevende

rln_lr(/'\?/W)\Z-l_ (j&Yt\SZ /dW\nJ

rBw,

y — KR2w — 9B®) —+ (qﬁM_Q)?«%"' — —# m)J +V + P—O0.

Dit is een partiéele differentiaal-vergelijking met 7 onafhanke-
lijk veranderlijken (uu  wuut,vd2t)e t komt ook voor in

U 8 «B — W j moeten hierbij nog 6 functies zoeken,

die met het eerste lid der diff. verg. in involutie zijn. Ter be-
korting stellen wij weer
»W BW BW
Bu=rP Ay —lengy —r*
Laat bovendien het genoemde derde punt de oorsprong der

bewegelijke codrdinaten zijn.
Eerste bijzonder geval. Het onveranderlijke puntenstelsel

heeft een translatie-beweging en de punten trekken elkaar aan
met een kracht, die evenredig is met hun afstand, fj, Viun 3
zijn dan nul en

1T+ ¢ o+ +2M9% L 4Dl
— | [Am,  -4- &M20,2-+i'm, 2?9 4P = 0
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Wij zullen nu het geval behandelen, dat de translatiebeweging
(rechtlijnig) eenparig versneld is, en de bewegelijke codrdinaat-
assen evenwijdig aan de vaste nemen. Dan is

dix0 o}y0 diz0 . i
2mun_Glc omv + dF 2 mw— «2mu 4- @mv + y2mw.
Dan is te schrijven
dw
u~
w——M+ W,
F': + + oA + én,{p'+/\|,,~z1'

— 2 [bmty,24- lemi y24- k'mIm1g] 4-
4- « () m 4- wi2NG) 4- @Wij U, 4- wij U) ANy (@t 4- WD) m=h.
Hierin is W' slechts een functie van w, vuwun2 w2 en wl en
ow dw' Tw!
N NT =N enz-
Wij moeten bij Ft nog 5 functies bepalen. Om tot deze te
geraken stellen wij
4= »IPi—«l 71+ ®P2—M2»,
het beginsel der sectoren bij een vast derde punt uitdrukkende.
Verder wordt:
(Fui — a(w»,vt4-m2vt) —8§(m, w, 4- m2wd =
(Fuyt)= P(pt 4- Pi) —« (g, 4- 2i) == 8,
i) = Ao (th «j 4- m2wd —(?(«i, M 4- M2nd)] = k il2
Hieruit volgt:

di//,__3<F dips
Vi kipt
kip.*— il — constant.

Wij nemen nu aan, dat de initiale snelheden in één plat viak
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met de punten liggen en dat hét derde punt zich ook in dit
vlak beweegt. Dan kunnen wij met vlakcodrdinaten werken enis

Fi® +*S)+i  (pl + -
—£\km, 9,*4- km28244- k'm, m17s] 4- a(mlut4- m2it2 4- (9(m, \j4- m1lvt)
F, =k [«(m,v,4- wijui))—©@{m,u, 4- «i2dnd]J—[/?(p, +Pi) — ¥q, 4- ?3]J.
Hierbij moeten nu nog F3 en Fi bepaald worden. Om F-s te
krijgen bepalen wij een functie, die voldoet aan

(Ft,P= 0,

d.i. aan:

2k [a (W, «f 4- wij ve) — OMWij tij 4- mi =] (— o
*Pj

4- 2k [&(m , 4- m2v2) —§ (m, m 4- m2rg] (— @ P

V*
4- 2&[(m, v, 4- m2ud — (M, «, 4- Wi222)J («»,) dg
4- 2k [a (m1vt 4- wi2vd —@(m, u, 4- miwd] (am2) :gpz 4

4-210(+ 2)- “+ 910" + ) -

—2[?(p,4-pd —«(Si+ 2j)]“ = 0.

Een integraal moet dus bepaald worden van:

dp, _ dp3 _ dgt _ dgt _du, dut__ dv, _ dwt
— Wij@ip  — wii(9i/i m,ai\) mnip 8% @x — aX —aX'
waarbij 2k [« (m, v, 4- m2«2) — @(m, u, 4- m2mj)] = ip
en 209 (jo24- p3) —2« (g, 4- qi) = x.

Wij nemen hiervan de volgende integraal:

M—n2= opi;
dan is
(*D = %

A, B= WD - A AGH A<ij)]=[t4 @14-59]95



55

Hieruit volgt:

ot (052
. B [A4-K (m, +~wij)] ¢

<t [A4- K (Wi, + wij)] — 2= constant.

F&= (m, —ij)2\k -+~ K' (wi, 4- wij)] qum_ W|J]J

Evenzoo wordt gevonden:

Fk= (vt—Wj)! [A-f- A (wi, 4- wij)] — \(VW--- (\QM -

Bovendien blijkt (F3 Ft) = 0.

Stelt men elk der functies F,, F3 F3en Fk gelijk aan een
constante, dan heeft men vier vergelijkingen, door middel van
welke pu <@, pt en g3 als functies van uu vu u3 en v3 bepaald
moeten worden. Stelt men ter bekorting:

Ad- A (wij 4- wij) = A
* en bovendien Ft— A F,— C2 Fa— C3 en Fk— C4 dan is

|- | =1/IAS=1iSi=n
(Pi-t-Pi)—“ (?14-22 = 1/ k[0 (wi,v,  wij W) — (2 (wijiil4~wij Mj)]2— C2

Hieruit en uit Ft— A zijn dan pu p-i, qt en g3 op te lossen.
Zij nu Pt—fu p3=f3 qt=f3en g3=U

Dan stellen wij weer:

»i= 0i4-($i — “i) 7i,
M— @4~ (7 =) £,
®= ftd- (I, — «j) W=

Evenals in vraagstuk Il verkrijgt men dan:

mjg"—f»4- 1j/24- Vif34- v3f k— ox



56

-"-:(«>-«1>f,= *»

W
?)gr-: (@ —*i)/2= <A,
PW

4= (ahA = A

en

waarin bij het integreeren weer !,, 7, en 72 als constanten moe-
ten beschouwd worden.
Liggen de initiale snelheden niet in één plat vlak, dan is
Pt P2 .
F\ ——— 1" [AMm, m2  Am2w2*-f- Am m2(w—«2J] -f-
-1- &(m, m, -f- m2Wj),
Ft= mI-ZmZ ATAM, V.2 -+~ Amj B2 Amym, (0,—»2]] -f-
H-1? (wa, «1+ w2\2),
- n ri i £ PN )
F, om 2m2 — [Am, w,2-f- Am2w2 -f- Am m, (10—w2J]
4- 1 (o, w, -f- m2w2),

Foo(u—M2A+ Am+ md]—)\— ——1,
F= (i—e'[A+ A(m, + m2] Lm mal
— («¢,— W)2[A —+~A'(m, -f-m2] — ——1 .

—ifbi TYhn—a

Uit -fl—C, en Fi  C4 kunnen dan jo, en />2 uit i"2= C2
en FS= CSqt en q%en uit F3= C3 en F6=C6r, en r2be
rekend worden. De substitutie

w2 —
=Pt + (ii —*“1)
= vid4-0i M)
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M e a2t 0h al) ™23

MY ofit ™ (AL ®t)vu
W—fid“(lj Bjfj
herleidt het vraagstuk dan tot een quadratuur, waarbij |2 g,

en 1j als constanten beschouwd worden.
Tweede bijzonder geval. Het overanderlijkepuntenstelsel
roteert om het genoemde derde punt. P is dan = 0 en
BW . 1
wjjif"Pis ~(P2+ 12+ ri)— Y\krrii Q1+ g+ mimif{g)~] —
—2[PMVMw—BvV)+ 2(28Bu— 0 4-r (E&v—gm]= 0.
Noemen wij het eerste lid hiervan Fu dan zijn nog 6 functies
te bepalen, die met Fxin involutie zijn.
Is nu y,= vitpt—it, qt + vipt—u2qv
Vi= »i *Y—WPi+ Mrt— wtp,
Vi= wlgi—vtr, 4-Wjgt—vtr,,
dan is in 't algemeen ‘(Fuy) niet 0.
Werken wij echter met vlak-codrdinaten en is dus

SW 1
Tjjr+ és ~ (p g-)—U kmt kmlg™4-mlnsf @]— P@Qu-pv)=0,

dan is voor Ft te nemen
P= v,pl—ulgl-\-vtpt— Mqt.
In plaats van Ft is nu ook te nemen
Ft— <pht
en daaruit blijkt, dat overeenkomstig vraagstuk I
Fi— (Pi w992+ (?i + 2)J—k (m, it, + wiju,)1—k (mlvt4- mtu)*,
Fu— (» Uj 4 mi ttj) (g, 4- 99 — (Wi, vt 4- m%t) (pl 4- p,).
Hierbij moet nu nog Fs bepaald worden. Daartoe zoeken wij
de waarde van
CF,.Xj),

als Aj= BEis.
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X] is dan in involutie met Fu F3en Ft.

(FuXj)=.s —X],

<*, X)) = — <p'ifi=X3

(FuX,) —«*>=X*
waaruit volgt

X[ diip) d(—FiD
f--—9 @

De eerste en de tweede_vorm_geven

Bf 1 1Rl

—-= —pat-—rL«\V- 1
¥ pat—oL (1)
De eerste en de derde vorm geven
drl=-ipdt - ~dip. A
v P <P P )

Na eliminatie van dip uit (1) en (2) volgt

\
v

— +</>=constant.
P
Derhalve is te nemen Ft= X, + ippof
oW
e jT-+ PO|Pl—l + ®Pi—M M)*
Voor .F, is dan ook te nemen
— -(Pi2+ ?iQ H r— — 2j2-H 2 Fp*i ?
2m1(P'2+ 2i9 H 2r«.l.z(pf -+ ftl) —[$ 2i2-+2 *»*i§2+ m,m2 (?)].
Bepaal W' in het geval, dat de assen vast zijn. Schrijf dan

dW = %V[V-dt + a1

en neem voor . de waarde Gp— h, waarbij
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vtPi —ui 1\ 4- viPi —«i ?i= —G en h een constante is.
Dan is
dW — (Cp—h) dt 4 dW'
W=C gqui—ht+ W

Nu kan het vraagstuk ook met ruimte-codérdinaten behandeld
worden. In overeenstemming met vraagstuk 1 verkrijgt men:

(p24 q24-r2) — kmtgf4- i km38254- mim.

—S\jp Fw—a3»)4-q BM—-w) 4-r (ftv —B)],
Fl= qdlVj4-¢gV] G338 (zie blz. 57),
= Vi*4- W 4- \F*
wV— (Pi 4- Pi)*-I-(j, +})*+ (r, 4 r2)?—
—k (mtm -(-wij M)! — AW, v, 4- »12u2 2— &(«», i0, 4-Ww2wD)2
A —[(M®&4- V3 (r,+r)—mw4 jn) @ 4 d)l4-
H- [(m, @f+ m2ws) (p, 4p2 — (»j M4 m2md (r, 4 r2]24
m (mi ui + miui) (A4 A)—0C¥i« 4 2y (p, 4-Pil2
66— [(™M«i+MjvD (Htrj) —(M W m2w3(q, 4- g2] 4-
4- BLMiwi 4-miWt) (Pi 4-p2 —(mtn24- m3u3) (r, 4-r2] 4-
4- y3[(wij wf4- miw) (@, 4- g2 —(m ® 4- »2»2) (p24-P1)],

—vt (i 4 P48

Deze functies gelden echter alleen als g#¢=en 8 constant
zijn. De eerste wordt vervolgens gelijk 0 en dé andere
worden gelijk aan constanten gesteld. Uit de verkregen verge-

lijkingen lost men p, g, r en op en men verkrijgt dan weer

fdt+ W,

waarbij W' op dezelfde wijze uit Ft, F3 Fh Fr, Ft en Ft—F,
bepaald wo rdt als in vraagstuk I.
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V raagstuk |11.

Gevraagd de karakteristieke functie te bepalen bij de bewe-
ging van drie punten (massa’s: mu m3 en w3, die elkaar aan-
trekken met krachten, welke evenredig zijn aan de afstanden.

De- codrdinaten der punten zijn (#,, yt, zt), (wt,yt, z3 en (x3y3 z3.
De vergelijking der karakteristieke functie is dan:
BW 4-k2m (p 24- q14-r2—£AM, m38, 2+ mim3gi3*-|- m3m, g3,*]=0.

n , gBen g3 zijn de afstanden der punten.

BW BW BW
P= Br’ i =iy enr=1IT
Stellen wij weer BW: —h, dan is

k2 ﬁ(@d'_ 824_ r)— AA[w, m3j, 24-mt m3g324- m3mtg3t] = h.

Uit het eerste lid dezer vergelijking zijn 3 functies F af te
leiden. Ook geeft de beweging van het massa-middelpunt
3 functies. Derhalve

pi

F.= k2 H———kk —a224- m3n 3(x3—£524- man | (x3—as))]],
F3— k —i k\mIm3(y,—yt)14- m3n3y3—y 3 24- yt)],
F3— k2-r-n————kk (zt—z¥ 4-m3InJz3—zF 4- mInt(z3—2,)7,
Fx= 2p,
F,— 2q,
Fj—2r.

Om F, te vinden zoeken wij een functie, voldoende aan

(Fi,f)= 0,

. B

d. i. aan %ryqn BS B3 )

of een integraal van dx1— dx3—dx3



Nemen wi] xs—x3 dan is
(Fs,y)= Oen (Ft,y)= 0.

Bovendien is
@)="
(Ft, ip)= AM(xt—x3 = AMf.
F. moet dus bepaald worden uit

dy dyt
i, — AW
(M= mt- azi%+ ms).
Dit geeft
ills— AMy1— constant.
'PI
x=( T ma

xizHAL 20 AT —
F,=(<r’ _l'JnI]-3 - AM (<, — 29

Uit Ft= C,, Fit= Cden F7= C7kunnen dan  jos en p3 uit
F3= Cj, F,= C5en Fa= C8qt,<hen g3en uit F3= C3F% C6
en Fa= C9ru r3en r3bepaald worden. De bekende substitutie

Xl — r
X3~ a2-+(tij—a,i M enz.
herleidt het vraagstuk ten slotte tot een quadratuur.
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STELLINGEN.

Zijn Ft en F2twee functies van n onafhankelijk veranderlijken
x en de n partiéele differentiaal-quotiénten van z naar x, dan
kan, als (Fu F2=0, een functie F, voldoende aan
(Ft, F)=0,
op dezelfde wijze bepaald worden als een functie F, voldoende aan
(FUF)=0 en (F2 F)=0.

De uitspraak van Sophus Lie (over de methode van Jacobi
ter oplossing van een partiéele differentiaal-vergelijking van de
I®orde sprekende’)

»Ich glaube, dass die zur Begriundung dieser Methode entwic-
kelten grossartigen Hulfstheorien in noch hoheren Grade als
die Methoden selbst einen bleibenden Werth behalten werden”
is niet voldoende gemotiveerd.

) Math. Ann. XI, biz. 531.
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Een partiéele diff. verg. van de 1® orde met n onafhankelijk
veranderlijken, die de afhankelijk veranderlijke expliciet bevat,
beschouwt Lie als opgelost, zoodra n functies gevonden zijn, die
met het eerste lid van de tot O herleide gegeven diff. verg. in
involutie zijn. Dit doet een middel aan de hand om in sommige
gevallen het oplossen van een part. diff. verg., die de afhan-
kelijk veranderlijke niet expliciet bevat, te vereenvoudigen.

1Y.

Een willekeurig krachtenstelsel is in 't algemeen aequivalent
met twee elkaar kruisende krachten, van welke een in richting en
ligging willekeurig gekozen kan worden, mits men niet een rechte
lijn (dubbellijn) kieze, loodrecht op het moment, dat ontstaat, als
men het krachtenstelsel herleidt tot een resultante en een koppel.

De belangrijkste eigenschappen dezer dubbellijnen kunnen
langs zeer eenvoudigen weg gevonden worden.

V.

Behalve de zwaartepunts- en de vlakken-integralen kunnen
geen integralen bestaan, die onafhankelijk zijn van de wet van
aantrekking tusschen de punten van een beweeglijk stelsel.

VI.
Kent men alle functies op één na, die voldoen aan (FuF) = 0
(stelling 1), dan is de laatste door quadraturen alleen te vinden.
VII.

Het aannemen van spanningen langs en van drukkingen lood-
recht op de krachtlijnen van een electrisch veld van de door
Maxwell aangenomen grootte leidt tot tegenstrijdigheden.
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VIII.

Alleen een definitie, die uitgaat van J kan een helder be-

T

grip van entropy geven.

IX.

De in verscheidene leerboeken voorkomende definitie ,,Elke
oorzaak, die een lichaam een beweging geeft of een reeds be-
staande beweging in snelheid of richting wijzigt, wordt kracht
genoemd” mag niet als definitie beschouwd worden.

X.

Het door Schent in zijn , Theorie der Bewegung und der
Krafte” gegeven bewijs van de gelijkheid van twee evenwijdige
koppels met gelijke momenten en gelijke draaiingsrichtingen ver-
dient geen aanbeveling.

XI.

Het invoeren van het begrip ,arbeid der versnelling” (Schell
»Theorie der Bew. u. Kr.” |, 826) heeft geen nut.

XI1I.

Het beginsel der traagheid en dat der gelijkheid van actie en

reactie kunnen geen grondstellingen der mechanica genoemd
worden.

X1,

Ten behoeve van een juist begrip van snelheid en versnelling
is het noodig, dat reeds bij het elementaire onderwijs in de
mechanica het begrip vector ingevoerd worde.
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XIV.

De begrippen ,ruimte”, tijd” en ,stof” zijn niet te definiéeren.

XV.
Wenschelijk is het tabellen te maken van de reeds opgeloste
differentiaal-vergelijkingen.
XVI.

Het populariseeren der wetenschap is in het belang der
Wetenschap.
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CORRIGENDA.

staat : lees:
biz. 3 regell9. . . . 1866 1862.
. d(ml xx-+mos)) d(mtxt + jwjxt)
biz. 41 regel 5. . mix{+ mlxt m, yl + m 1yt
biz. 44 regel 6. . , o[ ] [ 7

biz. 49 regel 20 . . M- mjxt.
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