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HOOFDSTUK I

De vergelijkingen, die den toestand van het
elektromagnetische veld bepalen.

Maxwell en zijn voorganger Faraday hebben getracht
de verschijnselen op het gebied van de elektriciteit en het
magnetisme zonder de actio in distans der oude theorie te
verklaren.

Men kan zich daartoe voorstellen, dat de ruimte, waarin
de elektrische en magnetische verschijnselen zich vertoonen,
behalve met de ‘ponderabele stof, nog met eene elektrische
vloeistof en eene stof, die men met een raderwerk kan ver-
gelijken, gevuld is. Men denke zich deze drie stoffen in
elk deel der ruimte tegelijk aanwezig; de laatstgenoemde
is de zetel der elektroleinetische energie en dient ter verkla-
ring van de werking van elektrische stroomen op elkaar.

Maxwell bespreekt deze voorstelling, die men zich van
1



het mechanisme der elektrische en magnetische verschijnselen
han vormen, in zijne verhandeling: ,,On a dynamical theory
of the electromagnetic field." (Scient. Pap., I, p. 451).
0. Lodge heeft in zijn werk: ,,Modern Views on Electri-
city" een zeer uitgewerkt beeld der verschillende elektrische
en magnetische verschijnselen gegeven.

Yoor de mathematische behandeling gaat Maxwell uit
van de vergelijkingen van Lagrange, daar hij veronder-
stelt, dat deze voor het mechanisch systeem, waarmee men
bij de elektromagnetische verschijnselen te doen heeft, gel-
den. Ook Boltzmann volgt dien weg in zijne: vVorlesun-
gen Uber Maxwell’s Theorie der Electricitat und des Lichtes™
en beschrijft daarin tevens een mechanisch toestel, dat wer-
kingen vertoont, analoog aan de inductiewerkingen tusschen
twee stroomgeleiders.

Hij merkt hierbij op, dat het elektromagnetisch véld, d. i.
de ruimte, waarin de elektromagnetische verschijnselen plaats
hebben, een systeem bevat, dat cyclisch is ten opzichte van
de algemeene codrdinaat in den zin van Lagrange, die de
hoeveelheid elektriciteit voorstelt, die sedert een bepaald
oogenblik door een zeker opperviak is gestroomd5 d. w. z.
de energie van het systeem hangt niet af van deze hoeveel-
heid doorgestroomde elektriciteit, maar van de stroom-
sterkte; evenals bg eene wentelende beweging alleen de
hoeksnelheid en niet de afgelegde hoek de energie

van het systeem bepaalt.



De elektrische vloeistof gedraagt zich als eene onsamen-
drukbarel zoodat dus, als w, v en w de componenten van

den stroom voorstellen, in elk punt — -jl — = 0en
dx ° dy de

bij oppervlakken van discontinuiteit de normale componente
doorloopend is.

Dientengevolge kan een electrische stroom niet in het
eindige eindigen, maar moet gesloten zijn.

Stellen wij de kinetische energie van het systeem door
T, de algemeene codrdinaten voor de elektrische vloeistof
door y, die voor den stand der ponderabele massa’s door x

en hunne afgeleiden naar den tijd door y en x voor, dan

is in de vergelijkingen van Lagrange de term %—T-: 0,

y
daar het systeem ten opzichte van y cyclisch is en T dus

niet van y afhangt.

Wij zullen in dit eerste hoofdstuk op de wijze van
Maxwell de vergelijkingen van het elektromagnetische
veld met behulp van die van Lagrange opstellen en tevens
de magnetisch induceerbare lichamen daarbij opnemen, daar
het vervolgens ons doel is de ponderomotorische krachten,
die in een magnetisch veld op deze lichamen werken,
uit de vergelijkingen van Lagrange af te leiden, zooals
Maxwell de inductie- en elektrodynamische werkingen heeft
bepaald.

Wij zullen de krachten bepalen, die op een ellipsoide
van ijzer, geplaatst in een homogeen magnetisch veld, wor-
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den uitgeoefend; de krachten op zwak magnetische, aniso-
trope lichamen (kristallen) en op vloeistoffen; de vormver-
andering der oppervlakken dezer laatste zullen vervolgens
worden beschouwd en eindelijk de deformatie’s, die mag-
netische lichamen in een magnetisch veld ondervinden.

Deze laatste zullen worden teruggebracht tot krachten, die
kunnen worden beschouwd als gevolgen van drukkingen,
die in het magnetisch veld heerschen.

Ofschoon wij permanente magneten van onze beschou-
wingen zullen uitsluiten, en ons dus steeds zullen voor-
stellen, dat het magnetisch veld door stroomen wordt teweeg-
gebracht, kunnen toch vele uitkomsten ook op het geval
van permanente magneten worden toegepast.

Waar in het vervolg het drie-assig codrdinatenstelsel zal
worden gebruikt, houden we ons aan den stand der coor-
dinatenassen, zooals die vrij algemeen in navolging van
Maxwell wordt aangenomen (Electr. and M.agn. n°. 23j.
Normalen op gesloten oppervlakken zullen hunne positieve

richting naar buiten hebben.

Bij de verschijnselen, die wij zullen beschouwen, zijn er
tweeérlei vergelijkingen van Lagrange, nl.
d_dT _ dT"
dt dx d x

TRy

T dy — dy



De eerste dezer beide vertegenwoordigt een geheele groep
behoorende bij de verschillende codrdinaten x der pondera-
bele massa’s; de groep, door de tweede vertegenwoordigd,
behoort bij de codrdinaten y der elektrische vloeistof.

X en Y stellen de, aan de codrdinaten x en y beant-
woordende, krachtcomponenten voor, d. w. z.: Wanneer aan
de codrdinaten virtueele verplaatsingen 5x of Sy worden
gegeven, stelt X Sx of Y 5y den arbeid voor, die alle
op het stelsel werkende krachten verrichten. Wij stellen
ons voor, dat daarbij de ,verbindingskrachten” buiten be-
schouwing worden gelaten, daar deze, alle te zamen ge-
nomen, geen arbeid verrichten.

Men kan in vele gevallen aan de teekens X en Y of
liever aan — X en — Y nog eene andere beteekenis hech-
ten, en komt dan tot eene opvatting, die, hoewel zij zeer
goed gemist kan worden, veelal tot eene gemakkelijke be-
schrijving der verschijnselen leidt.

Stel nl. dat bij de variatie '5x zich slechts een bepaald
gedeelte A van de ponderabele stof (b. v. een enkele ge-
leiddraad) verplaatst, zoodat de grootheid X alleen uit
krachten, die op dit deel werken, is opgebouwd. Men kan
nu ook de aan de codrdinaat x beantwoordende bewegings-
vergelijking voor dat deel A van het stelsel afzonderlijk
opstellen.

Hierbij moet men bedenken dat op dit deel, behalve de
in X begrepen krachten, ook nog een deel der verbindings-
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krachten werkt en dat, hoewel alle verbindingskrachten te
zamen geen arbeid verrichten, dat gedeelte het wel kan doen.
Stellen wij nu door £5x den arbeid dezer verbindings-
krachten voor, dan kannen wij £ de aan de codrdinaat x
beantwoordende kracht noemen, die A van het andere deel
van het stelsel ondervindt, of korter de ,kracht van het
stelsel volgens de codrdinaat x.” Is voorts Ta de kinetische
energie van het deel A (bijv. de energie van de zichtbare
beweging van den geleiddraad), dan verkrijgen wij:

X4-£— 17 dTa

dt dx dx

In alle gevallen dus, waarin het tweede lid verdwijnt
(bijv. als de geleiddraad in rust is) wordt

zoodat men — X de kracht van het stelsel kan noemen.
Stel dat het systeem van dien aard is, dat de volledige

energie kan gesplitst worden in het deel T, en een ander

deel Tj, dat geheel onafhankelijk is van de beweging van A.
Dan heeft men in ’t geval dat A in rust is, de kracht-

componente:
. d dTj dTj dTj
dt dx dx dx

en dus voor de kracht van het systeem

z_dT,

dx (2).



Wanneer zich nu het deel A beweegt is de bewegings-

vergelijking
d_dT._ d(Ta+ Tj)
dt dx dx

dus in het speciale geval, dat X = Ois:

d dTa d(TO-f-T4 ¢
dt dx dx

Daar nu T* thans dezelfde waarde heeft, als toen A in
o dT
rust was, mogen wij hier in plaats van -r— de door (1)

bepaalde waarde 5 schrijven; de vergelijking gaat daardoor

over in:
d dT. dTq

dt dx dx

Dit is echter juist de bewegingsvergelijking van het deel
A, voor 't geval dat daarop de kracht § werkt.

Wij kunnen dus zeggen: Wanneer wij, om het deel A
in rust te houden, een uitwendige kracht X behoeven, zal
dit deel, als wij die kracht X niet laten werken, zich be-
wegen onder den invloed eener kracht — X.

De tweede der bewegingsvergelijkingen geeft tot dergelijke
opmerkingen aanleiding.

Laat zich bij de variatie Sy alleen de electrische vloei-
stof in een deel der ruimte, bijv. in een enkelen geleider,
verplaatsen, en laat jj de bij y behoorende kracht zijn, die
op de electriciteit door het overige stelsel wordt uitge-
oefend, dan is
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d dTj dT,
YE» g dyJ dy
waarin Tj de energie der elektrische yloeistof voorstelt.

Daar nu, zooals we straks zullen aantoonen, T «— 0 moet
worden aangenomen, is dus altijd ij= — .

Y is nu in lineaire geleiders samengesteld uit:

a. de ,electromotorische kracht” van een daarin geplaatst
galvanisch element.

b. den weerstand —r i.

vt is de elektromotorische kracht door het stelsel uitge-
oefend (elektromotorische kracht der inductie). De som van
alle. drie is steeds O.

In vele gevallen heeft men toestanden te beschouwen
waarbij de ponderabele stof in rust is en de onzichtbare be-
wegingen stationnair zijn. De bewegingsvergelijkingen van
Lagrange leeren ons dan de kracht X kennen, die op de
codrdinaat x moet werken om dien toestand te doen voort-
duren. Vindt men X = 0, dan wil dat zeggen dat het stel-
sel, aan zich zelf overgelaten, in dien toestand blijft, dat het
dus zonder uitwendige kracht X ,in evenwicht” is. Is X

niet gelijk aan nul, dan is zij gelijk aan —d—T, daar de term

It d ingevolge den toestand van het systeem, nulis. De
X

kracht ?, door de overige deelen volgens de codrdinaat x

uitgeoefend, wordt dus nu d—TI
Qv oc



Beschouwen wij voorloopig alleen lineaire gesloten stroom-
geleiders, dan kunnen wij, wat de electriciteitsbeweging be-
treft, voor eiken daarvan met één codrdinaat volstaan, nl. de
hoeveelheid electriciteit, die sedert zeker oogenblik door de
doorsnede van den geleider is gestroomd. Hierbij nemen wij
eene bepaalde richting in den geleider als de positieve aan.

T is eene homogene kwadratische functie van x en y en
Maxwell toont in de eerste plaats aan, dat er geene pro-
ducten van x en y onderling in T voorkomen en deze ener-
gie dus slechts uit termen met enkel x en andere met enkel
y bestaat.

Kwamen in T termen met x y voor, dan

Z0u d_ termen met y moeten bevatten en

X
dit zou in X d dT aT termen

dt dx

geven met dL, zoodat dus, bij niet aan-

beweging zou optreden, tengevolge van de
kracht — X, bij verandering der stroom-
sterkte.

Ten einde dit te onderzoeken denkt Max-
well zich een toestel als in nevenstaande
figuur is afgebeeld. Fig. 1

Een draadklos, bestaande uit vele cirkelvormige windin-
gen, is opgebangen aan een verticalen draad en draaibaar om



een verticale a8, waarbij de windingen in horizontale vlak-
ken liggen.

Een elektrische stroom kan door deze draden worden ge-
leid in de richting der pijlen, die in nevenstaande figuur
zijn geteekend; de draden, die den stroom toe- en afvoeren,
zijn verticaal en liggen in elkanders verlengde. Aan den
eersten hangt de klos, terwijl de afvoerdraad in een bakje
met kwik eindigt.

Stellen wij ons nu voor, dat een elektrische stroom door
dit toestel gaat, dan zou, volgens het boven gezegde, bij
verandering der stroomsterkte eene wenteling om de verti-

. dT
cale as moeten plaats grijpen, wanneer — termen met
o aC

y bevatte. Deze wenteling zou door middel van het spie-
geltje P kunnen worden waargenomen. Zoodanige pondero-
motorische werkingen zijn echter nog niet bespeurd.

De bekende ponderomotorische krachten, welke op stroom-
geleiders werken, hangen af van de stroomsterkte zelve, niet

van hare veranderingen.

- .dT .
De aanwezigheid van termen met xy in — zou in X

een term eveneens met xy opleveren; het bestaan van de
daardoor voorgestelde ponderomotorische werking zou moe-
ten blijken bij het omkeeren van den stroom; immers daar-
door zal het teeken der kracht — X, die wij de kracht van
het systeem noemen, veranderen en hiervan zal eene wijzi-
ging in den stand der ponderabele massa’s — welke stand
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voor het omkeeren van den stroom standvastig moge zijn
het gevolg zijn.

Uit het volgende zal de bedoeling duidelijker worden.

In nevenstaande fi-
guur is het schema van
een toestel, dat Maxwell
voor dit onderzoek heeft
doen dienen, afgebeeld.
A is een elektromagneet
met de magnetische as
AA'. Hij kan om eene
horizontale as BB', lood-
recht op AA', wentelen
binnen een ring, die zelf
met standvastige snelheid
om eene verticale as ge-
draaid wordt. Zijn AA’,
BB', CC' de drie hoofd-
traagheidsassen en noe-
men we de traagheids- FiS 2-
momenten ten opzichte daarvan respectievelijk A, B en C,
verder 6 den hoek tusschen CC' en de verticaal, 9 het
azimuth van BB' en de grootheid, die den stand der
elektrische vloeistof in den draad bepaalt, dan wordt, vol-
gens Maxwell, de Kinetische energie van het systeem
voorgesteld door:
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T= - !a<p°~sin.29-f B(j2+ C$2cos.s6+ E (cpsin. 9+ ")2),

mwaarin E het traagheidsmoment der elektrische vloeistof zou
kunnen worden genoemd; terwijl sin. 9+ p de hoek-
snelheid er van voorstelt; (psin. 9 is die van de doorsnede
van den draad en p is die van de elektrische vloeistof ten
opzichte van deze doorsnede.

Uit het optreden van den factor E in de formule voorde
energie van dit systeem blijkt, dat Maxwell zich de elek-
trische vloeistof als eene massa heeft gedacht.

Yolgens de vergelijking van Lagrange is nu de kracht,

die bij 9 behoort:

dai (.. . . )
0= ———ry-- C) q)2sin. 6c¢os. 6-j- E Cos. 0
777 ¢ ) ] y
als y — <psin. 9-f-ip.
Stellen we ons nu voor, dat de beweging van het toestel
zich door de wrijving van de as B B' zoodanig heeft ge-

regeld, dat & constant blijft, dus d26 = 0, terwijl geen uitwen-
Cvv

dige kracht 0 op het toestel wordt uitgeoefend, dan moet:
sin. 9=" .
(C-A)4>
Hierin is y afhankelijk van de stroomsterkte \p, zoodat,
bij omkeering van den stroom, 9 zou moeten veranderen.
Door C— A Kklein te nemen wordt de invioed eener ver-

andering der stroomsterkte groot.
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Bij C zijn twee halfcirkelvormige stukken papier, het
eene rood, het andere groen, aangebracht, zoodat men bij
de wenteling van het toestel, al naar de waarde van O, een
rooden cirkel buiten en een groenén binnen zal zien, of
omgekeerd. Eene verandering van 6 zou zich dus gemakke-
lijk verraden. Zoodanige verandering is bij omkeering van
den elektrischen stroom niet waargenomen.

Wij moeten dus aannemen, dat de elektrische vloeistof
geen merkbare massa heeft.

Had ze nl. eene merkbare massa en noemen we die van
een vloeistofdeeltje m, dan zou de energie van dit deeltje
worden voorgesteld door I/sm(x yf, als % de snelheid
voorstelt van het deel van den geleiddraad, dat we beschou-
wen, en y die van de vloeistof ten opzichte van dat deel
van den geleiddraad, waarbij x + y als een vectorensom
moet worden opgevat.

Er zouden dus termen met Xy moeten ontstaan en de
afwezigheid van deze, die proefondervindelijk is aangetoond,
kunnen wij verklaren door de massa m der elektrische vloei-
stof gelijk nul aan te nemen.

Wij kunnen de Kkinetische energie thans in twee deelen
splitsen: het eene, dat slechts termen met x bevat en het
andere, dat slechts van y afhankelijk is. Wij noemen het
eerste met Maxwell T, het andere T,; wij zouden ze kun-
nen onderscheiden door de namen ponderokinetische en elek-

trokinetische energie.
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Aangezien de massa der elektrische vloeistof als onmerk-
baar klein moet worden aangenomen en dus de termen met
y2 niet met factoren die daarvan afhangen, zullen voor-
komen, moeten we de énergie, die van y8afhangt, aan andere
bewegingen, nl. die van de derde der op pag. 1 genoemde
stoffen, gebonden denken.

Daar wij ons voorloopig alleen met de elektrokinetische
energie zullen bezig houden, zullen wij deze gemakshalve
door T voorstellen.

De waarde van deze grootheid zullen wij thans voor een
gegeven stroomverdeeling in een elektromagnetisch veld be-
rekenen.

In een veld met lineaire stroomen van de sterkeen

. 1,, wordt deze energie:
T= - 2L.in+ 2 M., t,im}

waarin de coéfficiénten L en M bepaald worden door de lig-
ging en den vorm der stroomgeleiders, voor wier bepaling
we de codrdinaten x hebben gebruikt.

De beteekenis dezer coéfficiénten wenseben wij nader te
onderzoeken. Daartoe nemen wij eerst een enkelen lineairen
stroomgeleider met een stroom van de sterkte i. De waarde

van T wordt dan uitgedrukt door den enkelen term — Li2

Stellen wij met Maxwel1 voor de uitwendige kracht E —r i
waarin r den weerstand voorstelt en E de elektromotorische
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kracht van het galvanisch element, dan geeft de vergelijking

van Lagrange:

of
dL

l-ri.
dt

Blijft de vorm van den geleider constant, dan is — = 0,
dus E= L (ﬂ + ri.
dt

De uitwendige kracht bevat dus den term L di zoodat de

Qv v

kracht van het systeem, (de op pag. 7 en 8 besproken *),
di
— L — bedraagt. Dit is de elektromotorische kracht van

den extra-stroom, die het gevolg is van de verandering der
stroomsterkte. L draagt daarom den naam coéfficiént van
gelfinductie.

Nemen wij thans twee lineaire stroomgeleiders, dan is

T=-L,V + Mijh+i-L»»,*,

waarin de-index 1 op den eenen, de index 2 op den ande-
ren stroomgeleider betrekking heeft.
De bewegingsvergelijking der electriciteit in den eersten

geleider wordt nu

Y, —— (Ljh + Mt),
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Nemen wij aan, dat de vorm en de betrekkelijke stand
der stroomgeleiders standvastig worden gehouden, eveneens
i, constant (zoo noodig door eene geschikte elektromotorische
kracht in den eersten stroomgeleider), dan wordt:

Y= M—8

de kracht, die noodig is om ix constant te houden en dus
— Y, de inductiewerking, in den eersten geleider door de
verandering van i3 uitgeoefend.

Yoor de inductiewerking van den eersten op den tweeden
stroom zal men evenzoo vinden:

—mil
dl

In beide gevallen heeft men dus met denzelfden coéffi-
ciént M te maken, die daarom de coéfficiént van wederkeerige
inductie wordt genoemd.

Daar hij ook de elektrodynamische verschijnselen bepaalt,
kan deze coéfficiéent M worden berekend uit de wet van
Ampeére voor de elektrodynamische werking van lineaire
stroomgeleiders op elkaar.

Uit deze wet leidt men af:

"ds ds'
......... — COS. £,
r

een integraal genomen over de beide stroomlijnen s en s'.
De hoek tusschen de elementen ds en ds' is fenr
hun afstand.
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De sterkten der stroomen worden positief of negatief ge-
nomen al naarmate ze in de positieve of in de negatieve
richting van s of s' loopen.

In het geval van elektrische stroomen in de ruimte ver-
deelen we deze in een oneindig groot aantal oneindig dunne
stroombuizen, die, zooals vroeger reeds is opgemerkt, ge-
sloten moeten zijn.

Noemen we de stroomsterkten in deze buizen: in
waarin nu n zeer groot is, dan is T eene homogene kwa-
dratische functie der i’s. Ten einde haar nader te bepalen,
maken we gebruik van eene bekende eigenschap van homo-

gene kwadratische functién, volgens welke:

1 *=® d T
T . . .
2 n=i di,
We weten:
d.T . .. .
— = L»is+ Mi.ij + Ms«i,....
d In

Het tweede lid is de som van een oneindig groot aantal
oneindig kleine grootheden; wegens de oneindig dunne
buizen zijn namelijk de i’s oneindig Klein.

Veronderstellen wij, dat L, i,, met i, tot nul nadert (wat
niet van zelf spreekt, daar L, niet eindig blijft bij het
kleiner worden der doorsnede van een stroomgeleider), dan
mogen we dezen term ten opzichte van de som der overige

verwaarloozen.
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leder der overige termen kunnen wij op de zoo even
aaDgegeven wijze berekenen, en vinden dan, als we de lijn
door de zwaartepunten der doorsneden van de nd0stroombuis

door sn voorstellen:

Miai{ - h f dstd S”cos.e—i. Iudrxdxn-\-dyxdyn-\-de ,de,,

waarin dxIf dy, en dz1 de projecties van ds, op de
codrdinatenassen zijn, evenals d«,, dy,, en dzndie van ds,,

Stellen wij ixJ'—— — genomen over de stroombuis van
i waarin r telkens den afstand voorstelt van een bepaald
lijnelement d s,, tot de verschillende elementen van de eerste

stroombuis — door de letter Fj voor, eveneens i, j —

en i, f— door G, en Hj, dan wordt:

Min —J (F, dx,-f Gjdyn-f H, de,),
genomen over de stroombuis van i,,

Noemen we ix de stroomsterkte per eenheid van lood-
rechte doorsnede en d u de doorsnede der eerste stroombuis,
dan kunnen we ook schrijven:

) I'l'ldoodxx iyduldsj
Fi=
r I r
als"l d» cosinus van den hoek tusschen d § en de «-as,
M de «-componente van ix en dtx het volumenelement

du d sx der buis voorstellen.
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Evenzoo vindt men:

waarin v} en wx de y- en “~-componenten van *, voorstellen.
Yan deze formules gebruik makende, vinden we voor

den feffn d4-I--

«i. '

J" (Fdx, - Gdy,,-f- H dz,,),

genbmen over den stroomgeleider van i,, waarin nu:

L= o f £ AT
Tii W, C
P W ez,
*= o1 J r
of
F— -L-j-g--r enz

welke integralen wij over de géheéle ruimte, waar de elek-
trische strooming plaats grijpt, kunnen uitstrekken, ook de
ruimte van de wde stroombuis zelf er onder begrepen, daar
het bedrag dat deze tot die integraal bijdraagt oneindig
klein is, zooals men gemakkelijk inziet.

F, 0 en H stemmen overeen met gravitatiepotentialen,
als de dichtheden der aantrekkende massa w, v en w wor-
den genoemd en over de ruimte der stroomen verdeeld zijn.
Uit bekende eigenschappen dier potentialen weten we, dat
ze, evenals hunne eerste afgeleiden naar de codrdinaten, in
alle punten doorloopend zijn.. Men noemt F, G en H de
componenten van den vectorpotentiaal V.
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Zij voldoen nog aan de vergelijking:

dx~"~ dy dg

Zetten wij thans onze berekening der energie T voort,

dan vinden we:
udTi g, 4- i«dyn+

over de stroombuis van i,,

Noemen wij de grootheden, die op deze buis betrekking
hebben, u', dr' enz., dan wordt op eenvoudige wijze afge-
leid dat:

ind = f(&Ludr+ "1 vdrr+ ~tv'dA

din j\r r r J
genomen over de wde buis, waarbij we ons nu elk element
dezer buis met alle elementen, waarin de strooming plaats
heeft, gecombineerd moeten denken, ook met die van de

buis zelf.
Wij vinden verder:

»=« FUU'dtdt'-j-VV'drdI"-j-WW'drdt'
2 inyl -,
1

M

deze integralen zijn genomen over de ruimte met de elek-
trische stroomen en bevatten elke combinatie drdr' twee keer.
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Volgens de eerste formule van pag. 17 wordt ten slotte:

T= L + + W drdr'= -gf(Fu+Qtv + H»)dr.

Deze laatste integraal zullen we voor ons doel in andere
grootheden uitdrukken.

Uit bekende proeven blijkt, dat een gesloten stroom van
de sterkte i op een magneetpool dezelfde werking uitoefent
als eene magnetische laag met het magnetische moment i
per eenheid van oppervlak en die den stroomgeleider als
randbegrenzing heeft, waarbij de positieve richting van de
magnetisatie der laag en die van den stroom in den ge-
leider op dezelfde wijze bij elkaar behooren, als de positieve
0-as en eene positieve draaiing in het x «/-vlak.

Hieruit wordt afgeleid (Maxwell, Il, Art. 422 pag. 41)
dat de componenten «, f3 y der magnetische kracht &
kunnen worden afgeleid uit die van den vectorpotentiaal
en wel door middel van de betrekkingen:

dB. dB
X dy de-
y <F <H
de dx
2 dF
dx dy

Uit deze waarden van «, (3 y kan worden afgeleid, dat
de oppervlakte-integraal van S) over eenig opperviak gelijk
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is aan de lijnintegraal van V over de randbegrenzing van
dat oppervlak.

Uit het gezegde volgt ook, dat de lijnintegraal van de
magnetische kracht langs een gesloten lijn gelijk is aan
4 n X de hoeveelheid elektriciteit, die per tijdseenheid door
een oppervlak stroomt, dat door deze lijn wordt begrensd.

Dit kan ook direkt uit de boven gegeven waarden van
X, 3,y worden afgeleid:

dy d(3_ d2G _ d2F f2F d2EL =
dy dz dxdy dy2 dz2 dxdz

d2F _ d?F d_ (dti dH\
dy?2 dz2 ' dx\dy dz/

en daar, zooals vroeger is opgemerkt,

dF dG dB.= o
dx dy dz ’

vinden wij:

——— = —AF = 4tm,
dy dz

zooals uit de bekende eigenschappen van den gravitatie-
potentiaal volgt.
Eveneens vindt men:

Wg kunnen thans voor de energie schrijven:
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Fu--Ov{HwldT
. | at

ifSEFA-A+0fc W +n 9% d

8T 1 \dy de/ \dz dx dx dy

Tot nog toe had dr den vorm van een stroombuis-
elementje. Men ziet echter gemakkelijk in, dat deze vorm
willekeurig kan worden genomen, en wij zullen dus thans
er onder verstaan een parallelepipedum met de ribben dx,
dy, de.

Gaan we de laatstgevonden integraal partieel integreeren,
en bedenken we, dat S) en Y in alle punten doorloopend

zijn, dan wordt de integraal:

éifrjl( dyJ~rP\dx dz/ /[ \dy dx/)

EIK “f+" +r)dl
daar de oppervlakte-integralen verdwijnen.

Dezen vorm van de integraal zullen wij in het bizonder
gebruiken.

Daar het om de afleiding eener bekende uitkomst te doen
was, hebben wij ter bekorting eenige beschouwingen achter-
wege gelaten, die bij eene strenge behandeling niet gemist
zouden kunnen worden.
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Stoffen, die de eigenschap bezitten magnetisch te worden,
wanneer men ze in een elektromagnetisch veld brengt, hee-
ten magnetisch induceerbaar.

Wanneer men zulke media in den aether brengt, en daarbij
de stroomen, die, naar wij veronderstellen zullen, het veld
te weeg brengen, constant houdt, zal de waarde der elek-
trokinetische energie anders zijn geworden, dan ze vOOr
hunne aanwezigheid was.

Wij zullen door middel van de vergelijkingen van La-
grange de ponderomotorische krachten, die op deze licha-
men in een magnetisch veld worden uitgeoefend, kunnen
berekenen.

Daartoe moeten wij de energie van het veld bepalen, wan-
neer zich deze media er in bevinden. Dit kan geschieden
in aansluiting aan het in de vorige bladzijden medegedeelde.
Het is nl. gebleken, dat men zulke induceerbare lichamen
op eene bepaalde wijze in oneindig kleine cilindertjes, wier
diameters oneindig klein ten opzichte hunner lengten zijn,
kan verdeelen, die men ten opzichte van hunne werking
naar buiten kan vervangen door solenoides. En wel moet
de as van elke solenoide evenwijdig aan de beschrijvende
lijnen van den cilinder zijn, en moet in de solenoide de
stroomsterkte per lengte-eenheid van beschrijvende lijn x S
zijn* als S de magnetische kracht voorstelt, die in de
ruimte van het cilindertje heerscht, als het door aether is
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vervangen, en x eene constante, die van den aard der stof
afhangt (magnetiseeringsconstante of susceptibiliteit).

De grootheid x5) noemt men de magnetisatie; zij wordt
gewoonlijk voorgesteld door de letter 3-

Wij kennen aan de magnetisatie de richting toe, die wij
aan de as van het cilindertje moeten geven, opdat het met
eene solenoide aequivalent zij, en wel die richting langs de
as, die met de positieve a;-as samenvalt, indien de stroomen
der solenoide in richting met eene wenteling van OY naar
O Z overeenkomen.

Bij isotrope stoffen, zooals wij voorloopig alleen beschou-
wen, heeft de magnetisatie dezelfde of juist de tegengestelde
richting als de boven omschreven magnetische kracht S}.
Wij zullen deze gevallen van elkander onderscheiden door
den coéfficient x in het eerste geval positief én in het
tweede geval negatief te nemen.

Stellen we ons thans een magnetisch veld voor, veroor-
zaakt door één stroom van de sterkte i; één cilindertje van
bovenbedoelde stof zij, met de lengte-richting evenwijdig
aan de magnetische kracht, in zeker punt van het veld ge-
plaatst. Overigens bevatte dit laatste alleen aether.

Wij moeten thans trachten de energie te berekenen, die
in het cilindertje aanwezig is en die wij door T, zullen
voorstellen. Wij zullen om dit te doen de energie T3 van
de geheele ruimte bepalen, en daarvan de energie Ts, die
buiten het cilindertje aanwezig is, aftrekken.
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De eerste zal gevonden worden door na te gaan wat er
gebeurt, wanneer men, terwijl het cilindertje aanwezig is,
den stroom i sluit.

Wat Tg betreft, deze energie is krachtens onze onderstel-
ling dezelfde, die men heeft wanneer de cilinder door de
aequivalente solenoide is vervangen, en kan worden ge-
vonden, wanneer men van de totale energie T2 in dit ge-
val de energie T/ aftrekt, die dan in de cilindrische ruimte
bestaat.

Beide deze grootheden kunnen met behulp van het voor-
gaande berekend worden, en men heeft dan:

T,= T-—Tjm

en

T

T, = Tg—T2Z+ TjV.

Tg—Ts
dus

Bij de volgende berekeningen zullen we de dikte der
laag, waarin de stroomen der solenoide loopen, oneindig
klein veronderstellen ten opzichte van de middellijn van
den cilinder, zoodat men de geheele ruimte kan verdee-
len in die, welke buiten en die, welke binnen de sole-
noide ligt.

De magnetische kracht, die het gevolg is van den stroom
i zullen we aanduiden door S) («, j3, y), die, welke het
gevolg is van de solenoide door S)1 (#, /3, y").
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Berekening van Ta.

Noemen we de stroomsterkte in elke winding der sole-

noide j, dan is:
Ta= 11, + Mi j f,

waarin LT M en L3 de békende beteekenissen hebben.

Yolgens de wet van Ampeére is:
Mi= »J f dsds' =
= ijj dxdx'+dydy'+dzM_ j. (FdxlI+Gdy,+ Rdz),

over de stroomlijn der solenoide.

De beteekenis der grootheden is bekend; de accenten
hebben betrekking op de solenoide.

De laatste integraal kunnen we vervangen door de
oppervlakte-integraal der magnetische kracht § over een
oppervlak, dat door de windingen der solenoide wordt be-
grensd. Als het aantal windingen n en de doorsnede u
is, dan kunnen we voor deze integraal schrijven: Jn «,
daar  overal loodrecht op de doorsnede staat en over de
ruimte der solenoide als constant mag worden beschouwd,
zoodat we hebben:

= dus Mij= nluSp3, daar j= -

als | de lengte der solenoide voorstelt.
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Wij weten verder, dat:

B2 =i-s (*3+ Pr+y3dTF

Wij kunnen bewijzen, dat de waarde van:
f (*'s+ /38+ y's)dr,

genomen over de ruimte buiten de solenoide, oneindig klein
is ten opzichte van Mij en dus kan worden verwaarloosd.

Daartoe merken wij op, dat de solenoide naar buiten
werkt, zooals eene verdeeling van noord-magnetisme over het
eene en van zuid-magnetisme over het andere eindvlak
volgens de wet van Coulomb werken zou.

Noemen we de krachten door deze verdeelingen op de
eenheid van noord-magnetisme in zeker punt uitgeoefend,
jjot en Sp3 dan is:

X3-j- (3°+ y'8= M»s W+ 2 §mCOs. i

als 6 de hoek tusschen en Sp2 voorstelt.
Dus:
«*+[3"*+y» <2 (jy +$,»)»
nu is:
J S*dT= f Spfdr,
dus:

f (*8+ £»+ y'§dt< 4f $,8dr.

Nemen we de afmetingen van den cilinder eindig en een
eindige magnetische dichtheid, dan heeft f d t eene ein-
dige waarde. Laten we vervolgens alle afmetingen der
ruimte, waarover deze integraal is genomen, in dezelfde
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verhouding kleiner worden, zoodat de eindige cilinder over-
gaat in die met de doorsnede u, en de lengte Z en elk ele-
ment dt door een gelijkstandig kleiner element wordt ver-
vangen, terwijl de magnetische dichtheid dezelfde blijft, dan
blijft SpS onveranderd, daar deze grootheid van de orde 2
is. Het ruimte-element dr verkrijgt echter den factor a3, zdd-
dat de integraal van de orde u wordt en dus kan worden
verwaarloosd ten opzichte van de vroeger bepaalde, die van

de orde » is..

Het gedeelte van —Lbehoorende bij de ruimte der

solenoide, is 3 la Sp*, daar we &P over deze ruimte als
c

constant mogen beschouwen.

Wij vinden dus voor de energie van het veld:

T/ = 5 Ljis-}xlu S*+ O—YTIuSp'».

Berekening van Tj'".

Wanneer eene solenoide met v windingen per lengte-
eenheid van de beschrijvende lijn doorloopen wordt door
eene stroom j, bestaat dientengevolge in elk inwendig punt
eene magnetische kracht // aan de as der solenoide van de
grootte Sp'— Airvj. In ons geval wordt dit:

S'= 4dstx S,

en uit het omtrent het teeken van x gezegde volgt, dat, als
X positief is, §p' dezelfde richting heeft als Sp.
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Dus is:

TI'= 6—TU(E + -§)S= 5—i«(1+ 8TX) Z<$"3
ST (O | 8 5T

Berekening van T2

Wij stellen ons voor, dat de stroom i gesloten wordt, ter-
wijl het cilindertje der magnetiseerbare stof op zijne plaats
is. Was dit cilindertje er niet, dan zou

E—ri=L,li

1dt
zijn. Thans oefent het ontstaan van ’t magnetisme eene in-
ductiewerking uit, en wij mogen aannemen, dat, ook wat
deze betreft, het cilindertje door de aequivalente solenoide,
waarin dan ook j aangroeit, mag worden vervangen. Daar-

uit volgt:
Y=E—r*=1L

1y = 4i-M_4

voor de bewegingsvergelijking der elektriciteit in den stroom-
geleider.

Daar deze Y de eenige uitwendige kracht is, die op het
systeem werkt, is de aangroeiing der energie T2 in den
tijd dt:

o i
<QTo= (E— dt LidsMirve=
0= (E—ri)y_i lar ' atj

L0 ue P g g

dus:

Ts= Y LI +\ x1"$>
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daar de integratieconstante nul moet zijn, aangezien voor i
en P beide nul, ook T2 nul is.

Ten slotte is
Tx==Ti—Ti"'+ Ti'": — (1+ 4**)$*e

Wij kunnen deze uitkomst eenvoudiger schrijven, wan-

neer wij een nieuwen vector

H= (1+ 47X Sp,
of,
1+ 45k =
stellende,
H= AD

invoeren. Dan is nl. de energie in het cilindertje

per ruimte-eenheid.

Den vector 35 noemt men de magnetische inductie, g. den
inductie-coefficient of de permeabiliteit.

3 is de magnetische kracht, die in de ruimte van het
cilinderije heerscht, wanneer dit door de aequivalente sole-
noide is vervangen (35= £).

Hebben wij een magnetisch induceerbaar lichaam van
willekeurigen vorm, dan verdeelen wij dit eerst in cilinder-
tjes van bovengemelde gedaante met de beschrijvende lijnen
evenwijdig aan de magnetisatie. Yervangen we alle op één
na door de aequivalente solenoides, dan vinden we, evenals
boven, voor de energievermeerdering binnen de ruimte van
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dat ééne cilindertje dezelfde waarde — aSpHu. Dit kan

met ieder cilindertje geschieden, dus we mogen zeggen, dat
de energie per volume-eenheid eener magnetisch induceer-

bare stof -?3551) bedraagt. Hierin stelt dus S voor de
(o]

magnetische kracht, die in zeker punt heerscht, wanneer
men het meergemelde cilindertje door aether vervangt en
9% de magnetische kracht in datzelfde punt, wanneer het
cilindertje door de solenoide wordt vervangen. Voor punten
in den aether is n — 1 en 9 = ij) en gaat dus deze waarde

over in de bekende arSpZ zoodat wij de waarde —éic%sp

algemeen mogen vaststellen.

Bij anisotrope stoffen zal de magnetisatie 3 niet samenval-
len met de magnetische kracht Sp. Definieert men voor zoo-
danige stoffen de magnetische inductie % door de vectorver-
gelijking

%= $ + 4ic3,
dan kan men op de boven gevolgde wijze aantoonen,
dat de energie per volume-eenheid gevonden wordt door
het produkt van de inductie met de componente der mag-
netische kracht in de richting der inductie door 8 ic te doe-
len. (Scalaire deel van het vectoren-produkt).

Uit de vroeger (pag. 21) bepaalde waarden van a, j3, Yy

volgt, dat
da, d@.dy n

dx*'dy * de.
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dus J~9),,d<, over een gesloten oppervlak, is nul. Nu
is 9% ook een magnetische kracht nl: %= S4 =
= $-\-€éirkSp, d. w.z. de magnetische kracht, die heerscht,
wanneer al de cilindertjes door de aequivalente solenoides
zijn vervangen. Nemen wij nu J" 95,d<r over een gesloten
oppervlak. In de deelen van het oppervlak, die behooren
tot de ruimte der stroombanen van de solenoides bestaat
eene magnetische kracht die wel van die der overige ruimte
zal verschillen; omdat echter het bedrag, dat ze voor de
oppervlakte-integraal leveren oneindig klein is, daar de
stroombanen oneindig dun zijn ten opzichte van de diameters
der solenoides, kan men zich bepalen tot het overblijvende
deel van het oppervlak en slechts het bedrag, dat deze voor
onze integraal opleveren in rekening brengen. Dan geldt de
formule:

f 9%,dg= 0
over een gesloten oppervlak.

Hieruit volgta (-— -f, — 0, als a, b, ¢ de compo-

dy de
nenten van 9 voorstellen.

Bij oppervlakken van discontinuiteit is:
581 = 9ms

m. a. w. de normale componente der inductie is doorloopend.
De lijn-integraal der magnetische kracht is ook binnen

de ruimte der magnetisch induceerbare lichamen gelijk aan
3
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4 & maal de hoeveelheid elektriciteit, die per tijdseenheid
door een oppervlak stroomt, dat de lijn tot randbegrenzing
heeft. Dus bij niet aanwezigheid van stroomen moet die
waarde nul zijn.

Dit kan blijken door alle elementen der induceerbare stof
door de meermalen genoemde solenoides te vervangen en de
lijn-integraal der dan bestaande magnetische kracht 35 langs
een gesloten lijn te nemen. Door een oppervlak dat deze
lijn tot rand heeft gaat nu overal waar het eene solenoide-
winding doorsnijdt eene zekere hoeveelheid electriciteit, en
men kan aantoonen dat de totale per tijdseenheid doorstroo-
mende hoeveelheid gelijk is aan de lijn-integraal der mag-
netisatie langs de beschouwde lijn.

ledere winding der solenoides toch, die twee keer door
het oppervlak wordt gesneden, levert voor de oppervlakte-
integraal nul, daar de richting van den stroom bij de beide
doorsnijdingen tegengesteld is. Alleen dus de windingen die
slechts éénmaal worden gesneden leveren een bedrag voor
de oppervlakte-integraal; dit zijn die, welke met de grens-
lijn van het oppervlak zijn geschakeld.

Noemen wij de lengte van een cilindertje waarvan de
eindvlakken door de grenslijn worden gesneden A, dan geeft
deze solenoide voor de gezochte hoeveelheid electriciteit het
bedrag “A. Is | de lengte van het stuk der grenslijn, dat
binnen deze solenoide ligt en e de hoek tusschen A en |,
dan is A= lcos.s, dus wij kunnen het bovengenoemde be-



35

drag ook aldus schrijven: 3 “cos-f> waaruit wij zien, dat
werkelijk de totale door het oppervlak stroomende hoeveel-
heid electriciteit te beschouwen is als de lijn-integraal van

3 langs de grenslijn, zoodat we hebben:
lijnintegraal 35 = lijnintegraal 473,

(waarbij nog moet worden opgemerkt, dat blijkens hetgeen
op pag. 25 omtrent het teeken van x is gezegd en met
inachtneming van de formules op pag. 22, klaarblijkelijk
bovenstaande formule, ook wat het teeken betreft, juist is);

of lijnintegraal Sp  lijnintegraal 4 ir3 = lijnintegraal 4 n 3,
dus lijnintegraal Sp= 0.

Kernen wij de lijnintegraal van S langs den omtrek van
een Kklein rechthoekje waarvan de langste zijden dl in de
richting t // aan een oppervlak van discontinuiteit loopen,
de ééne er binnen, de andere er buiten, terwijl de andere
zijden ten opzichte van dl oneindig Klein zijn, zoodat de
hoeveelheid door het oppervlak van den rechthoek stroo-
mende elektriciteit oneindig klein is ten opzichte van dl.
Van de lijnintegraal van S langs dezen omtrek moet dus
hetzelfde gelden. Aan den anderen kant kan men voor deze
lijnintegraal schrijven (Spn — Spt)dl, als JX1 en Spti de
componenten van Sp ter weerszijden van het oppervlak voor-
stellen, volgens de richting t.

Hieruit volgt Spt\ — Spt3 en daar dit van élke richting t
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in het grensvlak geldt, is de tangentieele componente der
magnetische kracht doorloopend. Noemen we deze jfti en
jj5.2 aan weerszijden dan hebben wij dus

Aan het grensvlak van twee verschillende magnetisch ge-
induceerde isotrope stoffen, met ft\ en tot pernieabiliteiten,
vinden we voor de tangenten der hoeken tusschen de nor-

maal en de inductie:

f*1 Jpn | £*2
en daar gl Smi1 = (2 Spx2 volgt hieruit:

tg0i fh
tg 03 t%

de tangentenwet voor de breking der krachtlijnen.

Eene mathematische stelling, die in het vervolg eenige
malen zal worden toegepast, is de volgende:
Laten ® 2 twee vectoren zijn, voldoende aan de voor-
waarden dat over de geheele ruimte:
A -diy=d$*-dt'=d k Q =0,
dy de de dx dx y
dS, , dSy . dsS, q
dx dy de

bij grensvlakken: 3tl — 3ts, 2«i= 2»2 enin het oneindige
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zoowel 3 als 2 snel genoeg tot nul naderen om de oppervlakte-
integraal over een boloppervlak in het oneindige, die bij de
integratie te pas komt, te doen verdwijnen.

Dan is, over de geheele ruimte uitgestrekt:
f (3*2,+ % 2y+ 3,2,)dxdydz= 0.

Het bewijs verkrijgt men onmiddellijk door partieele in-
tegratie der integraal.

Beschouwen wij 3y en 3* als afgeleiden naar de codr-
dinaten eener functie p, wat op grond der differentiaalver-
gelijkingen, waaraan 3 moet voldoen, mogelijk is, dan wordt

onze integraal:

~fﬂ_(4?+i j tw )dt+K*'a-~A 27 d*

De eerste is een ruimte-integraal, die verdwijnt wegens
de vergelijking, waaraan 2 voldoet.

De oppervlakte-integraal over een oppervlak in het on-
eindige is wegens de gemaakte veronderstelling weggelaten.
De oppervlakte-integraal over de grensvlakken kan ook aldus

worden geschreven:
S wnT1) 2#] do-
daar 2» i — 2» 2.
Wij kunnen echter ook nog aantoonen dat pr— ps aan

het grensvlak constant is. Nemen wij daartoe twee punten

tegenover elkaar ter weerszijden van het grensopperviak
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gelegen en noemen de waarden die  daar heeft \pl en
Nemen wij vervolgens twee op oneindig kleinen afstand
van de vorige op dezelfde wijze liggende punten en noemen
t de richting en dl de lengte der lijn, uit het eerste pun-
tenpaar naar het laatste getrokken, dan zullen de waarden
der functie t/ in de nieuwe punten zijn:

'Pi = + 3idl en a= + 3*2d |,
en daar nu 3u = 3<is
'Pi— Vs = — &a= c.
Onze oppervlakte-integraal wordt dus:
CN 2«idtr,

en dit is nul wegens de solenoidale verdeeling van 2 over
de geheele ruimte.

Zoodat de stelling is bewezen.



HOOFDSTUK Il

Ponderomotorische werkingen
in het elektromagnetisch veld zonder deformatie der
ponderabele massa’s.

Wij zullen onder T thans de geheele energie, dus ook
het ponderokinetische gedeelte, van het elektromagnetische
veld verstaan.

De ruimte zij gevuld met aether en magnetisch induceer-
bare stoffen, terwijl gegeven elektrische stroomen het veld
te weeg brengen.

Wij veronderstellen, dat de ponderabele massa’s in rust

zijn, zoodat de term d—j—T in de vergelijking van L agrange,
X

nul is en wij voor de algemeene uitwendige krachtcompo-

nente vinden:
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Deze kracht moet worden aangewend om, bij het constant
blijven der stroomen, het stelsel in rust te houden. Het
systeem oefent dus een gelijke en tegengestelde kracht uit,

dT .
nl. i waaruit dus volgt, dat deze T doet toenemen en er

slechts evenwicht zal zijn, wanneer T een maximum is;dan

. rfT .. . . dT .

is nl. D = 0. Bij een minimum is ook 0 = 0, en is er
X X

dus ook evenwicht, dit is echter labiel, terwijl het in het
eerste geval stabiel is.

Willen wij de kracht berekenen, die in een elektromag-
netisch veld op een magnetisch geinduceerd lichaam wordt
uitgeoefend, dan berekenen wij 5T, d.i. de aangroeiing van
T, die ontstaat tengevolge van eene virtueele verplaatsing s
en deelen de laatste op de eerste.

Wij zullen het lichaam voor het gemak ijzer noemen en
aannemen, dat het isotroop is en dit bij de virtueele ver-
plaatsing blijft.

Door deze verplaatsing ondergaan Sp en £8 over de ge-
heele ruimte veranderingen. Daar de stroomen bij de ver-
plaatsing constant worden gehouden, moet de lijnintegraal
van de aangroeiing van Sp langs elke gesloten lijn nul zijn.
De aangroeiing van B is, evenals % zelf, solenoidaal over
de ruimte verdeeld.

Voor de berekening van 5JSp~bdr moeten wij de
ruimte in 3 deelen verdeelen: 1° die waar, zoowel vddr als
na de verplaatsing, aether is, 2°. die, waar zoowel véor als
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na de verplaatsing, ijzer is, en 3°. die, waar aether door ijzer,
of omgekeerd, wordt vervangen.

Noemen wij deze ruimten respectievelijk I, 11 en III,
dan kunnen wij in de eerste plaats opmerken, dat de varia-
ties van S en B in | en Il oneindig klejn zijn; wij zul-
len ze voorstellen door 3 en 393 In elk dezer ruimten
moeten wij 3 f Sp9%Bdr berekenen, waarvoor wij met het
oog op de betrekking, die tusschen $ en 93 bestaat, kun-
nen schrijven: 2 f 93 SSpdr. Aangezien nu de componen-
ten van 3 kunnen worden beschouwd als de afgeleiden
eener functie < die van dezelfde orde als 3 S is, moeten
wij berekenen:

*Kan +bdd +eif)** e

genomen over de ruimte | en vervolgens over de ruimte I1.

Door partieele integratie kan deze integraal veranderd
worden in een ruimte-integraal, die ingevolge de bekende
eigenschap van 9% nul is, en een oppervlakte-integraal over
de beide grensvlakken der ruimten I en Il, welke grens-
vlakken ieder afzonderlijk uit twee deelen bestaan, het eene,
behoorende tot den eersten stand van het lichaam, het
andere tot den stand na de verplaatsing.

Noemen wij de waarden der functie <p in twee punten
der oppervlakken, die oorspronkelijk samenvielen, en thans
respectievelijk aan den kant der ruimten | en Il zijn ge-
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legen, (pt en <tl en bedenken wij, dat wij, met verwaarloo-
zing van oneindig kleine grootheden van hoogere orde, 35,
in die punten als gelijk mogen beschouwen en tevens het
oorspronkelijke oppervlak (in den stand vO6r de verplaat-
8ing)i a® integratie-oppervliak mogen nemen, dan vinden wij
voor de integraal:

2J %n(<pn-(pi)d<r.

Uit de voorwaarde, waaraan de lijnintegraal van de aan-
groeiing van Sp moet voldoen, kunnen wij eene uitdrukking
voor (pu — < afleiden.

Daartoe beschouwen wij een gesloten lijn die door de drie
ruimten gaat en bepalen de lijnintegraal der aangroeiing van
Sp daarlangs in de richting van
het in fig. 3 aangegeven pijltje.

In de figuur is verondersteld,
dat in de ruimte 111 de aether in
de plaats van het ijzer komt.

Met verwaarloozing van onein-
dig kleinen van hoogere orde kun-
nen wij in de punten op de lijnen
AB en CD, d.i. in punten van de ruimten Ill, als aan-
groeiing van Sp beschouwen het verschil der waarden die
deze grootheid vO6r de verplaatsing terweerszijden van het
oppervlak in die punten heeft en die wij zullen aanduiden
door Sp' (in den aether) en Sp (in het ijzer). Daar de tan-
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gentiéele componente van Sp aan het oppervlak van het
ijzer doorloopend is, hebben wij bij het opmaken van dit
verschil slechts de normale componenten in rekening te
brengen. Men ziet nu gemakkelijk in, dat de integratie
langs AD oplevert: (orD— (piA die langs CB: (pnB— (pnc
en die langs de beide overige lijnties BA en DC:
{(tyn—p,)dn FA—|j (Sp'n-v. §p,,)d n JBC waarin dn den posi-
tief gerekenden afstand der beide oppervlakken voorstelt, ter-
wijl de toegevoegde indices de punten aanwijzen, waarop de
grootheden betrekking hebben.

Wij vinden dus, daar de som dezer grootheden nul

moet zijn:
(00 pno) jEPN MSYWIIE (SIA $<h—{(* “-I<W]A

zoodat over het geheele oppervlak: (p,— <n— (Sp',,— Sp,,)dn
een constante moet zijn.

Noemen wij deze constante — % dan is dus <p,— (pi =
= %— (W»— £»)dn.

Hierin kunnen wij dn vervangen door — scos. (e ri).

Onder s zullen wg nl. verstaan de baan, die een puntvan
het oppervlak bij de virtueele verplaatsing doorloopt, dus
per se eene positieve grootheid; dit is ook het geval met
dn. Wordt bij de verplaatsing aether door ijzer vervangen,
dan moet in onze redeneering de grootheid Sp'n— Spn door
$,,— ¥,, vervangen worden. Dit is echter het geval wan-
neer de hoek (en) scherp is, dus de cosinus er van positief,
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zoodat dan dn = ecos. (sri). Wij mogen dus in het alge-

meen zeggen:
O»l---<pi = x "f~(£" — sp,,) 6 cos. (Fri).

Voeren wij de hier gevonden waarde voor n — p, in onze
integraal in, dan wordt deze:

21~-%(Qn ) fcos. (sri)d<-j-2%J" B»dc =
= 2S % — P,,) «cos. (eri)d <

daar de tweede integraal nul is wegens de solenoidale ver-
deeling van 9.

Nemen wij thans de variatie 5J~Sp9%dt over ruimte
11, dan ziet men gemakkelijk in, dat deze, met gelijksoor-

tige verwaarloozingen als boven, wordt:
J"e (%5 Sp— Sp1B3 cos. (eri) d o,

zoodat wij vinden voor 3T :
S e 2 B» SpH-f- 2 B» SpP'n— Sp'3 cos. («ri) d <

Dezen vorm kunnen wij nog transformeeren.
Wij kunnen voor de middelste twee termen van den vorm,
die tusschen haken staat, schrijven:

2 %» (Sp'n— p,,) cos. (f ri).
Daar Sp\ — Spt= 0 heeft men de vectorvergelijking:

Sp\— %, = ' —
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en dus, al de wvectoren op de richting i projecteerende:
(33'”_ 33”) Cos. (e n) = 33'9_599,
zoodat 8 T wordt:

j" 1|35 Spcos. (en) — —{j)'2cos. (fn) —2 R, 'efro-

Veronderstellen wij nu, dat de virtueele verplaatsing van
het lichaam bestaat in een verschuiving, dan is dus e voor
alle punten van het oppervlak constant en kunnen wij direkt
voor de kracht in de richting van e schrijven:

17\ r[Jl$5j>cos.(£«) — 205« >f] —{"'2c0s. (en) — 295, $*Y]<&m.

Nu zullen wij aantoonen, dat
J" {58 S cos. (f#t)-— 2 Bnf2e\dir
verdwijnt. Hiertoe kiezen wij de jz-as// aan e; dan gaat de
uitdrukking over in:
jud {$2cos. 1— 2 nJx }d «=
=P — 2 ) cos. 1— 2 Xy cos. m— 2 Sy§mceos. njefe-=
DA VAV 2 6]
[1= (nx), m= (»y).n= (*2),
waarin de laatste integraal over het ijzer moet worden uit-

gestrekt.

Uit de eigenschappen van S, Sy en Sx volgt dat de
vorm tusschen !J verdwijnt.
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Uitwerking geeft namelijk:

welke vorm nul is wegens het verdwijnen der vormen tus-
schen de haken.
Onze integraal is dus werkelijk nul.

Er bigft derhalve van de kracht over:
J {2 fynSpe— Sp*cos. (r n) }d tr,

en men kan deze zoo interpreteeren, dat de aether op een

element d<r in de richting e een spanning
o— [2 Sp'nSp'5— Sp*° cos. (f«)l
(o]

per vlakte-eenheid op het ijzer uitoefent.
Door voor s en n de richting der «-as te kiezen, vindt
men hieruit, wanneer wij de gewone notatie voor de span-

ning gebruiken en de accenten bij de Sp's weglaten:

x*= gma - Wz gys>- v~ W)

evenzoo, door s de richting der a>as en n beurtelings die

der y- en 2-as te geven:

Xy= — "~ Xg= — XL

4 47
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Op dezelfde wijze wordt gevonden:

Yy: —

Yr= Xy= A—f—VprSpy,
Yi= Zy= —Wo2
Z, = Xg—zl—TrszSfr.

Deze zelfde spanningen vinden wij bij Maxwell (Electr.
and Magn., I, pag. 258).
Door de a>as met de richting van jp te laten samenval-

len, vinden wij:

Yy=2Z ,= -1~

oTT

Xy — Yx = enz. =0,

zoodat wij ons dezen spanningstoestand kunnen voorstellen
als te bestaan in eene spanning in de richting der kracht-
lijnen en een druk in de richtingen loodrecht op de kracht-
lijnen, beide gelijk aan — jp2

8

Tot de bovengenoemde waarde der spanningen is men
geraakt door beschouwing van eene verschuiving. Op soort-
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gelijke wijze kan men eene oneindig kleine wenteling be-
handelen en aantoonen, dat het koppel, dat hieruit wordt
afgeleid, kan worden opgevat als uit dezelfde spanningen
voort te vloeien, zooals mij door Prof. H. A. Lorentz is
meegedeeld, aan wiens welwillende voorlichting ik ook
bovenstaande beschouwingen dank.

Thans willen wij het koppel berekenen dat op eene ijze-
ren ellipsoide wordt uitgeoefend in een magnetisch veld dat
in de door de ellipsoide ingenomen ruimte als homogeen
mag worden beschouwd.

Wij moeten daartoe beginnen met in ieder punt der ruimte
de grootheden «, (3 vy, a, b en c te bepalen, nadat de ellip-
soide in het homogene veld is geplaatst, wanneer gegeven
zijn 1°. de magnetische kracht die in ieder punt der ruimte
bestond voor de aanwezigheid der ellipsoide, 2°. de permea-
biliteit van het ijzer.

Noemen wij de eerste S0 en noemen wij de magnetische
kracht bij aanwezigheid der ellipsoide S0-j- Sp, dan is P
irrotationeel over de ruimte verdeeld, daar wij de stroomen
die het veld te weeg brengen constant hebben gelaten en dus

dy0__ dj30_ d(ye-)-y) _ d(fo+ ff)
dy de dy de ’ enZ*

derhalve
dy d—@z 5] enz.
dy de ’
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Stel dus ¢= — —, B= -, Y—_
dx dy’ de

De eigenschappen van V zijn:
Buiten het ijzer moet AV =0.
Binnen het ijzer is %=y, (Sp0+ $), en

da db
dx dy

wat eveneens voert tot AY = 0.
Yerder moet Y overal doorloopend zijn. Aan het grens-
vlak moet

B 35H(,

waarin de index 1 op het ijzer, 2 op den aether betrekking
zal hebben.
Dus:
w (Ma Loj-spn ) = s0nn 3-j-7582. 0 L 0 (1]

verkrijgen wij uit (1):

d_v 'dy\ '
dn dn) . Qon (1 1&)j
/d Y\ M Y\

A{dnJd~rKdn),=(1-" * ° cos-B & QM 05 (2).

Wij zullen thans trachten de functie Y te vinden, die aan
de gestelde voorwaarden voldoet en die ons moet dienen ter
bepaling der grootheid jj.
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Men kan aantoonen dat Y te verkrijgen is door diffe-
rentiatie van een gravitatie-potentiaal Xi, teweeggebracht
door eene met de dichtheid 1 over de ruimte der ellips-
oide verdeelde massa.

Wij beginnen dus eerst deze Xl te bepalen. Deze blijkt
te zijn, als we de halve assen der ellipsoide A, B en C
noemen, voor punten &w\Bv bet opperviak e

i X< v 7%

1—AA+ Br+ a C2+
X,= 3-ABcL a @ 2 @

[/(A*+ a(B2+ U=+ a)
en voor punten buiten het oppervlak:
1 X3 y2 _ 92

- 7rABc/dA l—al+ a B2+ a 0*+a
n, = /TABC IN(A2+ A)(B2+ A) (RG-A

als u de eenige positieve wortel der vergelijking:

*9 *x i

2 ,
A2-j-tt B2fW C2+ m
is.
De juistheid dezer potentialen zal zijn aangetoond als wij

bewijzen dat:

Aflj = — 4T (want de dichtheid is 1)
AX, = 0,

dat de XI's en hare eerste differentiaalquotienten in alle
punten doorloopend zijn en Clain het oneindige verdwijnt.
Uit de bekende stelling, dat er slechts ééne functie be-
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staat, die aan deze voorwaarden voldoet, volgt dan, dat onze
integralen deze functie voorstellen.

Daar aan het ijzer-oppervlak u= 0, is in die punten
ili = n,, dus £1 is doorloopend. Daar in het oneindige
m= oo, vallen daar de integratie-grenzen samen en is dus
de integraal nul, dus £l,, verdwijnt in het oneindige.

Kortheidshalve zullen wij in onze berekeningen de vol-
gende notaties invoeren:

A,= 2TTABCi dx
b (A2+ Al(A* + A) (Ba+ A) (C8+ A)’

B,= 2jtABCf*—

Jo B2+ A) (A*+ A)(Bo+ A)(CF+A)”
C,= 2a—ABC_r
i teor—rtar+ A)B*+ A)(CAT)’

A,= 2irABC f°__ 1
J (A2+ A) A+ AI(U"+ A) (C2+ A’

evenzoo B',, en C,,.
Wij vinden dan:
dili _ Otxia o
da; A, a; ~dx koX' ®&z*
en daar aan het oppervlak A,,= A'Oenz., zijn dus de eerste

differentiaalquotienten van £1 doorloopend.

Bij de berekening van is de term ddr'l'a gu \er-
u dx
dwenen, daar:
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j a? y3 z-
dSla t ABO A2+ m B2--w C2-|-m
du ~— I/(A2+ u) (B2+ 0) (C*~+i)

wegens de vergelijking waaraan u moet voldoen.
Wij vinden verder:

dal A,, enz.
dx2
d?gl,, X du 2»rABC
dx3  A3-\-udx V"(A2-j-m (B8-)-u) (O2-(-u)
Daar nu:
1 1 1\ dx

A2+ a+ B2+ a C2-]-X) (A2j-u) (B2-j-u) (C3j- m)

2
— constante-------

Afl; = _Z&ABCXAQ(E] = —49
Verder is:
( ( y3 @ )du__ 2X
1(A2+ w2+ (B2+ m2+ (C2+ m2)dx ~ A2+ m
ja:2 y3 z2  \du__ 2y
I (A2+ m2+ (B2+ m2+ (C2+u)2jdy — B2+ w
cja:2 y3 z3 H)du 2e

((A2-f«)2+ (B2+ m2+ (C2+ m2|Je= C2+ w

zooals uit de vergelijking voor u volgt. Door vermenig-
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Idiging met —---—-->— - — | —ooeeeemmv i
vuldigi g T B O e optelling, volgt

uit deze 3 gelijkheden:
du y du i du
A3+ 1 dx B3+ mdy' C3-\-uds
dus:
An* ~srABC
INAZX (B2 m(C2xm 1/ (A3+ m(B3+ m(C3+ m)|
zoodat wij bewezen hebben, dat O de gezochte gravitatie-
potentiaal is en over kunnen gaan tot de bepaling van Y.
Wij stellen daartoe buiten en binnen de ellipsoide:

= — J— A J—
Y (Idx+de+Cdz}

waarin A, B en C constanten zijn. Dan is Y doorloopend

del _ dEl d£l
daar W> dy en e het zijn.

Yerder voldoet V buiten en binnen aan de vergelijking
van Laplace, zooals direkt door differentiatie blijkt.

Alleen aan de grensvoorwaarde moet dus nog worden voldaan.

Men heeft:
- —X ——=0S. 1-j- (—:Er—]—’—’cos m -j- d?nacos n!
vdnli E dy? ' dxdy dxds
.d2il . d?ila
b3 e 187 g e 92118
.dxdy dy3 dyde (
E’)i«Pft r d*tla m+ cPa
"D Yaxas O fyas BT gy o8Nt
dy\ _

dn)i d?’ C0S. 14"eeee enz. |
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waarin 1, m, n op de naar buiten getrokken normaal be-
trekking hebben.

Door substitutie van deze waarden in vergel. (2), pag. 49,
vinden wij, dat V hieraan zal voldoen, wanneer aan 3 be-
trekkingen door de grootheden A, B en C wordt voldaan.

Wat de differentiaalquotienten van £1 betreft, hebben wij
daarbij met de waarden aan het oppervlak te doen.

Men vindt hiervoor gemakkelijk:

cPila 4ircos.21— A,,, dafla_ 4 it cos.2m — B,,,
da? dy*
d2tla 4 frcos.2n  C,
de:
-— —= 4 5[cos. mcos.n, d2la _ 4 %cos. 1cos. n
dyde dxdy
&x_d7: 4 tccos. 1cos. m.
cPEli cfili p daCli
dx2 0, ~ds? co

d2£li d?£li d2€li  n
dydz dzdx dxdy

Substitutie dezer waarden in de bovenbedoelde grensvoor-
waarde voor V geeft, wanneer men bedenkt, dat cos.21-(-
-j-c0os.2m + cos.2n = 1:

— X {4 sr-f- (ft — 1) A, }cos. 1—T5{45t--(|C— 1)B,,}cos.m —
— C {4u=c—1)C( cos.n = (1 —i») («,cos.1-f-(0cos.m + 7 ocos.n),






H. VAN DEB KAMP.
PONDEROMOTORISCHE KRACHTEN

IN HET

ELEKTROMAGNETISCH VELD.

VERBETERING.

Klaarblijkelijk is op pag. 55 uit de formules (3) de
factor k foutievelijk weggelaten.
Zij moeten dus zijn:

Dientengevolge wordt op pag. 57 regel 6 v.o. veran-
derd in:

- oy or o« *A° + xGe . VEnz
KA@— ¢ L0714 x 1-F% 4,
De koppels op pag. 58 worden:
. 1 1
x fio?» V enz.

1--xB0 1-(-x0O,
en die op pag. 60:

— 2 x x3y0»0v en 2 a-Xi xO(EDyl
1+2 xx 1+2 7k

Hieruit blijkt, dat de koppels evenredig zijn met x2, zoo-
dat er geen verschil bestaat tusschen het gedrag van
diamagnetische en dat van paramagnetische ellipsoiden in een
homogeen magnetisch veld geplaatst.

Daar hij de bekende diamagnetische lichamen x echter
zeer klein is, zal men in de meeste gevallen geen koppel
waarnemen.

De laatste drie regels van pag. 60 kunnen vervallen.
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waaruit wij afleiden, dat Y aan de voorwaarden zal voldoen,

wanneer:
—A{dw+ ft— 1) }= (1 —()xo, enz
dus:
A== ~ 1)*9
— DA,

of, daar it — 1= 4 iex,

Xo \
A= |-JjeA ]
f
Evenzoo B= 1-(-«B,f* - Nt
n ° |
1+icCJ

Nu wij dus de functie Y hebben bepaald zijn alle groot-
heden van het veld bekend, die moeten dienen om de
energie T te berekenen.

Wij vinden:

dv . dV ., dV)j
G (" ax ay ™" o) 2%f (“Lome)*+
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De indices u en i hebben betrekking op de ruimte buiten
en binnen het ijzer. K is de waarde:

fe(ost Bs+ y)dT+  fiE3-[-B2j-y.9dr
die onafhankelijk is van den stand der ellipsoide.

Noemen wij de vier overige termen achtereenvolgens
i\i *2, =3 en is; deze kunnen alle worden herleid tot opper-
vlakte-integralen.

Daartoe integreeren wij ij en i2 partieel, waarbij wij
moeten bedenken dat de oppervlakte-integraal in het onein-

dige verdwijnt, omdat Y daar verdwijnt, en de ruimte-inte-
d@ dy

uju dy de

Bedenken wij, dat langs de normaal op het oppervlak der

graal eveneens, omdat

ellipsoide de positieve richting naar buiten wordt genomen,
dan vinden wij voor de som der termen ij en i3:

2(1- '&I'y «,c0s. 1+ @cos. m-j- cos. n)d <

genomen over het oppervlak der ellipsoide. De partieele
integratie der integralen *3 en i4 geeft: een oppervlakte-
integraal in het oneindige, die evenals de vorige verdwijnt,
eveneens twee ruimte-integralen, die verdwijnen daar AY = 0
en twee oppervlakte-integralen over het oppervlak der el-
lipsoide die tot som hebben:

— (1 —18J'"Y (wcos. 1+ [3«cos. m -\-y0cos. n) d <
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Wij vinden dus door sommatie:
85T = K -j-(1—ft) CV (x0cos. 1+ /30cos. m -j-y0cos. n) d <

Substitueeren wij hierin voor V de waarde:

zooals die aan het oppervlak is, bedenken, dat

dn .dn _
dx xA-0|d—y = —ydOen F — (H,,

(pag. 51) en dat:
J xcos.1dx — ycosmd<= Czcos. nd<r=
als v het volume der ellipsoide voorstelt, en

J'xcos.mdr= J"xcos.nda = fycos 1d <=
= J"ycos.ad «— Ja cos.\d<sr— Cecos.md<— 0,

dan wordt ten slotte :

8TT = K-f-(1 ) x0OAA,+ faBB,-j-vwCO)v

= kra—w o Ao ese Bobys S0

door substitutie der vroeger gevonden waarden voor A, B en C
(pag. 55).

Willen wij thans het koppel berekenen, dat op de el-
lipsoide werkt, dan geven we haar eene virtueele draaiing

59 beurtelings om elk der codrdinaten-assen, telkens in den
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positieven zin, d. w. z. in de richting eener draaiing van de
pos. x-a.6 naar de pos. y-as, of van de pos. y-as naar de
pos. #-as enz.

De 5T die daarbij ontstaat kunnen wij ook bepalen door
aan de magnetische kracht Sp0 wentelingen — 506 om de
codrdinaten-assen te geven.

Bedenken wij, dat bij zoo’n wenteling om de a>as, 50=
= — /35S6 en SA3,= y056, dan vinden wij:

T ik
BOI5T  2(1—MAT | .p 1. yc

1+ xC, 1-f-xB,

83A 1'j-XB» 1+ x c,

dus, het koppel om de ar-as

1'('XB| 14 X,

Evenzoo vindt men voor de koppels om de y- en de o0-as:

70*o0

|+ *0, 1-fxA,
en:

| + x A» 1-j-xB,,.

Nemen wij aan, dat A> B> C, dan ziet men aan de

integralen A,,, B, en C, direkt, dat A, < B0<, C, en daar,
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zooals tevens gemakkeljjk uit de sommatie dezer inte-

gralen blijkt,

A, J-B,-J-C,= 4ic

Tevens volgt uit de ongelijkheid der drie integralen dat:

1 1 . .1
1+x A,> 1+ xB,> 1+*C,”’

wanneer x positief is, zooals bij ijzer. Is x negatief, maar
blijven toch, zooals bij alle bekende diamagnetische licha-
men voor alle waarden van A, B, C het geval is, de drie
noemers positief, dan is het omgekeerd. Onze koppels heb-
ben dus bij paramagnetische lichamen hetzelfde teeken als
de produkten: (0 —yO0»0en x0(A waaruit volgt, dat het
koppel de langste as der ellipsoide evenwijdig aan de mag-
netische kracht S0 tracht te plaatsen.

Door te bedenken, dat ------—----= — (\ -----mm-- i "
| + XA, XV 1+ xA,/
kleiner is dan - m---- ziet men trouwens aanstonds aan
1+xB,

de voor 8n T gevonden waarde, dat de energie in den stand
der ellipsoide, waarbij de langste as // evenwijdig aan
loopt, grooter is dan in de standen, waarbij een der andere
assen evenwijdig met S0 is.

Is A zeer groot in vergelijking met B en C, dan nadert
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A,, tot nul; zijn torens B en C gelijk, dan naderen BO en
C, tot 2 «.

Bij dezen languitgerekten vorm dus, met cirkelvormige
doorsnede, verdwijnt het eerste der drie koppels en naderen
de anderen tot:

— 2 %ky0»0Y 2 7rxx0(30V
1--25* 1-j-21trx

Kernen wij de #-as loodrecht op de magnetische kracht,
dan is de eerste dezer twee uitdrukkingen nul, en stelt de
laatste de waarde van het geheele koppel voor, dat op het
ijzer werkt.

Bij vele proeven van Plucker plaatste zich een stelsel
van koperen en ijzeren staafjes steeds zd6d, dat de ijzeren
met hunne langste afmeting evenwijdig aan de magnetische
kracht waren.

Daar men nu lange cilindervormige staafjes ten naaste
bij als ellipsoiden kan beschouwen, vinden deze verschijnse-
len in de gevonden formules hunne verklaring.

Het bekende gedrag van diamagnetische stoffen, waarvoor
X negatief, maar 1-|-4 %k positief is, wordt op gelijke

wijze uit de bovengenoemde formules afgeleid.
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Bij eene gegeven stroomverdeeling moeten Sp en 95 vol-

doen aan de voorwaarden:

dy d@ 4 7ru 9'_51‘__ 1__‘2'9__ ’.-.qp.: l_I]' enz

%= pSp, ,
Oppdy dz dx 'dy' dg ’

en aan grensvlakken Spt on 35, doorloopend.

Gaan wij in het geheele veld p, met een zelfde getal p
vermenigvuldigen en laten de stroomverdeeling constant,
dan zal dezelfde verdeeling van Sp aan de bovenstaande
vergelijkingen voldoen, als de oorspronkelijke.

Dat 35, doorloopend blijft,- bigkt als volgt: Wij weten,
dat in het oorspronkelijke wveld 35,i==35,2, m. a. w.
Pi Spni = Sp,2 en hieruit volgtdirektp p\ Sol\ = p .2
Dat ook aan de andere voorwaarden door dezelfde verdee-
ling van Sp wordt voldaan ziet men op het eerste gezicht.

Wanneer wij dus bijv. een stelsel elektrische stroomen
geheel in een para- of diamagnetisch medium plaatsen,
met de permeabiliteit p, dan is de magnetische kracht in
ieder punt dezelfde als wanneer de stroomen zich in den

aether bevinden. Onze integraals— f $35dris dus ju-maal
m

zoo groot als in den aether, waarbij wij echter, strikt ge-
nomen, moeten veronderstellen, dat de permeabiliteit van
de stof, waaruit de stroomgeleiders bestaan, eveneens met
p is vermenigvuldigd, of, dat deze permeabiliteit zoo weinig
ter zake doet, dat haar invloed kan worden verwaarloosd.

Is dit het geval dan zullen dus ook de differentiaal-



62

quotiénten van T, m.a. w. de élektrodynamische en indnctie-
werkingen het ~-voud zijn geworden van wat ze in den
aether waren. In een diamagnetisch medium zullen deze dus
verzwakt, in een paramagnetisch versterkt worden.

Zoo even werd ondersteld dat in de geheele ruimte de
permeabiliteit veranderd werd. Wanneer wij bij het constant
houden eener gegeven stroomverdeeling slechts een deel van
den aether door een para- of diamagnetisch medium ver-
vangen, dan wordt de energie T daardoor eveneens, in het
eerste geval vermeerderd, in het tweede verminderd.

Het bewijs hiervoor ontleenen wij met eenige wijziging
aan de verhandeling van Dr. L. H. Siertsema: ,,Over de
onbestaanbaarheid van diamagnetische stoffen volgens Duhem,
en eenige minimumeigenschappen in het magnetisch veld."
(Verh. K. Akad. v. Wet., deel V. Ho. 4).

Men kan nl. aantoonen dat, bij afwezigheid van perma-
nente magneten en dus in het geval het magnetisch veld
alleen door elektrische stroomen wordt teweeggebracht, de

integraal T= — J"gSp2dr eene minimum-eigenschap bezit

ten opzichte van de waarden derzelfde integraal bij andere
verdeelingen van S? over het veld, waarbij verondersteld is
dat de stroomverdeeling dezelfde is gebleven en de nieuwe
S aan dezelfde voorwaarden voldoet als de oorspronkelijke,
behalve aan die dat g S) solenoidaal verdeeld is.

Noemen wij de niet gevarieerde magnetische kracht fp.
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en de vector, die er door de variatie aan wordt toegevoegd:

jjV, dan kunnen de componenten van J?| worden beschouwd

als de afgeleiden van een potentiaal (vergelijk pag. 48 en 49).
Yoor het 8 ?r-voud van de nieuwe T vinden wij dan:

Ip. @+ $i)2dt= J(tS?02dt+ 2JpS)0S?idT i2dr.

De derde integraal van het tweede lid \spositief. De minimum-
eigenschap zal dus bestaan, indien J" p S}ofy*d t = O is.

Dat dit laatste het geval is, volgt echter aanstonds uit de
algemeene stelling, die wij op pp. 36—38 bewezen hebben.
Immers, de vector pSp,, is solenoidaal, en de vector £
irrationeel verdeeld.

Thans kunnen wij overgaan tot het bewijs, dat de energie
toeneemt door in het veld een paramagnetisch lichaam te
brengen en afneemt door er eene diamagnetisch in te plaatsen.

Wij noemen het lichaam A, en de magnetische kracht
bij aanwezigheid van A in de ruimte, waar dit lichaam
zich bevindt i?;, die daar buiten S},,; terwijl diezelfde groot-
heden in het geval het lichaam niet aanwezig is, zullen
heeten en S)'e

Wij kunnen nu de volgende integralen beschouwen:

P—«* dr+ J« df.

Q=1JiQidr + J. Se3drt.
R=1Jip drJ-~e dr.
8= S?'*dr.

Men ziet dan gemakkelijk in, dat wij moeten bewijzen:
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12. voor nm>1 R > Q.

2°. voor Elm< ], R < Q.

Wij weten, dat P Q volgens de minimum-eigenschap,
want, wanneer het lichaam A er niet is, heeft Q op den
werkelijken toestand betrekking en kan P worden beschouwd
als eene gevarieerde waarde van Q. Eveneens R < S, omdat,
als het lichaam er wel is, R voor den werkelijken toestand
geldt, en S kan worden opgevat als eene gevarieerde waarde.

Wanneer nu p.> 1 ziet men direkt, dat R > P en daar
P> Q,isdus R> Q, g.e.d.

Is (m< 1 dan is S< Qendaar R< SisR < Q, g.e.d.
Beschouwen wij nu eens een enkelen stroom en vergelijken
met elkaar het geval, dat deze zich in den aether bevindt,

en dat behalve de aether een dia- of paramagnetisch lichaam

aanwezig is. De energie wordt voorgesteld door _Z_LiZ

Daar i constant blijft en de energie vermeerdert of ver-
mindert, moet deze toe- of afname plaats hebben in L.

Hieruit volgt dus, dat de elektromotorische kracht van den

di . L
extrastroom L — is toegenomen door de aanwezigheid van
cv

v

een paramagnetisch en afgenomen door de aanwezigheid
van een diamagnetisch lichaam.

De ponderomotorische krachten, uitgeoefend op magnetisch
induceerbare media, geplaatst in een ander magnetisch
induceerbaar medium, zullen later, in verband met den
inhoud van het laatste hoofdstuk, worden behandeld.
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Kristallen en rloeistoffen in een
elektromagnetisch veld.

Wanneer een anisotroop medium (kristallen), waarvan de
inductie-coéfficienten weinig van die van den aether ver-
schillen, in den aether wordt geplaatst, kunnen wij de
vermeerdering der energie, die hiervan het gevolg is, be-
rekenen door de energie als eene quadratische functie van
de magnetische kracht op te vatten en in de ruimte van
het nieuwe medium de magnetische kracht in rekening te
brengen, die er bestond, toen er nog alleen aether was.

Wel te verstaan moeten bij de berekening der energie de
fi s voor den nieuwen toestand in rekening worden gebracht.

Het bewijs dezer stelling is aldus:

Bij anisotrope lichamen bestaan tusschen $ en 35 de
volgende betrekkingen:
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a= Nnu <4 pLRc+ s
6= |81*+ ”"22/3-|-"28y5

C= (Sl«+ ¥Y&B4“/38r-

Hierin is i»si= ini.2> Ads= Alsi» "8s= A32j deze coéffi-
ciénten verschillen in ons geval weinig van nul, terwijl de
andere drie (i\.\, 722 en ~3.3, weinig van één verschillen.

Deze coéfficiénten moeten worden beschouwd als physische
constanten, die van den aard der stof afhangen en misschien
ook van de magnetische kracht. Van deze laatste afhanke-
lijkheid wordt intusschen afgezien.

Noemen wij de magnetische kracht véér aanwezigheid
van het medium S, en bij de aanwezigheid Spa+ Sp, dan
is ' in alle punten der ruimte een zeer kleine vector. De
componenten dezer grootheden onderscheiden wij door dezelfde
indices. Stellen wij verder pu = 1+ vu, = 1+ vo2,
N38= 1-1- 88, waarbij deze v’s dus weinig van nul ver-
schillen, dan vinden wij voor de energie van het veld bij

aanwezigheid van het medium:

gr_({i»,ﬁ ) («@0+ *+ vu+ M2&+ M3+
+J (ft + 13) (3, 4« 12 <+ v22 P« 4" p 28y») |
4 (yo y) yod" 74" s x> Fr2s & 4" 'SYo)d'-
Hier moet geintegreerd worden over de geheele ruimte;
wij kunnen ons nl. voorstellen dat al het boven gezegde
ook van den aether rondom het Kkristal geldt, mits men

hier vj.i, enz. =0 stelle.
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In de laatste vergelijking zijn produkten van grootheden,
die weinig van nul verschillen, weggelaten. Doen wij dit
ook bij de verdere uitwerking dan vinden wij:

= g~ f\X° 4+ on*e+ a2 & + dlsy,)-f-
- A (A fiis@-j- I (0-j- ftisyo J_
(7o RS-0 -f-FBA  “say)}~T-|-

+ ™ + AA+ myarT

Deze laatste integraal is nul volgens de mathematische
stelling van pp. 36—38: #0, A, 7t zijn de componen-
ten eener grootheid als 2, /3, y' die van eene grootheid
als

De overblijvende integraal is nu juist de energie, in het
geval in elk punt A, V« als componenten der magne-
tische kracht worden genomen, g. e. d.

Er zijn 3 onderling loodrechte richtingen, waarin Sp en %
samenvallen (vergelijk eene overeenkomstige stelling bij de
deformatie van vaste lichamen: Kirchhoff, Mechanik. X § 3).

Veronderstellen wij een homogeen kristal te hebben, zoo-
dat deze richtingen in alle punten van het kristal dezelfde
zijn en nemen wij de codrdinaatassen in deze richtingen, de
permeabiliteiten volgens de assen p, noemende, dan
wordt, in het geval van een oorspronkelijk homogeen mag-
netisch veld (*, (3, y), de energie die toekomt aan de ruimte

van het anisotrope lichaam, voorgesteld door:
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O\N(i»**8+ iS02+ /**r2,

als v het volume van het kristal is.

De componenten van het koppel, dat op het kristal werkt,
zullen evenals vroeger (pag. 57) worden gevonden door aan
de magnetische kracht eene virtueele wenteling — 59 om de
codrdinaten-assen te geven en de ST, die hiervan het ge-
volg is, door 39 te deelen.

Geheel op dezelfde wijze als op pag. 57 vindt men dan
voor de koppels om de assen:

— (dy — ft,) fiy,
anm

—(fit — fix) Y X
nrr

Y
(p*— &) amp-

Als fix "™ (iff > fit, zijn het eerste en het derde koppel
positief, terwijl het tweede negatief is. Daaruit volgt dat het
resulteerende koppel het kristal zoodanig tracht te plaatsen,
dat de as met de grootste fi evenwijdig aan de magnetische
kracht is. Door berekening van de energie in dien stand
ziet men tevens gemakkelijk, dat deze een maximum is en
dus het evenwicht stabiel.

Is eene andere hoofdrichting evenwijdig met de magne-
tische kracht, dan is er ook evenwicht, maar dit is labiel.
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Een-isotroop magnetisch induceerbaar lichaam met de
permeabiliteit fti, geplaatst in eene vloeistof met de per-
meabiliteit [t, (beide weinig van 1 verschillend) gedraagt
zich als een lichaam met de permeabiliteit fii— , geplaatst
in den aether (analogie met de wet van Archimedes).

Geven wij namelijk het lichaam eene virtueele verplaat-
sing en verstaan onder s den weg, die daarbij door een
punt van het oppervlak wordt doorloopen, dan vindt men ge-
makkelijk door toepassing van de in het begin van dit

hoofdstuk bewezen stelling:

= fa
5T 7 {di— pt) jjj2£cos. (en) d <,
genomen over het oppervlak van het induceerbare lichaam.
Het valt aanstonds in het oog, dat deze waarde van §T
overeenkomt met die, welke men zou verkrijgen bij dezelfde
virtueele verplaatsing van een induceerbaar lichaam met de
permeabiliteit ( , — /*)), geplaatst in den aether. De krach-
ten zullen dus ook in beide gevallen overeenstemmen.
Quincke heeft proeven gedaan ter vergelijking der mag-
netische constanten van verschillende vloeistoffen en gassen.
(Wied. Ann. Bd. 24 pag. 347 en Bd. 34 pag. 401).
Hij bracht de vloeistof in 2 communiceerende buizen,
waarvan de eene tusschen de polen van een sterken mag-

neet werd geplaatst en de andere buiten het veld.
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Wij noemen de doorsnede der buis en de magnetische
kracht aan het vloeistofoppervlak in het eerste been: «Jn ,
die in het tweede been «s en en onderscheiden ook andere
gelijksoortige grootheden in de twee beenen door de indices
1 en 2. Wij Demen de «-as vertikaal naar beneden en geven
het oppervlak der vloeistof in het eerste been eene virtu-
eele verplaatsing 5gx Noemen wij de dichtheid der vloei-
stof s en duiden door g de versnelling der zwaartekracht

aan, dan is de door de zwaartekracht bij deze virtueele

verplaatsing verrichte arbeid («2— «,)sg« 5 . De aan-
groeiing van — f dr wordt:
8 it
QW A ®i &8I Sw &Y PRy22x2 Nrg >
waarin en //, de permeabiliteiten van het gas en de
vloeistof voorstellen en ad 5 , zooals men gemak-
kelijk inziet.

Deze waarde van 5T vindt men door te bedenken, dat
in het eerste been een volume-element ul 5ex van de vloei-
stof wordt vervangen door een evengroot volume-element
van het gas; in het tweede been heeft het omgekeerde plaats.

In den toestand van evenwicht moet nu, volgens pag. 8,
de arbeid der uitwendige krachten bij de beschouwde vir-
tueele verplaatsing gelijk zijn aan — 5T, zoodat wij
hebben:
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(23— ghsg Sgi= g-" (tg — (tv)1$1S*1 "~ g\ “H
-)- -— (tg— "™n)2S)s2aabs za,
Ot
waaruit volgt:
(s3—2j)sg= — {— (ft, — v\ £iS+ (fb — ~Bs $** }
o 3"

Deze formule stelt ons in staat, de proeven van Quincke
te verklaren.
Door de laatste vergelijking aldus te schrijven:

— xS0+ g?(/tg—[t,,), MN13= —aasg-{- j;)r;T(| b~-(*$% («)

zien wij, dat het is, alsof de hydrostatische druk per een-
heid van doorsnede der vloeistofkolom wordt vermeerderd

met — ([t, — i<t) Sp2
8 1T

Bij de proeven van Quincke mocht men $ 3= 0 stellen, dus:

(«i — *2) 89 = -Qﬁo*#— AYioAi2

Deze formule doet zien, dat de verplaatsing van het vloei-
stofoppervlak onafhankelijk is van de richting van ten
opzichte van dit oppervlak. Bij de proeven met paramag-
netische vloeistoffen was ft, >m ft, en werd dus gl & 23; de
vloeistof steeg dus in het been tusschen de magneetpolen

hooger dan in het andere.
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Plaatsen we eene vloeistofmassa in een magnetisch veld
op de wijze als bij de bekende proeven van P lucker, dan
kunnen we uit de vergelijkingen van Lagrange den vorm
van het oppervlak afleiden.

Nemen wij de «-as vertikaal naar beneden en geven de
deelen van het vloeistofoppervlak virtueele verplaatsingen
52, dan moeten deze voldoen aan de voorwaarde:

tfizdxdy =0,

welke integraal over de horizontale projectie van het opper-
vlak moet worden genomen.
Op gelijke wijze als in het vorige geval vinden wij voor

de evenwichtsvoorwaarde:
J lesg— — ¢»,—m)Sp233zdxdy = 0.
oTT !
In verband met de vorige formule volgt hieruit:

esqg — = (ng—p,) = constant,

dus:

g_o 1 )
8tsg

zoodat dus de vloeistof zich ophoopt waar $ het grootst is,
als — negatief is, en omgekeerd, als — p,, positiefis,
zal ze zich ophoopen, waar Sp het kleinst is.
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De vloeistof staat nl. het hoogst, waar s de grootste nega-
tieve waarde heeft;

Wij zien, dat de formule («), die wij voor de proeven
van Quincke hebben afgeleid, in (b) is begrepen. In den
grond der zaak is het ook dezelfde quaestie.

De in dit en het vorige hoofdstuk bedoelde proeven van
P 1acker vindt men in Pogg. Ann., Bd. 72, 73, 74, 75, 76,
77, 82, 83, 84, 86, 91, 110.
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Deformatie van magnetisch indnceerbare lichamen in
een magnetisch yeld.
(Kirchhoff, Wied. Ann., Bd. XXIV, pag. 52).

De deformaties van magnetisch induceerbare lichamen in
een magnetisch veld werden door Kirchhoff bepaald; en
het bleek hem dat zij kunnen worden opgevat als voort te
vloeien uit hypothetische drukkingen, die in die lichamen
bestaan, wanneer ze zich in zoo’n veld bevinden. Men kan
zich dit voorstellen als eene werking van het medium, dat
de drager der elektrokinetische energie is, op de pondera-
bele stof.

Langs den tot nu toe gevolgden weg willen wij thans
ook deze deformaties en de grootte der hypothetische druk-
kingen afleiden.

Daartoe bepalen wij de toename der energie T, die het



gevolg is van zeer kleine verplaatsingen der deeltjes uit den
oorspronkelijken stand. Hieruit worden de krachten afgeleid,
die op de deeltjes werken en deze vervolgens teruggebracht
tot spanningen en drukkingen.

Noemen wij de te beschouwen stof gemakshalve ijzer en
nemen aan, dat dit voor de deformatie isotroop is, dan gel-
den in een punt (X, y, z) de betrekkingen:

a=yxl b= ik@B c=yy,

als y de permeabiliteit voorstelt.
Na de deformatie zal het ijzer anisotroop zijn geworden,
zooals wij althans in het algemeen moeten aannemen.
Stel dan:
®=Pw* -j- Ria @} ™18
b= ya*+ PaP-fy3®y,

0— & -j- P -\~ P'SS VI

waarin de ~’s physische constanten voorstellen, die door de
deformatie en den aard der stof worden bepaald.

Tevens is yn = yix, yis= ysi, yYW8— (‘sa>zooals reeds
in het vorige hoofdstuk is opgemerkt. Deze 6 grootheden
zijn, evenals yn —y, yi3—y en yS3—y als zeer klein
ten opzichte van y te beschouwen, daar ze afhankelijk zijn
van de zeer kleine deformaties en met deze verdwijnen.

Wij zullen deze grootheden uitdrukken in die, welke de

deformatie bepalen.



76

Daartoe beginnen wij met de beschouwing van een ge-
deformeerd volume-element.

Wij veronderstellen, dat de 3 richtingen, waarin de mag-
netische inductie en de magnetische kracht met elkander
samenvallen, dezelfde zijn als die der drie hoofddilataties,
dit moeten wij, bij eene aanvankelijk isotrope stof, om
redenen van symmetrie, aannemen. Noemen wij de hoofd-
dilataties, die wij zeer Kklein veronderstellen, a,, a2 en a3
nemen wij eene magnetische kracht in de richting van A,
en veronderstellen, dat de inductie een zekeren hoek & met
de magnetische kracht maakte, dan zou om redenen van
symmetrie, een zelfde inductie moeten optreden symme-
trisch met de vorige ten opzichte der richting van A ge-
legen. Wegens deze absurditeit zullen wij moeten aannemen,
dat de inductie met de richting van A samenvalt; dat dus
Aj en evenzoo A3 en As de richtingen zijn, waarin de induc-
tie en de magnetische kracht met elkander samenvallen.

De onderstelling ligt verder voor de hand dat, bij zeer
kleine waarden van Aj, A3, Ag, de permeabiliteiten van het
gedeformeerde volume-element liniaire functién dier dilata-
ties zijn. Daar verder, wegens de isotropie, de permeabili-
teit in de richting van Aj op dezelfde wijze van A3 en a3
moet afhangen, kunnen wij voor die permeabiliteit schrijven :

+ + (ti+ a8 oft b+ [*(A,+A3-TAg)-1-2" An
waarin f en ft" eindige physische constanten zijn, die van
den aard der stof afhangen. Soortgelijke waarden vinden wij
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voor de permeabiliteiten in de richtingen van A3 en Ag

Nemen wij nu de codrdinaten-assen evenwijdig aan de
richtingen der hoofddilataties, voorzien de grootheden met be-
trekking tot dit stelsel genomen, van den index S en noe-
men de codrdinaten Sj, s3 en sg, dan worden de formules
voor de componenten der inductie:

fi-\- [1L(A, -f- A3-j- *s) “I" A" M }<5
f/, (Aj -(- A3 -j- Ag) -j- ft" A3 (2, e (I)-
C, = ft fAL(Aj-j- A3-f- Ag) -|- I* AgJYi

Thans transformeeren wij deze formules op willekeurige
codrdinaten-assen (c;, ¥, z); Ix, w,, n{, zullen de richtings-
cosinussen van de as van sl met betrekking tot de assen
van y en z voorstellen, 13, »is, ws, Is, mg, ng hebben
eene analoge beteekenis.

Op bekende wijze worden dan de volgende formules af-
geleid, waarin u, v en w de componenten der verplaatsing
van een ijzerdeeltje voorstellen en de grootheden zonder™in-
dices op het nieuwe codrdinatenstelsel betrekking hebben:
xs—4x4-wj Y| & g+Bhy WG|
ft=i3x + m33-fwsy>(11). b= mla,+ m3b,-fms (llI).
y, = Yx-j-My @-(-wgy ' c= nya, -j-w3bs—+w3ca

U= 4W TWJ-TW— A Y +gasss-j-4Agsg

= mm-fFws -j-Mgw, —m, A s, -|- w3 a3 s3-|- ms Ags3

= «,m_| n3v,-j-ngw, = n, A -f-ws A s3-)-wg Aysgy

daar men mag stellen u, = A § enz.
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Yerder is:

du_du dsy du dsi du ds3
dx dsydx ds,, dx ds™dx

= ijsA-)-2rA-(-2p A,

daar < A en g - Zlenz.;
* (IV).

evenzoo:

dv 0.
AAmAA]+ mMAs+ MAg,

dw .
N—w, A+ «BAT »RA.

Op gelijke wijze yindt men:

1 (dv dw\ \
2 vdirdyj =M2IM  + A, + «g*»gAg

1 (dw du\ |
Y irdi " d~2) =wm + we I*as+ ws h as

1 (du dv\ 7 |
2 (Mdy dij = *m>A+ Zmshs+ s>

Krachtens (1) en (IIl) is nu:
« 7| Bl & (Aj — Ag ——As) -j- fc" Aj IXi_|
+ h{ + H (A, + Ag-(-Ag)+ n" As»0, +
4~ {ft+ /= (Aj + Ag-f- Ag)-|- ft" Agly,.

Dit moet nu, wanneer we met behulp van (Il) x,, & en
y, in «, (3 y uitdrukken, overgaan jn:
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a= [fiu «+ ~12/3+718 vy ;
evenzoo:
= Ngj &-|- B &Sy
C= A4 *-f"£83% "HE8By
Door deze voorwaarden worden de coéfficiénten ftn , i«)2,
enz. bepaald. Met inachtneming van (1Y) en (Y) vindt men:
(du dv  dw\ o du
Pn— "T"®\gx dy de)t  dx
,fdu , dv ,dw\ . ,dv
js+ rj+ rJ4'* r,
/du dv dw\

_ +p d”
"33 = “\dx dy dz P

CS—

| (VIa).

2 Wy

Wij zullen onder u, v, w oneindig kleine, hetzij werkelijke
of virlueele, verplaatsingen der ijzerdeeltjes verstaan en wil-
len vooreerst met elkaar vergelijken -— f 35 d+, zooals

oT7T

deze waarde is, indien (wat men zich denken kan) bij con-
stante stroomen de ijzerdeeltjes op de oorspronkelijke plaat-
sen bbjven en het ijzer dus isotroop blijft, met de waarde

van ?tf 3HPpdt na de verplaatsingen u, v, w. Wij noe-
i

men het verschil S *- J%S>dT .
oT7T 4
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Hierbij kunnen wij nu eene scherpe afscheiding van ijzer
en aether aannemen en dan handelen als vroeger (pag. 39 enz.).

Ter vereenvoudiging van de berekeningen kan men ech-
ter een kunstgreep van Kirchhoff bezigen, bestaande in de
onderstelling dat het ijzer geleidelijk in aether overgaat, dus
£ geleidelijk 1 en ft' en /&' 0 worden.

Het oppervlak, waar de grootheden deze waarden verkrij-
gen, zullen wij het grensvlak noemen. De laag, waarin de
overgang plaats grijpt en die wij grenslaag zullen noemen,
kan men oneindig dun veronderstellen en zoo tot de wer-
kelijkheid komen.

Verstaan wij onder 395 en 3 S de variaties van 35 en P

in een vast punt der ruimte, dan is:
s(3#)= H3HP-fS)335 . . . (VID.
Ter berekening van 335 merken wij op, dat voér de ver-

plaatsingen :

®= /=*4. . . . . . (VII.

Ha de verplaatsingen worden de componenten van 35:

bt! -f- & A-j- g,
dy'd

i (* /du dw\
2 \dz dx)

dX'dy enz.
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Door jtij is hier aangeduid, dat, afgezien van het aniso-
troop worden, de > in een bepaald punt der ruimte anders
wordt daar, tengevolge der verplaatsingen, eene andere stof
in dat punt komt. Wegens deze omstandigheid (die zich
alleen in de grenslaag voordoet) moet men schrijven:

dfz\
dzJ’

2" — -

daar zich in het punt (x, y, z) na de verplaatsing het ijzer-
deeltje bevindt, dat védr de verplaatsing de codrdinaten
X —uU, y —v, e—w had. Bovendien zijn x, (3 y niet ge-
bleven, wat zij eerst waren en heeft men dan te stellen:

«j= *--Sa, f3= B+ SB yl=y-j-2y.

Het verdient nog opmerking dat men, wat de coéfficién-
ten fZ' en fz" betreft, geen rekening behoeft te honden met
de omstandigheid dat in een vast punt der ruimte door de
verplaatsing eene stof met andere eigenschappen gekomen
is; immers, fZ' en fz" zijn reeds met grootheden vermenig-
vuldigd, die van dezelfde orde zijn als u, v en w.

Substitueert men de gevonden waarden in (1X) en trekt er de
oorspronkelijke waarde van a af, dan komt er, met verwaar-
loozing van grootheden van de tweede orde:

+v_ +w -j-# 17 A-f-x fz1
'(X).
\ay dxJ*t-o-y”"
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Eveneens Sb en 3c.
Yoor het scalaire produkt $3 33 van (VII) vindt men nu:

\ dx dy dzj

u dv
+“-"8 + T “n dy dx

Py e

Voegt men hierbij:

+

05N> = £t(#5fI[-|-j35/3-j-y5 y),
dan wordt (VII):
3(95,$5) = 2("«5d!-f-4/3Sj3-j-jC4j'Sy) —
dft. A%z —y
L ** * +
ol SR A (O [ P

d
gex du dv +
(Fa+ *UE)* + T*" dy'dx B
. tijl . dw duy
+ T + Ut T 2 war dyd (X1).
'R 'dv dw
HNMN-"M FHSr
1 ,,fdvo , du 1 (dw _, dv
+ I - wp\V W, YV
e aTx+ Tz ANy e, B
, dup
+

welke formule ook op de ruimte rondom het ijzer kan wor-
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den toegepast, wanneer wij hier ft = 1, ft' — ft" = 0 stellen.

Bij de integratie Tan f 5(38J>d+t over de geheele
ruimte geeft de eerste term van het tweede lid van (XI)
volgens de stelling, aan het slot van het eerste hoofdstuk

bewezen, de waarde nul, zoodat wij voor de geheele aan-

groeiing 5f  $)dr vinden:

« &+
ix — dy—«’dd)zj(< Pty

m

,du du dv\, 1 du dw

ry+ d™)I+ ¢t *  dz~"~dx.

.0 1 fdv  du\ ( . dv\ ,, 1 ,.fdv dw' "
joli"\rx+di) x +\f A+ ft \rz+dyj7
+ dw du\ 1 dw dv ,dw
T2 * di+Tz)“+ 2 * dymdz @™ (" A+ % gg

Klaarblijkelijk hebben wij hier alleen over de door het
ijzer ingenomen ruimte te integreeren.

De laatste der integralen gaat door partiéele integratie
over in een oppervlakte-integraal die nul is, daar ft' en ft"

aan het oppervlak nul zijn, en in de ruimte-integraal:

~a]7f rd. fc>»+ P+ ) dft*3 d@x@ d(t'xy)

dx dy ' de
d\n'(»*+p + y>\  d(y"x(3) \ d(ft"") d (ft" 3y) 4
o dy dx dy de
. w rd"'V + 2+ y 3} deft" xy)  d(ft" P?)  d(ft"y?

dz dx ‘ dy ‘ dz

de.
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Wij kunnen de voor o d C%HSpdr gevonden waarde schrij-
T —

yen in den vorm:

J (Au-f-Bv+ Cw)dt,

wanneer wij stellen:

----- + +
_ 1AW 24 yD L dfia" ™) d{ia'x@  d{ft’x<y)
8wl dx dx * dy " de
1 du.,”
LLE 8* d j {* + ’) + N~
1 diad[o+ &+ 79 dAN3) diAP)  day) O
8 5T dy dx ' dy de
c- - k ﬂ N4 N4 N
1 dla'{® -j-/32--y9 | d(ft" xy) | d((A"(3y) 1 d{iA"yi)
8 de dx dy ' dz

Thans, nu de waarde der kinetische energie onderzocht
is, kan men de bewegingsvergelijkingen van Lagrange ge-
bruiken om de deformaties te bepalen, die het ijzer in wer-
kelijkheid ondergaat.

Stellen wij ons te dien einde voor, dat een stuk ijzer in
een constant magnetisch veld geplaatst is (teweeggebracht
door standvastige elektrische stroomen) en dat er een sta-
tionaire toestand ontstaan is, waarin zekere verplaatsingen
u, u, w bestaan. De uitwendige krachten, die in dezen toestand
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werken (en als zoodanig zijn thans de elastische krachten
te beschouwen) moeten dan bij eene oneindig kleine vir-
tueele verplaatsing een arbeid verrichten, die gelijk is
aan — ST (pag. 8).

De oneindig kleine virtueele verplaatsingen kunnen wij
bepalen door de veranderingen Sm Sv, Sw die de reeds
bestaande w, v, w ondergaan. Uit de stelling, dat de energie

J (AM-j-Bs-ArcreUT

meer bedraagt dan wanneer de deeltjes van het ijzer zich
niet verplaatst hadden, volgt:

—ST =— (ASu--BSv-f~-CSw)dt.

Dit moet de arbeid der uitwendige krachten zijn.

Door nu van het op pag. 4—8 omtrent de kracht van het
stelsel meegedeelde gebruik te maken, kunnen wij ook zeg-
gen, dat

- (A SM-j-BSv-|-CSM7)<iT

de arbeid is van de krachten die het systeem, d.i. de dra-
ger der elektrokinetische energie in het elektromagnetisch
veld, op het ijzer uitoefent en die met de elastische krach-
ten evenwicht moeten maken.

Wij zullen nu een systeem van krachten zoeken, dat dien
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arbeid levert en gemakshalve zeggen, dat deze in het mag-
netisch veld in het ijzer worden opgewekt.

Hoe dat stelsel moet zijn, weten wij reeds ten deele.
Immers, wij weten reeds, welke spanningen de omringende
aether uitoefent (pag. 47) en hebben nu nog verder krach-
ten aan te wijzen, die met de spanningen in den aether te
zamen den bovengenoemden arbeid verrichten.

Wij stellen nu vooreerst dat op een volume-element de
krachten Adr, Bdr, Gdt werken en beproeven of men
deze uit inwendige drukkingen kan afleiden. Noemen wij
van vlakte-elementen loodrecht op de X-, y- en s5-as de
drukcomponenten per eenheid van oppervlak resp. A,, B,,
C+ Ay, By, Cy; A, Bs, C,, dan moet, wanneer deze
drukkingen werkelijk de krachten A ¢ Bdr, Gdr zul-
len opleveren

dA* dA, dA*
dX dy dz

dB, dB, dBz
dx dy dz

dC, dCy dG:z
dx dy dz *

zijn; het is dus de vraag, of men voor A*, enz. zoodanige
waarden kan aangeven dat aan deze vergelijkingen voldaan
wordt. Inderdaad is dit mogelijk en zelfs op meer dan ééne
wijze. Men kan nl. stellen:
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A = 8€T —2ft+ H)*3+ o &+ H) (*2+ i2+ rd+ |
(-2i* + ft")P + +(|t+ )*+ P+y*)+P,,

+
o f
C,= g. 25+ wyy3t -l @t @t +rate,
o -
(xin).

= O/= Jl(-2ft+ ft")pr+Py

J
0
Qr= A= — (—2ft(A)y* "L P

Ay= Bx= off (—2 EA-AL) « 13-|- Pyr

waarbij de grootheden P moeten voldoen aan de betrekkingen:

dP,s dP,/x dPt;

0 ;
dx dy de enz

maar overigens onbepaald blijven. De overige termen in
(X111) voldoen nl. reeds aan de vergelijkingen van A, B, C.
d A# dAu d Ag
dx dy de
vinden wij de gegeven waarde van A, daar

T *
immers door berekening van

L 1d@xd dftx@ dtxy) 1 des-P+y3

4ijr dx dy dz 8 * dx

1 d(ftx) 4 d0t@ | dty) 1 dx
4ie  dx dy de * % bx
1 dx d@, dy\

Iw& ay-t G e ekt Yy



G del L (ax dx
AT lLa# dyy dzJ 4T dx dx
+.LKii(d*- d dx - dy
4w \dy d x
omdat:
dx dy'dz
en

dx dl3 dx dv
dy dx dz dx

De vergelijkingen (XI11) geven dus werkelijk de druk-
kingen die men in het ijzer kan aannemen ter verklaring
der krachten, die op een volume-element van het ijzer in
het magnetisch veld worden uitgeoefend.

Deze waarden gaan nu voor g, = 1, g’= g/ = 0, dus
aan het grensvlak, over in de spanningen (met het tegen-
gestelde teeken) die wij op pag. 47 in den aether hebben
gevonden, mits wij de grootheden P = 0 nemen.

Aan het oppervlak vinden wij bijv.:
A*  g—(— + [32+ ys)-f-Pxx, enz
= — X (3-j- Pyr, enz.

Deze drukkingen komen echter, voor PM = Pxy= enz.= 0
op hetzelfde neer als de spanningen op pag. 47.
Het stelsel (XI1I1), met weglating van de grootheden P,
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vormt dus met de vroeger gevonden spanningen in den aether
een systeem van krachten, die de verschijnselen van het
ijzer in het magnetisch veld kunnen verklaren.

Door de x-aa evenwijdig aan de magnetische kracht te

nemen wordt:

A*x= A, (-2 + AE2+ [ (B+ A

# ow

= = (&t A)

C*= N A
Bi= Cy= Ai= Gt—=Ay= Bi= 0,
zoodat wij de gevonden drukkingen kunnen beschouwen als
te bestaan in een normale drukking

gn A+ A (*2+ P-fr2)

per eenheid van oppervlak, die op vlakte-elementen van
elke richting gelijkelijk werkt, en eene spanning

langs de krachtlijnen.
Voegen wij hierbij de elasticiteitskrachten, die worden af-

geleid uit drukkingen met de componenten (Kirchhoff):
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+ 0 A

Wr+oay

du
ax
stanten zijn, dan worden de evenwichtsvoorwaarden voor

. dv , dw e e
waann A = Uay_ {- as en K en © de elasticiteifscon-

punten in het ijzer, als wij eventueele uitwendige krachten

door X, T en Z voorstellen:

o dAxX) dAY - Xy)  d(AT-)-X2)

dx dy dz ’
Y= f7rrith +Yy) dB2+ Y2
dx dy '
2 dC*4-z) dy-f-2) dC-+2)
dx dy dz

Stellen X, Y en Z de componenten van andere uitwen-
dige drukkingen op het oppervlak voor, dan bigven voor
punten aldaar de gewone evenwichtsvoorwaarden gelden:

X,= X, Y,=Y, Z = Z.



STELLINGEN.

t

Terecht zegt Mach [Die Mechanik in ihrer Entio. hist.-krit.
dargestellt, pag. 438): //Die lagrangesche Mechanik ist eine

grossartige Leistung in Bezng auf die Oekonomie des Denkens.”

De studie van het mechanisch model van Boltzmann [Vor-
lesungen lber Maxwel1’s Theorie der Mectridtcit und des Lichtes
1) is aan te bevelen aan hen, die zich met de theorie van

Maxwell vertrouwd wenschen te maken.

m.

/IThis view which regards all potential energy as really
kinetic has the advantage of keeping before us the idea that

it is one of the objects of Physical science to explain natural



phenomena by means of the properties of matter in motion.
When we have done this we have got a complete physical
explanation of any phenomenon and any further explanation
must be rather metaphysical than physical. It is not so howe-
ver when we explain the phenomenon as due to changes in the
potential energy of the system; for potential energy cannot be
said, in the strict sense of the therm, to explain anything. It
does little more than embody the results of experiments in a
form suitable for mathematical investigations."

(J. J. Thomson. Applications of Dynamics to Physics

and Chemistry, pag. 15.)

V.

De argumenten van Dr. Bbesteb voor zijne theorie van de
zon zijn niet afdoende.

V.

De verplaatsing der Frav/nhofersche strepen kan niet nit de
theorie van Bbesteb worden verklaard.

V1.

De definitie van een integraal als som van een oneindig
groot aantal oneindig kleine grootheden is te verkiezen boven
die van het omgekeerde van een differentiaalquotient.

VIL

De studie van het Riemannsche vlak is zeer bevorderlijk voor
de kennis van den aard van vele belangrijke functies.



VIII.

Het populariseeren der wetenschap is in het belang der

wetenschap.

IX.

Het bewijs voor de bekende stelling omtrent de minimum
deviatiehoek der lichtstralen hij den gang door een prisma,
dat men vindt in: Lommel , Lehrluch der Experimentalphysik
pag. 506, is te verkiezen boven dat in: Wullner , Lehrluch

der Experimentalphysik 11 1883, pag. 98.

X.

Bij het begin der bol-driehoeksmeting dient vooraf de stel-
ling, dat een rechthoekige boldriechoek met beide rechthoeks-
zijden kleiner dan 90°, ook de schuine zijde kleiner dan 90°
heeft, meetkundig te worden bewezen. In : J. Versluijs, Bol-
driehoeksmeting met vraagstukken, 1890, pp. 3 en 8, wordt eerst
de formule cos. ¢ = cos.a cos. b algemeen bewezen en daarbij
stilzwijgend van bovengenoemde stelling gebruik gemaakt,
terwijl later deze formule dient als bewijs voor de bedoelde

stelling. Dit is onlogisch.

XI.

Bij het elementaire onderwijs in de wiskunde moet veel
tijd worden besteed aan de leer der evenredigheden en hare
eigenschappen moet en zooveel mogelijk worden toegepast.

Bewijzen als op pag. 139 van het Handboek der vlakke
d/riehoeksmetmg van J Versluijs dienen in bovenbedoelden zin

gewijzigd te worden



XII.

Het gezicht is niet voldoende om onze kennis van de ruimte

van drie afmetingen te verklaren.

XII1I.

De hypothese van Riehl is in staat onze ruimtevoorstel-
ling te verklaren. (Vergelijk: Dr. G. Heymans, Die Gesetze
und Elemente des wissenachaftUchen Denkens, | pag. 225 enz).

XIV.

Het causale denken kan door de hypothese van Hamilton
worden verklaard.
(Vergelijk: Dr. G. Heymans, ibid. 11, pag. 373 enz).

XV.

Voor de toelating tot Gymnasium eu Hoogere Burgerschool
behoort een minimum leeftijd van 13 jaar te worden vast-

gesteld.

XVI.

Onder de eischen van het toelatingsexamen tot de academie
voor de Wis- en Natuurkundige faculteit behooren de kennis van

de beginselen der Natuur- en Scheikunde te worden opgenomen.
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