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1 InleidingEind 19e eeuw bestaat alle materie uit atomen, maar uit re
urrente betrekkin-gen is gebleken dat de stru
tuur uit kleinere deeltjes was opgebouwd.Met de ontdekking (1932) van het neutron, naast de elektris
h geladenprotonen, was het duidelijk dat de kernen opgebouwd waren uit nu
leonen,met de ele
tronen in een veel grotere s
hil. In 1930 werd ook het neu-trino gepostuleerd, zodat men weer energie, impuls en hoekmomentum konde�nieren in beta verval.Midden jaren dertig had je derhalve als elementaire deeltjes het proton,neutron, ele
tron en neutrino. Maar in de jaren vijftig en zestig is mengaan inzien dat er veel meer hadronen waren, die allemaal fundamenteelleken. Vanaf eind jaren 60 spreken we daarom van quarks: hadronen (qqq)en mesonen (q�q). Samen met de leptonen vormt ieder van de 3 families 2quarks en 2 leptonen.10�10m, eV, Atomen10�14m, MeV, Kernen10�15m, GeV, Proton (quarks)De vier kra
hten zijn gravitatie, elektromagnetisme, zwakke en sterkekra
ht. Eerst, tot 
a. 1800, had men gravitatie, elektri
iteit, magnetismeen de kra
ht tussen atomen en molekulen. Deze laatste werd de kernkra
htgenoemd, welke midden jaren 70 de sterke kra
ht werd die de quarks bindt.Gravitatie wordt onbelangrijk gea
ht op het niveau van de drie anderekra
hten. Die worden uitgewisseld door spin 1 deeltjes (gravitatie door spin 2deeltjes): Het foton voor elektromagnetisme, het gluon voor de sterke kra
ht,en de zware (80-90 GeV) ve
tor bosonen voor de zwakke kra
ht. Ze hebbenelektris
he, kleur en zwakke (of Y ) lading. Leptonen en quarks hebben elek-tris
he en zwakke lading, alleen de quarks hebben daarnaast kleur lading.De zwakke kra
ht heeft korte dra
ht (vanwege Heisenberg's onzekerheids-relatie) en de elektromagnetis
he kra
ht heeft een lange dra
ht. De sterkekra
ht die gluonen met een kleurlading (en dus zelf-intera
tie) geeft, heeftover het algemeen een korte dra
ht.Symmetrien zijn belangrijk: tijd, ruimte en hoeken geven energie, impulsen draaimoment. Er zijn ook dis
rete symmetrien, zoals pariteit (�, ` geeftbijv. pariteit (�1)`). Voor elementaire deeltjes is er een intrinsieke pariteit:Voor een boson en een antiboson is dat het zelfde, maar voor een antifermion1



is dit het tegengestelde van een fermion. Verder is er natuurlijk lading, C-pariteit en tenslotte groepsrepresentatie, bijv. sterke of zwakke isospin.Stel we hebben N klassieke deeltjes met massas m(i) die met elkaar inter-a
ties hebben, waarbij de potenti�ele energie alleen van de afstand tussen detwee deeltjes afhangt, V (~r(1); : : : ; ~r(N)) = Pi>j V (j~r(i)�~r(j)j). Zo'n potentiaalis overduidelijk invariant onder translaties en rotaties.We gaan uit van het prin
ipe van minimale a
tie, dat zegt dat de bewegingvan de deeltjes wordt bes
hreven door die banen ~r(i)(t) waarvoor de a
tie S,S = Z tetb dtL; L =Xi �12m(i) _~r 2(i)�� V (~r(1)(t); : : : ; ~r(N)(t)); (1)maximaal is (tb en te zijn de begin- en eindtijd, L is de Lagrangiaan).Ter herinnering, om hieruit de bewegingsvergelijkingen af te leiden, kijkenwe naar een willekeurige verandering Æ~r(i)(t) en eisen dat S niet verandert:ÆS=Z tetbdtXi �m(i) _~r(i)(t)�Æ _~r(i)(t)�Æ~r(i)(t)�(~r(i)V )(~r(1)(t); : : : ; ~r(N)(t))�=0; (2)waar rk(i)V = �V=�rk(i). We voeren nu een parti�ele integratie uit (aan-nemende dat Æ~r(tb) = Æ~r(te) = ~0), zodatÆS = Z tetb dtXi ��m(i)�~r(i)(t)� (~r(i)V )(~r(1)(t); : : : ; ~r(N)(t))� � Æ~r(i)(t): (3)Dit moet nu gelijk aan nul zijn voor iedere variatie Æ~r(i)(t). Kies bijv. ~r(j)(t) =~0 voor j 6= i en ~r(i)(t) bijna overal ~0 behalve rond een vaste t (je kunt ditook makkelijk beargumenteren als je de intergraal door een som benadert),hieruit volgt dan de welbekende bewegingsvergelijking:ÆSÆ~r(i)(t) � ddt ÆSÆ _~r(i)(t) = 0; of m(i)�~r(i)(t) = �(~r(i)V )(~r(1)(t); : : : ; ~r(N)(t)): (4)Natuurlijk kun je hiermee re
htstreeks 
ontroleren dat de impuls behoudenis. We kunnen e
hter slim gebruik maken van de symmetrie en het variatieprin
ipe. We hadden verondersteld dat de potentiaal invariant is onder trans-laties. M.a.w. als Æ~r(i)(t) = Æ~a(t) voor alle i, dan geldt dat de potentiaal nietverandert. Het is belangrijk op te merken dat aangezien de potentiaal niet2



expli
iet van de tijd afhangt Æ~a(t) niet tijdsonafhankelijk hoeft te zijn. Om-dat ÆS = 0 moet gelden voor iedere willekeurige variatie, en in het bijzondervoor deze, vinden weÆS = Z tetb dtXi ��m(i)�~r(i)(t)� � Æ~a(t) = � Z tetb dt _~P (t) � Æ~a(t) = 0 (5)voor willekeurige Æ~a(t), zodat we weer 
on
luderen dat _~P (t) = 0, waarinuiteraard ~P (t) = Pim(i) _~r(i)(t) de totale impuls is.Extra opgaven: Bewijs nu zelf eenvoudig hoe het behoud van impulsmo-ment volgt uit invariantie onder rotaties. Laat daartoe eerst zien dat eenrotatie over een hoek j~!j om een as met ri
hting ~! aanleiding geeft totÆ~r(i) = ~! � ~r(i).Experimenten vallen uiteen in verstrooiing en spe
tros
opie. In het eerstes
hieten we deeltjes met vaste energie en impuls af, bijv. ele
tronen met� = h=p die ruwweg overeenstemmen met de afmetingen van de kern. Totnog toe is geen substruktuur gevonden voor quarks en leptonen (Ee � 1011eVvoor ele
tronen en Ep � 1012eV voor protonen). Bij de spe
tros
opie is mengeinteresseerd in het waarnemen van de vervalsprodu
ten.De dete
toren produ
eren elektris
he en optis
he signalen. Neutrale deel-tjes, zoals het neutron en neutrino, vallen uiteen in geladen deeltjes. De deel-tjesdete
toren zijn: s
intillatoren, gas
ounters, semi
ondu
tors, Cherenkov-
ounters en 
alorimeters die in App.A.2 besproken worden.De eenheden zijn in het bijzonder de femtometer (fm of Fermi, 10�15m)en de ele
tronvolt (1eV = 1:602 � 10�19J), ook uitgedrukt in keV, MeV ofGeV (103, 106 en 109eV ). Deze zijn gerelateerd door de onzekerheidsrelatie,�h
 = 197:327 MeV.fm� 200 MeV.fm. � = e2=(4��0�h
) � 1=137 speelt dehistoris
h belangrijke rol van de �jnstru
tuur 
onstante. Als �h = 
 = 1hebben we � = e2=(4��0), maar in Gaussis
he eenheden is dat e2 (4��0 = 1)en in Heavyside-Lorentz eenheden e2=(4�) (elementaire deeltjes).2 Globale Eigens
happen van KernenHet ele
tron werd in 1897 door Thompson gevonden. Hij kon de snelheid enverhouding tussen de massa en de lading bepalen, welke onafhankelijk wasvan de kathode en het gas. Hij mat ook de lading (in 1910 met de methodevan Millikan verbeterd), en dus de ele
tron massa.3



In 1911 ontdekt Rutherford het atoom (Geiger en Marsden speeldendaarin ook een rol) door het model van Tompson uit te sluiten, waar ele
tro-nen en de positief geladen kern gelijkmatig verdeeld waren. Rutherford lietzien dat alphadeeltjes over grote hoeken nog werden afgebogen, en hij vondeen 
entrale en afstotende Coulomb potentiaal uit de hoekverdeling, met deele
tronen in wijde banen er om heen.De bes
hieting met alpha deeltjes op li
hte kernen toonde aan dat al-phadeeltjes He-kernen waren. Maar hij demonstreerde ook hoe alphadeeltjesweer uiteen vielen in 
onstituents, zoals 14N + 4He ! 17O + p, waarin wa-terstofatomen gezien kunnen worden als elementaire deeltjes van de kernen.Het neutron is door Chadwi
k in 1932 ondekt, als straling van alphadeel-tjes (tengevolge van polonium) op beryllium, 94Be + 42He ! 126 C + n. (Ditwas eerder gezien, maar niet onderkent.) Hij mat de terugstoot energie bijverstrooiing aan waterstof-, helium- en stikstofatomen en vond dat de massavan het neutron vrijwel gelijk was aan dat van een proton.De kernkra
ht is veel sterker dan de elektromagnetis
he kra
ht, die hetatoom bij elkaar hield. Voor kernen is het massavers
hil di
ht bij de 1%, wateen experimenteel bewijs voor E = m
2 gaf.Het atoomgetal Z geeft de lading van de kern weer, waar omheen Z ele
-tronen 
irkelen. Z bepaalt de 
hemis
he stru
tuur. De standaard methodeom lading te bepalen is door X-rays, waar Moseley's wet bepaalt dat de K�lijn evenredig is met (Z� 1)2. Men heeft ge
ontroleerd dat jep+ eej � 10�18,met andere woorden het atoom is elektris
h neutraal. Uit de 
osmologie kanzelfs een kleiner bovenlimiet gevonden worden.De bindingsenergie B(Z;A) = [ZM(1H)+(A�Z)Mn�M(A;Z)℄
2 wordtgegeven als een fun
tie van Z (isotopen) en A (isobaren), met N (isotonen)een fun
tie van Z en A. De massa M(1H) =Mp+me wordt gebruikt om deele
tronen mee te nemen. We hebben Mp = 938:272MeV=
2 = 1836:15me,Mn = 939:566MeV=
2 = 1838:68me en me = 0:511MeV=
2, met 1:783 �10�30kg=(MeV=
2) voor SI eenheden. We 
lassi�
eren ze met AX, maarsoms ook met AZX of AZXN .De bindingsenergie kan berekend worden als de atoommassa bekend is.Voor de afbuiging van een ion met lading Q bestaat een nauwkeurige for-mule in termen van p = Mv en Ekin = Mv2=2. Als we eerst een elek-tris
h veld hebben dat het ion een kromming geeft van rE = Mv2=(QE)(a = QE=M = !2rE = v2=rE), en vervolgens een magnetis
he veld dat eenkromming geeft van rM = Mv=(QB) (a = QvB=M = !2rM = v2=rM),4



evenredig aan de impuls, dan kan men de ionen s
heiden door eerst Q=Melektris
h te s
heiden en met een magtneetveld de rest (Q ofM) (zie Fig. 2.1voor de massaspe
trometer). Omdat er altijd wel koolstof in het sample zit,gebruiken we M12C=12 om de massas verkregen met een spe
trometer weerte geven (1u =M12C=12 = 931:494MeV=
2 = 1:66054� 10�27kg).Nu
leare abundanties worden bijv. in sterren gemeten, welke globaal hetzelfde zijn als op de aarde, de maan, of op meteoren. Volgens de huidigekennis worden deze gegeven door de abundanties van deuterium en helium,bepaald in de eerste paar minuten van de Big Bang door fusie van waterstof.Sterren produ
eren dan elementen tot aan ijzer, 56Fe, terwijl nog zwaardereelementen in explosies van supernovas ontstaan (zie Fig. 2.2). Natuurlijkkunnen lokale stru
turen een afwijking geven, zoals van een monster dat inde aarde op 10 km diepte werd gevonden, in een 2:6 � 109 jaar oud gneissgebied, met een verhoogde produ
tie van xenon isotopen (gevormd door hetverval van uranium, zie Fig. 2.3).Bepaling van de massa(s) in kernreakties is mogelijk als 3 van de kernende energie EX bepaald is, in bijv. 1H + 6Li! 3He+ 4He, en van de vierdede kinetis
h energie. Als voorbeeld bekijken we de vangst van termis
heneutronen (Ekin � 1=40eV ) door waterstof, n+1H ! 2H+
, waar we vindendat de bindingsenergie B = (Mn +M1H �M2H)
2 � E
 + E2
=(2M2H
2).De bepaling van bindingsenergieen is vooral gedaan met Van der Graa�,
y
lotron- en betatronversnellers. Gedurende de 50- en 60-er jaren is demassaspe
tros
opie en de energiebalans van kernreakties enorm verbeterd enis er een parametrizatie opgesteld voor de bindingsenergie per nu
leon voorstabiele kernen (instabiele kernmassas kunnen niet met spe
tros
opie bepaaldworden). De semi-emperis
he massaformule, afkomstig van Weizs�a
ker, luidtM(A;Z) = NMn +Z1H � aVA+ aSA2=3 + aCZ2=A1=3+ aa(N �Z)2=(4A) +Æ=A1=2 = NMn + Z1H � B(A;Z)=
2. De exa
te waarde van de 
onstantenhangen af van waarvoor het geoptimaliseerd is. Een mogelijke set is:aV = 15:67MeV=
2, aS = 17:23MeV=
2,aC = 0:714MeV=
2, aa = 93:15MeV=
2,Æ = �11:2MeV=
2 voor even Z en N0MeV=
2 voor oneven A (N �of Z oneven)+11:2MeV=
2 voor oneven Z en N .De individuele 
orre
ties zijn: De volume term die evenredig is met A,hetgeen betekend dat de kernkra
ht korte dra
ht heeft. De 
entrale di
htheid5



is �0 � 0:17 nu
leon/fm3. De gemiddelde di
htheid is wat kleiner (0:13nu
leon/fm3), en de gemiddelde internu
leon afstand is 1:8 fm. De opper-vlakte term 
orrigeert voor nu
leonen aan het oppervlak. De Coulomd termneemt de intera
tie mee tussen de protonen, ECuol = 3Z(Z � 1)��h
=(5R),hetgeen evenredig is met Z2=A1=3. Dit krijgen we door de lading homogeente verdelen, Z(Z � 1) R R0 dW1, waar dW1 = (4��r3=3)(4��0r)�1(4��r2dr) en� = 3e=(4�R3). De asymmetris
he term 
orrigeert voor het feit dat de neu-tronen een meerderheid vormen bij zware kernen, dus N is veel groter dan Z(weergegeven in Fig. 2.5). En tenslotte, de parings term 
orrigeert voor hetfeit dat even paren stabieler zijn.De Weizs�a
ker formule kan men a
eiden uit een vloeibaar model, met
onstante di
htheid, korte dra
ht intera
ties, saturatie, vervormbaarheid enoppervlakte spanning. Omdat de afmeting van de druppel (de nu
leonen)groot is, hebben we het hier over een quantumvloeistof. Het kan niet de �jnedetails weergeven van de energieniveaus (zie Fig. 2.4), en voor lage ex
itatieenergieen is een Fermi gas van vrije deeltjes met zwakke wisselwerking beter.In Fig. 2.6 zien we hoe 146 C8 gerelateerd is aan 148 O6 (via 147 N7), met behulpvan een isospin symmetrie. Als we 
orrigeren voor het vers
hil aan elektris
helading, dan zijn isospin ladingen in beide gevallen gelijk. Een nu
leon heeftisospin I = 1=2, waarbij een proton I3 = 1=2 en neutron I3 = �1=2 heeft(I3 = (Z � N)=2). Bij 147 N7 hebben we ook nog andere toestanden in hetspe
trum. Ook quarks hebben een isospin, welke behouden is onder de sterkewisselwerking.3 KernstabiliteitIn Fig. 3.1 zijn de stabiele kernen aangegeven onder �-verval. Isobaren meteen te grote waarde vanN of Z vallen naar stabiele waarden. 5626Fe30 en 5928Ni31bezitten een maximale bindingsenergie per nu
leon. Voor zware kernen valthet uiteen door splijting,M(A;Z) > M(A�A0; Z�Z 0)+M(A0; Z 0). Vaak is4He een do
hterkern, en dan spreken we over �-verval. Als ze in ruwweg gelij-ke stukken vervallen dan spreekt men over spontane splijting. Dit gebeurtpas voor Z > 110.Voor het meten van de vervals
onstante � = �, of de vervalsbreedte � =1=� (t1=2 = ln 2=�), heeft men de formule A(t) = �dN(t)=dt = �N(t) metN(t) het aantal radioa
tieve elementen. De eenheid is 1 Bq [Be
querel℄=16



verval/s. Bij een vervalstijd van een jaar of meer moeten we ook het aantalradioa
tieve kernen weten om A(t) te bepalen.Bij �-verval gaat men uit van een isobar, waarvoorM(A;Z) = �A��Z+
Z2 + ÆA�1=2, met � = Mn � aV + aSA�1=3 + aa=4, � = aa +Mn �M1H en
 = aa=A+ aC=A1=3. Voor een vaste waarde van A plotten we het resultaat(een benadering van een parabool) als fun
tie van Z. Maar voor even A ligthet voor oneven-oneven kernen 2Æ=A1=2 hoger dan voor even-even kernen.Voor oneven A nemen we als voorbeeld A = 101. Het minimum ligt bij10144 Ru. Isobars met meer neutron vervallen door n ! p + e� + ��e, zoals10142 Mo ! 10143 T
 + e� + ��e en 10143 T
 ! 10144 Ru + e� + ��e. Dat wil zeggen��-verval, mogelijk als M(A;Z) > M(A;Z + 1) (zie Fig. 3.2). Merk opdat we hier de massa van het atoom meten; dat is in
lusief het ele
tron(de eventuele ele
tronneutrino massa kunnen we verwaarlozen). Isobars metmeer protonen kunnen door het omgekeerde e�e
t bestaan, p! n+ e++ �e,oftewel door �+-verval, d.w.z. M(A;Z) > M(A;Z � 1) + 2me. We hebbenwel 10146 Pd ! 10145 Rh + e+ + �e, maar geen 10145 Rh ! 10144 Ru + e+ + �e. Dit isomdat de lading afneemt (dit staat verkeerd in het boek)!Voor de even kernen nemen we A = 106 als voorbeeld (zie Fig. 3.3). VoorA > 70 hebben we meerdere �-stabiele isobaren. Onder tweevoudige �-vervalkrijgen we 10648 Cd! 10646 Pb+2e++2�e, maar met zo'n kleine waars
hijnlijkheiddat we 10648 Cd stabiel kunnen noemen. Oneven-oneven kernen hebben altijdeen lager (re
hts) gelegen even-even kern die via �� kan vervallen. Uitzon-deringen ziet men alleen bij li
hte kernen, 21H, 63Li, 105 B en 147 N . Sommigeoneven-oneven kernen kunnen zowel via �� als via �+ vervallen. Voorbeeldenzijn 4019K (zie Fig. 3.4) en 6429Cu.Er is ook de vangst van (in het bijzonder) K-ele
tronen, waarna ze X-raysuitzenden. Dit ele
tron wordt samen met een proton omgezet in een neutronen neutrino,M(A;Z) > M(A;Z�1)+�. Het is in 
ompetitie met �+ verval,maar soms kan dat niet voorkomen.De leeftijden van �-onstabiele kernen loopt van een aantal ms tot 1016jaar. Bijv. n! p+ e� + ��e vervalt in � = 886:7� 1:9s (� 15m). Geen tweeop elkaar volgende isobars zijn stabiel onder �. In sommige gevallen is ereen stabiel en de andere leeft lang. Bijv. 115In en 187Re vervallen in 115Snen 187Os, maar met ontzettend kleine waars
hijnlijkheid (� = 3 � 1014 en3 � 1011 jaar). 4019K dat t1=2 = 1:27 � 109 jaar leeft, is zo'n voorbeeld. Hetvervalt via �� (89%) in 4020Ca en via ele
tronvangst (11%) of �+ (0.001%) in4018Ar (beide stabiel, Fig. 3.4). Dit voorbeeld geven we omdat 0.01% van het7



kalium dat we binnen krijgen 40K is, en 16% van onze natuurlijk stralinggeeft.Protonen en neutronen hebben een bindings energie van ongeveer 8 MeV.In de praktijk komen e
hter vervalspro
essen waarbij 4He wordt uitgezondenvaker voor. Deze � straling heeft een bindingsenergie van 7 MeV/nu
leon (2of 3 nu
leonen hebben een veel kleinere bindingsenergie). In Fig. 3.5 geven wede potentiele energie weer van een �-deeltje, VC(r) = 2(Z�2)��h
=r. Binnende kern, op een afstand R, vindt men een sterk aantrekkende potentiaal. Het�-deeltje heeft positieve energie, welke vrijkomt in het verval. De levensduurkan tussen de 10ns en 1017 jaar bedragen. In Fig. 3.6 wordt weergevendat een klein deel van de gol�un
tie weg tunnelt. De Gamowfa
tor wordtgegeven doorG = �h�1 Z r1R drq2m(V
 � E) = 2qm(Z � 2)�
=�h Z r1R drqr�1 � r�11= 2r1mv�h�1 Z 1� dyq1� y2; (6)waarbij we gebruiken dat 2(Z� 2)��h
=r1 = 12mv2 (relativistis
he 
orre
tie ishier veelal niet nodig) en � = qR=r1, waarbij r1 het \klassieke omkeerpunt"is, V
(r1) = E. De transmissie
oeÆ
ient T = e�2G. Als r1 � R, vinden wemet R 10 dyp1� y2 = �=4 en � = v=
 dat G = r1mv�=2�h = 2�(Z � 2)�=�.De waars
hijnlijkheid per tijdseenheid voor het verval in een �-deeltje isderhalve � = w(�) v02Re�2G, waarbij w(�) de waars
hijnlijkheid voor het vin-den van een �-deeltje in de kern is, en v02R het aantal botsingen met de barriere(v0 ' 0:1). De grote spreiding van vervaltijden komt door de Gamowfa
tor,waar een klein vers
hil in G, een groot vers
hil in T kan weergeven. Demeeste �-emitters zijn zwaarder dan lood. Voor A < 140 is �-verval welmogelijk, maar het gaat erg langzaam. Een voorbeeld van langzaam verval is238U , welke in 4:5�109 jaar vervalt in 234Th (Fig. 3.7), en alleen ophoudt alshet in stabiele 206Pb eindigt. Dit is van belang omdat het inerte gas 222Rnvrijkomt, dat voor ongeveer 40% het natuurlijke stralingspatroon bepaalt.De grootste bindingsenergie per nu
leon vindt men in het gebied van 56Fe.Voor Z > 40 kunnen in prin
ipe kernen uiteenvallen door splijting, maarhet is pas bij uraniumisotopen van dezelfde grote als het �-verval. Omdatde kernen onsamendrukbaar zijn nemen we aan dat het volume 
onstantblijft. Als we nu een bolvorm vervangen door een ab2 ellipsoide, met a =R(1 + ") en b = R=p1 + " = R(1 � "=2 + "2=8 + O("3)) (we hebben bnodig tot in tweede orde!), dan vindt men voor de oppervlakte energie ES =8



aSA2=3(1 + 25"2 + O("3)), waar we gebruiken dat het oppervlak verandertals: Opp = 4� R �=20 b sin �q(�x�� )2 + (�y�� )2d� = 4�ab R 10 [1+ ((ab )2� 1)z2℄1=2dz =2�abfp1� u+pu�1 ar
sin(pu)gju=1�b2=a2 , met (x; y) = (a 
os �; b sin �) (zieFig. 3.9).Analoog kan men onder deze verandering de Coulomb energie berekenen,EC = aCZ2A�1=3(1� 15"2+O("3)), wat met de verandering van de oppervlakteenergie een kwadratis
he afwijking geeft: �E = "25 (2aSA2=3 � aCZ2A�1=3).Als Z2=A � 2aS=aC � 48 hebben we spontane splijting, oftewel voor Z > 114en A > 270 (zie Fig. 3.8).Geindu
eerde splijting voor zware kernen (Z > 92) kan plaats vinden alsde splijtingsbarriere rond de 6 MeV is, bijv. door het invangen van langzameneutronen. Een oneven aantal neutronen kan paringsenergie terug gegeven,zoals de vangst van een laag energetis
he neutron door 235U , die 6.4 MeVvrijmaakt, waar de splijting van 236U 5.5 MeV levert. Andere splijtbareelementen zijn 233Th en 239Pu. Voor 238U wordt er met 4.9 MeV niet genoegbindingsenergie vrijgemaakt, omdat de splijtingsbarriere van 239U 5.5 MeVis. Men heeft hiervoor snelle neutronen nodig.To
h is dit niet de handigste manier. De oppervlaktespanning is nogwel eenvoudig uit te rekenen voor een willekeurige ellips, maar de Coulombenergie wordt al een stuk lastiger. En wat als de deformatie niet die van eenellips is? Het is in zo'n geval leuk terug te gaan naar de bron, N. Bohr en J.A.Wheeler: \The Me
hanism of Nu
lear Fission", Physi
al Review 56 (1939)426. Op www.lorentz.leidenuniv.nl/vanbaal/FED.html vindt je een link naarde eerste paar paginas (p. 430 en 431 zijn relevant voor de berekening). Bohren Wheeler gaan uit van de meest algemene axiaal symmetris
he deformatiein bol
o�ordinaten,r(�; �) = R(1 + �(�)) = R(1 + X̀�`P`(
os �)); (7)waarin P` de Legendre polynomen zijn, bekend van zowel de Maxwell- als deQuantumtheorie.Laten we eerst de Coulomb energie berekenen aangenomen dat de kernzi
h gedraagt als een in
ompressibele vloeistof met een homogene ladingsver-deling. In het algemeen wordt die gegeven doorEC = 12 Z �(~x)�(~x0)4��0j~x� ~x0jd3xd3x0: (8)9



We zullen de ladingsverdeling �(~x) 
onstant veronderstellen. Omdat het hiergaat om een bijdrage aan de bindingsenergie zou je er vanaf moeten trekkende zelfenergie van ieder proton. In het boek wordt dit gedaan door de ladingvan ieder proton zelf over de hele kern te verspreiden, dus � te vervangendoor �=Z. Ieder proton draagt dus aan zelfenergie een fra
tie 1=Z2 van deCoulomb energie, en samen dus een fra
tie 1=Z. Of anders uitgedrukt, deCoulomb bindingsenergie is gelijk aan Z(Z�1) maal de Coulomb zelfenergievan een enkel proton. E
ht overtuigend is dit niet, en je ziet ook dat in hetboek de Coulomb term in de �t gewoon evenredig met Z2 wordt gekozen.We zullen hier dan ook verder geen 
orre
tie voor die zelfenergie meenemen.Een eenvoudige manier om de dubbele integraal in afwezigheid van de-formatie te berekenen is door gebruik te maken van de sferis
he symmetrieen het feit dat EC = Zj~x0j<j~xj �(~x)�(~x0)4��0j~x� ~x0jd3xd3x0; (9)Dat is juist zo handig, omdat de integraal over ~x0 pre
ies de Coulomb poten-tiaal geeft van de lading ingesloten binnen j~x0j < j~xj,�(~x) = Zj~x0j<j~xj �(~x0)4��0j~x� ~x0jd3x0 = �j~xj33�0 1j~xj ; (10)voor �(~x) = �. Met r = j~xj vinden we dusEC = Z R0 4��r2�r33�0 1rdr = 4�R5�215�0 = 35 Z2e24��0R: (11)We gaan nu berekenen hoe volume, oppervlak en Coulomb energie ver-anderen als we de bol deformeren, maar de ladingsdi
htheid en dus het vol-ume 
onstant houden (de aanname van in
ompressibiliteit). Het volumewordt, gebruik makende van de axiale symmetrie, gegeven door 4�R3=3 =� R (x2 + y2)dz = �� R �0 r2(�) sin2(�)d(r(�) 
os �). Uitwerken hiervan geeft�� R �0 �13 sin2(�) 
os �d(r3(�))=d� � sin3(�)r3(�)� d� en met parti�ele integratievinden we dan 2�R3 R �0 13(1 + �(�))3 sin(�)d�. We kunnen nu de orthogo-naliteit van Legendre polynomen (Eq.(13)) gebruiken, R �0 P`(
os �)Pk(
os �)sin �d� = 2Æk`=(2`+1) (met P0 � 1 volgt eveneens R �0 P`(
os �) sin �d� = 2Æ0`),zodat 4�R3=3 = 4�R3 ( 13 + �0 +P` �2̀=(2`+ 1) +O(�3̀)) en dus�0 = �X̀ �2̀2`+ 1 : (12)10



Vervolgens berekenen we het oppervlak, wederom gebruikmakende van deaxiale symmetrie, Opp = 2� R �0 jd~x=d�jpx2 + y2d�, welke omges
hreven kanworden in Opp = 2� R �0 r(�) sin �q(dr(�)=d�)2 + r2(�)d�. Dit ontwikkelen totin 2e orde in �(�) geeft Opp = 2�R2 R �0 (1 + 2�(�) + �2(�) + 12(d�(�)=d�)2)sin �d�. Merk nu op dat dP`(
os �)=d� � P 1̀(
os �) een geasso
ieerd Legen-dre polynoom is. Deze zijn onderling ook orthogonaal! Immers, de sferis
hharmonis
he fun
tiesY`m(�; �) = vuut2`+ 14� (`�m)!(`+m)!P m̀(
os �)eim� (13)zijn per 
onstru
tie orthonormaal. Er volgt R �0 Pmk (
os �)P m̀(
os �) sin �d� =Æk`Nm met N0 = 2=(2`+ 1) en N1 = 2`(`+ 1)=(2`+ 1), zodat tot in tweedeorde Opp = 2�R2  2 + 4�0 + X̀ 2 + `(`+ 1)2`+ 1 �2̀!= 4�R2  1 + X̀ `(`+ 1)� 22(2`+ 1) �2̀! : (14)Als laatste moeten we nu de Coulomb energie berekenen, waar Bohr enWheeler al hun vernuft uit de kast halen, zo lijkt het althans! Omdat deladingsdi
htheid niet verandert, kunnen we de berekening van de veranderingvan deze energie beperken tot een bols
hil. Om dit wat pre
iezer te makenkunnen we � tot de hele ruimte uitstrekken door het in de radi�ele ri
htingeen stapfun
tie te maken. De verandering in � is dan dus een blokfun
tietussen R en R�(�) met een hoogte ��, waar het teken samenvalt met hetteken van �(�). Omdat EC kwadratis
h is in � vinden weEC = 12 Zj~xj;j~x0j�Rd3xd3x0 �24��0j~x� ~x0j + Zj~x0j�Rd3xd3x0 �Æ�(~x)4��0j~x� ~x0j+ 12 Z d3xd3x0 Æ�(~x)Æ�(~x0)4��0j~x� ~x0j : (15)De eerste term is uiteraard Eq.(11), voor de tweede term is de integraalover ~x0 in feite beperkt tot de bols
hil j~x0j = R, met Æ� vervangen door11



�(�(�) + 12�2(�))R2 (met een addertje onder het gras1); idem voor beideintegralen in de laatste term. Dus (x̂ � ~x=j~xj; d
 � sin �d�d�)EC = 4�R5�215�0 + 2�R5�2�03�0 + 12R5�2 Z d
d
0 �(�)�(�0)4��0jx̂� x̂0j : (16)De laaste integraal kan worden uitgewerkt door gebruik te maken van eenbekend resultaat:1j~x� ~x0j = 1X̀=0 4�2`+ 1 min`(j~xj; j~x0j)max`+1(j~xj; j~x0j) X̀m=�`Y �̀m(�; �)Y`m(�0; �0): (17)Je kunt eenvoudig nagaan dat zolang j~xj 6= j~x0j de Lapla
iaan in zowel ~x als~x0, werkende op linker- en re
hterkant, nul geeft. Het kost e
hter wat meermoeite om te laten zien dat de Lapla
iaan werkende op de re
hterkant pre
ies�4�Æ3(~x � ~x0) geeft, waarmee het bewijs te voltooien is. Vaak wordt dezeformule in twee stappen afgeleid,1j~x�~x0j=1X̀=0 min`(j~xj; j~x0j)P`(x̂ �x̂0)max`+1(j~xj; j~x0j) ; P`(x̂ �x̂0)= 4�2`+ 1 X̀m=� Ỳ �̀m(�; �)Y`m(�0; �0):(18)De eerste uitdrukking is bekend van de multipool ontwikkeling, zie bijv.x3.4.1 (i.h.b. verg.(3.94)) van \Introdu
tion to Ele
trodynami
s" van D.J.GriÆths (Prenti
e Hall, derde druk, 1999). De tweede staat bekend onder denaam \addition theorem". Zie bijv. x3.6 van \Classi
al Ele
trodynami
s",J.D. Ja
kson (Wiley, 1975).1In eerste instantie zou je geneigd zijn de integraal over ~x0 in de tweede term van Eq.(15)te vervangen door Æ�(~x)~�(~x) = Æ�(~x)�R3=3�0j~xj. Er resteert dan de integraal over ~x,R ~�(~x)Æ�(~x)r2 sin �drd�d� = R~�(R)� R R+R�(�)R rdrd
 = R3 ~�(R)� R ��(�) + 12�2(�)� d
= 2�R5�2�0=3�0 (ga na). De adder zit hem in het feit dat de gebruikte uitdrukkingvoor ~�(~x) alleen geldig is als j~xj � R, ofwel �(�) � 0. Desalniettemin is het resultaatook geldig voor �(�) < 0, maar dat kost iets meer werk. Het dreigt to
h nog fout tegaan als je Eq.(10), ~�(~x) = �(~x), denkt te kunnen gebruiken voor j~xj < R. E
hter,we moeten in Eq.(15) ook over j~x0j > j~xj integreren. Het makkelijkste is Eq.(17) tegebruiken, waar bij integratie over �0 en �0 alleen de term met ` = m = 0 meedoet.Voor j~xj < R vinden we dan ~�(~x) = (2�0)�1�(R2 � 13 j~xj2) zodat voor �(�) < 0 (enderhalve Æ�(~x) = ��) integratie over r bij vaste � en � aan de tweede term in Eq.(15) bij-draagt: �R~�(R)� R RR+R�(�) rdr = R3 ~�(R)� �[(1 + �(�))3 � 1℄=2� [(1 + �(�))5 � 1℄=10�,oftewel R3 ~�(R)� ��(�) + 12�2(�) +O(�3(�))�, en opmerkelijk genoeg is het zo dus to
hallemaal nog goed gekomen! 12



Gebruik nu Eq.(17) met j~xj = j~x0j = 1, zodat de laatste dubbel-integraalin EC eenvoudig is te bepalen. Tot op tweede orde vinden we (ga na)EC = 4�R5�215�0  1� 5X̀ `� 1(2`+ 1)2�2̀! : (19)Met R = r0A 13 en � = 3Ze=(4�R3) geeft EC +Opp�O, waarbij O de opper-vlaktespanning is, pre
ies het resultaat van Bohr en Wheeler (zij gebruiken
gs eenheden, waarbij e�e
tief 4��0 = 1). In de notatie van het boek hebbenwe a
 = 3��h
=5r0 en as = 4�Or20.Extra opgave: Waarom valt �1 volledig weg uit zowel de verandering inde oppervlaktespanning als in de Coulomb energie? (Hint: beredeneer dat�1 niet zozeer een vormverandering geeft, maar een verplaatsing van hetzwaartepunt.) Controleer dat voor de ellips �2 = � en laat zien dat hetgegeven resultaat in het boek klopt met de formule van Bohr en Wheeler.4 VerstrooiingVerstrooiingsexperimenten zijn een belangrijk hulpmiddel voor de kernfy-si
a en de elementaire deeltjes. Er wordt met een (meestal) welgede�nieerdeenergie ges
hoten op een doel, waarbij a + b ! 
 + d ontstaat. Hierbij is bhet doel en a de bundel. De uitgaande deeltjes zijn dan 
 en d. De ener-gie van de bundels ligt tussen 10�3 eV voor \koude" neutronen en 1012 eV(1 TeV) voor protonen. Het is ook mogelijk se
undaire bundels van �- ofK-meson, of van hyperonen (��, ��, 
�) te maken, die een korte levens-duur hebben. Vaste, vloeibare en gasvormige doelen worden gebruikt om teverstrooien. In een opslagring hebben we twee bundels die met elkaar bot-sen. Bij LEP (Large Ele
tron Positron 
ollider) op CERN was dat maximaalEe+;e� = 209 GeV. Hij werd eind 2001 afgebroken om plaats te maken voorde LHC (Large Hadron Collider). Tot die tijd is de Tevatron van Fermilabde grootst proton-antiproton opslagring (Ep;�p = 900 GeV, re
entelijk opge-waarderd naar 998 GeV). Bij HERA (Hadron-Elektron-Ringanlage) in DESYhad men een ele
tron-proton versneller (Ee = 30 GeV, Ep = 920 GeV). Alsps de energie is die in het rustsysteem bes
hikbaar is,s = (pa + pb)2 = (Ea + Eb)2 � (~pa + ~pb)2
2; (20)dan volgt voor LEP en de Tevatron ps = 2E, voor HERA ps � 2qEpEe,13



en voor het vaste target experimenten ps = q2mb
2Ea +m2b
4 +m2a
4 �p2mb
2Ea (uitgaande van E � m
2).In Fig. 4.1a wordt een elastis
h verstrooiingspro
es weergegeven, a+ b!a0 + b0, waar b een terugstootimpuls opneemt. De de-Broglie gol
engte vaneen deeltje met impuls p is � = h
=q2m
2Ekin + E2kin, hetgeen h=p2mEkinvoor Ekin � m
2 en h
=Ekin � h
=E voor Ekin � m
2 is. De grootstegol
engte die een resolutie heeft van �x is � � 2��x. Via het Heisenbergonzekerheidsprin
ipe geldt p � �h=�x, oftewel p
 � 200 MeV fm=�x. Nu
le-onen hebben een straal van ongeveer 0:8 fm, zodat 100 MeV/
 genoeg is omze te zien, maar de quarks hebben een veelvoud van GeV/
 nodig.Een inelastis
h pro
es (Fig. 4.1b), a+b! a0+b� en b� ! 
+d, brengt b ineen aangeslagen toestand. Het kan weer terugvallen naar b (onder uitzendingvan li
hte deeltjes, zoals het foton of een �-meson), of het kan in twee of meerdeeltjes uiteen vallen. Als alleen het verstrooide deeltje wordt waargenomen(a0) dan heet het \in
lusive", het andere geval heet \ex
lusive". We kunnenbij inelastis
he pro
essen ook de bundeldeeltjes volledig laten verdwijnen,zoals in Fig. 4.1
 en 4.1d. (In Fig. 4.2 wordt p of � uitgezet tegen Ekin vooreen � deeltje, een proton p, een muon �, een ele
tron e en een massaloosfoton 
.)De werkzame doorsnede is gede�nieerd voor een dun verstrooiingsdoelter dikte d, met Nb verstrooiings
entra b (de deeltjesdi
htheid is nb). Weveronderstellen dat de bundel verdwijnt na een intera
tie (het target is vol-doende dun), zodat _N , het vers
hil in _Na voor en na de verstrooiing, dewerkzame doorsnede �b geeft. Als de 
ux �a = _Na=A is, dan kan dit ookges
hreven worden als �a = nava. Het totaal aantal deeltjes Nb = nbAdgeeft _N = �aNb�b. Met andere woorden, �b = _N=(�aNb) is de werkzamedoorsnede. Maar in de deeltjesfysi
a spreekt men liever van �b =(aantalrea
ties per tijd)/(bundeldeeltjes per tijd X verstrooiings
entra per opper-vlakte element), wanneer de bundel niet homogeen is, maar de di
htheid vanverstrooiings
entra wel. In Fig. 4.3 staat aangegeven hoe de verstrooiing totstand komt.De vorm, sterkte en het bereik van de intera
tie potentiaal bepalen dewerkzame doorsnede. Er kan een sterke energie afhankelijkheid optreden. Detotale werkzame doorsnede kan opgeslitst worden in �tot = �el+�inel en wordtgegeven door (voor het experiment onafhankelijke) 1 barn=1 b=10�28m2.Typis
he totale werkzame doorsnede zijn �pp(10GeV ) � 40 mb voor proton-14



proton verstrooiing en ��p(10GeV ) � 7�10�14 b=70 fb voor neutrino-protonverstrooiing.De luminositeit wordt verkregen door L = �aNb = _Nanbd = navaNb enheeft de dimensie [(oppervlakte X tijd)�1℄. Er is een vergelijkbare uitdrukkingvoor twee botsende bundels, waar we j pakketjes met Na en Nb deeltjes rond-sturen in een ring U , die met een snelheid v ten opzi
hte van elkaar bewegen.De luminositeit is dan L = NaNbjv=(UA), waarbij A de bundel doorsnedeis bij het punt waar de botsingen plaats vinden. De bundels moeten voor dehoogst mogelijke luminositeit zo klein mogelijk worden samengeperst, typis
heen tiende van een millimeter of nog kleiner. De geintegreerde luminositeitis R Ldt en wordt gebruikt om na te gaan hoe lang men moet meten. Meteen werkzame doosnede van bijv. 1 nb en een geintegreerde luminositeit van100 pb�1 verwa
hten we 105 rea
ties.In Fig. 4.4 is een typis
h experiment weergegeven dat de werkzame door-snede sle
hts voor een kleine ruimtehoek meet, _N(E; �;�
) = Ld�(E;�)d
 �
.Als de dete
tor ook de energie E 0 van het verstrooide deeltje kan meten, danheeft men d2�(E;E 0; �)=d
dE 0 en de totale werkzame doorsnede is�tot(E) = Z E0max0 Z d2�(E;E 0; �)d
dE 0 d
dE 0:De werkzame doorsnede en de Golden Rule leiden we wat beter af (zieGriÆths, \Introdu
tion to Quantum Me
hani
s" (GQM), x11.1.1, of \Intro-du
tion to Elementary Parti
les" (GEP), x6.1 en x6.2). We beginnen meteen harde bol met straal R, waarop we deeltjes met een verwaarloosbareafmeting afs
hieten, die elastis
h botsen met de bol. Of de bol al dan nietgeraakt wordt, hangt af van de botsingsparameter, b. Dit is de afstand vanhet 
entrum van de bol tot de baan van deeltje (pre
iezer: de kortste afstandtot het 
entrum in afwezigheid van de bol). Indien b < R, dan wordt debol geraakt op een hoogte b = R sin�, waarbij � de hoek met de normaalvan de bol op het raakpunt is (zie Fig. 11.2 in GQM). Aangezien de hoekvan inval (t.o.v. de normaal) gelijk is aan de hoek van terugkaatsing, volgtdus dat het deeltje onder een hoek van � = � � 2� = � � 2 ar
sin(b=R)verder gaat. Bij klassieke verstrooiing, geldig zolang de botsingsparameterveel groter is dan de De Broglie gol
engte van het deeltje, bepaalt de relatietussen b en � re
htstreeks de werkzame doorsnede. Voor de bol, en i.h.a. vooreen sferis
h symmetris
he potentiaal, is de verstrooiing onafhankelijk van �,de azimuthale hoek (als deeltjes spin hebben is dat niet zo, maar als men15



de som neemt over de spin toestanden van de uitgaande deeltjes en middeltover de spin van de ingaande deeltjes, dan valt de � afhankelijkheid er uit).Een interval (b; b + db) de�nieert een oppervlakte element bdbd� (zie �g.11.3 in GQM). Deeltjes binnen dit oppervlak worden allemaal onder eenri
hting (�; �) afgebogen met een ruimtehoek d
 � sin �d�d�, en de di�er-enti�ele werkzame doorsnede is niets anders als dit oppervlak per eenheid vanruimtehoek, d�d
 = ���� bsin � dbd� ����: (21)Je kunt nu zelf eenvoudig nagaan dat dit voor een harde bol pre
ies gelijk isaan R2=4, onafhankelijk van de verstrooiingshoek. Dit is gelijk aan het opper-vlak �R2 van de bol, als gezien door het deeltje, per eenheid van ruimtehoek.De totale werkzame doorsnede is dus pre
ies dat oppervlak en het laat ziendat het begrip werkzame doorsnede op deze wijze zinvol is gede�nieerd.In het algemeen zijn de atomen, of kernen, in een trefplaatje geen hardebollen, maar hebben ze een zekere uitgestrektheid, en is de grens niet al-tijd eenduidig aan te geven. De werkzame doorsnede is dan een e�e
tiefoppervlak. Soms, zoals bij geladen deeltjes, is de dra
ht van de intera
tieoneindig groot (de dra
ht is eindig als de kra
ht exponentieel afvalt). Detotale werkzame doorsnede kan dan zelfs oneindig zijn, typis
h omdat dezedivergeert voor � ! 0. Bedenk dat je meestal daar geen metingen doet,omdat je anders ook alle deeltjes die niet verstrooid zijn waarneemt. Vooreen versneller als bij LEP, waar ele
tronen en positronen in tegengestelderi
htingen in een bundelpijp rondliepen en op elkaar werden ges
hoten, ismeten bij � = 0 (en �) niet mogelijk; de bundelpijp zit immers in de weg.Wel is het vaak belangrijk ook di
ht bij deze bundelpijp metingen te doen(met de bij dit soort experimenten vaak gebruikelijke \forward dete
tors").Voor de Rutherford verstrooiing (bij niet al te hoge energie, zodat wequantum e�e
ten kunnen verwaarlozen), moeten we dus eenvoudig de re-latie tussen b en � voor de beweging van een geladen deeltje (met ladingz) in een 
entrale Coulomb potentiaal (met lading Z) berekenen. Merk opdat dit pre
ies hetzelfde is als voor de beweging van deeltjes in een gravi-tatieveld, i.h.b. als de twee ladingen tegengesteld zijn. We gebruiken dathet impulsmoment, ~L � m~x � ~v, behouden is en dat de impuls verandertals �~p = R1�1 dt ~FC(~x(t)) (immers ddt~p(t) = ~FC(~x(t))). Kies het verstrooiings
entrum in de oorsprong. Voor t ! �1 geldt ~v = (v; 0; 0) en ~x = (vt; b; 0)en dus ~L = �mvb(0; 0; 1). Na de verstrooiing, voor t!1, is alleen de ri
ht-16



ing (maar niet de grootte) van de snelheid veranderd, ~v = (v 
os �; v sin �; 0).Gebruiken we bol
o�ordinaten, (r(t); �(t); �(t)), met �(�1) = � en �(1) = �als randvoorwaarden (�(t) = � is 
onstant), dan volgt uit behoud van im-pulsmoment dat Lz = �mvb = mr2(t) _�(t). Langs de baan van het deeltjewordt de Coulomb kra
ht dus gegeven door~FC = zZ��h
~x(t)=r3(t) = �zZ��h
(
os �(t); sin �(t); 0) _�(t)=vb: (22)Integreren over t,Z 1�1dt ~FC(t) = �zZ��h
 Z �� d�0(
os �0; sin �0; 0)=vb= 2zZ��h
 
os( 12�)(� sin( 12�); 
os( 12�); 0)=vb (23)en gelijk stellen aan~p(1)� ~p(�1) = mv(
os � � 1; sin �; 0) = 2mv sin( 12�)(� sin( 12�); 
os( 12�); 0);(24)geeft zZ��h
=vb = tan( 12�)mv (ga na) en dusd�d
 = ���� bsin � dbd� ���� =  zZ��h
4Ekin !2 1sin4( 12�) : (25)Voor de quantumme
hanis
he berekening van de werkzame doorsnedewordt gebruik gemaakt van Fermi's Golden Rule. We zullen hier laten zienhoe je deze regel, W = 2��h jh f jHintj iij2 dndEf ; (26)af moet leiden uit de storingstheorie binnen de niet-relativistis
he quantum-me
hani
a (zie GQM x9.1 en x9.2 { Fermi's Golden Rule wordt daar uit-gewerkt voor het geval van dipoolstraling, met de daarvoor relevante Hint).In het boek wordt dit dan gebruikt om te laten zien dat het klassieke re-sultaat voor de Rutherford verstrooiing ook volgt uit Fermi's Golden Rule(zie hoofdstuk 11 van GQM voor een meer re
htstreekse aanpak via de zg.parti�ele golven analyse).We gaan uit van de Hamiltonian H = H0+Hint(t), waarbij (de relevantematrix elementen van) Hint(t) klein wordt verondersteld. Als volledig stelselvan basisfun
ties kiezen we de eigenfun
ties j ai van H0, met energie Ea,17



H0j ai = Eaj ai, zodat een willekeurige toestand ges
hreven kan worden alsj (t)i = Pa 
a(t)j a(t)i = Pa 
a(t)e�iEat=�hj ai. Indien het spe
trum ook een
ontinue deel heeft, moet men de som vervangen door de relevante integraal.In afwezigheid van intera
ties (Hint = 0) hangt uiteraard 
a(t) niet af van detijd. Met de S
hr�odinger vergelijking vinden we nu de vergelijking voor 
a(t)in termen van de matrixelementen van Hint._
a(t) = � i�hXb h ajHint(t)e�i(Eb�Ea)t=�hj bi
b(t) = � i�hXb h aj �Hint(t)j bi
b(t);(27)waar we in de laatste gelijkheid �Hint � eiH0t=�hHint(t)e�iH0t=�h hebben inge-voerd, waarmee het wat makkelijker is om de formele onwikkeling in ma
htenvan Hint uit te s
hrijven.
a(t) =Xb h ajU(t; t0)j bi
b(t); U(t; t0) � Texp��i�h�1 Z tt0 dt0 �Hint(t0)�(28)(gewoonlijk nemen we t0 = 0) waarbij Texp, de zogenaamde tijdsgeordendeexponenti�ele integraal, een formele uitdrukking is die staat voorU(t; t0) = 1+(i�h)�1 Z tt0 dt0 �Hint(t0)+(i�h)�2 Z tt0 dt0 �Hint(t0) Z t0t0 dt00 �Hint(t00)+ : : : :(29)De tijdsordening is hier essentieel; zelfs als Hint(t) tijdsonafhankelijk is, dannog zal �Hint(t) van de tijd afhangen. Men noemt U(t; t0) ook wel de tijds-evolutie operator in het intera
tiebeeld. Als operator is het een oplossingvan de vergelijking i�hdU(t; t0)=dt = �Hint(t)U(t; t0), met als randvoorwaardeU(t0; t0) = 1. We kunnen in de ma
htreeks ontwikkeling voor U(t; t0) determ van n-de orde in feite opvatten als n intera
ties op tijden t0 < t1 <t2 < : : : < tn < t. Hierbij kan door de intera
tie op t = ti de toestandveranderen van j bii naar j bi+1i, terwijl voor t 2 [ti; ti+1℄ de toestand zi
hvrij (d.w.z. via H0) evolueert. We introdu
eren de intermediare toestandenj bii via de volledigheidsrelatie, 1 = Pbi j biih bi j. De storingsreeks kan nuin termen van diagrammen worden samengevat. Deze bestaan uit lijntjes(\propagatoren") voor de vrije evolutie van de intermediaire toestanden enpunten (\verti
es") waar de intera
tie plaatsvindt. Dit is een voorbeeld vanFeynman diagrammen in de niet-relativistis
he quantumme
hani
a.Voor de a
eiding van Fermi's Golden Rule gebruikt men alleen de laag-ste niet triviale orde in de storingsreeks, ook wel de (1e) Born benadering18



genoemd, 
a(t) = 
a(0)� i�h Z t0 dt0e�i(Eb�Ea)t0=�hh ajHint(t0)j bi
b(0): (30)We nemen nu aan dat Hint niet van de tijd afhangt, in welk geval de inte-graal over t0 eenvoudig is uit te voeren. We zijn ge��nteresseerd in het gevalwaar, vanuit een toestand j ii, een overgang kan plaatsvinden naar de toe-stand j fi. De beginvoorwaarden zijn dus 
f (0) = 0 en 
i(0) = 1, zodat dewaars
hijnlijkheid om het systeem in de toestand j f i aan te tre�en gegevenwordt door (ga na)j
f(t)j2 = jMfij2 j1� ei(Ef�Ei)t=�hj2(Ef � Ei)2 = 4jMfij2 sin2( 12(Ef � Ei)t=�h)(Ef � Ei)2 ;Mfi � h f jHintj ii: (31)Vrijwel altijd zijn de toestanden j f i onderdeel van een 
ontinuum, de vlakkegolven nadat de deeltjes het intera
tie gebied (weer) hebben verlaten. Hetaantal bes
hikbare toestanden j f i is voor vlakke golven gerelateerd aan hetvolume van de faseruimte, �(Ef)dEf=V4�p02dp0=(2��h)3[=Vp02dp0(2��h)�3Rd
0℄,zie EqPN.(4.18) van het boek. De totale waars
hijnlijkheid per tijdseenheidwordt nu gegeven doorW = ddtXf j
f(t)j2 = 2�h Z hjMfij2isin((E 0 � Ei)t=�h)(E 0 � Ei) �(E 0)dE 0;hjMfij2i � Z d
04� jMfij2: (32)We merken op dat (E 0 � Ei)�1 sin((E 0 � Ei)t=�h) een grote piek heeft bijE 0 = Ei, met een breedte �E = �h=t, terwijl voor jE 0 �Eij � �h=t de fun
tiesterk os
illeert en geen bijdrage geeft aan de integraal. We veronderstellen tenerzijds voldoende groot zodat we voor jE 0�Eij < �h=tmogen aannemen datjh f jHintj iij2�(E 0) 
onstant is (gelijk aan de waarde voor E 0 = Ei), maaranderzijds voldoende klein, zodat j
f(t)j � 1 garandeert dat de 1e orde termvoldoende nauwkeurig is. We vinden dan dusW = 2�hhjMfij2i�(Ei) Z 10 dE 0 sin((E 0 � Ei)t=�h)(E 0 � Ei)= 2�hhjMfij2i�(Ei) Z 1�1dxsin(x)x ; (33)19



waarbij onder de bovengestelde aannamen de grenzen voor de integratie,0 < E 0 < 1, voor x = t(E 0 � Ei)=�h tussen �1 en 1 gekozen kunnenworden. Met R1�1 dx x�1 sin x = � volgt nu Fermi's Golden Rule voor dewaars
hijnlijkheid per tijdseenheid (in het boek is men een to
h wel belang-rijke middeling over de ri
hting van ~p 0 bij EqPN.(4.19) en (5.20) vergetenweer te geven, zie Eq.(32))W = 2��h hjMfij2i�(Ei): (34)Extra opgave: Laat zien dat EqPN.(4.17) in het boek, dE 0 = v0dp0, geldigis zowel in de klassieke theorie als in de relativistis
he theorie.Met dE 0 = v0dp0 volgt �(E 0) = dn(E 0)=dE 0 = (2��h)�3V 4�p02=v0. AlsW = _N(E 0)=(NaNb) = �va=V (waar V = Na=na), en gegeven wordt doorEq.(34), vindt men de werkzame doorsnede� = 2�(�hva)�1hjMfij2i�(E 0)V:Voor een vervalsbreedte heeft men voldoende aan W = ��1, die dan bepaaldkan worden door de levensduur � te meten of de breedte, �E = �h=� , van deenergielijn.De Feynman diagrammen zijn bedoeld omMfi uit te rekenen, niet alleenvoor het niet-relativis
he geval. Fig. 4.5 geeft voor het relativistis
he gevalenkele voorbeelden. De tijd loopt verti
aal en horizontaal staan de deel-tjes. Anti-deeltjes worden aangegeven door de pijl die tegen de tijd inloopt,zoals voor het positron e+, het positief geladen muon �+ en het ele
tronantineutrino ��e. De fotonen worden weer gegeven door gol
ijnen, waarbijde koppelings
onstante p� is. Bij de zwakke wisselwerking wordt met stip-pellijnen een deeltje uitgewisseld dat een grote massa heeft. W� heeft eenmassa van 80 GeV en Z0 van 91 GeV. De koppelings
onstante is ditmaalp�W . Voor de gluonen wordt dit weergegeven door de kurkentrekkerlijn meteen 
onstante die p�S is. De massa van het gluon is formeel gesproken nul.Met of zonder een massa worden deze virtuele deeltjes weergegeven door eenpropagator 1=(Q2 +M2
2), waar Q2 het produ
t van de vierimpuls is. Dezedeeltjes zijn meestal o�-shell, dwz. E2 6= ~p 2
2+M2
4. Bijv., bij lage energiewordt de zwakke kra
ht behoorlijk onderdrukt. Alleen bij energie�en van deorde van 100 GeV, of groter, wordt de zwakke kra
ht ongeveer gelijk aan deelektromagnetis
he kra
ht. 20



Als voorbeeld wordt de verstrooiing van e� aan e+ gegeven (Fig. 4.5a).Dit kan ook optreden door een e�e+ annihilatie te laten volgen door paar
re-atie, maar het voorbeeld dat gegeven wordt (Fig. 4.5b) is de 
reatie van een���+. In Fig. 4.5
 wordt een eenloop 
orre
ties (e�e+ paar
reatie) gegeven,hetgeen een orde hoger is (�2, hetgeen klein genoeg is voor het Born di-agram om een goede benadering te geven). In Fig. 4.5d wordt hetzelfdepro
es gegeven als in Fig. 4.5b, maar nu via de zwakke wisselwerking, doorhet uitwisselen van een Z0 deeltje. De koppeling is nu natuurlijk g2 / �W .In Fig. 4.5e hebben we een neutron dat via �-verval in een proton vervaltonder uitzending van een ele
tron en een antineutrino (met een W� als eenvirtueel deeltje). Ten stotte laat Fig. 4.5f een voorbeeld zien van een diagramin QCD, waarbij twee quarks aan elkaar verstrooid worden via een virtueelgluon. Dit gaat via het uitwisselen van kleurlading.5 Geometris
he Verhoudingen van KernenRutherford gebruikte �-verstrooiing om de kern te onderzoeken, maar voorhogere energie geeft dat problemen, omdat zowel het target als de bundelkernen zijn. Verder is de kernkra
ht niet goed genoeg bekend. Ele
tron-verstrooiing is veel beter begrepen. Tot nog toe heeft men in het ele
trongeen substru
tuur kunnen ontdekken, en de elektromagnetis
h intera
tie met� � 1=137 � 1 
onvergeert veel beter. De grootheid m2 = (E2 � ~p 2
2)=
4is de invariante massa in het kwadraat. Voor voldoende hoge energie (voorele
trons een paar MeV) hebben we al dat E � j~pj
.Als we een ele
tron (p) verstrooien aan een deeltje (P ), dan geldt p+P =p0+P 0 oftewel p2+2p:P+P 2 = p02+2p0:P 0+P 02 (zie Fig. 5.1). Met p2 = p02 =m2e
2 en P 2 = P 02 = M2
2 volgt p:P = p0:P 0. Gewoonlijk dete
teert menalleen het verstrooide ele
tron, zodat p:P = p0:(p+P�p0) = p0:p+p0:P�m2e
2gebruikt moet worden. Als we op de kern s
hieten die initieel in rust verkeert,dan vinden we EM
2 = E 0E�~p:~p 0
2+E 0M
2�m2e
4. Bij hoge energie, waarwe E � j~pj
 kunnen nemen en me
2 mogen verwaarlozen, volgtE 0 = E1 + (1� 
os �)E=M
2 ;waar de hoek � de verstrooiingshoek geeft. Ele
tronverstrooiing aan eenA = 50 kern bij een relatief lage energie van 0.5 GeV geeft maar 2% vers
hil21



tussen voorwaardse en a
hterwaardse verstrooiing. Bij 10 GeV heeft men aleen variatie van 25%. Voor een proton wordt het e�e
t sterk vergroot (zieFig. 5.2).We kunnen nu de Rutherford formule a
eiden met Fermi's Golden rule.Als Z�� 1, dan is de Born benadering voldoende nauwkeurig. De in- en uit-toestanden zijn j ii = pV �1=2 exp(i~p � ~x=�h) en j f i = pV �1=2 exp(i~p 0 � ~x=�h).Het volume kiezen we veel groter dan de verstrooiingslengte en groot genoegom de dis
rete energie�en te benaderen door een 
ontinuum. We hebben dand�d
 = 2��h Vva jh f jHintj iij2 V j~p 0j2dp0(2��h)3dEf = V 2j~p 0j2(2�)2�h4vv0 jh f jHintj iij2:Met de intera
tiepotentiaal e� krijgen we h f jHintj ii = eV R �(~x)ei~q�~x=�hd3xwaarin ~q = ~p � ~p 0, wat gegeven wordt door �e�h2V j~qj2 R ��(~x)ei~q�~x=�hd3x (hier-bij gebruiken we dat R (u�v � v�u)d3x = 0, oftewel ei~q�~x=�h = ��h2j~qj2 �ei~q�~x=�h en��(~x)=��(~x)=�0). We vinden derhalve h f jHintj ii = e�h2�0V j~qj2 R �(~x)ei~q�~x=�hd3x= Z4���h3
j~qj2V R f(~x)ei~q�~x=�hd3x, waarbij R f(~x)d3x = 1 en F (~q) = R ei~q�~x=�hf(~x)d3xzijn Fourier getransformeerde vormfa
tor, waarvan wat later een aantal voor-beelden worden genoemd. (�(~x) is natuurlijk hier de ladingsverdeling.) Dewerkzame doorsnede (met F (~q) = 1) is bij hoge energie dus d�d
!Rutherford = 4Z2�2(�h
)2E 02j~q
j4 = Z2�2(�h
)24E2 sin4(�=2) :We gebruiken dat de terugstootenergie verwaarloosd wordt, dus E = E 0 enj~pj = j~p 0j, waardoor j~qj = 2j~pj sin(�=2).Dit is als de energie groot is, E = j~pj
, maar niet zo groot dat we deterugstootenergie niet mogen verwaarlozen. Als dat niet meer het geval is,bijv. bij relativistis
he 
orre
ties waar 1=j~qj4 vervangen wordt door 1=(Q2)2,dan worden de formules anders. Het afvallen met 1=(Q2)2 komt door hetfoton dat wordt uitgewisseld en geen massa heeft. (Met een massa valt hij afmet 1=(Q2+M2
2)2). De werkzame doorsnede van Mott verkrijgt men doorde ele
tron spins mee te nemen. In de limiet waar men de terugstootenergie(aangegeven met een asterisk) mag verwaarlozen is dit d�d
!�Mott =  d�d
!Rutherford  1� v2
2 sin2(�2)! :22



De formule geeft aan dat met spin de werkzame doosnede harder afvalt voorgrote hoeken, hetgeen maximaal is als v ! 
, d�d
!�Mott =  d�d
!Rutherford 
os2(�=2):Deze extra fa
tor kan begrepen worden voor het extreme geval van verstrooi-ing over 180o. Voor relativistis
he deeltjes is in de limiet van v ! 
 deproje
tie van de spinve
tor ~s in de ri
hting ~p=j~pj behouden. Dit volgt uit deDira
 vergelijking en wordt behoud van heli
iteit genoemd, dat gede�nieerdwordt door h = ~s�~pj~sjj~pj . Deeltjes met de spin in de ri
hting van de beweginghebben h = 1 en deeltjes met de tegengestelde spin h = �1. In Fig. 5.3 staatde kinemati
a van verstrooiing over 180o, waar de heli
iteit eerst 1 is, en nade verstrooiing -1. Maar de spin-
ip is niet mogelijk bij een target waarvanwe de spin mogen verwaarlozen, of nul stellen. Immers het hoekmomentumis behouden en kan de spin niet draaien. Als de kern een spin heeft dan kandie natuurlijk in prin
ipe draaien als de spin van het ele
tron omdraait, maardat kost energie.Evenals bij de Rutherford verstrooiing hebben we hier een vormfa
tor,� d�d
�exp: = � d�d
��Mott jF (~q)j2. In Fig. 5.4 staat een magnetis
he spe
tro-meter, die op vers
hillende hoeken kan meten. Bij Stanford stond de eerste,waar begin 1950 ele
tronen van rond de 500 MeV verstrooid werden. Voorsferis
h symmetris
he bronnen geldt F (~q) = 4� R r2f(r) sin(j~qjr=�h)j~qjr=�h dr, met denormalizatie 1 = R f(~x)d3x = 4� R r2f(r)dr. Men kan door Fourier trans-formatie f(~r) = (2�)�3 R F (~q)e�i~q�~x=�hd3x re
onstrueren, maar meestal werktmen met modellen. In prin
ipe kan de vormfa
tor bepaald worden tot aaneen zekere maximale waarde van j~qj; daarna neemt de nauwkeurigheid snelaf. Verstrooiing van een bol geeft een eerste minimum bij j~qjR=�h � 4:5. InFig. 5.5 vinden we voor 12C het eerste minimum op j~qj=�h � 1:8fm�1, zodatR = 4:5�h=j~qj � 2:5fm. Hieronder volgen een aantal modellen.Ladings verdeling f(r) Vormfa
tor F (~q)punt Æ(r)=4� 1 
onstanteexponent (a3=8�) exp(�ar) (1 + ~q 2=a2�h2)�2 dipoolGaussis
h (a2=2�)3=2 exp(�a2r2=2) exp(�~q 2=2a2�h2) Gaussis
hbol 3=4�R3 r � R 3(sin�� � 
os�)=�3 os
illerend� = j~qjR=�h23



In Fig 5.6 is dit gra�s
h weergegeven. De vormfa
tor die 
onstant is geldtvoor een puntdeeltje, zoals het ele
tron. Het proton vervalt exponentieel, en6Li vervalt Gaussis
h. Een bolvormige verdeling ziet men niet vaak, maarwel met een di�use rand zoals Ca. In Fig. 5.7 staan de resultaten van eenverstrooiings experiment aan 40Ca en 48Ca. De werkzame doorsnede is overeen groter gebied gemeten (vers
hil van 7 ordes van grote) en niet een, maardrie minima zijn te onders
heiden. De minima van 48Ca zijn naar iets kleinerj~qj vers
hoven, waardoor deze iets groter is dan 40Ca.De ladingsverdeling haalt men niet alleen uit de plaats van het eersteminimum, maar ook uit het gedrag voor j~qj ! 0, waar j~qjR=�h � 1 enF (~q) = R f(r)P1n=0(ij~qjj~xj
os(�)=�h)nd3x = 1 � j~qj2hr2i=(6�h2) + : : :, methr2i = 4� R10 f(r)r4dr. In Fig. 5.8 worden een aantal radiele ladingsverdelin-gen weergegeven en die bes
hreven worden door de Fermi verdeling �(r) =�(0)=(1 + e(r�
)=a). Voor grote kernen geldt dat 
 = 1:07A1=3 fm en a =0:54 fm. We vinden hiermee hr2i1=2 = r0A1=3, met r0 = 0:94 fm. De kernwordt vaak benaderd door een homogeen geladen bol met R2 = 5hr2i=3.We vinden dan R = 1:21A1=3 fm (gebruikt voor de massaformule). Dedikte van het oppervlak wordt gegeven door t = r�=�0=0:1 � r�=�0=0:9 en ist = 2a ln 9 � 2:40 fm. Weliswaar neemt de ladingsdi
htheid iets af voortoenemende massa, maar als men de neutronen meeneemt door met A=Z tevermenigvuldigen vindt men vrijwel de zelfde waarde. Voor \oneindig grote"kernmassa vindt men derhalve �n � 0:17 nu
leonen/fm3, 
orresponderendemet 
 = 1:12A1=3 fm. Sommige kernen zijn vervormd in ellipsoide, zoalsin Lanthaniden. De li
hte kernen vormen uiteraard een uitzondering, zoals6Li, 7Li, 9Be en in het bijzonder 4He. Er is geen ladingsplateau met een
onstante waarde; de lading is meer Gaussis
h verdeeld.We hebben tot nog toe alleen elastis
he verstrooiing besproken, maar in-elastis
he botsingen, waarin een deel van de energie gaat zitten in de ex
itatie,komen natuurlijk ook voor. Fig. 5.9 is een ele
tronbundel van 495 MeV dieop 65:4o verstrooid aan stilstaand 12C. De s
herpe piek bij E 0 = 482 MeVis van de elastis
he verstrooiing, maar de pieken hieronder zijn geex
iteerdetoestanden. De grootste piek bij E 0 � 463 MeV is een gigantis
he dipool re-sonantie. Bij nog lagere energie ziet men een brede verdeling van verstrooidenu
leonen binnen de kern.
24



6 Elastis
he Verstrooiing aan KernenElastis
he verstrooiing van ele
tronen op li
hte kernen, zoals waterstof endeuterium, geeft informatie over het neutron en proton. Een van de sub-tiliteiten is de terugstootenergie, die niet meer verwaarloosd kan worden.Ook de di
htheid van de faseruimte moet ge
orrigeerd worden, en men vindt: d�d
!Mott =  d�d
!�Mott E 0E = 4Z2�2(�h
)2E 03(q2)2
4E  1� v2
2 sin2 �2! ;waarbij we voor q2 nu het kwadraat van de vierimpuls moeten nemen, q2 =(p� p0)2 = 2m2e
2 � 2(EE 0=
2 � j~pjj~p 0j 
os �), of voor voldoende hoge energieQ2 = �q2 � 4EE 0 sin2(�=2)=
2.Als we een zo grote energie hebben dat de terugstoot niet verwaarloosdkan, dan is het magnetis
h moment van de kern ook te voelen. Voor een Dira
deeltje met spin 1/2 is dit � = g e2M �h2 , waarbij g = 2 komt van relativistis
he
orre
ties. De magnetis
he intera
tie hangt samen met een spin-
ip van dekern, en geeft  d�d
!spin 1=2 =  d�d
!Mott "1 + 2� tan2 �2# ;waar � = Q2=(4M2
2). Dit laat zien dat het magnetis
h moment een inter-a
tie heeft die nul is voor 0o en maximaal is voor 180o. Dit zou in sin2(�=2)resulteren, maar er moet nog 
os2(�=2) = 1 � sin2(�=2) uitgedeeld worden(aannemende dat v � 
). De fa
tor 2� kan aannemelijk worden gemaakt alshet kwadraat van het matrixelement van het magnetis
h moment (1=M2) inintera
tie met het magneetveld (Q2).Voor de kernen is dit e
hter niet 
orre
t, want een proton of neutron isopgebouwd uit quarks. Men vindt �p = gp�N=2 = 2:79�N en �n = gn�N=2 =�1:91�N , met �N = e�h=(2Mp) = 3:1525 � 10�14 MeV/T het nu
leair magne-ton. We kunnen dit uitdrukken in de Rosenbluth formule, d�d
! =  d�d
!Mott "G2E(Q2) + �G2M(Q2)1 + � + 2�G2M(Q2) tan2 �2# ;waarbij GE(Q2) en GM(Q2) de elektris
he en magnetis
he vormfa
toren zijn.In de limiet voor lage energie is GE de lading van het target (gedeeld door25



e) en GM het magnetis
h moment (gedeeld door het nu
leare magneton),GpE(Q2=0)=1, GnE(Q2=0)=0, GpM(Q2=0)=2:79 en GnM(Q2=0)=�1:91.In Fig. 6.1 zetten we voor Q2 = 2:5 GeV2=
2 de werkzame doorsnedein eenheden van (d�=d
)Mott uit tegen tan2(�=2), wat een mooie re
hte lijngeeft. GM(Q2) is de helling en de inter
ept (GE(Q2)+�GM(Q2))=(1+�) geeftGE(Q2). Het volgt dat voor proton en neutron GpE(Q2) = QpM(Q2)=2:79 =�GnM(Q2)=1:91 = Gdipole(Q2), waar Gdipole(Q2) = (1 +Q2=0:71(GeV=
)2)�2,terwijl GnE(Q2) vrijwel nul is, zoals aangegeven in Fig. 6.2.De dipole vormfa
tor 
orrespondeert met een exponentieel afvallende la-dingsverdeling �(r) = �(0)e�ar, waarvoor a = 4:27 fm�1. De gemiddeldestraal volgt uit hr2idipole = �6�h2dGdipole(0)=dQ2 = 12=a2 = 0:66 fm2, watovereen komt met 0.81 fm. Beperkt tot het proton vindt men een iets groterewaarde, qhr2ip = 0:862 fm. Voor het neutron is de elektris
he vormfa
torniet overal gelijk aan nul, bijv. �6�h2dGnE(0)=dQ2 = �0:113� 0:005 fm2.In het boek wordt de werkzame doorsnede zoals die nodig is in de deeltjes-fysi
a en in het bijzonder voor de DIS (Deep Inelasti
 S
attering, zie 
hap. 7)opgebouwd in stappen. De niet-relativis
he quantumme
hani
a geeft via deGolden Rule voor de Rutherford formule het klassieke resultaat, Eq.(25),vermenigvuldigd met jF (~q)j2 (voor puntdeeltjes F (~q) = 1). Voor de a
eidingvolgen we x5.2, maar gebruiken EqPN.(4.17), (5.22), (5.31-32), en (5.34-35)met, onder verwaarlozing van de terugstoot, j~pj = mv0 = mva. Bij de Mottverstrooiing is de spin van het ele
tron, maar niet de mogelijke spin vanhet target meegenomen (gere
htvaardigd als de terugstoot te verwaarlozenis). Hierna wordt de relativistis
he 
orre
tie voor de Mott verstrooiing aan-nemelijk gemaakt en wordt de 
orre
tie besproken als het target spin 12 heeft.In plaats van zo'n heuristis
he aanpak zullen we hier eerst kort de Dira
-vergelijking bespreken, daarna de volledig relativistis
he uitdrukking voorde verstrooiing van twee (vers
hillende) puntdeeltjes met spin 12 geven entenslotte de Rosenbluth formule. Door het nemen van limieten vinden wedan de juiste uitdrukkingen voor de Mott en Rutherford werkzame doorsnede.De Dira
vergelijkingDira
 stelde zi
h de vraag hoe een S
hr�odingervergelijking op te stellen dierelativistis
h invariant is. Gewoonlijk is de S
hr�odingervergelijking de quan-tumme
hanis
he expressie voor de niet-relativis
he energie, E = Ekin+Epot =~p 2=2m + V (~x), met E = i�h�=�t en pj = �i�h�=�xj . Zelfs als we een26



vrij deeltje nemen, V (~x) = 0, is dit uiteraard in tegenspraak met E2 =~p 2
2 +m2
4. Vasthouden aan een S
hr�odingervergelijking die 1e orde in detijd is, nam Dira
 daarom als ansatz E = �ipi
 + �m
2, met �i en � on-afhankelijk van plaats en tijd (we gebruiken de sommatie
onventie, waarbijLatijnse en Griekse indi
es resp. de waarden 1,2,3 en 0,1,2,3 aannemen).Voor ~p = ~0 geldt dat E2 = m2
4 en vinden we �2 = 1. Je zou verwa
htendat hieruit noodzakelijkerwijze � = 1 volgt, ofwel E = m
2. Het is opmerke-lijk dat Dira
 de moed had hiervan af te wijken, gedwongen door de eis vanrelativistis
he invariantie! Om op eenvoudige manier in te zien waarom, ne-men we eerst het meest extreme geval van een massaloos deeltje, dat immersaltijd met de li
htsnelheid beweegt. In dat geval volgt uit de ansatz voor deS
hr�odingervergelijking (E = �ipi
) en de eis van relativistis
he invariantie(E2 = ~p 2
2) dat 12(�i�j + �j�i) = Æij. We gebruiken hier dat �i niet van~x afhangt zodat [�j; pi℄ = 0, evenals [pi; pj℄ = 0. De vergelijking voor de �iheeft geen oplossingen in het geval dat ze onderling met elkaar 
ommuteren.Dira
 
on
ludeerde hieruit dat de �i matri
es zijn. Een eenvoudige oplossingbiedt zi
h meteen aan in termen van de Pauli matri
es,�1 = � 0 11 0� ; �2 = � 0 �ii 0 � ; �3 = � 1 00 �1� ; (35)bekend van de bes
hrijving van deeltjes met spin 12 , immers expli
iete bereke-ning geeft f�i; �jg � �i�j + �j�i = 212Æij. De gevonden Dira
vergelijking,E = ~� � ~p
; (36)bes
hrijft inderdaad een massaloos deeltje met spin 12 . De Hamiltoniaan isidentiek aan die voor een niet-relativistis
h spin 12 deeltje in een magneetveld,waarbij ~B evenredig is met ~p. De spin van het deeltje is dus altijd langs �~pgeri
ht. De heli
iteit, zie x5.3, is dan �1. Opmerkelijk is e
hter dat dedeeltjes met heli
iteit -1 een negatieve energie hebben!Dit is het punt om weer terug te keren naar het geval m 6= 0. DeS
hr�odingervergelijking, E = �ipi
 + �m
2, invullen in E2 = ~p 2
2 + m2
4geeft nu dat naast 12f�i; �jg = Æij en �2 = 1, ook moet gelden dat f�; �ig =��i + �i� = 0 (ga na). Omdat iedere 2 � 2 matrix te s
hrijven is als een(
omplex) lineraire 
ombinatie van �i en 12, is eenvoudig in te zien dat wenaar grotere matri
es moeten om een oplossing van deze vergelijkingen tevinden. Het blijkt dat 4� 4 matri
es voldoen. Een oplossing in de zg. Weyl27



representatie luidt,�iW = � �i 00 ��i � ; �W = � 0 �12�12 0 � : (37)Andere keuzes hangen hier altijd mee samen via een unitaire (i.e. basis)transformatie. De Weyl reprensentatie is vooral ges
hikt als v ! 
, terwijlvoor lage snelheden de volgende (Dira
) representatie de voorkeur heeft,�i = � 0 �i�i 0 � ; � = � 12 00 �12 � � 
0; 
i � ��i: (38)Met matri
es 
� is de Dira
vergelijking te s
hrijven als (�i�h
���+14m
) (x)= 0. Voor een deeltje in rust, ~p = ~0, vinden we dus E = �m
2, zodatde bovenste twee 
omponenten (van een 
omplexe vier-dimensionele ve
torwaarop de Hamiltoniaan werkt) een positieve energie hebben, terwijl voor deonderste twee 
omponenten de energie negatief is. In beide gevallen bes
hrij-ven de twee 
omponenten uiteraard een spin op en neer toestand. In eersteinstantie probeerde Dira
 de negatieve energie toestanden als protonen teinterpreteren, maar dat maakte het waterstofatoom zeer instabiel.Dira
 voelde zi
h daardoor genoodzaakt antideeltjes in te voeren, nogvoordat ze waren waargenomen. Daartoe moesten alle negatieve energietoestanden bezet worden (op een manier die overeenstemde met het uitslui-tingsprin
ipe van Pauli). Een gat in deze zogenaamde Dira
zee van negatieveenergie toestanden 
orrespondeert dan met een deeltje met positieve energieen een tegengestelde elektris
he lading; een positron dat 5 jaar later, in 1932door Anderson inderdaad werd waargenomen. In Feynman diagrammen wor-den antideeltje bes
hreven door deeltjes die terugreizen in de tijd (immerstijdsomkeer is equivalent met het omkeren van het teken van de energie!)We merken op dat kennelijk in de relativiteitstheorie het begrip van eenklassiek deeltje aanpassing behoeft. De theorie wordt noodzakelijkerwijzebes
hreven in termen van een veel-deeltjes systeem. Deeltjesaantal is nietlanger behouden (energie, impuls, lading, of iedere ander quantumgetal datsamenhangt met een symmetrie blijft natuurlijk wel behouden). Het meestdramatis
he voorbeeld van s
hending van behoud van het aantal deeltjes isuiteraard annihilatie van een ele
tron en positron.In het geval dat j~pj � m
, zodat �m
 in de Dira
vergelijking te verwaar-lozen is, gedraagt een massief deeltje zi
h als bij de massaloze Dira
vergelij-king, met het vers
hil dat we nu vier i.p.v. twee 
omponenten hebben. De28



deeltjes met een positieve energie hebben nu naast heli
iteit +1 ook heli
iteit-1. De koppeling tussen deze twee heli
iteits toestanden vindt alleen plaatsvia de term �m
 en kan dus verwaarloosd worden als j~pj � m
. Voor rela-tivistis
he snelheden is derhalve de heli
iteit van het deeltje behouden2.We geven tot slot de vlakke golfoplossingen van de Dira
vergelijking (inde Dira
 representatie), E>0(~x) = (2�)�3=2e�ip�x=�hu(a)(~p);  E<0(~x) = (2�)�3=2e�ip�x=�hv(a)(~p); (39)waarbij p � x � p�x� = p0x0 � ~p � ~x = Et � ~p � ~x, terwijl u(a)(~p) en v(a)(~p),a = 1; 2, de twee spin 
omponenten voor resp. de deeltjes en antideeltjes).Expli
iet worden ze gegeven dooru(a)(~p) = 
�p� + 14m
q2p0(p0 +m
)u(a)0 ; p0 = E=
 = qm2
2 + ~p 2;v(a)(�~p) = 
�p� + 14m
q2p0(p0 �m
)v(a)0 ; p0 = E=
 = �qm2
2 + ~p 2; (40)in termen van u(a)0 en v(a)0 , de spin op en neer toestanden voor resp. hetdeeltje en antideeltje in het ruststelsel,u(1)0 = 0BBB� 10001CCCA ; u(2)0 = 0BBB� 01001CCCA ; v(1)0 = 0BBB� 00101CCCA ; v(2)0 = 0BBB� 00011CCCA : (41)Dit geeft een orthonormaal stelsel van vlakke golfoplossingen. We hebben erhier voor gekozen de norm van de gol�un
tie te de�ni�eren als in de gewonequantumme
hani
a.Intermezzo: In de relativistis
he veldentheorie normeert men bij voorkeurt.o.v d3x=(2jp0j) en moeten we in de bovenstaande de�nities voor u(a)(~p)en v(a)(~p) vermenigvuldigen met q2jp0j. Hiermee kan men dan laten zien2Strikt massaloze deeltjes kunnen bes
hreven worden door twee 
omponenten en komendus alleen voor met een vaste heli
iteit { het antideeltje met negatieve energie heeftdan de tegengestelde heli
iteit. Vaste heli
iteit breekt de symmetrie onder spiegeling.Pariteit wordt inderdaad gebroken door de zwakke wisselwerking, vanwege een koppelingdie afhangt van de heli
iteit, en voor het neutrino in het bijzonder alleen maar aan �e�envan de heli
iteitstoestanden koppelt. 29



dat J�(x) = e y(x)
0
� (x) transformeert als een stroomdi
htheid on-der Lorentz transformaties. Ieder type geladen deeltje heeft zo zijn eigenstroomdi
htheid en koppelt aan een elektromagnetis
h veld (waarbij A�(x)de ve
torpotentiaal is) via R J�(x)A�(x)d4x. Omdat we willen dat zo'nkoppeling invariant is onder ijktransformaties, A0�(x)=A�(x) + ���(x),volgt dat de stroomdi
htheid behouden moet zijn, ��J�(x) = 0. Vooreen deeltje met spin, als het ele
tron, draagt ook het magnetis
h mo-ment geasso
ieerd met de spin bij aan de stroomdi
htheid (zoals eenkringstroom een magnetis
h moment geeft). Dit is de reden waarom inhet boek onders
heid wordt gemaakt tussen de zogenaamde elektris
heen magnetis
he \form fa
tors" (vormfun
ties). De koppeling tussen tweegeladen deeltjes verloopt via de uitwisseling van een foton en is evenredigmet R J�(x)(x � y)�2J�(y)d4xd4y. De uitwisseling van een foton geeft zoeen fa
tor 1=Q2 = �1=q2 via Fourier transformatie van 1=x2 (vergelijkpg. 58). Hierbij is q pre
ies de energie-impulsoverdra
ht tussen de tweegeladen deeltjes bij een botsing. Dit kan allemaal gegeneraliseerd wor-den naar andere dan elektromagnetis
he kra
hten. Iedere kra
ht werkt opde bij die kra
ht behorende lading. Als het deeltje dat de kra
ht over-draagt een massa heeft, wordt �1=q2 vervangen door 1=(M2
2 � q2) =1=(M2
2+Q2), zie x4.4. Naast de aangepaste normering, in feite noodzake-lijk om waars
hijnlijkheidsdi
htheid (
q. ladingsdi
htheid) op een Lorentz
ovariante wijze te de�ni�eren, wordt e
hter tegelijkertijd in de relativis-tis
he versie van de Golden Rule d3p voor ieder deeltje vervangen door
d3p=((2�)32jE(~p)j), zie GEP x6.2. De notatie van GriÆths volgendevindt men voor het verval van een instabiel deeltje in n�1 andere deel-tjes, 1! 2 + 3 + : : : + n, de volgende parti�ele vervalsbreedte d� (waarGriÆths � voor de "de
ay rate" gebruikt, volgen we het boek door te ver-menigvuldigen met �h en � = R d� = �h��1 te de�nieren als "de
ay width")d�= jMj2 S2m1 (2�)4Æ4(p1�p2�p3 : : :�pn) 
d3~p2(2�)32E2 
d3~p3(2�)32E3 � � � 
d3~pn(2�)32En :(42)Het zg. invariante matrix element M wordt i.h.a. gra�s
h weergegevendoor Feynman diagrammen. De fa
tor S heet een symmetrie fa
tor, 1=j!voor iedere set van j identieke deeltjes die worden geprodu
eerd. Merk opdat verval alleen dan kan plaatsvinden als m1 > m2+m3+ : : :+mn. Voorde werkzame doorsnede, waarbij 2 deeltjes na een botsing (n� 2) deeltjes30



geven, 1 + 2! 3 + : : :+ n, vindt men (zie GEP verg.(6.34))d�= jMj2�h2
Sv 
2E1 
2E2 (2�)4Æ4(p1+p2�p3 : : :�pn) 
d3~p3(2�)32E3 � � � 
d3~pn(2�)32En :(43)Hierbij gebruiken we dat v � (E1E2)�1
3q(p1 � p2)2 �m21m22
4 de Lorentzinvariante uitdrukking is voor de botsingssnelheid tussen deeltje 1 en 2,relevant voor de bepaling van de 
ux. Voor een �xed target experiment,waarbij p2 = (m2
;~0) = (E2=
;~0), vinden we inderdaad v = j~v1j. In hetalgemeen kan men laten zien dat v = j~v1 � ~v2j, zolang de twee bundels(anti-)parallel zijn (~v1 k ~v2).Werkzame doorsnede voor ele
tron-muon verstrooiingWe kiezen het voorbeeld van ele
tron-muon verstrooiing omdat het muonveel zwaarder is dan het ele
tron, en beide zi
h gedragen als deeltjes zonderinterne stru
tuur. Bij verwaarlozing van de interne stru
tuur van het protonis deze formule ook geldig voor ele
tron-proton verstrooiing.Voordat we het resultaat bespreken is het nuttig wat meer inzi
ht te gevenhoe Mott zijn formule (EqPN.(5.38) in het boek) heeft afgeleid. Hij gebruiktede (positieve energie) oplossingen van de Dira
vergelijking, maar volgde voorde rest dezelfde a
eiding als in x5.2 van het boek! Bij ongepolariseerdeele
tronen moet je middelen over de spins van de ingaande ele
tronen ensommeren over de spins van de uitgaande ele
tronen. Bij deze berekeningwordt dus ook de terugstoot van het muon (proton, of de kern) met massaMverwaarloosd (E �M
2), maar mag het ele
tron wel relativistis
h bewegen(indien E � m
2). Je kunt nu in prin
ipe zelf de berekening van Mottherhalen (voor de liefhebbers); we zullen dat hier niet voordoen.Als de terugstoot een rol gaat spelen kan de elektris
he potentiaal nietmeer als statis
h bes
houwd worden en is het noodzakelijk de veldentheoriete gebruiken. De details zullen we hier niet bespreken. Het resultaat is alsvolgt (zie bijv. GEP, problem 6.10)d�d
 = �h264�2M j~p 0jj~pj hjMj2i�M
2 + E � (j~pjE 0=j~p 0j) 
os �� ; (44)waarbij uiteraard j~pj
 = qE2 �m2e
4, j~p 0j
 = qE 02 �m2e
4, terwijl behoudvan energie en impuls E 0 bepaald kan worden in termen van E en �, zoals31



gegeven in EqPN.(5.15) van het boek. Alle dynami
a van de verstrooiingwordt bes
hreven door M, waarbij hjMj2i staat voor de middeling over despins van de ingaande deeltjes en de sommatie over de spins van de uitgaandedeeltjes. Men vindt hiervoor de volgende uitdrukking (zie bijv. GEP x8.3)hjMj2i = 1(q2)2 4��L��(p; p0)4��Z2L��(P; P 0): (45)Het matrix elementM bevat een foton (dit geeft een fa
tor 1=q2) dat ontstaatbij de overgang van het ingaande naar het uitgaande ele
tron, en weer geab-sorbeerd wordt door het ingaande muon, dat daarbij overgaat in het uit-gaande muon. Dus komt in hjMj2i de fa
tor 1=(q2)2 van de uitwisseling vaneen foton, terwijl �L��(p; p0) komt van de intera
tie van het in- en uitgaandeele
tron met het foton, en Z2�L��(P; P 0) van de intera
tie van het in- en uit-gaande muon (Z = �1) met het foton. Er geldt voor spin 12 deeltjes zonderinterne stru
tuur dat (zie bijv. GEP x8.3)L��(p; p0) = 2(p�p0� + p�p0� � g��(p � p0 � p2)); m2e
2 = p2 = p02: (46)(vervang me door M voor L��(P; P 0), immers P 2 = P 02 = M2
2). Invullenin Eq.(45) geefthjMj2i = 8(4�Z�)2(q2)2 ((P 0 � p0)(P � p) + (P 0 � p)(P � p0)�m2e
2(P 0 � P )�M2
2(p0 � p) + 2m2eM2
4): (47)Als we de terugstoot verwaarlozen, E � M
2, is E = E 0 en dus ookj~pj = j~p 0j. Dit invullen in Eq.(44),E �M
2 : d�d
 = �h264�2M hjMj2i�M
2 + E(1� 
os �)� = �h2hjMj2i64�2M2
2 ; (48)waar we in de laatste stap E t.o.v. M
2 hebben verwaarloosd. Gebruiken weverder dat bij verwaarlozing van de terugstoot P 0 = P = (M
;~0) en E = E 0,dan vinden we met Eq.(47)E �M
2 : hjMj2i = 8 4�Z�M
q2 !2 �2E2=
2 +m2e
2 � p0 � p�=  16�Z�MEq2 !2 �1� �2 sin2(�=2)� : (49)32



waarbij voor de laatste gelijkheid E2=
2 = m2e
2+~p 2 en, bij de verwaarlozingvan de terugstoot, p0 �p = E2=
2� ~p 2 
os � gebruikt mag worden (ga na). Ditinvullen in Eq.(48) geeft pre
ies Mott's resultaat, EqPN.(5.36) en (5.38) inhet boek!Anderzijds, als de terugstoot niet langer verwaarloosd kan worden, dangeldt E � me
2. Dit geeft j~pj = E
 , j~p 0j = E0
 en E=E 0 = 1+E(1�
os �)=M
2(zie EqPN.(5.15) van het boek), zodat Eq.(44) vereenvoudigt totE � me
2 : d�d
 = �h2E 02hjMj2i64�2M2
2E2 : (50)Invullen van P 0 = P +p�p0 (energie-impulsbehoud) in Eq.(47) geeft dat (gana)hjMj2i = 8(4�Z�)2(q2)2 [2(P � p0)(P � p) + (p0 � p)(P � p� P � p0 �M2
2)+m2e
2(2P � (p0 � p) +M2
2)℄: (51)De termen evenredig met m2e
2 mogen we nu verwaarlozen, en aangezienP = (M
;~0) vinden we het volgende vereenvoudigde resultaat,E � me
2 : hjMj2i = 8M 4�Z�q2 !2�2MEE 0 + (p0 � p)(E � E 0 �M
2)�= 16EE 0 4�Z�Mq2 !2 
os2(�=2)� q2 sin2(�=2)2M2
2 ! : (52)In de laatste stap gebruikten we dat (p0 � p) = E 0E(1 � 
os(�))=
2, oftewel(p0 � p) = 2E 0E sin2(�=2)=
2, terwijl uit EqPN.(5.15) in het boek volgt datE � E 0 = EE 0(1 � 
os �)=(M
2), hetgeen met EqPN.(6.2) van het boekook ges
hreven kan worden als E � E 0 = �q2=(2M) (ga na). De gevondenuitdrukking voor hjMj2i invullen in Eq.(50) geeft pre
ies EqPN.(6.5) in hetboek.Om misverstanden te voorkomen geven we hier nog eens de relevanteuitdrukkingen die bij het boek gebruikt moeten worden in EqPN.(6.5), enmet3 Z = 1 in EqPN.(6.10) en (7.7), om de juiste resultaten te verkrijgen3De ladingsfa
tor wordt geabsorbeerd in de vorm- en stru
tuurfun
ties, anders kunnenwe de formules niet gebruiken bij verstrooiing aan bijv. een neutron.33



voor E � me
2: d�d
!Rutherford=  2Z��h
E 0
2q2 !2 ; d�d
!Mott= E 0E  d�d
!�Mott= 
os2(�=2)E 0E  d�d
!Rutherford: (53)Merk op dat in de a
eiding van de werkzame doorsnede voor de Rutherford(EqPN.(5.33)) en de Mott (EqPN.(5.39)) verstrooiing de terugstoot wordtverwaarloosd. Er kan dan geen onders
heid meer gemaakt worden tussen E 0en E, een onders
heid dat wel nodig is om later tot de 
orre
te relativistis
heformule te komen. Het is dit aspe
t dat onbevredigend is in de manier waarophet boek tot de resultaten komt voor E � me
2.Vormfun
tiesWe zullen nu de Rosenbluth formule voor elastis
he verstrooiing (EqPN.(6.10)) bespreken (we volgen GEP x8.3), waarbij het deeltje met massaM enladingZe een interne stru
tuur kan hebben. We moeten in Eq.(45) L��(P; P 0)vervangen door een uitdrukking K��(P; P 0) waarin deze interne stru
tuur opeen of andere manier verwerkt is. Om hier wat orde in te s
heppen gebruikenwe dat K�� onder Lorentz transformaties als een symmetris
he tensor moettransformeren. We kunnen met P en q = P 0�P (= p�p0) sle
hts de volgendedrie onafhankelijke 
ombinaties maken: P�P�, q�q� en P�q�+P�q�, die samenmet g�� gebruikt kunnen worden om K��(P; P 0) te de�ni�eren.De intera
tie met het ele
tron vindt plaats door de uitwisseling van eenfoton. Dat koppelt aan K�� via de elektromagnetis
he potentiaal A�(x).Maar deze koppeling mag niet afhangen van de ijk die we voor A�(x) ge-bruiken. Onder een ijktransformatie gaat A�(x) over A�(x) + ���(x). Voorvlakke golven A�(x) = e�(q) exp(iq � x=�h) en �(x) = � exp(iq � x=�h) betekentdit dat de amplitude e�(q) onder een ijktransformatie vervangen wordt doore�(q) + i��h�1q�. Dit zou aanleiding geven tot extra termen evenredig met�q�K�� en ���q�q�K��, welke niet voor mogen komen; ijkinvariantie vereistdus dat q�K�� = 0.Er resteren dan nog maar twee onafhankelijke symmetris
he Lorentzten-soren,K(1)�� � q�q�q2 � g��; K(2)�� �  P� � q � Pq2 q�! P� � q � Pq2 q�! : (54)34



Ieder van deze tensoren kan vermenigvuldigd worden met een Lorentzs
alardie nog wel af kan hangen van q2 = (P 0�P )2, de enige niet triviale Lorentz-s
alar die uit P en P 0 gedestileerd kan worden. Immers zowel P 2 =M2
2 alsP 02 = M2
2. Dit laatste feit (geldig voor elastis
he verstrooiing) impli
eertook dat K(2)�� = (P� + 12q�)(P� + 12q�) (55)(ga dit na door te laten zien dat q2 = �2q � P ). We kunnen dus metK��(P; P 0) = K1(q2) q�q�q2 � g��!+ K2(q2)M2
2 (P� + 12q�)(P� + 12q�); (56)de meest algemene parametrisatie van K��(P; P 0) weergeven. Analoog aanEq.(45) geldt hjMj2i = 1(q2)2 4��L��(p; p0)4��Z2K��(P; P 0); (57)en voor E � me
2 vinden we dand�d
 = 14M2
2 [2K1(q2) sin2(�=2) +K2(q2) 
os2(�=2)℄E 0E  d�d
!Rutherford : (58)Dit is pre
ies de Rosenbluth formule, EqPN.(6.10) in het boek, waarbijK1(q2) en K2(q2) als volgt gerelateerd zijn aan GE(Q2) en GM(Q2):K1(q2) = (2M
)2�G2M (Q2); K2(q2) = (2M
)2G2E(Q2) + �G2M(Q2)1 + � ;(59)met Q2 = �q2 en � = Q2=(2M
)2.Extra opgave: De Rosenbluth formule kan aannemelijk gemaakt wordendoor te laten zien dat L��(P; P 0) = K1(q2)(�g�� + q�q�=q2) + K2(q2)(P� +12q�)(P�+ 12q�)=(M2
2), met K1(q2) = �q2 en K2(q2) = 4M2
2 (de vormfun
-ties voor puntdeeltjes). Laat dit zien4.(Fakultatief: geef de a
eiding van de Rosenbluth formule.)4In plaats van uits
hrijven kun je ook eerst 
ontroleren dat q�L��(P; P 0) = 0, zodatL�� noodzakelijkerwijze de algemene vorm van Eq.(56) moet hebben. Omdat L��(P; P 0)kwadratis
h in de impulsen is, moet dus K1(q2) linear in, en K2(q2) onafhankelijk van q2zijn. Op grond van dimensies K1(q2) = Aq2 en K2(q2) = BM2
2, met A en B 
onstanten.Beredeneer tenslotte dat A = �1 en B = 4.35



7 Diep-Inelastis
he VerstrooiingIn Fig. 7.1 staat het spe
trum van ele
tron-proton verstrooiing voor eenele
tronenergie van E = 4:879 GeV bij een verstrooiingshoek � = 10o. Naastde elastis
he resonantiepiek bij 4.56 GeV zijn er vele inelastis
he resonanties(kernresonanties) zi
htbaar, zoals de �+ en N+. De invariante massa Wkrijgen we doorW 2
2 = P 02 = (P +q)2 =M2
2+2P �q+q2 =M2
2+2M��Q2. De Lorentz-invariante grootheid � is gede�nieerd door � = P � q=M . Alshet proton in rust is voor de botsing, en q = ((E � E 0)=
; ~q), dan geldt� = E � E 0 als energietransport door het foton van het ele
tron naar hetproton. (In de �guren op pg. 84 en 85 is 
 = 1 gezet. Er had eigenlijkmoeten staan q = (�=
; ~q) en P = (M
; 0)).De �(1232) resonantie zit op E 0 = 4:2 GeV, wat 
orrespondeert metW = 1232 GeV/
2. Er zijn vier vers
hillende ladingen, �++, �+, �0 en ��,maar alleen �+ wordt natuurlijk waargenomen door behoud van lading. De�(1232) heeft een breedte van ruwweg � = 120 MeV en dus een levensduurvan � = �h=� = 6:6� 10�22MeV s/120 MeV=5:5� 10�24s. Dit is de typis
hetijds
haal voor sterke intera
ties. The �+ valt uiteen in �+ ! p + �0 en�+ ! n+ �+, waar het li
hte �-meson (pion) wordt geprodu
eerd.In de elastis
he verstrooiingen is er �e�en vrije parameter, bijv. �. ImmersW =M en 2M��Q2 = 0, maar bij inelastis
he verstrooiing is er de ex
itatieenergie van het proton, die een extra parameter toevoegd. We hebben dantwee parameters die we kunnen varieren, bijv. (E 0; �) of (Q2; �). OmdatW > M geldt 2M� � Q2 > 0 en wordt de Rosenbluth formule vervangendoor d2�d
dE 0 =  d�d
!�Mott "W2(Q2; �) + 2W1(Q2; �) tan2 �2# ;waarbij de tweede term de magnetis
he intera
ties draagt. W1 en W2 zijntwee stru
tuurfun
ties.De eerste diep-inelastis
he verstrooiingen werden uitgevoerd tegen heteinde van de zestiger jaren op SLAC met een lineaire ele
tronversneller. InFig. 7.2 staan de resultaten voor een hoek van 4o uitgezet als een fun
tievan W bij vers
hillende bundels van 4.5 tot 20 GeV. Het spe
trum gaat van0:06 < Q2 < 0:09 (GeV/
)2 voor 4.5 GeV tot 1:45 < Q2 < 1:84 (GeV/
)2voor 20 GeV. We zien hoe het als fun
tie van Q2 snel afneemt, terwijl hetals een fun
tie van W (bij vaste energie) minder snel afneemt.36



In Fig. 7.3 wordt aangetoond dat d2�d
dE0= � d�d
��Mott veel groter is dan watmen met jGdipolej2 � 1=Q8 zou verwa
hten. De stru
tuurfun
ties W1;2 zijnvrijwel onafhankelijk van Q2 voor vers
hillendeW . Om dit beter te begrijpenvoeren we een Lorentz invariante grootheid in, de Bj�rken s
haalvariabelex = Q2=(2P �q) = Q2=(2M�), welke voor 2M��Q2 > 0 de waarde 0 < x < 1aanneemt. De stru
tuurfun
ties W1;2(Q2; �) worden gewoonlijk vervangendoor F1(x;Q2) = M
2W1(Q2; �) en F2(x;Q2) = �W2(Q2; �). Men vindt datF1;2(x;Q2) niet, of sle
hts een klein beetje afhangen van Q2. In Fig. 7.4 is ditvoor F2(x;Q2) als fun
tie van x weer gegeven voor 2 < Q2 < 18 (GeV/
)2.Dat betekent dat de kernen een substru
tuur hebben van puntdeeltjes.Extra opmerkingen over diep-inelastis
he verstrooiing: Als wede stru
tuur van een deeltje op heel kleine s
haal willen bestuderen hebbenwe bundels van bij voorkeur ele
tronen met hoge energie nodig. Alleen bijverstrooiing over een grote hoek kan dan veel energie worden overgedragenaan het te bestuderen deeltje. Het is deze energie die de resolutie van hetexperiment bepaalt, zie EqPN.(5.37) van het boek. Het nadeel is dat daarbijzoveel energie wordt overgedragen, dat het te bestuderen deeltje makkelijkin een aangeslagen toestand kan komen, of se
ondaire deeltjes geprodu
eerdkunnen worden. De botsing is in zo'n geval inelastis
h.Relevant is de invariante massa W ; de massa die hoort bij de 4-impulsP 0 = P + q = P + p� p0, dus W 2
2 = P 02 =M2
2+2P � q+ q2. Bij elastis
heverstrooiing geldt uiteraard W =M . Als door de botsing het te bestuderendeeltje in een aangeslagen toestand komt, isW dus de massa van deze nieuwetoestand. Dit zal dus i.h.a. rond een vaste waarde liggen. Zitten we er netwat onder of boven, dan kan deze aangeslagen toestand niet gevormd worden.Dat is de verklaring voor het feit dat men als fun
tie van (bijv.) de energievan het ele
tron een piek ziet (waarvan de breedte omgekeerd evenredig ismet de levensduur van de aangeslagen toestand), een zg. resonantie.Daarnaast kunnen er natuurlijk ook andere deeltjes worden geprodu
eerd(fragmentatie van het te bestuderen deeltje), zolang maar aan de behoudswet-ten is voldaan. Bij inelastis
he verstrooiing zijn er nu dus twee Lorentz in-variante parameters, Q2 enW , die de kinemati
a van het verstrooiingspro
esbes
hrijven. In de praktijk gebruikt men vaak � � P �q=M . Bij \�xed target"experimenten is dit pre
ies � = E � E 0, de op het targetdeeltje overgedra-gen energie, gelijk aan het vers
hil van de in- en uitgaande ele
tronenergie,zie EqPN.(7.3). Vooral handig voor de bes
hrijving van de substru
tuur37



van het proton in termen van quarks is de s
halingsvariabele van Bj�rken,x � Q2=(2M�). Verstrooiing is elastis
h dan en sle
hts dan als x = 1.Informatie over de stru
tuur van het proton kunnen we verkrijgen analoogaan de bepaling van de ladingsverdeling binnen een kern op basis van deelastis
he verstrooiing. Hiervoor hadden we de vormfun
ties K1;2(Q2) in-gevoerd. Ook voor inelastis
he verstrooiing vindt de intera
tie plaats doorhet uitwisselen van een foton. Alleen, nu mogen we bij K��(P; P 0) in Eq.(56)niet langer aannemen dat P 02 =M2
2. Immers, voor inelastis
he verstrooiingis juist P 02 =W 2
2 > M2
2, hetgeen een extra Lorentz invariante parametergeeft. Al onze onkunde wordt nu geparametriseerd door twee stru
tuurfun
-ties die afhangen van twee Lorentz invariante parameters, Q2 en �, of iederandere willekeurige 
ombinatie van deze twee, zoals Q2 en x. Daarnaast lagin Eq.(44) de energie van het uitgaande ele
tron vast zodra de verstrooiings-hoek en de ingaande energie van het ele
tron bekend waren. Dat is nu nietlanger het geval, omdat een deel van de energie gebruikt wordt voor de ex
i-tatie of fragmentatie van het te bestuderen deeltjes (het proton). We moetendus integreren over E 0 om de totale parti�ele werkzame doorsnede te bepalen.Omdat juist de afhankelijkheid van E 0 veel nuttige informatie zal bevatten,meet men de zogenaamde dubbel-di�erenti�ele werkzame doorsnede,d2�d
dE 0 =  ��hq2 !2 E 0E L��(p; p0)W��(P; P 0); (60)waarbij in dit geval de kinemati
a uiteraard wat afwijkt van het elasti-s
he geval, Eq.(44) en Eq.(45). In bovenstaande uitdrukking is W��(P; P 0)gede�nieerd analoog aan K��(P; P 0), met alle dynami
a geparametriseerddoor de stru
tuurfun
ties W1(Q2; �) en W2(Q2; �),W��(P; P 0)�W1(Q2; �) q�q�q2 �g��!+W2(Q2; �)(M
)2  P�� q � Pq2 q�! P�� q � Pq2 q�! ;(61)waarbij rekening is gehouden met het feit Eq.(55) voor inelastis
he verstrooi-ing niet langer bruikbaar is. Net als bij de berekening van de Rosenbluthformule, Eq.(58), kan hieruit EqPN.(7.7) in het boek worden afgeleid5.5Voor meer details zie bijv. GEP x8.4. Een extra fa
tor 
2 bij GriÆths wordt metde 
onventies die het boek hanteert geabsorbeerd in de de�nitie van Wa. De Bj�rkens
halingsfun
ties Fa(x) komen wel overeen (vergelijk GEP verg.(8.37-38) met EqPN.(7.12)in het boek) 38



De Bj�rken s
halingsfun
ties, zie EqPN.(7.12) in het boek, kunnen uit-eraard niet altijd gebruikt worden. Immers bij lage energie (en dus lageresolutie) ziet het foton alleen het proton als een puntlading (Mott verstrooi-ing), terwijl bij hoge energie het foton de stru
tuur binnen het proton, i.e.de quarks, ziet. In het overgangsgebied is EqPN.(7.12) alleen geldig wanneerFa nog van Q2 afhangt, Fa(x;Q2). In de praktijk moeten zowel Q2 als �groot gekozen worden (in ieder geval Q2 > 1(GeV=
)2 en � > 3:5GeV ).De afwijkingen van Bj�rkens
haling nemen dan af voor toenemende Q2,Fa(x;Q2) ! Fa(x). Het feit dat Fa(x;Q2) onafhankelijk van Q2 wordt,is natuurlijk een zeer sterke aanwijzing dat de verstrooiing bij hoge energiedoor puntdeeltjes binnen het proton wordt veroorzaakt.Dat deze puntdeeltjes spin 12 hebben volgt uit de Callan-Gross relatie,2xF1(x) = F2(x). Dit moet in problem 7.2 bewezen worden, maar is zo
ru
iaal voor een goed begrip dat we het hier behandelen. Als EqPN.(7.7)de verstrooiing aan een puntdeeltje weergeeft, moet het dus in de vorm vanEqPN.(6.5) te brengen zijn. Een noodzakelijke voorwaarde is dat W1(Q2; �)= �W2(Q2; �) (ga na). Bij de de�nitie van � = Q2=(2m
)2 � �q mogen weniet langer m =M (de massa van het proton) gebruiken, immers we nemenaan dat de verstrooiing via een enkel quark verloopt. Derhalve moet m demassa van het quark zijn. Om redenen die samenhangen met hogere ordequantum 
orre
ties (i.h.b. voor de li
hte quarks) is het moeilijk deze massapre
ies vast te leggen. Dat hoeft hier ook niet, omdat we aannemen dat deverstrooiing aan het quark in goede benadering elastis
h is, en in dat gevalvinden we met EqPN.(7.5) m = 12Q2=�. We hebben dusF2(x)F1(x) = �W2(�;Q2)M
2W1(�;Q2) = �M
2� = 4m2�MQ2 = Q2M� = 2x; (62)hetgeen pre
ies de Callan-Gross relatie is! In Fig. 7.5 staat 2xF1(x)=F2(x)weergegeven als fun
tie van x = Q2=(2M�) en voor grote Q2 nadert dit naareen.Uit de de�nitie van x, EqPN.(7.9), volgt dat m = xM . Dat x de fra
tievan de proton impuls is die het quark draagt geldt strikt gesproken e
hteralleen in het Breitstelsel, zie pg. 90 van het boek. Het is hierbij beter omvan EqPN.(7.9) de de�nitie x = Q2L=2PL � qL = Q2B=2PB � qB te gebruiken (deindex B staat voor Breit- en L voor laboratoriumstelsel). In het Breitstelselgeldt niet langer q = qL = (�L=
; ~qL) = ((EL � E 0L)=
; ~qL), maar q = qB =(0; ~qB). Om ~qB te bepalen merken we op dat in het Breitstelsel, met j~PBj �39



M
, de transversale 
omponent van de quarkimpuls, ~Pq, wordt verwaarloosd,zodat ~Pq evenredig is met ~PB, zeg ~Pq = y ~PB. Na de verstrooiing blijftj~Pqj onveranderd, omdat er ook geen energieoverdra
ht is in het Breitstelsel:alleen de ri
hting (het teken van y) is vrij te kiezen. Bij verstrooiing moete
hter de quarkimpuls veranderen, en dus van ri
hting omkeren! Derhalvegeldt ~qB = �2y ~PB (zie Fig. 7.6) en volgt inderdaad dat x = Q2B=2PB �qB = y(ga na), ofwel ~Pq = x~PB. (Het onders
hrift van Fig. 7.6 bevat een slordigheid.Er staat \Diagram (b) depi
ts the s
attering in the Breit frame in whi
hthe momentum transferred by the virtual photon is zero." Zoals in de tekstdaaronder wordt ges
hreven, had er energy i.p.v. momentum moeten staan.)Uiteraard is het zo dat de impuls van een quark binnen het proton niet eenvaste waarde heeft. Tevens zijn er tegelijk quarks van vers
hillende smaak(
avor) en lading zf . Voor iedere smaak wordt de verdeling van de quark-impulsfra
ties bes
hreven door qf (x) (�qf(x) voor de anti-quarks). Iedere vandeze moet vermenigvuldigd worden met het kwadraat van de lading z2f (i.p.v.van een overall fa
tor Z2) vanwege de koppeling met het foton, F2(x) =xPf z2f (qf (x) + �qf(x)). Merk op dat de Bj�rkens
halingsfun
ties gevormdworden door een in
oherente som van deze bijdragen. Met de Callan-Grossrelatie en de uitdrukking voor F2(x) volgtF1(x) = 12 Xf z2f (qf(x) + �qf (x)); (63)waarmee we de volgende vereenvoudiging a
eiden6 (ga na)d2�d
dE 0 = F1(x) "2x� + 2 tan2(�=2)M
2 # d�d
!�Mott= 4MF1(x)Q2 hx2 + 2� tan2(�=2)i  d�d
!�Mott: (64)Een andere bevestiging van de juistheid van het formalisme is dat EqPN.(6.5) afgeleid kan worden uit EqPN.(7.7). We moeten daartoe Eq.(64) in-tegreren over E 0. E
hter E 0 is niet langer vrij: � = E � E 0 = 12Q2=Men x = 1. Derhalve geldt voor een puntdeeltje met lading Z = 1 dat6Voordat je denkt dat dit fout is, omdat de a
eiding van de Callan-Gross relatie ge-bruikt dat d2�=d
dE0 evenredig is met 1 + 2� tan2(�=2), roepen we in herinnering dat� = Q2=(2M
)2 = x2Q2=(2m
)2 = x2�q . 40



zf = 1 en qf (x) = Æ(x � 1) (er is nu maar �e�en smaak en �qf(x) = 0), ofwelF1(x) = 12Æ(x � 1). Essentieel is dat F1(x) een deltafun
tie in x is, terwijld�=d
 verkregen wordt door te integreren over E 0 (bij vaste �), zodat metf(x) een willekeurige fun
tie van xZ dE 0 F1(x)f(x)=12 �x�E 0!�1f(1)= 12 ��E 0 "4EE 0 sin2(�=2)2(E � E 0)M
2 #!�1f(1)= Q24M E 0E f(1)(65)(ga na). Met Eq.(64) vinden we dan inderdaad pre
ies EqPN.(6.5) in hetboek!Extra opgave: Laat zien dat Eq.(64) ook ges
hreven kan worden alsd2�d
dE 0 = F1(x)2M  ��hE sin(�=2)!2 "1 + 2EE 0(E � E 0)2 
os2(�=2)# : (66)(Fakultatief: Bewijs dat EqPN.(7.7) inderdaad volgt uit Eq.(60) en (61)).Uiteraard is de verdeling van de quarks gegeven door qf (x) en de anti-quarks door �qf (x). Dat zijn de valentiequarks, maar er zijn ook zeequarks(qs(x) en �qs(x)) en gluonen (g(x)). Ze zijn gemeten voor waterstof, deu-terium en zwaardere kernen. De stru
tuurfun
ties worden altijd gegeven pernu
leon. Zo is F d2 � (F p2 +F n2 )=2. Naast ele
tronverstrooiing is ook muon- enneutrinoverstrooiing mogelijk, waarbij muonen een grotere energie hebben, ende neutrinos koppelen aan de zwakke lading. Neutrino- en antineutrinover-strooiing geven de valentie- en zeequark distributies afzonderlijk, en staanweergegeven in Fig. 7.7. De zeequarks dragen alleen bij voor kleine waar-den van x (te verwaarlozen voor ruwweg x > 0:35), maar de valentiequarkshebben hun maximum bij x � 0:2 en gaan naar nul voor x! 1 en x! 0.Het EMC e�e
t laat zien dat we niet eenvoudig de som van de distributieskunnen nemen bij grotere kernen. Bijv. FCa2 =F d2 als fun
tie van x laat eenafwijking van 1 zien, maar het e�e
t is nog niet goed begrepen.8 Quarks, Gluonen en Sterke WisselwerkingIn diep-inelatis
he verstrooiing hebben we gezien dat nu
leonen bestaan uitgeladen quarks. Om alle grootheden, zoals massa, lading, magnetis
h mo-ment, isospin, et
. af te kunnen leiden hebben we minimaal het u (up) en41



d (down) quark nodig. De spin van het quark is 1/2 en er zijn drie quarksnodig om een proton (uud) of neutron (udd) te maken.u d p(uud) n(udd)Lading z +2/3 -1/3 1 0Isospin I 1/2 1/2I3 +1/2 -1/2 +1/2 -1/2Spin s 1/2 1/2 1/2 1/2Dat de lading van quarks -1/3 of 2/3 is volgt uit het feit dat de maximalelading twee is (voor �++) en de minimale min een (voor ��).De valentiequarks dragen de quantumgetallen voor de kernen, maar wehebben ook de zeequarks, die virtuele quark-antiquark paren vormen. Zedragen weliswaar een kleine fra
tie van de impuls, maar omdat ze ladinghebben doen ze wel mee. Naast u en d is er het s (strange), 
 (
harm), b(bottom) en t (top) quark, welke in 3 families gerangs
hikt kunnen worden, ud!  
s!  tb! ;met een lading zf = 2=3 voor de bovenste rij en zf = �1=3 voor de onderste.De 
, b en t zijn zo zwaar dat ze in het volgende verwaarloosd kunnen worden.De stru
tuurfun
ties van het proton en neutron worden gegeven doorF e;p2 (x) = x[(dpv + ds + �ds)=9 + 4(upv + us + �us)=9 + (ss + �ss)=9℄;F e;n2 (x) = x[(dnv + ds + �ds)=9 + 4(unv + us + �us)=9 + (ss + �ss)=9℄:Hierin is upv bijv. de verdeling van valentiequarks in het proton en us vanzeequarks (die we gelijk veronderstellen voor het proton en neutron). Wehebben ook upv(x) = dnv (x), dpv(x) = unv (x) en ups(x) = dps(x) = dns (x) =uns (x), wat een gevolg is van de isospin symmetrie. De stru
tuur van eengemiddeld nu
leon is dus gegeven door F e;N2 (x) = (F e;p2 (x) + F e;n2 (x))=2 =(5x=18)Pq=d;u(q(x) + �q(x)) + (x=9)[ss(x) + �ss(x)℄.Voor neutrinoverstrooiing zijn er geen fa
toren z2f . Door ladingsbehouden heli
iteit koppelen neutrinos en antineutrinos vers
hillend aan quarks enantiquarks, maar dit wordt te niet gedaan als men middelt over het nu
leon,F �;N2 (x) = xPf (qf(x) + �qf (x)). In Fig. 8.1 ziet men aan geladen lepto-nen en neutrinos (voor 10 < Q2 < 100 (GeV/
)2) dat F �;N2 en 18F e;N2 =5inderdaad gelijk zijn. Tevens staat hierin aangegeven wat de zeequarks (�q)42



en de valentiequarks voor een bijdrage geven. De laatste hebben een maxi-mum voor x � 0:17 en een gemiddelde van hxvi � 0:12. De zeequarks zijnalleen relevant voor kleine x, met een gemiddelde van hxsi � 0:04. De inte-graal R 10 F �;N2 (x)dx � (18=5) R 10 F e;N2 (x)dx � 0:5 is een belangrijke grootheid,aangezien het ruwweg de impuls van alle quarks en antiquarks bes
hrijft.Dat betekent dat de andere helft door de gluonen gegeven wordt.In Fig. 8.2 staat F n2 =F p2 , verkregen met muonen van een energie van90 GeV en 280 GeV, uitgezet tegen x. De krommen liggen vrij nauwkeurigop elkaar en gaan naar 1 voor x ! 0, omdat de valentiequarks daar geenrol spelen. Voor x ! 1 verdwijnen de zeequarks, en men verwa
ht dan(2z2d + z2u)=(2z2u + z2d), waarbij z2 de ladingen zijn van de valentiequarks.E
hter men vindt 1/4, ofwel z2d=z2u. Dit impli
eert dat de u-quarks de grootsteimpulsfra
tie binnen het proton hebben en de d-quarks binnen het neutron.In diep-inelastis
he verstrooiing heeft men het over de naakte massas,mu = 1:5� 5 MeV/
2 en md = 3� 9 MeV/
2, die vaak verwaarloosd kunnenworden. Dit heet de \
urrent quarkmassa". Dat de d-quark zwaarder is dande u-quark komt omdat het neutron een beetje zwaarder is als het proton,wat volgt uit de isospin symmetrie. Met de elektromagnetis
he intera
tiewordt dit alleen maar verder versterkt. Soms verwaarloost men de zeequarksen gluonen. In plaats daarvan neemt men dit mee in de valentiequarks. Inzo'n geval spreekt men over \
onstituent quarks", die een massa hebben inde orde van 300 MeV/
2.Hadronen kunnen ge
lassi�
eerd worden als baryonen, fermionen methalftallige spin en mesonen, gevormd uit bosonen met heeltallige spin. Dehadronen zijn gaande weg ontdekt, eerst uit fotogra�s
he platen die aankosmis
he straling bloot stonden en later in experimenten aan deeltjesver-snellers. Vele kort levende deeltjes zijn zo ontdekt, in
lusief gebonden toe-standen van de nu
leonen. De li
htste baryonen zijn het proton en neutron.De massas van de ex
itaties zijn groot en derhalve spreekt men van deeltjes.Net als het proton en neutron hebben ze drie quarks, en zijn dus fermio-nen. Quarks hebben een behouden grootheid, B = 1=3, waaruit volgt datbaryonen B = 1 hebben (antibaryonen hebben uiteraard B = �1). Als hetbaryongetal behouden is, dan kan het proton niet vervallen. De limiet is�(p ! �0 + e+) > 5:5 � 1032jaar. De li
htste hadronen zijn pionen, meteen massa van 140 MeV/
2, beduidend li
hter dan het proton en neutron.Ze hebben geen spin en bestaan uit een quark en antiquark, j�+i = ju �di,j��i = jd�ui en j�0i = (ju�ui � jd �di)=p2. Hadronen die gevormd worden43



uit een gebonden toestand van een quark en een antiquark worden mesonengenoemd en hebben heeltallige spin. Ze vervallen uiteindelijk in ele
tronen,neutrinos en/of fotonen. Doordat de mesonen uit een quark en antiquarkbestaan is er niet zoiets als behoud van baryongetal. Het is een 
onventiewelke mesonen men deeltjes noemt en welke antideeltjes.Dat quarks kleuren hebben kan het mooiste worden afgelezen uit hetbestaan van j�++i = ju"u"u"i, welke de kleinste massa heeft met J = 3=2+(+ staat hier voor pariteit). Ze hebben daarom baanimpulsmoment ` = 0en zonder kleuren zou dit een symmetris
he gol�un
tie zijn. Kleur stelt onsin staat de gol�un
tie antisymmetris
h te maken, met rood, blauw en groende vers
hillende kleuren. Voor de antiquarks heeft men natuurlijk de kleurenanti-rood, anti-blauw en anti-groen. Deze intera
tie van de quarks wordtde Quantum Chromodynami
a (QCD) genoemd, en wordt uitgewisseld doorgluonen. Het is een niet-Abelse versie van QED, waar het massaloze gluon(met JP = 1�) zelf ook een kleurlading heeft. Deze vormen een 3� 3 matrixmet een singlet en een o
tet. Het singlet zou men het foton kunnen noemen,(r�r+g�g+b�b)=p3, maar wordt gewoonlijk gelijk aan nul gezet; het is invariantonder kleurtransformaties. Het o
tet bestaat dan uit r�g, r�b, g�b, g�r, b�r, b�g,(r�r� g�g)=p2 en (r�r+ g�g� 2b�b)=p6. De gluonen hebben intera
tie onder deQuantum Chromodynami
a in vorm van verti
es met drie of vier lijnen (inFig. 8.3
 en 8.3d), naast de emissie en absorptie van gluonen (zie Fig. 8.3a)en de produ
tie of annihilatie van quark-antiquark paren (zie Fig. 8.3b).Alleen kan de kleur zi
h niet re
htstreeks tonen. Alle hadronen moeten inkleurloze 
ombinaties voorkomen. Enkelvoudige quarks worden daarom nietwaargenomen en men heeft dus 
on�nement als gevolg van de kleurlading.Zo is een 
ombinatie van een quark en antiquark mogelijk, als mede een
ombinatie van drie quarks. In de �guur onder aan p.105 worden de driekleuren weergegeven door iedere keer 120o te draaien. De anti-kleur is dan detegenovergestelde ri
hting. Het pion bestaat bijv. uit j�+i = jur �d�ri, jub �d�bi enjug �d�gi die 
ontinue in elkaar overgaan. Voor het proton geldt jpi = juburdgi,jurugdbi, � � � (zie de �guur op p.106, waarbij voor �+ en p aangegeven wordthoe de kleuren alteneren). Hadronen die uit jqqi of jqq�qi bestaan kunnenniet voor komen, omdat ze een netto kleur hebben.Extra opmerking over asymtotis
he vrijheid: Dat de sterkte vanintera
ties af kan hangen van de energie, is als volgt in te zien. Hoe hogerde energie hoe korter de afstand waarop we een deeltje benaderen. In deelektrodynami
a wordt de kra
ht uitgewisseld door fotonen, die zelf geen44



lading hebben. Ze kunnen in virtuele pro
essen wel heel kort even bijv.een ele
tron-positron paar vormen. Tijdens de korte tijd dat die paren mettegengestelde lading worden gevormd kan er een kleine s
heiding van ladingoptreden. Bijv. in het veld van een proton, bij de vorming van een ele
tron-positron paar zal het ele
tron aangetrokken worden door het proton, terwijlhet positron juist wordt afgestoten. Hierdoor wordt de lading van het protoneen beetje afs
hermd. Deze afs
herming wordt groter naarmate we di
hter bijhet proton komen. Op grote afstand moeten alle bijdragen bij elkaar opgeteldworden en nemen we een kleinere lading waar dan zonder deze afs
herming.De e�e
tieve lading, die de sterkte van de intera
tie bepaalt, neemt dus toemet afnemende afstand, ofwel met toenemende Q2.In de sterke wisselwerking, waar de kra
ht wordt overgedragen door gluo-nen, vindt er evenzo afs
herming van kleurlading plaats door paar
reatievan een quark en een anti-quark. E
hter het gluon heeft in tegenstellingtot het foton ook een kleurlading, een 
ombinatie van een kleur en eenanti-kleur. Hierdoor zal een gluon de kleur juist proberen te verdunnen,het tegengestelde van afs
herming, in het engels dan ook antis
reening ge-noemd. Hoe meer kleuren er zijn, des te meer verdunning; hoe meer quarkser zijn, des te meer afs
herming. Dit is wat EqPN.(8.6) in het boek weergeeft,�s(Q2) = 12�=[(11n� 2nf) ln(Q2=�2)℄, waarbij n = 3 het aantal kleuren is.Het aantal quarks is gegeven door nf , wat afhangt van Q2 (nf � 3 � 6). �is de enige vrije parameter in deze vergelijking. Uit het experiment volgt� � 250MeV/
. In onze wereld wint de verdunning het van de afs
herming.Dat is een hele gelukkige samenloop van omstandigheden, want daardoorkunnen we bij grote Q2 bepaalde pro
essen in de quantum 
hromodynami
aop betrouwbare wijze berekenen en de theorie vergelijken met het experi-ment. Voor lage energie is storingstheorie niet langer mogelijk en is de theo-rie dus veel moeilijker. Men gebruikt dan bijv. een dis
rete benadering voorde ruimte en de tijd en doet numerieke berekeningen. Hiermee heeft meninderdaad kunnen laten zien dat quarks niet vrij kunnen voorkomen. Eenwiskundig bewijs ontbreekt e
hter nog steeds.Extra opgave: Uitgaande van het feit dat alle quarks (in eenheden van e)een lading �1=3(mod 1) hebben (bedenk dat het up quark een lading 2=3 =�1=3+1 heeft), bewijs dat heeltallige lading van de baryonen impli
eert datze bestaan uit 
lusters van drie quarks (hadronen) en/of een quark en eenanti-quark (mesonen). 45



Intermezzo: Het is mogelijk om de formule voor �s(Q2) af te leiden zonderingewikkelde veldentheorie te gebruiken. Deze berekening vraagt e
hternet wat meer voorkennis dan wat voor dit 
ollege verondersteld kan wor-den, en ik zal dus voor de liefhebbers volstaan met het geven van eenreferentie: \Asymtoti
 freedom as a spin e�e
t", N.K. Nielsen, Ameri
anJournal of Physi
s 49 (1981) 1171. Abstra
t: \It is shown how boththe qualitative and the quantitative features of the asymptoti
 freedom ofquantum 
hromodynami
s 
an be understood in a rather intuitive way.The starting point is the spin of the gluon, whi
h be
ause of the gluon self-
oupling makes the va
uum behave like a paramagneti
 substan
e. Com-bining this result with the Lorentz invarian
e, we 
on
lude that the va
uumexhibits diele
tri
 antis
reening and hen
e asymtoti
 freedom. The 
al
u-lational te
hniques are with some minor modi�
ations those of the Landautheory on the diamagneti
 properties of a free-ele
tron gas." Het tijds
hriftis in de bibliotheek aanwezig.De Q2 afhankelijkheid van F2(x;Q2) zorgt er voor dat er s
halingsviolatieszijn. In Fig. 8.4 staan bijv. de resultaten voor F d2 als fun
tie van Q2 bijvers
hillende waarden van x, gebaseerd op muon- en ele
tronverstrooiing. InFig. 8.5 staat dit nogmaals s
hematis
h weergegeven. De stru
tuurfun
tieneemt toe metQ2 bij kleine x en neemt af bij grote x. Dit betekent dat er voortoenemende waarde van Q2 minder quarks zijn met een grote impulsfra
tiebinnen het nu
leon. Deze s
halingsviolaties worden veroorzaakt doordat eenquark een gluon uitzendt of absorbeert, of doordat een gluon een q�q paarof nieuwe gluonen produ
eert. Er is een gekoppelde integraal-di�erentiaalvergelijking waardoor quarks en gluonen bepaald worden.In Fig. 8.7 staat een drie dimensionaal plaatje voor G(x;Q2) � xg(x;Q2)en xq(x;Q2) � Pf x(qf (x;Q2) + �qf (x;Q2)) (hetgeen ruwweg 18F2=5 is).Terwijl q(x;Q2) en g(x;Q2) de waars
hijnlijkheid meten, zijn xq(x;Q2) enxg(x;Q2) een maat voor de impuls die de quarks en gluonen krijgen. Bijkleine waarden van x groeit F2 met Q2, maar bij kleine Q2 is de verdeling dievan de valentiequarks, omdat de zeequarks afnemen. Voor de gluonen zietmen een toename met Q2 voor kleine x, maar voor grote waarden van Q2nemen ze snel weer af als x ! 1. De verandering van de distributiefun
tiesmet Q2 kan berekend worden, maar de x-afhankelijkheid van F2(x;Q20) kantot nog toe alleen experimenteel gevonden worden.46



9 Deeltjesprodu
tie in e+e� VerstrooiingTot nog toe hebben we naar verstrooiing in het zogenaamde laboratorium-stelsel gekeken, waarin het target in rust is. Vaak is e
hter verstrooiing in hetzwaartepuntstelsel nodig, zoals bijvoorbeeld bij botsing van twee tegengesteldbewegende bundels van ele
tronen of van protonen. Nog beter is om deeltjes-produ
tie te bestuderen via annihilatie, zoals bij ele
tron-positron of proton-antiproton botsingen. In het zwaartepuntstelsel voor twee deeltjes met 4-impulsen p1 = (E1=
; ~p1) en p2 = (E2=
; ~p2) geldt uiteraard dat ~p1 = �~p2 � ~p.Als we vervolgens ons beperken tot die pro
essen waarbij er na de botsingtwee (mogelijk nieuwe) deeltjes worden geprodu
eerd dan geldt eveneens indit zwaartepuntstelsel dat ~p 01 = �~p 02 � ~p 0. In deze situatie heeft men devolgende uitdrukking voor de werkzame doorsnede (zie GEP verg.(6.42))d�d
 = �h2
264�2 j~p 0jj~pj ShjMj2i(E1 + E2)2 ; (67)analoog aan Eq.(44). (Fig. 9.1 geeft een e+e� versneller, waar de muonenhet verst komen.) Bijna altijd geldt S = 1, behalve in het geval dat de uit-gaande deeltjes indentiek zijn, waarvoor S = 12 . Deze formule geldt ook voorde verstrooiingspro
essen die we eerder in het laboratoriumstelsel hebbenbestudeerd met, vanwege de Lorentzinvariantie, dezelfde uitdrukkingen voorhjMj2i in termen van de 4-impulsen (ter herinnering: hi staat hier voor demiddeling over de ingaande en de sommatie over de uitgaande spin polari-saties), dus met p1 = p, p2 = P , p01 = p0 en p02 = P 0. Hier zijn de massasvan de twee ingaande deeltjes i.h.a. natuurlijk niet gelijk, terwijl dat bij deannihilatiepro
essen wel het geval is.Opmerkelijk genoeg kunnen we voor e++e� ! �++�� verstrooiing bijnadezelfde uitdrukking voor hjMj2i gebruiken als voor e�+�� ! e�+�� (zieEq.(45) en Eq.(46)),hjMj2i = 1(q2)2 4��L��(p1;�p2)4��Z2L��(p01;�p02): (68)waarbij nu q = p1 + p2 = p01 + p02 en p1 � p1 = p2 � p2 = m2e
2, p01 � p01 =p02 � p02 = M2
2, met me, resp. M , de massa van het ele
tron en muon (hieris Z = 1). Wat opvalt is natuurlijk het minteken voor p2 en p02, geasso
ieerdmet de 4-impuls van de antideeltjes. Zoals al eerder opgemerkt, kunnen we47



antideeltjes interpreteren als deeltjes die terugreizen in de tijd, zie de ri
htingvan de pijl voor antideeltjes in de Feynman diagrammen, bijv. op pg. 113in het boek. Dit minteken voor de 4-impuls zie je ook duidelijk terug in deuitdrukking voor de gol�un
tie van de antideeltjes, zoals gegeven in Eq.(40)!Voor hjMj2i vinden we (ga na)hjMj2i = 8(4�Z�)2(q2)2 ((p2 � p02)(p1 � p01) + (p02 � p1)(p01 � p2)+m2e
2(p02 � p01) +M2
2(p2 � p1) + 2m2eM2
4); (69)ook te verkrijgen door fp; p0; P; P 0g ! fp1;�p2; p01;�p02g in Eq.(47) te sub-stitueren.Merk op dat in het zwaartepuntstelsel E1 = E2 = E 01 = E 02 � E en s =
2q2 = 4E2. Voor voldoende grote energie, waar massas verwaarloosd kunnenworden, geldt hjMj2i = 8(�Z�)2
4E�4 ((p2 � p02)(p1 � p01) + (p02 � p1)(p01 � p2))(E � M
2). Dit is verder te vereenvoudigen tot hjMj2i = 8(�Z�)2
4E�4�((E2=
2 � ~p � ~p 0)2 + (E2=
2 + ~p � ~p 0)2) en tenslotte met j~pj = j~p 0j = E=
 toteen wel heel eenvoudige uitdrukking, hjMj2i = 16(�Z�)2(1+ 
os2 �). Samenmet Eq.(67) geeft dit dus pre
ies EqPN.(9.4) van het boek,d�d
 = �24s (�h
)2(1 + 
os2 �) EqPN.(9.4)(voor de uitdrukking bij willekeurige energie, waarbij we de massas niet kun-nen verwaarlozen, zie GEP x8.2). Dit integreren over de hoeken geeft� = 4��23s (�h
)2; EqPN.(9.5)ofwel �(e+e� ! �+��) = 21:7=(E2=GeV2) nbarn.Het muon weegt 105.7 MeV en heeft een levensduur van �� = 2�s = 2�10�6s (alleen het neutron leeft langer). De massas hebben we in bovenstaandevergelijking verwaarloosd, en het zelfde resultaat is geldig voor �+��, al moethier de energie nog groter zijn om m� = 1:777 GeV te verwaarlozen. Het� -lepton werd voor het eerst ontdekt in de SPEAR e+e� versneller in SLAC(zie Fig. 9.2). De levensduur van het � -lepton is veel kleiner, �� = 3�10�13s.We spreken van lepton universaliteit, m.a.w. de ele
tronen, muonen en tausgedragen zi
h identiek (zolang de massa maar kan worden verwaarloosd, zieFig. 9.3). 48



We zien dus hoe 
exibel L��(p; p0) ingezet kan worden voor de berekeningvan werkzame doorsnedes. Niet alle verstrooiingspro
essen kunnen aldusberekend worden. Een belangrijke uitzondering is het geval van verstrooiingvoor identieke deeltjes, zoals ele
tron-positron (e�+ e+ ! e�+ e+, Bhabha)of ele
tron-ele
tron (e� + e� ! e� + e�, M�ller) verstrooiing, waarbij Mbepaald is door de som van twee diagrammen (zie onderaan pg. 116 van hetboek). De kruistermen kunnen niet langer gevormd worden met behulp vanL��(p; p0). Vooral bij de ele
tron-ele
tron verstrooiing is dit e�e
t dramatis
h,omdat het aantoont dat verwisseling van twee ele
tronen (zeg de uitgaandeele
tronen) aanleiding geeft tot een minteken in de amplitude, in tegenstellingtot een plusteken bij verwisseling van twee identieke deeltjes met heeltalligespin.Kruistermen komen natuurlijk veel vaker voor, zoals bij de berekeningvan hogere orde 
orre
ties, of doordat naast het foton bij annihilatiepro-
essen ook het Z0 deeltje kan worden uitgewisseld, zoals aangegeven op pg.113. E
hter, omdat het Z0 deeltje zwaar is, zal bij lage energie deze bij-drage te verwaarlozen zijn. Als een neutrino-antineutrino paar wordt gepro-du
eerd kan e
hter geen foton uitgewisseld worden en moeten we in M de�1=q2 = �
2=s = �
2=(2E)2 t.g.v. de uitwisseling van foton vervangen door1=(M2Z0
2� q2) = 
2=(M2Z0
4� s) = 
2=(M2Z0
4� 4E2). De koppeling van hetZ0 deeltje aan ele
tronen en neutrinos wordt in goede benadering7 gegevendoor resp. e=p3 en eq2=3 in vergelijking met een koppeling e van het fo-ton aan het ele
tron. De totale werkzame doorsnede voor e+ + e� ! � + ��verstrooiing is daarom in laagste orde� � 8��227s (�h
)2s2(M2Z0
4 � s)2 ; (70)hetgeen vergeleken moet worden met EqPN.(9.5) in het boek. Vooruitlopendop wat later in meer detail zal worden besproken, zien we dat bij lage energiede zwakke wisselwerking niet zo zeer zwak is vanwege een kleine koppeling,maar vanwege de grote massa van het Z0 deeltje (91.2 GeV=
2). Als deenergie veel groter is dan de rustenergie van het Z0 deeltje worden de zwakkeen elektromagnetis
he kra
hten vergelijkbaar in sterkte.7De koppelingen worden gegeven in hoofdstuk 11 van het boek. Hier gebruiken wesin2 �W � 0:25 als benadering voor de gemeten waarde, sin2 �W = 0:23.49



We zien verder dat de werkzame doorsnede dreigt te divergeren voorps = MZ0
2. Dit is waar de resonante produ
tie van Z0 deeltjes plaats zalvinden. Doordat deeltjes die geprodu
eerd kunnen worden (bijv. in ele
tron-positron botsingen), omgekeerd ook uiteen kunnen vallen (in bijv. ele
tron-positron paren) en dus instabiel zijn, wordt de singulariteit altijd vermedendoordat in de buurt van een resonantie de vervalsbreedte � meegenomenmoet worden, � � 8��227s (�h
)2s2(M2Z0
4 � s)2 +M2Z0
4�2 : (71)We kunnen dit resultaat vergelijken met de Breit-Wigner formule in x9.2van het boek, welke geldig is in de buurt van een resonantie, dus voor ditspe
i�eke geval � � 3��h24j~pj2 �e��(MZ0
2 � Etot)2 + �2=4 : (72)Merk op dat we voor E in EqPN.(9.7) (J , sa en sb geven de spin) en (9.8)(�i en �f geven de partiele breedte),�(E) = ���2(2J + 1)(2sa + 1)(2sb + 1) �2(E � E0)2 + �2=4 ;�f (E) = 3���24 �i�f(E � E0)2 + �2tot=4 ; EqPN.(9.8)EqPN.(9.7)
de totale energie moeten gebruiken, Etot = 2Ebundel = ps, dat de gere-du
eerde gol
engte �h=j~pj = �� voor de relativistis
he ele
tronenergie E �12MZ0
2 � me
2 gegeven wordt door �h
=Ebundel = 2�h
=ps, en dat uiteraardE0 =MZ0
2. Dit geeft dus voor de Breit-Wigner formule� � 3�(�h
)2�e��=s(MZ0
2 �ps)2 + �2=4 = 3�(�h
)2(MZ0
2 +ps)2�e��=s(M2Z0
4 � s)2 + (MZ0
2 +ps)2�2=4 : (73)In de buurt van de resonantie, waar s � M2Z0
4, is dit dus ook te s
hrijvenals��12�(�h
)2 �e��(M2Z0
4 � s)2 +M2Z0
4�2 � 12��e��sM2Z0
4 (�h
)2s2(M2Z0
4 � s)2 +M2Z0
4�2 :(74)De eerste identiteit geven we omdat dit pre
ies EqPN.(11.9) in het boekis. Uit de tweede identiteit lezen we, na vergelijking met Eq.(71), af dat50



�e�� � 2�2M2Z0
4=81. Omdat, t.o.v. het ele
tron, de koppeling van hetneutrino aan het Z0 deeltje (in benadering) een fa
tor p2 groter is, geldtdat8 �e � 12��; �� � 2�9 MZ0
2: (75)Tot slot is het nog nuttig om iets meer te zeggen over de Breit-Wigner for-mule. Deze kan op een mooie manier afgeleid worden uit algemene prin
ipes,op basis van behoud van waars
hijnlijkheid (de unitariteit van de verstrooi-ingsmatrix), hetgeen verklaart waarom de resonante bijdrage aan de werkza-me doorsnede altijd uitgedrukt kan worden in termen van de totale vervals-breedte en die voor het ingaande en uitgaande kanaal, �i;f (zie EqPN.(9.8)).Als in het boek, kunnen we er hier niet veel verder op ingaan, maar despinafhankelijkheid is wel eenvoudig te verklaren (zie EqPN.(9.7)). Een ver-valsbreedte � bes
hrijft het pro
es van een deeltje met spin J dat vervalt intwee deeltjes met spin sa en sb. Zoals altijd moeten we daarbij sommerenover de uitgaande spins (sa en sb) en middelen over de ingaande spin (J).E
hter, bij de vorming van de resonantie loopt het pro
es in omgekeerderi
hting. Wat betreft de bijdrage van �i moeten we dan eigenlijk sommerenover de spin van de resonantie en middelen over de spins van de ingaandedeeltjes; (2J+1)=((2sa+1)(2sb+1)) geeft pre
ies de noodzakelijke 
orre
tie.In Fig. 9.4 wordt getoond hoe de resonanties aanleiding geven tot piekenin de e+e�-verstrooiing, boven op de 1=s bijdrage van de muonen (de on-derbroken lijn) en de taus (EqPN.(9.5)). Ze hebben een vaste massa, hoek-momentum en andere quantumgetallen. Voor lage massas is de breedte �tussen 4 en 150 MeV, 
orresponderende met een levensduur van 10�22 tot10�24 s. Het zijn mesonen die bestaan uit een quark-aniquark systeem datuit een foton ontstaat en dus J = 1 en negatieve pariteit heeft. Ze wordendan ook ve
tormesonen genoemd en vervallen in li
htere mesonen. De eestetwee resonanties zijn �0 (m�0 = 770 MeV/
2) en ! (m! = 782 MeV/
2) meso-nen, welke geprodu
eerd worden door u�u en d �d. Ze vervallen in vers
hillendetoestanden, �0 ! �+�� en ! ! �+�0��, omdat ze vers
hillende G pariteithebben (IG(JPC) = 1�(0�) ��, 1�(0�+) �0, 1+(1��) �0 en 0�(1��) !).De �-resonantie heeft een massa van 1019 MeV/
2 en een vervalsbreedte� = 4:4 MeV, die voor 85% vervalt in kaonen, �! K++K� en �! K0+ �K0.8In x11.2 van het boek wordt gegeven dat �� = �MZ0
2=(6 sin2(2�W )) (gebruikEqPN.(11.17-22)). Met sin2 �W � 1=4 volgt inderdaad het resultaat voor �� in Eq.(75).51



Kaonen hebben een s-quark en zijn dus deeltjes met strangeness. Ze wordengevormd door jK+i = ju�si, jK�i = j�usi, jK0i = jd�si en j �K0i = j �dsi, waarhet s-quark ongeveer 450 MeV/
2 aan de massa bijdraagt (de naakte massais ongeveer 60 tot 170 MeV/
2), mK� = 494 MeV/
2 en mK0 = 498 MeV/
2.Het quantumgetal S drukt de strangeness uit, welke behouden is onder sterkewisselwerking. Het kleine vers
hil in massa tussen m� en 2mK verklaart delange levensduur van �.Op pg. 121 wordt de Zweig rule uitgelegd aan de hand van het vervalvan het � deeltje. Voor het verval in pionen (2.5%) zijn er g�e�en quarklij-nen die de in- en uitgaande toestanden verbinden en is meervoudige gluonuitwisseling nodig, in tegenstelling tot het verval in kaonen, waar sle
hts �e�engluon uitgewisseld hoeft te worden. Voor het verval in kaonen is dit gluonniet getekend in de �guur boven aan pg. 121 en voor het verval in pionenzijn de drie gluonen niet geheel juist weergegeven in de �guur onderaan diepagina. Het uitgangspunt is dat de nodige quark-antiquark paren gevormdworden door gluonen. Bij het verval in kaonen beginnen we bijvoorbeeld meteen groen s quark, dat overgaat door gluon emissie in een rood s quark. Ditg�r gluon vormt dan een groen up quark en een anti-rood up anti-quark paar.Het K� bestaat zo uit een rood s quark en een anti-rood up anti-quark, ter-wijl het K+ wordt gevormd door het groene up quark en het anti-groene santi-quark (dat dus niet van kleur verandert). Bij het verval in pionen vormtuiteraard ieder van de drie gluonen een van de drie quarkparen, dus twee vande gluonen zijn in het boek niet goed weergegeven9.Het deeltje J= , met een vervalsbreedte van � = 87 keV en een massa van3087 MeV/
2, vormde een verrassing. Omdat dit bestond uit een 
�
 systeem,weliswaar door theoreten voorspeld, was het extra stabiel door dat het nietuit een kon vallen in een (later ontdekte) D++D� (doordat deze D-mesonente zwaar zijn (
�u, 
 �d, et
.)). Men vond ook  0,  00, et
. als geex
iteerdetoestanden van de J= . (Een li
htere vorm, �
, koppelt niet re
htstreeksaan het foton. Het heeft 0� en kan niet worden waargenomen met e+e�verstrooiing.) Voor b�b geldt iets vergelijkbaars, met m� = 9:46 GeV/
2 hetli
htste exemplaar, met een vervalsbreedte van � = 52 keV. De naakte (of\
urrent") en de "
onstituent" quarkmassa voor de 
- en b-quarks wijken9Bij verval in �+ + �� via de uitwisseling van drie gluonen is �e�en van de gluonlijnenniet goed getekend. 52



niet al te veel van elkaar af (1100-1400 MeV/
2 en 4100-4400 MeV/
2). Hett-quark werd gevonden op Fermilab (1994), en wordt momenteel ges
hat op174:2 � 4:6 GeV/
2. De top is te instabiel om een gebonden toestand tegeven. Tenslotte is er de Z0-resonantie met een massa van 91.2 GeV/
2 eneen vervalsbreedte van � = 2:49 GeV, welke vervalt in lepton- en quarkparen.Voor de vorming van hadronen moet men de werkzame doorsnede aan-passen aan de kleuren en ladingen, �(e+e� ! qf �qf ) = 3z2f�(e+e� ! �+��),zodat de verhouding van de werkzame doorsnede wordtR := �(e+e� ! hadronen)�(e+e� ! �+��) = Pf �(e+e� ! qf �qf)�(e+e� ! �+��) = 3Xf z2f :Hier doen natuurlijk alleen de quarks mee waarvoor de energie groot genoegis. In Fig. 9.5 is dit weergegeven, met elke keer een verhoging als er weereen quark meedoet,R = 3Xf z2f = 3 "�23�2 + ��13 �2 + ��13 �2 + �23�2 + ��13 �2# :De quarkmassa (t/m b) neemt toe en voor uds geldt R = 2, 
 geeft R = 10=3en b, tenslotte, geeft R = 11=3. Dit levert ook een ondubbelzinnig bewijs dater drie kleuren zijn.Tensotte volgt het bestaan van de gluonen uit enerzijds F2, waar menvond dat er neutrale deeltjes zijn, die ook geen zwakke wisselwerking hebbenen die ongeveer de helft bijdroeg aan de integraal. Anderzijds heeft men degluonen meer re
htstreeks waargenomen als jets in PETRA (DESY). Dezederde jets werden geprodu
eerd door een gluon (harde foton zijn relatiefonderdrukt, omdat de koppelings
onstante � kleiner is). Zie Fig. 9.6 voore+e� verstrooiing met twee en drie jets (men kan hieruit destileren welke ervan het gluon komt).Extra opgaven: i) Gebruik de lepton universaliteit (x9.1) om te laten ziendat de Z0-resonante bijdrage aan de werkzame doorsnede voor e+ + e� !�+ + �� ongeveer de helft is van die voor e+ + e� ! � + ��.ii) Bij het verval van het � deeltje in twee kaonen kan men het gluon ooklaten uitwisselen door het s anti-quark. Teken hiervoor zelf een van de mo-gelijke pro
essen onder vermelding van de kleuren. Werk ook voor het vervalin pionen een voorbeeld uit waarin alle kleuren en de gluonen 
orre
t zijnweergegeven. 53



10 Fenomenologie van Zwakke Intera
tiesZwakke wisselwerking heeft geen gebonden toestanden, in tegenstelling totalle andere kra
hten (in
lusief gravitatie)! Maar anderzijds is de zwakke wis-selwerking verantwoordelijk voor het verval van quarks en leptonen. Ze zijnmoeilijk te meten en vooral de neutrinos, die alleen de zwakke kra
ht voelen,hebben een uitermate kleine werkzame doorsnede. De eerste bes
hrijvingwas in de vorm van Fermi's �-verval, wat voor lage energie nog steeds eengoede benadering is.Voor de geladen leptonen hebben we drie families, e�, �� en ��. Deantideeltjes hebben dezelfde massa en tegengestelde lading (e+, �+ en �+).Het ele
tron en muon zijn de li
htste geladen deeltjes. Ladingsbehoud geeftdan dat het ele
tron stabiel is en dat een muon vervalt in een ele
tron,�� ! e� + ��e + ��. Soms komt een extra foton vrij, of een e+e� paar,maar �� != e� + 
 is niet waargenomen, en het muon is dus geen gebondentoestand van het ele
tron. Het � -lepton is veel zwaarder en naast het verval�� ! e� + ��e + �� , komt ook voor �� ! �� + ��� + �� en (voor meer dan dehelft) �� ! �� + �� .De neutrinos zijn niet waar te nemen, en kunnen alleen gezien wordendoor ontbrekende energie en impuls. Bijv. het antineutrino dat vrij komtbij verval van een neutron, n ! p + e� + ��e, reageert weer met een proton,p+ ��e ! n + e+, maar de reaktie n + ��e != p+ e� komt niet voor. Ook hetverval van �� ! ��+ ��� en �+ ! �++ �� komen voor, maar vervallen bijnaniet in een ele
tron en ele
tron-neutrino, �� ! e� + ��e en �+ ! e+ + �e.Met de � ziet men iets vergelijkbaars. We hebben dus ook 3 families voorde neutrinos. Het verval van �� laat ook zien dat ��� vers
hillend is van ��:Een Majorama fermion, die zijn eigen antideeltje is, wordt uitgesloten.Als alle neutrinos massaloos waren, dan hadden we geen os
illaties gehad.Os
illaties bewijzen dat in ieder geval twee van de drie neutrinos een massahebben. De gemeten 
ux van neutrinos van de zon is ongeveer de helft vanwat het had moeten zijn als er geen os
illaties waren. Men heeft dit in2001 nogmaals bevestigd door de 
ux te meten ten gevolge van neutrinos diegevormd worden door Z0, onafhankelijk van het type.De Sudbury Neutrino Observatory in Canada is 1 kton aan zwaar water op2 km diepte, uitgerust met Cherenkov dete
toren. De volgende drie rea
tieszijn gemeten, �e+d! p+p+e�, �x+d! p+n+�x en �x+e! e+�x, waarbijin de laatste twee (resp. \Neutral Current" en \Elasti
 S
attering") het niet54



uitmaakt welk neutrino men neemt, �x = �e, �� of �� . Uit de metingenvolgde ook dat de 
ux ongeveer drie maal zo hoog was dan als men alleen �egemeten had.De super-Kamiokande in Japan, met 50 kton water op 1 km diepte (2.7km water equivalent), heeft ook gevonden dat de neutrinos geprodu
eerdin �+ ! �+ + �� en �+ ! ��� + e+ + �e os
illeren. Deze reakties vindenin de atmosfeer plaats. De hoekafhankelijkheid voor de muonen geeft deos
illatielengte. (Het ele
tron-neutrino ondervindt op deze afstanden geenos
illaties.) Met een verhouding die begint bij [n(��)+n(���)℄=[n(�e)+n(��e)℄ =2 (tot aan 1 GeV) zien we dat �� afneemt voor toenemende afstand. Dezeverandert in een derde neutrino (dit is vrijwel zeker �� , maar wordt striktgesproken niet waargenomen).Het leptongetal is een behouden grootheid, L = Le+L�+L� , waar L` =N(`)�N(�̀)+N(�`)�N(��`). Door de os
illaties kan men niet meer sprekenvan een leptongetal voor iedere familie. Zo zijn toegestaan p+ �� ! ��+ n,e+ + e� ! �� + ���, �� ! �� + ���, �� ! e� + ��e + �� en �� ! �� + �� .Verboden zijn p + �� != �0 + n, e+ + e� != �e + ��, �� != e� + �e,�� != e�+���+�e en �� != ��+�e. Hier noemen we een tweetal experimentelebovengrenzen als voorbeeld, �(�� ! e�
)=�(�� ! all 
hannels) < 5�10�11en �(�� ! e�e+e�)=�(�� ! all 
hannels) < 1� 10�12.Voor een lange tijd waren alleen \
harged 
urrent" intera
ties (die doorW� worden uitgewisseld) bekend. Een lepton en anti-neutrino of een quarken anti-quark waren op deze wijze gekoppeld, bijv. in �� ! e� + ��e + �� ofn! p+e�+��e. Fig. 10.1 geeft de mogelijkheden weer voorW� verstrooiingin een lepton en anti-neutrino door een ander lepton en anti-neutrino (eenleptonis
h pro
es) of een quark en anti-quark (een semi-leptonis
h pro
es),of men heeft een niet-leptonis
h pro
es waarbij een quark en anti-quark ver-strooid aan een andere quark en anti-quark door uitwisseling van W�. Desemi-leptonis
he pro
essen bes
hrijft men in termen van hadronen. Behalven! p+ e�+ ��e, heeft men ook �� ! ��+ ��� en K� ! ��+ ���, hetgeen wenaar de quarks vertalen als d! u + e� + ��e (twee quarks veranderen niet),d + �u ! �� + ��� en s + �u ! �� + ���. Voor de niet-leptonis
he pro
essenhebben we bijv. �0(= judsi) dat vervalt in p+ �� of n+ �0, en K+ dat ver-valt in �0 + �+ (zie de �guur op pg. 134). Tegenwoordige zijn ook \neutral
urrent" intera
ties bekend, die uitgewisseld worden door Z0. De W� (80GeV/
2) en Z0 (92 GeV/
2) hebben spin 1.De zwakke intera
tie kunnen we benaderen door alleen de fermionen mee55



te nemen, in bijv. het verval van �� ! e� + ��e + �� of �+ ! e+ + �e + ���.Voor lage impuls geldt namelijk Mfi / g2=(Q2
2 +M2W 
4) ! g2=(M2W 
4).De Fermi 
onstante GF is danGFp2 = g2(�h
)38�0M2W 
4 = ��2 g2e2 (�h
)3M2W 
4 ; EqPN.(10.4)zo genormaliseerd dat GF=(�h
)3 de dimensie [1/energie2℄ heeft. Dit was nogvoordat Fermi het bestaan van een ve
torboson had aangenomen. We kunnenhiermee de levensduur van het muon uitrekenen door de Golden Rule tegebruiken en in de Dira
vergelijking de faseruimte mee te nemen voor dedrie uitgaande fermionen,�� = �h�� = G2F (m�
2)5192�3(�h
)6 (1 + ");waar " 
orrigeert voor de eindige massa van het ele
tron en andere e�e
ten.De massa en levensduur van het muon zijn nauwkeurig bekend. We hebbenm� = 105:658389� 0:000034 MeV/
2 en �� = (2:197035� 0:000040)� 10�6 sen de Fermi 
onstante is GF=(�h
)3 = (1:16639� 0:00001)� 10�5 GeV�2.Neutrino en ele
tron verstrooiing vindt alleen plaats door de zwakke wis-selwerking. Als we het beperken tot bijv. �� + e� ! �� + �e, dan komt hetalleen van de uitwisseling van een W-boson. De werkzame doorsnede is voorlage energie gelijk aan � = G2F�(�h
)4 s; EqPN.(10.8)maar men moet in dat geval de muonmassa ook verwaarlozen. Als we hetele
tron in rust veronderstellen, dan geldt s = 2me
2E�. Met de boven-staande waarde voor GF ingevuld krijgen we �lab = 1:7� 10�41
m2E�/GeV,wat een ongelofelijk kleine werkzame doorsnede is. Bijv. als we de ele
tron-di
htheid in ijzer nemen, ne = Z�NA=A � 2:2 � 1024
m�3, dan nog is voorneutrinos van 1 MeV (die in de zon gemaakt worden) de vrije weglengte gelijkaan L = (ne�)�1 = 2:6� 1017m, wat ongeveer 30 li
htjaren is!We zullen nu de werkzame doorsnede a
eiden, in
lusief de uitwisseling vanhet W -deeltje. Voor dit pro
es geldt dat (met �W � g2=(4��0�h
) = �g2=e2)hjMj2i=2 (4��W )2(q2 �M2W 
2)2 (p���pe�)(p�e�p��); q=pe��p�e = p���p�� (76)56



(zie bijv. GEP x10.1). Aangezien verondersteld wordt dat �q2=Q2�m2�
2,kunnen we gebruiken dat (ga na) p�� = (E=
; ~p) = (j~pj; ~p), pe� = (E=
;�~p),p�e = (E=
; ~p 0), p�� = (E=
;�~p 0) en dus q2= �(~p�~p 0)2=�2(1�
os �)E2=
2.In het zwaartepuntstelsel volgt met Eq.(67) datd�d
 = �h2
2hjMj2i64�2s = (4��W�h
)2s128�2(M2W 
4 + 12(1� 
os �)s)2 (77)(ga na10). De totale werkzame doorsnede wordt nu gevonden door te integre-ren over de ruimtehoek,� = Z �0 d� sin � (4��W�h
)2s64�(M2W 
4 + 12(1� 
os �)s)2 = 2(4��W�h
)2s64�M2W 
4(M2W 
4 + s) : (78)Gebruiken we tenslotte de de�nitie van GF , dan vinden we inderdaad hetresultaat � = G2F�(�h
)4 M2W 
4s+M2W 
4 s; EqPN.(10.11)geldig zolang s� m2�
4. De werkzame doorsnede neemt niet toe met s, maargaat naar een 
onstante.In het boek wordt in EqPN.(10.8) de lage energie benadering voor EqPN.(10.11) gegeven. De a
eiding was gebaseerd op dimensie overwegingen. E
h-ter, bij lage energie zou je verwa
hten dat de massas van het ele
tron enmuon voor 
orre
ties zorgen (er geldt niet langer dat E = j~pj
). Het inEqPN.(10.8) gegeven resultaat is daarom alleen geldig als voldaan is aanm� � ps=
2 �MW . In de extra opgave moet je laten zien dat� = G2F�(�h
)4 s �  1� m2�
4s !2 ; m2e
4 � s�M2W 
4; (79)in de limiet waar niet de muon massa (maar wel de ele
tron massa) wordtverwaarloosd. Met andere woorden, dat EqPN.(10.8) met de 
orre
tiefa
tor(1�m2�
4=s)2 vermenigvuldigd moet worden.Extra opgave: Waarom geldt bij lage energie dat Eq.(76) over gaat inhjMj2i = 2 (4��W )2M4W 
4 (p�� � pe�)(p�e � p��). Als we de massas van het ele
tron en10Bedenk dat uit j~pj = j~p 0j � m� volgt dat p�� � pe� = p�e � p�� = E2=
2 + ~p2 =2E2=
2 = 12s=
2. 57



de neutrinos verwaarlozen geldt als eerder p�� � pe� = 2E2=
2 = 12s=
2, maardit is niet langer gelijk aan p�e � p�� . Laat eerst zien dat ~p 0 = ~p�� = �~p�een j~p 0j = E�e=
, terwijl E2� = E2�e + m2�
4. Waarom geldt E�e + E� =j~p��j
+ j~pe�j
 = 2j~pj
 = 2E. Laat hiermee nu zien dat p�e � p�� = 2EE�e=
2en dat E�e = E(1�( 12m�
2=E)2) = E(1�m2�
4=s). Gebruik tenslotte Eq.(67)om het resultaat uit Eq.(79) te vinden.De \neutral 
urrents" wordt veroorzaakt door Z0, zoals ��+e� ! ��+e�.Dit kan niet door een andere intera
tie worden gegeven en was het bewijsdat Z0 bestond (1973 op CERN), ruim voor dat hij werd aangetoond.De zwakke koppelings
onstante is dus gelijk voor alle quarks en leptonen.Alle vervalskanalen dragen dezelfde bijdrage, op een faseruimte 
orre
tie voorde massas na. Als voorbeeld nemen we �� ! �� +��e+e�, �� ! �� +���+��en �� ! �� + �u + d als de belangrijkste kanalen die openstaan voor verval,maar het is verstandig ook �� ! �� + �u + s mee te nemen. Men heeft��e � ��� en ��d�u + ��s�u � 3��� (de eerste is evenredig met 
os2 �C � 0:96en de tweede met sin2 �C , wat weliswaar klein is maar wel pre
ies optelttot 1). De fa
tor 3 komt van de kleuren (r�r; b�b; g�g). Derhalve geldt �� =�h=(��e + ��� + ��d�u + ��s�u) � �h=(5��e) � 15��(m�=m� )5 � 3:1� 10�13s, wataardig klopt met wat is waargenomen, � exp� = (2:900�0:012)�10�13s. Dat iswederom een bewijs dat er drie kleuren zijn en dat de zwakke wisselwerkinguniverseel is.E
hter, Cabibbo en Cabibbo-Kobayashi-Maskawa hoeken gooien roet inhet eten (bijv. �0, waarbij een s-quark getransformeerd wordt in een u-quark, en derhalve het verval geeft in p+��. Dit geeft sin �C 
os �C � 0:2). Zemeten hoe de quarks afwijken van een diagonale koppeling, jd0i = 
os �C jdi+sin �C jsi en js0i = 
os �C jsi� sin �C jdi. Of de jui en j
i ook gedraaid kunnenworden is niet relevant, want men kan het terugbrengen naar alleen eendraaiing in jdi en jsi. De hoek �C wordt gegeven door sin �C � 0:22 en
os �C � 0:98, met 
ot2 �C � 20. Uitbreiden naar de zes quarks geeft eenunitaire 3� 3 matrix (de CKM matrix)0B� jd0ijs0ijb0i1CA = 0B�Vud Vus VubV
d V
s V
bVtd Vts Vtb 1CA0B� jdijsijbi1CAmet 4 onbekende, drie hoeken en een imaginaire fase welke verantwoordelijkis voor CP violatie. Hij is bijna diagonaal, maar de vers
hillen zijn belang-58



rijk. De waarde van V
b en Vts zijn bijna een orde kleiner dan Vus en V
d.De verandering van de derde naar de tweede generatie (t ! s; b ! 
) zijndus onderdrukt ten opzi
hte van de verandering van de tweede naar de eerstegeneratie. Het e�e
t is nog sterker voor de verandering van de derde naarde eerste generatie. De verandering van b ! u werd gevonden in semi-leptonis
h verval van B mesonen. (De \neutral 
urrents" die de quarks vansmaak veranderen, zoals 
! u, zijn tot nu toe niet waargenomen en wordennul verondersteld.)Voor de neutrinos wordt het nu duidelijk dat we ook een leptonis
hemixing matrix hebben die j�ei, j��i en j�� i mengen,0B� j�eij��ij�� i1CA = 0B� Ue1 Ue2 Ue3U�1 U�2 U�3U�1 U�2 U�3 1CA0B� j�1ij�2ij�3i1CA :(In het boek stond op pg.141 voor j�1i per ongeluk j�1i, maar dat is in-middels al verbeterd.) De tijdsafhankelijke gol�un
tie is voor het ele
tron-neutrino bijv. gegeven door j�e(t)i = Ue1e�iE�1 t=�hj�1i+Ue2e�iE�2 t=�hj�2i. Neu-trinos zijn relativistis
h en hun energie kan benadert worden door E�i =qp2
2 +m2�i
4 � p
(1 + 12m2�i
2=p2) (in het boek op pg.141 moest �h
 vervan-gen worden door p, maar ook dat is inmiddels verbeterd). Hiermee vindenwe dan de waars
hijnlijkheid om het ele
tron-neutrino nog steeds te zien,P�e!�e=h�e(t)j�e(t)i= jUe1j2+jUe2j2+2jUe1Ue2j 
os �(m2�1 �m2�2)
4t=(2�hp
)�.Van de waargenomen os
illaties kan men �m2 = m2�1 �m2�2 bepalen als menook de os
illatielengte L bepaalt. Dit is de afstand waar de 
osinus zijn per-iode heeft, L = 4��hp
=(�m2
4). Voor de ele
tron-neutrino os
illaties vindtmen �m2 = 7:1+1:2�0:6 � 10�5eV2/
4 (en � = 32:5+1:4�2:3 graden, PRL 92 (2004)181301), wat bevestigd is door KamLAND (�m2 = 7:9+0:6�0:5 � 10�5eV2/
4,PRL 94 (2005) 081801). Ook de neutrino os
illaties voor het muon zijnnu bekend. Aannemende dat dit os
illaties zijn met �� volgt hieruit dat1:5 � 10�3 < �m2 < 3:4 � 10�3 (in eV2/
4, PRD 71 (2005) 12005). Dereden waarom we hier zo veel aanda
ht aan besteden is dat de re
htshandige
omponent van het neutrino anders is dan de linkshandige 
omponent. Ditis fysi
a voorbij het standaard model!Iets dat spe
iaal is voor de zwakke wisselwerking is pariteitsviolatie. Deheli
iteit, h = ~s � ~p=(j~sjj~pj), is een maat voor gebroken pariteit. De intera
tiemet een spin 1 veld kan een ve
tor (
V ) of axiale ve
tor (
A) zijn. De pariteit59



wordt alleen behouden als de koppeling 
V of 
A is, maar voor de zwakkewisselwerking is deze koppeling 
V = �
A (V � A). Dit is het geval vanmaximale pariteitsviolatie. De heli
iteit is alleen goed gede�nieerd voor hetgeval van massaloze fermionen. Als er een massa is, dan wordt voor kleine� = v=
 het mogelijk een systeem te kiezen waarvan de ri
hting wordt omge-draaid. Het is eenvoudig in te zien dat als de heli
iteit van het neutrino vastligt, dat dan ook de C-pariteit (\ladings
onjugatie") gebroken is. Maar overhet algemeen is CP behouden. Alleen in het geval van de CKM matrix kanhet gebroken worden, en is voor K0- �K0, en re
entelijk in 1987 voor B0- �B0,waargenomen.Een voorbeeld van P-violatie is het verval van het muon, �� ! e�+ ��+��e. In het ruststelsel van het muon wordt het ele
tron uitgezonden met despin tegengesteld aan zijn impuls (omdat de spins van het �� en ��e elkaarophe�en). De amplitude voor het ele
tron met de spin in de ri
hting vande impuls is onderdrukt (zie de �guur op pg.144). Een ander voorbeeld is�� ! ��+ ��� en het onderdrukte (1:8000) �� ! e�+ ��e. Ook hier speelt depariteit een belangrijke rol: Als het ele
tron en muon massaloos zijn (en ergeen neutrino os
illaties zijn) dan had dit verval niet kunnen plaats vinden.Doordat het pion J = 0 heeft, is de spin van het lepton tegengesteld aande spin van het anti-neutrino, en dat is verboden. Maar met de massa vanhet ele
tron en muon koppelt een deel met de \verkeerde" spin, wat voor hetmuon een veel groter e�e
t heeft dan voor het ele
tron.Extra opmerking over diep-inelastis
he neutrino verstrooiing(x10.6). De essentie is dat in de zwakke wisselwerking de koppeling aanhet quark afhangt van de heli
iteit, en dat daardoor in neutrino en anti-neutrino verstrooiing op slinkse wijze onders
heid gemaakt kan worden tussende quark (qf (x)) en anti-quark (�qf (x)) impulsfra
tie-verdelingsfun
ties. Ditis duidelijk uit �g.10.2 en EqPN.(10.29-30) af te lezen, maar het zou ons tever voeren de formules hier verder toe te li
hten.11 Bosonen in de Zwakke WisselwerkingDe theorie van de Zwakke Wisselwerking wordt gegeven door het Weinberg-Salam model (begin jaren '70), in
lusief Z0 die een menging geeft met hetelektromagnetisme. Omdat de vertorbosonen zo een grote massa hebben isde produ
tie van Z0 en W� pas in 1983 mogelijk geworden. Voor Z0 is een60



energie ps = MZ0
2 voldoende, maar dat is pas in 1989 mogelijk gewordenmet een ele
tronversneller van voldoende hoge energie (e�+e+ ! Z0), die opCERN (LEP) en SLAC (SLC) werden gebouwd. (In 1996 is LEP verhoogdnaar 86 GeV om de W� te kunnen zien in e�+e+ !W�+W+. Uiteindelijkheeft men 114 GeV kunnen bereiken). In 1983 moest men het nog doen metp+�p botsingen in de SPS, of ook wel Sp�pS (Super Proton Antiproton Storagering), door de volgende reakties te bestuderen, u + �u ! Z0, d + �d ! Z0,d+ �u!W� en u+ �d! W+. In dit geval moet de energie van de protonenvoldoende groot zijn. De helft van de impuls wordt gedragen door gluonen,zodat men voor de quarks sle
hts hxvi � 0:12 heeft (het strange quark heeftongeveer hxsi � 0:04). De UA1 en UA2 experimenten hebben ze gevonden inondermeer Z0 ! e�+ e+, Z0 ! ��+ �+, W+ ! e++ �e en W+ ! �++ ��.In Fig. 11.1 staat een \lego diagram" voor Z0 ! e� + e+, maar voorW� wordt het wat lastiger, omdat men de positie van het neutrino alleen viade missende impuls kan re
onstrueren. In Fig. 11.2 staat de \transversalemassa"mt = 2pt=
 (de massa van e+ of e� in de rea
tie q1+�q2 ! e�+\niets")weergegeven voor UA2. Ruwweg is pe�t � 12MW 
 sin �, waarbij � de hoek iswaaronder e� uitgezonden wordt t.o.v. de bundel. De afhankelijkheid van
os � volgt nu uitd�dpt = d�d 
os � d 
os �dpt = d�d 
os � 2ptMW 
q(MW 
=2)2 � p2t :De werkzame doorsnede heeft een maximum bij pt =MW 
=2 en valt daarnasnel af. We vinden zo MW = 80:41� 0:10 GeV/
2 en �W = 2:06� 0:07 GeV.De informatie voor Z0 is veel beter bekend, MZ0 = 91:187 � 0:007 GeV/
2en �Z0 = 2:490� 0:007 GeV.De koppeling vanW� is alleen met betrekking tot de linkshandige fermio-nen (maximale pariteitsviolatie) en is atijd hetzelfde (universaliteit), met dienverstande dat er menging optreedt tussen de quarksmaken (de CKM matrix).Zo is er gelijke produ
tie van e+�e, �+��, �+�� , u �d0 en 
�s0 (de laatste tweeper kleur gemeten, en t.o.v. de Cabibbo-geroteerde �d0 en �s0. Het topquark iste zwaar). De quark-antiquark toestanden (2 � 3) zijn niet altijd te onder-s
heiden, maar voor de leptonen verwa
ht men (onder verwaarlozing van demassa) per soort 1/9, wat goed overeen komt met de metingen,W+ ! e++�e10:9� 0:4%, �+ + �� 10:2� 0:5% en �+ + �� 11:3� 0:8%.De koppeling van de Z0 is wat ingewikkelder. Het kan vervallen in de6 leptonen en neutrinos en in de 5 quarktoestanden. De vervalsbreedte is61



gegeven door �i!f(s) = 12�(�h
)2�i�f= ((s�M2Z0
4)2 +M2Z0
4�2tot), waar �istaat voor e� + e+ ! Z0 en �f voor alle uitgaande toestanden, �tot(Z0) =Pf �(Z0 ! f �f). De quark-antiquark toestanden kunnen niet altijd onder-s
heiden worden, maar dat is niet zo erg. De neutrinos kunnen e
hter nietwaargenomen worden. Zij worden bepaald uit de totale werkzame doorsnede,omdat van ieder ander deeltje de werkzame doorsnede bekend is. Met LEPen SLC vond men de experimentele waarden, Z0 ! e++ e� 3:366� 0:008%,�++�� 3:367� 0:013%, �++ �� 3:360� 0:015%, �e;�;� + ��e;�;� 20:01� 0:16%en hadronen 69:90 � 0:15%. We zullen zo meteen zien welke koppelingendaarvoor nodig zijn.Om de zwakke wisselwerking beter te begrijpen voeren we de zwakkeisospin in. Iedere familie van linkshandige quarks en leptonen vormt eendoublet van fermionen die in elkaar over kunnen gaan door een W boson uitte zenden of te absorberen. De elektris
he lading zfe van de twee fermionenvers
hillen in een doublet altijd pre
ies een eenheid. De zwakke isospin is T =1=2 en de derde 
omponent is T3 = �1=2. De re
htshandige 
omponenten vande fermionen koppelen niet aan het W boson en zijn singlets (T = T3 = 0).We hebben derhalve de volgende verdeling (tabel 11.1):T T3 zf��ee �L ���� �L ���� �L 1/2 +1=2�1=2 0�1eR �R �R 0 0 �1�ud0�L � 
s0�L � tb0�L 1/2 +1=2�1=2 +2=3�1=3uR 
R tR 0 0 +2=3dR sR bR 0 0 �1=3Het W -boson heeft T = 1, met T3(W�) = �1, T3(W+) = 1 en T3(W 0) = 0.De koppelins
onstante is g, maar W 0 is niet hetzelfde als Z0. Men veron-derstelt een singlet B0 (T = T3 = 0) met een zwakke koppelings
onstantegegeven door g0, die als W 0 koppelt aan de fermionen zonder de zwakkeisospin te veranderen. Het foton 
 en Z0 zijn dan kennelijk twee lineaire
ombinaties van deze W 0 en B0,j
i = sin �W jW 0i+ 
os �W jB0i;jZ0i = 
os �W jW 0i � sin �W jB0i;waar �W de elektrozwakke mixingshoek is (ook bekend als Weinberghoek).62



Met kan laten zien dat de Weinberghoek voldoet aan tan �W = g0=g,sin �W = g0=(g2 + g02)1=2 en 
os �W = g=(g2 + g02)1=2. Op die manier iselektris
he lading gegeven door de eis dat de ele
tronen wel, maar de neu-trinos niet lading voelen. De elektris
he lading is dus e = g sin �W . Dewaarde van de Weinberghoek (uit �-e en Z0 verstrooiing, of MW=MZ) issin2 �W = 0:23124� 0:00024. De zwakke koppeling �W is dus ongeveer vierkeer zo sterk als �, maar de zwakte komt vooral door de grote massas vanW�en Z0. Bij Z0 spelen de ladingen een spe
i�eke rol, gZ(f) = gĝ(f)= 
os �W ,waar ĝ(f) = T3 � zf sin2 �W en zf de lading (in eenheden van e) is.De massas van W� and Z0 konden al voldoende nauwkeurig voorspeldworden voordat ze waargenomen waren. Volgens EqPN.(10.4) hebben weM2W 
4 = p2��(�h
)32GF sin2 �W ; (80)waar we � � 1=128 en sin2 �W � 0:231 moeten invullen. Voor de massa vanZ0 gebruiken we MW=MZ = 
os �W , wat goed overeenkomt met de re
ht-streeks waarde, MW=MZ = 0:8818� 0:0011.De breedte van Z0 kunnen we nu ook bepalen. Ieder fermion draagt�f = �0[ĝ2L(f) + ĝ2R(f)℄ bij, waar�0 = GFM3Z
63�p2(�h
)3 = �g2M3Z
26e2M2W = �MZ
26 sin2 �W 
os2 �W � 663MeV: (81)Voor de linkshandige neutrinos hebben we ĝL(�) = 12 (T3 = 12 en zf = 0). Inhet boek wordt gezegd dat men gelooft dat er geen re
htshandige neutrinosin de natuur voorkomen. Dat was de situatie voordat men heeft ontdektdat neutrinos een massa hebben (de mogelijkheid dat het ele
tron neutrinomassaloos is kan nog niet worden uitgesloten). Voor deeltjes met massa is deheli
iteit niet behouden, zodat er naast het linkshandig neutrino dat koppeltaan de W� en Z0 deeltjes, er ook een re
htshandig neutrino moet zijn. Zulkere
htshandige neutrinos koppelen e
hter niet (re
htstreeks) aan deW� en Z0deeltjes, en de 
on
lusie in het boek dat T3 = zf = ĝR = 0 is dus nog steeds
orre
t, m.a.w. ĝR(�)=0. Dat betekent dat ���165:8 MeV. Voor de d, s enb quarks geldt voor linkshandige 
avors T3=� 12 en voor re
htshandige T3=0.Samen met zf=� 13 , heeft men dan ĝL(d; s; b)=� 12+ 13 sin2 �W en ĝR(d; s; b)=13 sin2 �W . Een fa
tor 3 voor de kleuren geeft tenslotte �d;s;b � 3�122:4 MeV.Voor het u en 
 quark (t is te zwaar) vindt men ĝL(u; 
) = 12 � 23 sin2 �W en63



ĝR(u; 
) = � 23 sin2 �W , oftewel �u;
 � 3�94:9 MeV. Tenslotte, voor de geladenleptonen vindt met ĝL(e; �; �) = � 12 + sin2 �W en ĝR(e; �; �) = sin2 �W , wat�e;�;� � 83:8 MeV geeft (voor sin2 �W = 14 is er een symmetrie tussen ĝ2L andĝ2R). Verval in ��� kan men alleen halen uit de totale werkzame doorsnede,�tot = 2418 MeV, of na 
orre
ties �theor:tot = 2497� 6 MeV. Voor 3 families isdit in goede overeenstemming met �exp:tot = 2490� 7 MeV. In Fig. 11.3 vindtmen de werkzame doorsnede zoals gemeten door OPAL (CERN). Hiermeekan men het aantal neutrinos uitrekenen dat een massa heeft die kleiner isdan de helft van de Z0 massa (probleem 11.1).Het standaard model is nu 
ompleet op de Higgs na. In eerste instantiewillen we de Higgs gebruiken voor spontane symmetriebreking. Dit is analoogaan het Meissner e�e
t in ferromagnetisme. Boven de Curie temperatuur isde spin massaloos, m.a.w. de draaiing heeft hier geen massa. Bij de Curietemperatuur vindt een faseovergang plaats, en de ferromagneet heeft noubij lagere temperatuur een voorkeursri
hting. In deze ri
hting is er dan eenmassa. Het Meissner e�e
t, d.w.z. de afwezigheid van externe magnetis
hevelden, is een goede analogie voor de Higgs. In het Higgs model, voorgesteldeonafhankelijk door Englert en Brout, en door Higgs, wordt de massa vanW�en Z0 gegeven door spontane symmetriebreking. De Higgs moet een s
alarwezen, vier vrijheids graden in totaal vanwege de symmetriebreking. Driedaarvan geven de massas van W� en Z0. Het foton blijft massaloos en erblijft dus een vrijheidsgraad voor de Higgs over. Deze is nu begrensd, mitshet model klopt, tot 114 GeV < mH < 241 GeV en moet met de LargeHadron Collider (LHC) gevonden worden.12 Het Standaard ModelHet standaard model bestaat uit ele
trozwakke wisselwerking en quantum
hromodynami
a. De gravitatie buiten bes
houwing gelaten, hebben we dusdrie intera
ties (waar we ele
tromagnetisme los zien van de zwakke kra
ht):Intera
tie koppelt met ve
tordeeltjes Massa(GeV=
2) JPSterke kleurlading 8 gluonen (g) 0 1�Elektromagn. elektris
he lading foton (
) 0 1�Zwakke zwakke lading W�, Z0 � 102 1Gluonen met kleurlading hebben intera
tie met elkaar. Ook de bosonen64



van de zwakke intera
tie hebben wisselwerking met elkaar, omdat ze zwakkelading hebben. Spin 1/2 deeltjes zijn ingedeeld naar hun families,Fermionen Families Lading Kleur TL3 TR3 SpinLeptonen �e �� �� 0 +1/2 1/2e � � -1 -1/2 0 1/2Quarks u 
 t +2/3 r,b,g +1/2 0 1/2d s b -1/3 r,b,g -1/2 0 1/2Ieder fermion heeft een antifermion met dezelfde massa, maar alle ladingenzijn tegengesteld. Door de gemeten waarde van de Z0 resonantie heeft mennu het aantal neutrinos (dat li
hter is als Z0=2) bepaald.De elektromagnetis
he intera
tie heeft fotonen die massaloos zijn, maarde bosonen uit de zwakke wisselwerking hebben een reikwijdte van ongeveer10�3fm. Gluonen hebben een massa gelijk aan nul, maar door de zel�ntera
-ties wordt de energie steeds groter bij toenemende afstand. Bij een afstanddie van de orde van 1 fm is, worden quark-antiquark paren gemaakt. Vrijedeeltje hebben altijd een neutrale kleur (de kleur is wit). De ele
tromagneti-s
he en zwakke intera
tie kunnen onder een noemer worden gebra
ht, de elek-trozwakke intera
tie. De ladingen worden gegeven door de Weinberghoek.Behouden is energie (E), impuls (~p), hoekmomentum (~L), lading (Q),kleur, baryongetal (B) en leptonnummer (L). Dat is zo voor alle intera
ties.Pariteit (P ) en ladings
onjugatie (C) is behouden onder de sterke kra
ht enhet elekromagnetisme, maar wordt gebroken door de zwakke wisselwerking.De 
harged 
urrent koppelt alleen aan linkshandige deeltjes en re
htshandigeantideeltjes. De neutrale 
urrent is deels pariteitsbehoudend, maar koppeltlinks- en re
htshandig met vers
hillende sterkte. CP is over het algemeenbehouden, maar in de CKM matrix zit een kleine afwijking die CP s
hendt.In Fig. 21.1 staan de overgangen weergeven voor leptonen t.g.v. de
harged 
urrents en in Fig. 12.2 de overgangen tussen de quarks. Het tquark is zo zwaar dat hij kan vervallen in een re�ele W+. Het Higgs deeltjewordt welli
ht gevonden met de LHC, maar er blijven nog een heleboel vra-gen onbeantwoordt. Zoals de vraag wat de 21 (of meer) 
onstanten zijn diehet model de�nieren, zoals de massas, de koppelings
onstanten en de 
oeÆ-
ienten voor de CKM en leptonis
he mixing matrix. Ook is de intera
tie vanhet Higgs triviaal, maar het feit dat de koppeling ongelijk aan nul is bewijstdat het geen fundamentele theorie is. Als het Higgs e
hter gevonden wordtmet mH < 241 GeV dan is de 
uto� groter dan de Plan
kmassa.65



19 Nu
leaire Thermodynami
aZware ionen reakties zijn de favoriete manier om een hoge temperatuur tebereiken. Als ze elkaar net raken dan wordt temperatuur gemeten door deMaxwellverdeling. De energie van alle vervalsprodu
ten is ook eenvoudig temeten. We kunnen zo ook een onders
heid maken tussen de energie van detwee voorwaartse fragmenten en de energie verloren door botsingen (zie Fig.19.5).Als voorbeeld gebruiken we goud dat met 600 MeV/nu
leon op een stil-staand trefplaatje (ook van goud) wordt ges
hoten. Voor een energie diekleiner is dan ongeveer 4 MeV/nu
leon heeft men, als fun
tie van deze e-nergie, een snel toenemende temperatuur (zie Fig. 19.6). Dat is de vloeibarefase. Maar bij een energie die ruwweg ligt tussen 4 en 10 MeV/nu
leon neemtde temperatuur sle
hts een heel klein beetje toe. Voorbij 10 MeV/nu
leonneemt dan weer de temperatuur toe, en deze fase noemen we de gastoestand.We kunnen dat vergelijken met de vorming van een gasfase, waar de temper-atuur pas weer kan stijgen als alle vloeistof is omgezet in gas. Het kookpuntligt dan bij ongeveer kT � 4 MeV.Als we de 
entrale botsingen willen bestuderen waarbij grote hoeveel-heden geladen en neutrale pionen worden ge
re�eerd (zie Fig. 19.7), danri
hten we ons op die proje
tielen die geprodu
eerd wordt met tenminste10 GeV/nu
leon. Bij deze hoge energie hebben de kernex
itaties N +N !�+N een werkzame doorsnede van � = 40 mb. De bijbehorende weglengteis � � 1=(��N) � 1 fm, wat betekent dat dit een of meerdere keren gebeurd.Een nieuwe vrijheidsgraad is derhalve ge
re�eerd. Via �N $ � wordt hetdan thermodynanis
h in stand gehouden. Deze mix van nu
leonen, � bary-onen, pionen en in veel kleiner mate andere mesonen, vormt de hadronis
hematerie.De pionen zijn veel li
hter dan de andere hadronen en zorgen dus voor deuitwisseling van energie. De temperatuur wordt gevonden door de verdelingvan de energie loodre
ht op de bundel te meten, dN=dEkin / exp(�Ekin=kT ),waarin Ekin de kinetis
he energie is van de pionen. De temperatuur komtnooit boven kT � 150 MeV, de hoogste temperatuur die men kennelijk kanbereiken voor hadronis
he materie. Men zegt dat de pionen uitvriezen.In Fig. 19.8 staat het fasediagram. Koude kernen hebben een di
htheid�N en een temperatuur kT = 0. Een neutronenster heeft nog steeds (ruwweg)kT = 0, maar een di
htheid die 3-10 keer zo groot is als de kernen. Dat ligt66



nog (net) in de hadronis
he fase. Als men de kernen opwarmt, worden ervoornamelijk � deeltjes ge
re�eerd. Als men e
hter de kernen tot een kleingebied beperkt houdt dan zijn het meer de resonantie �(1232), of nog hoger,die een rol spelen.Het quark-gluon plasma is de fase voorbij 10 �N of 200 kT . Als meneerst de temperatuur op 0 kT houdt, maar de di
htheid laat toenemen, danoverlappen ze zoveel dat men niet kan beslissen welk quark of gluon waarbijhoort. Bij � = 0 maar kT 200 MeV worden zoveel pionen uitgezondendat ze beginnen te overlappen, en op een gegeven moment weten de quarksen gluonen niet meer bij welk pion ze horen. Wederom hebben we zo eenovergang naar de
on�nment. Er zijn pogingen om het quark-gluon plasmavia elektromagnetis
he straling waar te nemen, aangezien ze met een fa
torvan ongeveer 1/100 van de sterke wisselwerking koppelen, en dus niet afkoelen(vergelijk de neutrinos die uit het 
entrum van de zon komen zonder af tekoelen). De interesse in het quark-gluon plasma is mede bepaald doordatmen de evolutie van het heelal veel verder zal kunnen terugrekenen.De thermodynami
a van het vroege heelal heeft een enorme impuls gekre-gen van de deeltjesfysi
a. Maar ook voor de deeltjesfysi
a is de kosmologie eenbelangrijke 
onstraint. Ons huidige begrip van het vroege heelal is gebaseerdop twee belangrijk experimenten, namelijk de 
ontinue uitbrijding en de kos-mis
he a
htergrondstraling. De veronderstelling is dat het begonnen is meteen singulariteit die zi
h in het Big Bang model uitgebreid heeft en doorvers
hillende faseovergangen is gegaan. Het grootste deel van de zi
htbarematerie bevindt zi
h in de melkwegstelsels die een massa hebben van 107 tot1013 zonsmassas (er zijn er � 1023).De snelheid van de melkwegstelsels kan uit de Dobblervers
huiving wor-den gehaald, waar verder weg een grotere roodvers
huiving met zi
h mee-brengt. We vinden dan dat in alle ri
htingen de melkwegstelsels wegbewegenmet een snelheid v = H0d, waar we de afstand ruwweg s
hatten met deafnamen van de li
htintensiteit. De Hubble
onstante is in de orde van 75km s�1/MP
, waar 1 P
=3:1� 1013 km=3.26 li
htjaren (de vroegere waardewas 50 tot 100 km s�1/MP
, maar de fout is behoorlijk afgenomen). Hub-ble 
on
ludeerde een isotrope expansie van het heelal. Volgens de Big Bangis het hete plasma afgekoeld en op het moment dat de elektromagnetis
hestraling ontkoppelde, is het zonder intera
tie met de materie waargenomen.Dit is door Penzias en Wilson als kosmis
he a
htergrond straling met eentemperatuur van 2.73 K (met sle
hts hele kleine variaties) gemeten.67



Het Friedman model geeft de tijdsevolutie als fun
tie van de gemiddeldedi
htheid. Is deze di
htheid te groot, dan wordt op een gegeven moment deuitdijing omgezet in een inkrimping. Maar bij een te kleine waarde gaat deuitdijing altijd door. Het heelal kan ook de kritis
he di
htheid aannemen,waarbij de snelheid naar nul gaat, maar het is fout te stellen dat het eenbegrenzende afmeting heeft. Deze gaat nog steeds naar oneindig als R(t) (:)t2=3. In dit eenvoudige model wordt de leeftijd van het heelal gegeven doort0 = 2=(3H0), i.p.v. EqPN.(19.4). To
h geeft t0 = 1=H0 op basis van dere
ente metingen met o.a. de WMAP satelliet e�e
tief de juiste leeftijd,t0 = 13:7 miljard jaar en H0 = 71 km s�1/MP
. Dat komt omdat naast dedonkere materie (we kunnen bijv. dan denken aan massieve neutrinos) ookhet e�e
t van de zogenaamde donkere energie (
q. 
osmologis
he 
onstante)meegenomen moet worden.Toen het heelal werd gevormd was er zo veel thermis
he intera
ties tussende vers
hillende deeltjes dat er geen vers
hil was tussen de quarks en deleptonen. Na 10�35s was de temperatuur al zozeer afgenomen dat er eenfaseovergang plaats vond in de sterke wisselwerking, waar de quarks niet meerreageerde met de leptonen. Op dat moment is het aantal fotonen ongeveer 109maal het aantal quarks, en kan niet meer veranderen. Na ongeveer 10�11s,bij een temperatuur van 100 GeV/k, vindt een faseovergang plaats waarde zwakke wisselwerking ontkoppeld. Bij 
a. 10�6s is de energie gedaaldnaar kT � 100 MeV, de typis
he s
haal voor hadronis
he intera
ties. Dit iswaar de quarks opgesloten worden in baryonen en mesonen. De protonen enneutronen zijn in thermis
h evenwi
ht door de zwakke intera
ties. Maar bijongeveer 1 s, d.w.z. bij kT � 1 MeV, ontkoppelt het proton en neutron. Hetproton komt dan ongeveer 7 maal zo vaak voor als het neutron. Na ongeveer3 minuten is kT � 100 keV, op welk moment er een faseovergang plaats vindttussen de kernen en fotonen. De energie van de fotonen is dan te klein om de(li
hte) kernen af te breken. In deze fase wordt deuterium, helium en lithiumgevormd.In Fig. 19.9 is s
hematis
h aangegeven wat de evolutie van het heelalis vanaf de elektrozwakke faseovergang (T � 1015) door de energiedi
htheidvan straling en materie te plotten als fun
tie van de temperatuur (of de tijd).Bij een temperatuur van 1013 K zien we dat de hadronen ontkoppelen, enwat later ook de leptonen. Bij T � 104 K gaat de materie domineren. Dehuidige temperatuur van de aldus gevormde kosmis
he a
htergrond stralingis 2.73 K. In het volgende gaan we kort in op een aantal belangrijke themas.68



Allereerst is er de materie-antimaterie asymmetrie, die volgt uit het feitdat zonder zo'n asymmetrie er net zoveel materie als antimaterie moet zijn.Bijv. zouden er evenveel baryonen als antibaryonen zijn. Dat is niet hetgeval en men kan uitrekenen wat deze asymmetrie is, uitgaande van hetaantal fotonen dat door de expansie en koeling van het heelal het omgekeerdepro
es niet meer heeft kunnen uitvoeren. Er zijn 3 � 10�10 baryonen tegeneen foton en als ze allemaal konden annihileren dan had men aan �q =(q � �q)=(q + �q) = 3� 10�10 genoeg gehad om de asymmetrie te begrijpen.Dit kan gegenereerd worden door CP en baryongetal violatie, en een ther-mis
he niet-evenwi
ht situatie. In Grand Uni�
ation (GUT) kan dit een-voudig gerealiseerd worden. Als t < 10�35s dan zijn alle (anti)fermionengelijkwaardig en een kleine asymmetrie in het baryongetal is mogelijk. Mendenkt daarbij aan het X boson met een massa van ongeveer 1014 GeV/
2. Xen �X worden niet in gelijke hoeveelheden gemaakt: X vervalt in een quarken ele
tron met een ietwat andere snelheid als waarmee �X vervalt in een an-tiquark en positron. Het moet dan wel ge
re�eerd worden in niet-evenwi
ht,waarbij CP violatie een belangrijke rol speelt. Men heeft e
hter nog geenmodel gevonden dat aan alle voorwaarden voldoet.Men veronderstelt dat men terug kan rekenen tot 10�11s, wanneer detemperatuur ongeveer kT � 100 GeV was. Alles dat eerder was is weliswaargebaseerd op plausibele veronderstellingen, maar is nog niet bewezen. Bijruwweg 100 GeV weet men dat de elektrozwakke faseovergang plaats vindt,waar het overgaat van geen merkbaar vers
hil tussen zwakke en elektromag-netis
he intera
ties tot het geval waar de W en Z een massa krijgen doorintera
tie met het Higgs deeltje. Hoewel de energie nu een paar maal 100 GeVis, kunnen we niet de di
htheden bereiken die in de elektrozwakke faseover-gang speelt (108 maal de kerndi
htheid).Bij ruwweg 1 �s, d.w.z. bij kT � 100 MeV, was er een volgende overgangwaar het quark-gluon plasma plaats maakte voor kernen. Omdat de massasvan de u- en d-quarks vrijwel identiek zijn, is het proton en neutron in eersteinstantie in evenwi
ht. Als de temperatuur daalt dan wordt op een gegevenmoment de reatiesnelheid van het neutron (bijv. ��p! e+n) veel kleiner danhet omgekeerde pro
es (bijv. e+n ! ��p), omdat het neutron iets zwaarderweegt. Het aantal neutronen neemt hier door af (tot 1/7 van het aantalprotonen). Er wordt wel getra
ht dit te bereiken in zware ionenbotsingen,maar de di
htheid is in feite te groot in zulke botsingen.Ten slotte willen we nog bes
hrijven wat er rond t = 200 s gebeurt als69



we 88% protonen en 12% neutronen hebben. Ten eerste was de levensduurvan het deuterium door fotodisso
iatie vrij kort, maar als de temperatuurvoldoende afneemt kan het door n + p ! d + 
 + 2:22 MeV ontstaan. Hetkan dan alleen maar afnemen door een proton of neutron te absorberen,p + d ! 3He + 
 + 5:49 MeV en n + d ! 3H + 
 + 6:26 MeV. Tenslotteworden hieruit de stabiele 4He kernen gemaakt via 3He+n, 3He+d en d+d.De Li kernen die ge
re�eerd werden door 4He + 3H ! 7Li + 
 + 2:47 MeVzijn allemaal verdwenen in de rea
tie 7Li + p ! 24He + 17:35 MeV. Alleneutronen zijn derhalve in 4He gaan zitten en bevat derhalve 24% van demassa, met de overige 76% in de vorm van protonen.Alleen heeft men daarnaast een heel klein beetje deuterium, 3He en 7Likunnen maken, te meer omdat stabiele kernen met A = 5 en A = 8 nietvoorkomen. We kunnen alle hogere massas alleen met behulp van sterrenmaken. De Big Bang nu
leosynthese hield op bij ongeveer 30 minuten, waarde temperatuur onder de Coulomb barrier viel van andere kernrea
ties. Desterren hebben dit niet veel verandert en de massaverhouding 4He=p is nogdi
htbij de Big Bang waarde. Dit alles is in goede overeenstemming met watmen berekende.We willen de sterevolutie nu in wat meer detail bekijken. Eddington wasin 1920 de eerste die door had dat kernfusie de bron van energie in ster-ren is. Bethe, Weizs�a
ker en anderen hebben in de jaren dertig het verbandgelegd tussen de zon en nu
leare rea
ties. Fred Hoyle is in de jaren veertigbegonnen met de systematis
he studie van stellaire abundanties. Hij 
ombi-neerde daarbij de werkzame doorsnede van kernrea
ties (gemeten in het lab)met de stellaire dynami
a.Een ster wordt gevormd uit een 
ontra
tie van gas, en bestaat voor hetgrootste deel uit waterstof en Helium. In het 
entrum loopt de temperatuurzo hoog op dat er kernfusie mogelijk wordt. Er is niet veel menging vanvers
hillende lagen en het transport is door straling. De druk is zo grootdat de ster min of meer in evenwi
ht is (de viriaalstelling voor een gravita-tionele kra
ht zegt dat de temperatuur af moet nemen naar de rand toe en degemiddelde kinetis
he energie is dan de helft van de potentiele energie). De
hemis
he 
ompositie wordt maar langzaam veranderd door de kernreaktiester plekke. In het bijzonder wordt alleen de kern van de ster veranderd. Eenster in evenwi
ht straalt even veel uit als het met kernrea
ties aanmaakt.Om fusie van kernen tot stand te brengen moet de temperatuur hooggenoeg zijn om de Coulomb barriere te besle
hten. Als de Gamowfa
tor70



G � ��Z1Z2
=v is, moet de amplitude e�2G voldoende groot zijn om de re-a
tie plaats te laten vinden. Ook in fusierea
ties is de energie iets onder deCoulomb barriere en vindt het door tunneling plaats. De waars
hijnlijkheidper eenheid van volume is dN=dt = n1n2h�vi, waar n1 en n2 de di
hthedenzijn van de twee fusieprodu
ten. We hebben h�vi tussen twee haakje gezet,omdat het gemiddeld moet worden met de Maxwell-Boltzmann verdeling,n(v) / exp(�mv2=2kT ) = exp(�E=kT ). De verdeling n(v) is sterk afne-mend, terwijl �v een sterk toenemend gedrag heeft. Fig. 19.10 geeft dit weerals een kromme in E, waarbij exp(�E=kT ) vermenigvuldigd moet wordenmet de Gamowfa
tor, exp(�b=pE). Fusie is dan everredig met het pro-du
t, exp(�E=kT � b=pE), dat een zeer nauwe fun
tie is van E met eenhalfwaardebreedte die met �E0 wordt weergeven.Het eerst verbranden we het waterstof, waar het eindprodu
t 4He is. Eenmassa van ongeveer 1/10 van de zonsmassa geeft al een temperatuur vanT > 107K en is voldoende om de proton-proton 
y
les gaande te houden:p + p ! d + e+ + �e + 0:42 MeV, p + d ! 3He + 
 + 5:49 MeV, 3He +3He! p+ p+ �+ 12:8 MeV en e+ + e� ! 2
 + 1:02 MeV. Netto geeft dat4p! �+2e++2�e met 26.72 MeV aan energie, waarvan gemiddeld 0.52 MeVgebruik wordt door het neutrino en verloren gaat. De eerste reaktie is hetlangzaamste omdat de zwakke wisselwerking er bij betrokken is. In het eerstebegin branden alle sterren via de proton-proton 
y
les. In de zon duurt dezefase 1010 jaar, waarvan de helft verstreken is. Als 12C aanwezig is, dan kan hetvia de koolstof 
y
lus, 126C !p 137N !�+ 136C !p 147N !p 158O!�+ 157N !p 126C+�,gemaakt worden. Het koolstof komt hierna weer vrij voor verdere reakties,maar het vergt hogere temperaturen. Ze hebben het zelfde e�e
t als deproton-proton 
y
lus (4p ! � + 2e+ + 2�e en een energie van 26.72 MeV),maar het loopt sneller.Als al het waterstof in de kern op is moet de ster eerst behoorlijk opwar-men om het 4He te kunnen verbranden. Voor sterren die veel li
hter zijn dande zon zijn zulke hoge temperaturen niet mogelijk en de ster wordt een wittedwerg, d.w.z. de Fermidruk is het eerste dat de ster weer stabiliseert, al is deafmeting dan die van planeten. Zwaardere sterren kunnen een temperatuurbereiken van ongeveer 108 K met een di
htheid van 108 kg/m3, waar hethelium begint te branden. Omdat de temperatuur toeneemt kan nu ook hetwaterstof dat iets verder naar buiten ligt gaan ontbranden. Maar als gevolgdaarvan wordt de ster veel groter en wordt een rode reus.Op het eerste gezi
ht lijkt het niet mogelijk om 4He te verbranden, want71



8Be heeft een levensduur van 10�16s. E
hter, in 1952 liet E. Salpeter zienhoe we het 4He konden verbranden. In Fig. 19.11 staat het zg. 3 �-pro
esbes
hreven. Hoewel er maar een 8Be op 109 �'s is (bij een di
htheid van108 kg/m3) is dat to
h voldoende om de reaktie bij 108 K te laten verlopen.Maar het 8Be is 92 keV zwaarder dan 2�'s, en vervolgens is 12C� weer 287 keVzwaarder dan 4He+ 8Be, waarbij 12C� een 0+ ge�exiteerde toestand is die viaverval in 2
's eindelijk 34He! 12C + 2
 + 7:37 MeV geeft. De ge�ex
iteerdetoestand vervalt maar voor 0.04% in de grondtoestand van 12C (en die toe-stand is pas nadat Salpeter hierover s
hreef gevonden). Het 3 �-pro
es speelteen zeer belangrijke rol voor de vorming van hogere elementen en ruwweg 1%van alle kernen wordt aldus gemaakt.Als alle koolstof op is, dan worden de sterren met ruwweg de massa vande zon witte dwergen. Meer massieve sterren kunnen vervolgens 12C, 16O,20Ne, et
. verbranden. Als voorbeeld noemen we 12C + 12C ! 2010Ne + � +4:62 MeV; 2311Na+p+2:24 MeV; 2312Mg+n�2:61 MeV; 168O+2��0:11 MeV;et
. Het verbranden van sili
ium in ijzer is het laatste wat de ster nogkan doen (voor maar een paar dagen). De ster vormt dan een supernova,waar in een korte tijd ontzettend veel energie wordt uitgezonden. De kernwordt hierbij een witte dwerg (als de massa van de kern kleiner is dan eenzonsmassa), een neutronen ster (als de massa van de kern tussen een �a tweezonsmassa is) of een zwart gat.Zwaardere kernen worden gemaakt door a

umulatie van neutronen. Menkan dat doen door met het langzame pro
es (s-pro
es) gebruik te maken van2210Ne+ �! 2512Mg + n� 0:48 MeV of 136C + �! 168O + n� 0:91 MeV. Doorherhaalde vangst van neutronen vormen zi
h isotopen die door �-verval sta-biele kernen vormen. Maar vanaf lood moet men werken met �-verval. Voorhet snellere pro
es (r-pro
es) is men aangewezen op de supernova explosies,tengevolge van de hoge 
ux van 1023m�2s�1 neutronen. Vooral kernen diezwaarder zijn dan lood worden hiermee geprodu
eerd.Alle kernen worden zo gemaakt in de sterren. Alleen waterstof en heliumwordt gemaakt in de Big Bang. Elke keer wordt het vrij gegeven door de su-pernova explosies, zodat de samenstelling langzaam verandert. De resultatenzijn hiemee goed in overeenstemming en het is een van de grootste triomfenvan de astro- en kernfysi
a. EINDE72


